La Conjetura de Poincaré y Grigori Perelman.

Autor: Joaquin Gonzalez Alvarez - j.gonzalez.a@hotmail.com

Resumen

Se presenta una reseiia de la historia y fundamento de la Conjetura
de Poincaré asi como ciertas reflexiones sobre su solucion por
Grigori Perelman. Ademos se realiza un detallado andlisis sobre la
ecuacion diferencial del Flujo de Ricci.

Introduccion

La comunidad matematica mundial y en menor medida la fisica, se
conmovio ante la noticia en el 2002, de que un matematico ruso,
conocido sélo en un pequeno circulo de especialistas habia resuelto
uno de los problemas mas famosos de la historia de las matematicas,
planteado en 1904 por el gran matematico, fisico y filésofo francés
Henri Poincaré, sin que hasta ahora, casi un siglo después, nadie
habia podido resolver aunque fueron muchos los que lo intentaron.
La Conjetura de Poincaré, como se conoce el famoso problema, ha
sido resuelta por el matematico ruso de origen judio Grigori
Perelman. Antes que Perelman, se acercaron a la resolucion y
contribuyeron significativamente a la definitiva, dos eminente
matematicos, R.S, Hamilton y B. Thurston, . Hamilton propicio la
utilizacion para el tratamiento del problema, del llamado Flujo de
Ricci, del cual se realiza un detenido analisi en el rabajo que aqui se
presenta. Perelman en su informe reconoce la contribucién de
Thurston y de Hamilton, especialmente de este ultimo, la correcta
utilizacion del Flujo de Ricci.

Hamilton fue uno de los mas prodigos en elogios hacia el trabajo de
Perelman.

En el trabajo que aqui presentamos ademads de realizar una bresve
alusién a lo que es la Topologia, y después de algunos detalles
histéricos de la Conjetura, de Henri Poincaré y de Grigori Perelma,
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se da cuenta de los aspectos tedricos del Flujo de Ricci utilizndo un
minimo de la matematica necesaria para una mejor comprension de
lo que se espone.

Desarrollo.

Grigori Yaklevich Perelman, es uno de los mas prestigiosos
matematicos de la actualidad, pero de tal cosa soOlo tienen
conocimiento los especialistas en una rama de las menos tratadas de
la ciencia en cuestion como es el caso de la Topologia.

La Topologia, también conocida como Analysis Situs, es una
variante de la geometria en la que se consideran como equivalentes
dos figuras por el hecho de que los puntos que conforman una de
ellas pueden ponerse en correspondencia continua uno a uno con los
de la otra aunque una aparezca como reproduccion distorsionada de
la otra. De figuras asi relacionadas se dice que son topoldgicamente
equivalentes u homeomorficas. Esas figuras parecen como si una de
ellas hubiera sido dibujada en una lamina de goma y la otra fuera el
resultado de deformar arbitrariamente la ldmina de goma.

Por lo explicado wuna circunferencia y un cuadrado son
topologicamente equivalentes.

Una circunferencia y cualquier figura topologicamente equivalente
con ella divide al espacio en una region interior y una exterior. Un
anillo o sea la figura limitada por dos circunferencias concéntricas
tiene una region interior (el anillo propiamente dicho) y dos
exteriores. A la region exterior que queda dentro del anillo y a
espacios similares a ¢€ste, en topologia se les llama agujeros u
orificios. A las figuras sin agujeros se les llama simplemente
conexas, a las que tienen agujeros se les llama multiplemente
conexas. Figuras simplemente conexas no pueden ser
topologicamente equivalentes con figuras multiplemente conexas.
En tres dimensiones por razones andlogas a las expuestas la esfera es
simplemente conexa y equivalente a otra figura tridimensional
simplemente conexa como pudiera ser un cubo o dado.



Sobre estos temas de gran importancia en fisica y otras disciplinas,
es destacado investigador el matematico ruso Grigori Perelman el
cual se ha especializado en transformaciones topologicas conocidas
como Flujo de Ricci. Ademas de sus trabajos en San Petersburgo ha
realizado relevantes estudios en universidades norteamericanas. En
el 2002 anuncié al mundo haber resuelto el quizas mas importante
problema matematico del milenio, conocido como Conjetura de
Poincaré, segun la cual todas las estruturas compactas, simplemente
conexas, esto es, que cualquier lazo cerrado, dibujado en ellas puede
constrefiirse hasta un punto sin abandonar la estructura, son
homeomorficas de un ente geomeétrico llamado triesfera.

Cierta analogia formal aunque no muy precisa que me parece
advertir enttre la expresion del Flujo de Ricci :

R=-1/2 0 g (R tensor de curvatura de Ricci relacionado con el
lapalaciano A y g tensor métrico. Obvio subindices de R y g por
agilizar procesamiento del texto.) y la ecuacion diferencial de onda
electromagnética, y el hecho que relacionen campos con curvaturas
y espacio-tiempo, me hace pensar que quizas especialistas en el
tema pudieran encontrar en ¢ésto, aportes al empefio tedrico de
unificacion de las fuerzas gravitatorias y electromgnéticas sofiado
por Einstein y Kaluza. También advierto una analogia formal entre
la ecuacion temporal de Schroedinger y la que he presentado del
Flujo de Ricci igualmente una ecuacion diferencial no-lineal del tipo
parabdlico. . Si en ésta realizamos la sustitucion que encontrmos en
el desarrollo de la Teoria General de la Relatividad:

R=1/c’A¢ donde ¢p=-c*/2(g+1), R tensor de curvatura de Ricci, g
componente de tensor métrico, ¢ potencial gravitatorio, tendremos
la siguiente expresion para el Flujo: Ag=0tg que es analoga a la
ecuacion temporal de Schroedinger lo cual motiva a pensar en una
solucion para la  ecuacion del flujo igualmente
analoga:g=const.exp1/2m(Et-pr) donde E energia y p momentum.
La solucion ondulatoria g quedaria relacionada con la curvatura de
Ricci por la expresion: =-1/2Ag y de esa forma también



tendriamos una relacion cuantico-relativista en el contexto de
geometrizacion.

Indicaré una forma de demostrar la relacion antes utilizada entre el
flujo de Ricci y el lapalaciano del potencial. Las ecuaciones de la
TGR las mostraré de la forma siguiente. Las ecuaciones de la TGR
pueden escibirse asi:

R=81ik/c*(Tik-1/2gT) donde T tensor energia impulso que lleva
implicita la masa por lo que en esa expresion de R se evidencia la
relacidon curvatura- masa que estipula la TGR.

Realizando la sustitucion T=-pc* y g=I, ademas por la relacion
antes vista de g en funcion de [ se llega a

R=(41k/c*)u y aplicando. R=Tx derivada respecto a x del simbolo
de Christoffel que representa intensidad de campo de modo que por
las igualdades anteriores se tiene R=1/c*Ad que es la relacion que
queriamos demostrar la cual nos sirvio para llegar a una ecuacion
que mostrara el cardcter de ecuacion diferencial no-lineal parcial
tipo parabolica del Flujo de Ricci.



Soy de la opinion al interpretar las conclusiones de Perelman en
la solucion de la Conjetura, de que la superficie del Universo
“aparece” a cierta escala como una estructura la cual en cada
punto luce ser un espacio euclideo (en inglés: manifold), pero
que en una mas cercana visualizacion nos mostraria cambios en
la topologia y la superficie dejaria de ser suave y se presentaria
discreta,surgiendo como una espuma lo cual interpretamos
debida a las fluctuaciones cuanticas en el espacio-tiempo
fundamentada por el Principio de Heisenberg (aspectos no
mencionados en estos términos en la literatura sobre la
Conjetura a la que he podido acceder) . En su solucion de la
Conjetura, Perelman maneja el Flujo de Ricii para sortear de
forma que pudiera calificarse de “quirurgica”, las
singularidades posibles que a la postre muestra a la triesfera y
posible forma del Universo, como homeomorfica con toda
estructura compacta simplemente conexa. El llamar quirurgico
al procedimiento descrito quizas sea una metafora para el hecho
de que la aparicion y aniquilacion de particulas y antiparticulas
producto de las fluctuaciones, Perelman lo muestre como una
supresion tedrica del impedimento de que en la estructura los
lazos cerrados puedan constreiirse hasta puntos. ;Alguna
analogia con la intencion de la Teoria de las Cuerdas de ignorar
u ocultar las singularidades y posibles desgarramientos del
tejido espacio-temporal a nivel subplanckiano representada
mediante los modelos de Calabi-Yau?, Una ultima reflexion al
respecto: por lo que he podido conocer mediante lo aparecido en
Internet y sobre todo en el magnifico libro “The Poincaré
Conjecture”, de Donal O’"Shea, no se hace mencion cuando se
trata la forma del Universo, a la expansion y posible futura
contraccion del mismo.

La comunidad cientifica ha reconocido los méritos indiscutibles de
Grigori Perelman al que consideran un genio y otorgaron la Medalla
Fields en el XXX Congreso de la Union Matematica Internacional.
Sin embargo, Perelman de 40 afios, al que se le conoce un caracter
muy especial, , rechazé6 un premio al que se considera como el



Nobel de las Matematicas, el cual iba a ser entregado por el Rey de
Espafia y anuncié que rompia sus relaciones con la comunidad
matematica, se supone que por estar disgustado por el hecho de que
algunos aun discuten sobre lo acertado o no, de su solucién a la
Conjetura de Poincaré. Matematicos destacados como el
norteamericano John Ball, trataron de disuadirlo de su drastica
decision, pero sin lograrlo.

Quizas una de las causas de la actitud asumida por Perelman, fue el
disgusto de conocer como algunos matematicos especializados en el
tema de la Conjetura, alegaron haber resuelto el famoso problema
antes que ¢l. Tal es el caso de Shing-Tung Yau, nacido en Shan-
Tuney, China, pero desarrollado gran parte de su trabajo en
EstadosUnidos, el cual se le conoce por sus aportes a la Teoria de las
Cuerdas. Junto con Eugeno Clabi, es autor de los modelos de
espacio-tiempo conocidos como Formas de Calabi-Yau, los cuales
sirven como maquetas para visualizar los presupuestos de la Teoria
de las Cuerdas, Alegd que el ya habia con anterioridad resuelto la
Conjetura, pero que tal hallazgo no despejaba la duda sobre la forma
del espacio. No obstante Yau reconocid en una entrevista de prensa
el talento de Grigori Perelman.

Desde que en el 2002, Grigori Perelman, dio a conocer que habia
resuelto el famoso problema de la Conjetura de Poincaré, se ha
suscitado entre quienes tienen cierto grado de preparacion
matematica, gran interés en conocer, detalles de en que consiste el
tal problema. Pero es el caso que la literatura , a un nivel como el de
los articulos del propio Perelman, disponibles en Internet, resulta
muy dificil de entender, para quienes no poseen conocimientos
suficientes de las disciplinas implicadas en el tema de la conjetura,
tales como Topologia y Geometria Difeencial. Pero aspectos
fundamentales del tema, como lo es el Flujo de Ricci, éste se
presenta como una ecuacion diferencial en derivadas parciales
analoga a conocidas como la del Calor, la temporal de Schrodinger,
y otras del mismo tipo parabolico. Para aquellos que en sus carreras
universitarias si bien recibieron cursos hasta de Célculo III y
Ecuaciones Diferenciales, pero no Teoria General de la Relatividad



(TGR), al no conocer sobre el Tensor de Ricci, no advierten una
ecuacion diferencial en la expresion habitual del Flujo de Ricci. En
este trabajo intento en lo posible, mostrar el caracter de ecuacion
diferencial del Flujo de Ricci a partir de expresiones tomadas de la
TGR. Analizo también, en el mismo contexto, la analogia entre la
ecuacion que nos ocupa con otras importantes en fisica.

El Flujo de Ricci suele presentarse asi:

gt= --2R (1)

donde R tensor de Ricci y g componente del tensor geometrico, en
los cuales omito los subindices tensoriales para agilizar el
procesamiento del texto.

Tomadas de la TGR, utilizo las siguientes relaciones como ya antes
hice y repito por su importancia,

R=1/c2Ad (2) — 120/ (3)

para llegar a expresar el Flujo en la forma siguiente:

Ag=gt 4)

la cual al aparecer un operador diferencial como el laplaciano, ya
muestra la condicion de ecuacidn diferencial del tipo parabolico con
lo cual ya obtenemos uno (el principal) de nuestros objetivos.

Por lo general en la literatura al uso, se recalca la analogia del Flujo
de Ricci con la ecuacion del Calor la cual suele expresarse en la
siguiente forma:

AT = c¢//kTt

expresion en la cual se advierte la anlogia con la que hemos
encontrado para el Flujo si analogmos ¢/k con 1. Esta inusual



analogia con un nimero, la utilzaremos en lo que sigue para mostrar
otras analogias.

Ahora ya es facil mostrar la analogia de (4) con ecuaciones como la
temporal de Schroedinger:

AP = -4Timiy

cuya solucién es ) = Cexp (-210/h(Et- p.r)). Continuando con la
analogia podemos tomar como solucion de (4) la analoga a esta
ultima, la cual tendra esta forma: g = Dexp (-1/2m (Et-p.r) donde se
ha anlogado -41mmi con 1.

Para ambas soluciones hemos representado por C y D, las
respectivas constantes de integracion las cuales se determinaran de
las convenientes condiciones iniciales.

El Flujo de Ricci expresado en la forma (4) solo es analogable con
ecuaciones diferenciales parciales del tipo parabdlico, lo cual me ha
llevado a pensar en buscar una especie de ampliacion de (4) que nos
permita analogarla con ecuaciones del tipo eliptico.

Primero presentar¢ una ecuacion de tipo eliptico, la conocida
ecuacion de onda, la cual representaré de esta manera:

Ay = -1/v* ytt ()

donde el laplaciano es en este caso unidimensional, y la elongacioén
y v la velocidad de propagacion.. Como se sabe, la soluvidon de (5)
es: y= Aexp(i(wt-kx)) con lo que Ay=-k’y y  ytt=k*v’y que
puestos en (5) confiman lo dicho.

Procedimiento andlogo pudo haberse seguido con la ecuacion de
onda electromagnética tambien eliptica y no lineal la cual
manteniendo la notacion utilizada la repeesentamos asi:

Af = n?/c? fit



donde se toma como un comodin o joker para representar, segun el
caso, al campo eléctrico o el magnético. En este caso la analogia con
el Flujo lo realizamos analogando el coeficiente en el segundo
miembro con 1.

Veamos ahora como puede llegarse a una expresion que pudiera
analogarse con (5) como el Flujo de Ricci se analogd co la
Ecuacion de Schcroedinger. Para ello analogamos y con g y —1/v?
con 1 por lo cual obtenemos la expresion:

Ag = gtt (6)

Ahora mediantte (2) y (3) llego a Ag=-2R que puesto en (6) da:
gtt = -2R (7)

muy parecida a (1). A la ecuacion (7) a la cual he llegado, sugiero
llamarla Extension del Flujo de Ricci y que debidamente modificada
en forma similar a (6), podria generalizarse para los tres tipos de
ecuaciones diferenciales parciales. El Flujo Generalizado se
presentaria asi:

gti = Ang donde i=1 o 2 n= numero de
dimensiones.

Conclusiones

Como ha podido verse ademas de presentar el componente historico
y conceptual de lo esencial relacionado con la Conjetura de
Poincaré, he dedicado especial atencion a mostrar el caracter de
ecuacion diferencial en derivadas parciales no lineal del tipo



parabolico de la ecuacion que expresa al Flujo de Ricci, motivado
por el hecho cierto de que quienes se acercan al tema en cuestion.sin
conocimientos especializados en Topologia y Geometria
Diferencial asi como tampoco en TGR, no veian en la sumamente
escueta expresion con que suele representarse al Flujo indicios de
una ecuacién que respondiera a las caracteriticas senaladas no
obstante haber cursado en su formacidon universitaria avanzados
cursos de Calculoy Ecuaciones Difderenciales. En ese contexto
introdujimos algunas analogias formales del Flujo con importantes
ecuaciones de la fiisica tales con las de Schroedinger, las de las
ondas, asi como la del calor que es la mas socorrida para comparar
con la del Flujo. Por ultimo y sélo como algo curioso sin intencion
de sugerir su uso cientifico,aunque si quizas el didactico, hicimos
una digresion acerca de una posible generalizacion a otros tipos de
escuaciones y para otro numero de dimensiones, de la expresion del
Flujo de Ricci.
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