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SANTIAGO DE CALI

JUNIO DE 2006



ABSTRACT

In this work, the binding energy of hydrogenic impurity in a GaAs/InxGa1−xAs

quantum well is calculated as a function of the well width and the impurity posi-

tion inside the quantum well. The calculations are performed within the effective-

mass approximation and using a variational method for different In concentrations

(0<x<0.4) in GaAs. We have kept in mind that the confinement potential is modi-

fied by the strain due to the differences of the lattice constants between GaAs and

the InxGa1−xAs, which is included in the confinement potential as Atanasov sug-

gested, Phys. Rev. B 50,14381 (1994). We have found a very good agreement with

experimental results by Reynolds, Phys. Rev. B 43, 11156 (1992).
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RESUMEN

En este trabajo, se calculo la energı́a de enlace de una impureza hidrogenoide en

un pozo cuántico de GaAs/InxGa1−xAs como función del ancho del pozo y la posi-

ción de la impureza dentro del pozo cuántico. Los cálculos se realizaron teniendo

en cuenta la aproximación de la masa efectiva y un método variacional para dife-

rentes concentraciones de In (0<x<0.4) en GaAs/InxGa1−xAs. Se tuvo en cuenta

que el confinamiento es modificado por las tensiones ocasionadas debido a la dife-

rencia en la constante de red entre el el GaAs y el InxGa1−xAs, por lo que se incluyo

el potencial de confinamiento sugerido por Atanasov, Phys. Rev. B 50,14381 (1994).

Se encontró que los resultados concuerdan con las medidas experimentales hechas

por Reynolds, Phys. Rev. B 43, 11156 (1992).
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6. Apéndice: Rutina Escrita En Fortran 41

4



Capı́tulo 1

Introducción

El conocimiento de fenómenos a nivel cuántico ha permitido al hombre desa-

rrollar una serie de dispositivos de baja dimensionalidad para la aplicación en el

desarrollo de aparatos de información. Los transistores de alta movilidad, el diodo

emisor de luz y los láseres semiconductores constituyen algunos de los dispositivos

electrónicos mas usados que involucran sistemas de confinamiento cuántico.[1] Co-

mo su nombre lo indica, estos sistemas se encargan de confinar, esto es, restringir

el movimiento de los portadores de carga en ciertas direcciones dependiendo del a-

rreglo que se halla diseñado, por ejemplo: lo pozos cuánticos (QWs) que restringen

el movimiento en una dirección , los hilos cuánticos (QWWs) en dos direcciones, y

los puntos cuánticos (QD) en todas la direcciones[1, 2].

Es bien conocido que los compuestos semiconductores formados con elemen-

tos III y V de la tabla periódica como el Al,Ga,In del grupo III y As,Sb,N del grupo

V de la tabla periódica, entre otros, juegan un papel relevante en la fabricación

de dispositivos optoelectrónicos[3]. El acople entre GaAs e InGaAs pertenecientes

a esta familia de semiconductores presentan propiedades de interés practico que

motivaron el desarrollo de este trabajo de grado.

Los semiconductores presentan una banda de energı́a prohibida que impide

que los electrones que se encuentran en la banda de valencia sean promovidos a
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

la banda de conducción a menos que obtengan la energı́a suficiente para lograrlo.

Esta caracterı́stica manipulada ingeniosamente permite la construcción de hete-

roestructuras con confinamiento cuántico para los portadores de carga. Rodeando

un semiconductor por otros de banda prohibida superior se logra que las partı́cu-

las que se muevan libremente en el semiconductor con banda prohibida menor no

puedan circular en los materiales con mayor banda prohibida, ya que tendrı́an que

obtener energı́a extra para poder desplazarse dentro de estos materiales.

Acoplar semiconductores con banda de energı́a prohibida diferente no es un tra-

bajo trivial, más aún cuando se intenta producir barreras de confinamiento apre-

ciables, donde el mayor inconveniente ocurre debido a las tensiones creadas por la

diferencia en la contante de red entre los compuestos[4], este factor es clave cuando

se trata de escoger el material adecuado. En este trabajo se usaron los compuestos

GaAs e InxGa1−xAs, cuya unión se realiza de tal forma, que modificando la concen-

tración (x) de In en InxGa1−xAs, se pueda tener un balance entre el potencial de

confinamiento y las tensiones producidas por la diferencia en la constante de red.

Una vez construida la barrera de potencial se hace necesaria la propiedad que

tienen los compuesto semiconductores de permitir dopar su estructura cristalina

mediante la introducción de impurezas[3] (las impurezas pueden ser donadoras o

aceptoras). Este sistema puede ser modelado por medio de la mecánica cuántica

debido a la dimensión del confinamiento geométrico que experimentan los porta-

dores de carga[5] . En la practica las partı́culas donadas ó aceptadas por las im-

purezas no son partı́culas libres, estas se encuentran en desbalance electrónico

produciendo una atracción culombiana entre el portador de carga y la impureza.

Esta atracción es similar a la del átomo de hidrógeno, y nos permite utilizar un

modelo tipo hidrogenoide, para calcular la energı́a de enlace de la impureza, al re-

solver la ecuación de schrödinger de este sistema usando la aproximación de masa

efectiva y un método variacional[6].
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1.1. ANTECEDENTES CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1.1. Antecedentes

El primero en realizar el modelo para la energı́a de enlace, de una impureza

tipo hidrogenoide, confinada en un pozo cuántico fue G.Bastard[6], en el año 1981.

Posteriormente se han realizado múltiples trabajos similares, en especial sobre el

sistema GaAs/Ga1−xAlxAs/GaAs, donde se deben tener presentes parámetros tales

como la masa reducida, concentración del Aluminio y todas aquellas cantidades

intrı́nsecas de los materiales que influyen directamente cuando se trata de pre-

decir resultados que reflejen la realidad experimental. Existen una gran cantidad

de artı́culos sobre este aspecto, tales como el de C.Mailhiot[7], donde en su mo-

delo sobre el GaAs/Ga1−xAlxAs calcula el efecto que sufre la energı́a de enlace en

función de la posición de la impureza en la heteroestructura, usando la aproxi-

mación de la masa efectiva, pero a diferencia de G. Bastard tiene en cuenta que

la barrera de potencial es finita y dependiente de la concentración del Al; Zhen-

Yan Deng[8]trata el mismo sistema,incluyendo el termino del potencial imagen en

el hamiltoniano de este arreglo. El comportamiento de los parámetros internos

(masa,permitividad dieléctrica, etc.) que están presentes en los sistemas de confi-

namiento cuántico se han estudiado ampliamente, y hoy tenemos gran cantidad de

artı́culos al respecto[9].

Los artı́culos anteriormente mencionados y otros tantos trabajos de investi-

gación tienen al GaAs como principal material de estudio debido a sus excelentes

propiedades a la hora de construir heteroestructuras, propiedades que han sido

ampliamente analizadas y justificadas en muchos trabajos anteriores tal como el

publicado por J.S. Blakemore[10]. El otro material de interés para la formación de

pozos cuánticos y que se usara en este proyecto es el InxGa1−xAs, formando es-

tos dos materiales el sistema tipo pozo cuántico GaAs/InxGa1−xAs/GaAs de gran

interés, por ejemplo en la construcción de transistores de alta movilidad y en la

futura optoelectrónica. El ISOM(Instituto de Sistemas Optoelectrónicos y Microtec-

nologı́a)[11]resume lo investigado en múltiples trabajos sobre la importancia de este

arreglo. En el ISOM se han concentrado principalmente en la aplicación de láseres
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1.1. ANTECEDENTES CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

de estado sólido en la comunicación óptica en el rango de 1,0 a 1,5 µm, con el

propósito de obtener emisión de luz en el infrarrojo. Ellos expresan que los láseres

en el rango de 1,0 a 1,3µm, con decenas de mW de potencia, en áreas como la de-

tección óptica de gases, instrumentación cientı́fica, metrologı́a, bombeo de matrices

ópticas de alta potencia, ası́ como comunicación entre satélites seria posible medi-

ante el desarrollo de pozos cuánticos de GaAs/InxGa1−xAs/GaAs, debido a que has-

ta ahora estas aplicaciones no se cubrı́an de manera satisfactoria por tecnologı́as

ya existentes y maduras basadas en GaInAsP/GaAs, por el pobre confinamiento de

portadores debido a las limitadas potencias de salida, que tampoco se logran con

el tradicional sistema de materiales InGaAs/AlGaAs/(100)GaAs, ya que no permite

alcanzar emisiones a mas de 1.06µm por la aparición de dislocaciones en el pozo

tensionado de InGaAs. Sin embargo existen pocos trabajos sobre el estudio de esta-

dos de impureza en pozos cuánticos del compuesto GaAs/InxGa1−xAs/GaAs. Este

es el tema que sera abordado en el presente trabajo de grado.

El Grupo de Fı́sica Teórica del Estado Solido, perteneciente a la Universidad del

Valle ha estudiado modelos de sistemas similares al tratado en este trabajo. El pro-

fesor Nelson Porras Montenegro quien tiene un amplio recorrido en este tema, en

1992 [13]calculó la energı́a de enlace para una impureza hidrogenoide en un punto

cuántico esférico GaAs-(Ga,Al)As, en 1998 [14]hizo lo mismo con la energı́a de en-

lace para una impureza donadora confinada en un hilo cuántico cuando se aplica

campo eléctrico, en 1999 [15]determino numéricamente las transiciones infrarrojas

en el punto cuántico esférico de GaAs cuando se aplica campo magnético. Exis-

ten otra gran cantidad de artı́culos publicados por el grupo[16, 17, 18, 19, 20, 21]que se

relacionan con el tema de este trabajo de grado.
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Capı́tulo 2

Marco Teórico

Este capitulo esta dedicado a la muestra del marco teórico usado en el cálculo de

la energı́a de enlace para una impureza hidrogenoide ubicada en un pozo cuántico

de GaAs/InxGa1 − xAs/GaAs.

2.1. Confinamiento Cuántico en Semiconductores

En este trabajo de grado analizamos el confinamiento cuántico de electrones y

huecos que son donados por una impureza, ası́ como los estados de impureza en

el sistema GaAs/InxGa1−xAs/GaAs. El confinamiento se logra cuando un material

de un gap determinado es rodeado por otro material de mayor gap. La figura 2.1

nos indica que el InAs tiene un gap inferior al GaAs, y que al introducir pequeñas

concentraciones ,x, de In en GaAs se forma el compuesto InxGa1−xAs obteniendo

un material con una constante de red aproximada al GaAs, pero con un gap inferior.

La figura 2.2 (b) esquematiza aproximadamente cómo se produce el confi-

namiento energético cuando se diseña la heteroestructura de la figura 2.2 (a). El

confinamiento cuántico que presencian los portadores de carga en un pozo cuánti-

co de GaAs/InxGa1−xAs/GaAs se obtiene gracias a la diferencia del gap que existe

entre los dos materiales, el GaAs y InxGa1−xAs.
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2.1. CONFINAMIENTO CUÁNTICO EN SEMICONDUCTORES

Figura 2.1: Esquema que nos permite contrastar la constante de red y el gap de los materiales

InxGa1−xAs y GaAs

Cuando se tiene un electrón en la banda de conducción ó un hueco en la banda

de valencia, decimos que tenemos una particular libre en el material semicon-

ductor, donde en nuestro trabajo el portador de carga puede moverse en el GaAs

siempre que supere las barreras Ve y Vh respectivamente. Si esto no ocurre los

portadores quedan confinados en el material de gap inferior.

El GaAs que es uno de los compuestos semiconductores que se usan en este

trabajo, presenta una estructura de bandas que permite que en k=0, la transi-

ción electrónica ocurra desde el máximo de la banda de conducción, al mı́nimo de

la banda de valencia. Esta caracterı́stica permite que la aproximación de la masa

efectiva sea posible, tal como se vera en la siguiente sección. Para poder aplicar es-

ta aproximación en el compuesto InxGa1−xAs (figura 2.3) necesitamos garantizar

que la concentración de In sea lo suficientemente pequeña para que la estructura
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2.1. CONFINAMIENTO CUÁNTICO EN SEMICONDUCTORES

Figura 2.2: Esquema de un pozo cuántico semiconductor. (a) Forma como se encuentran acopla-

dos los materiales GaAs e InxGa1−xAs. (b) Esquema de su estructura de bandas, BC:= Banda de

conducción, BV:= Banda de valencia, Ve:= Potencial de confinamiento electrónico, Vh := Potencial de

confinamiento huecos.

Figura 2.3: En la parte izquierda, la estructura de bandas para el GaAs, en la derecha la estructura

de bandas del acople InxGa1−xAs con GaAs[26].

de bandas sea similar a la del GaAs.

Introduciendo una impureza Figura 2.4, (esta puede ser donadora o aceptora),

en el material confinado garantizamos portadores de carga en un estado semi-libre.

El portador de carga no se encuentra totalmente libre porque el núcleo de la im-
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2.2. APROXIMACIÓN DE MASA EFECTIVA

Figura 2.4: (a) semiconductor en su forma común, (b) Semiconductor dopado

pureza queda descompensado electrónicamente, y atrae la partı́cula donada por

medio de una interacción culombiana. Tendiendo en cuenta esta interacción po-

dremos calcular la energı́a de enlace en un pozo cuántico de GaAs/InxGa1−xAs/GaAs.

2.2. Aproximación de Masa Efectiva

Para calcular la energı́a de enlace de una impureza hidrogenoide en un pozo

cuántico de GaAs/InxGa1−xAs/GaAs , se plantea el hamiltoniano que describe este

sistema[22, 23],

ĤΨ =
[
− ~2

2m
∇2 +W (~r)− e2

r
+ V (z)

]
Ψ = ÊΨ, (2.1)

donde m es la masa de la particular libre (en el análisis que se hará a continuación

asumiremos que la masa corresponde a la del electrón, más adelante veremos que

el análisis para un hueco es análogo), W (~r) es el potencial cristalino periódico que

obedece la siguiente ley,

W (~r) = W (~r +
∑
i

ni~ai), (2.2)
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2.2. APROXIMACIÓN DE MASA EFECTIVA

donde ~r es un punto arbitrario en la red, ni es un entero y ~ai i = 1, 2, 3 los tres vec-

tores base de la red de Bravais. Finalmente el termino −e2
r y V (z) son el potencial

culombiano y el potencial de confinamiento respectivamente.

Planteada la ecuación 2.1 recurrimos a la aproximación de masa efectiva, bus-

cando obtener un Hamiltoniano de la forma,

HΨ =
[
− ~2

2m∗∇
2 − e2

r
+ V (z)

]
Ψ = ÊΨ, (2.3)

en la que el termino m∗ se conoce como la masa efectiva, la cual tiene la información

de la red, es diferente para todos los materiales y su valor es medido experimen-

talmente. Gracias a la aproximación de masa efectiva obviamos el termino W (~r), y

nos concentramos en resolver la ecuación (2.3).

El modelo de masa efectiva plantea la siguiente transformación,

− ~2

2m
∇2 +W (~r) −→ − ~2

2m∗∇
2. (2.4)

Para llevar a cabo esta transformación tomamos de la ecuación (2.1) el termino,

[
− ~2

2m
∇2 +W (~r)

]
Ψ̂ = ÊcΨ̂, (2.5)

donde Ψ̂ es la función de Bloch y Êc la energı́a asociada al electrón libre en la banda

de conducción. Al aplicar Ψ̂ = u
α,~k

(~r)ei~k.~r encontramos que satisface la siguiente

ecuación,

[
− ~2

2m
∇2 − i

~2

m

(
~k~∇

)
+W (~r)

]
u
α,~k

=
[
Eα(~k)− ~2k2

2m

]
u
α,~k
, (2.6)

donde α indica el número de la banda de energı́a y ~k es el vector de onda. Si
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2.2. APROXIMACIÓN DE MASA EFECTIVA

observamos la estructura de bandas del GaAs notaremos que en ~k = 0 la transición

electrónica se da del máximo de la banda de valencia, al mı́nimo de la banda de

conducción, llamando a este comportamiento transición de gap directo. De este

análisis tenemos que en ~k → 0 podemos transformar la ecuación (2.6) en,[
Hc +W

(
~k
)]
uα,0 = εcuα,0, (2.7)

donde

Hc = − ~2

2m
∇2 +W (~r) (2.8)

y

W
(
~k
)

= −i~
2

m
~k.~∇+

~2k2

2m
−→ 0 cuando ~k → 0. (2.9)

Debido a que W (~k) se hace pequeño comparado con los otros términos del hamil-

toniano, se toma como un potencial perturbativo y se aplica el método de pertur-

bación a la ecuación (2.7), obteniendo el valor de la energı́a en el mı́nimo de la

banda de conducción,

Êc = Ec(~0) +
~2k2

2m
+

~2

m2

∫
V0

∣∣∣u∗v,0~k. ~Puv,0∣∣∣2
Ec(~0)− Ev(~0)

dV0, (2.10)

donde ~k. ~P = −i~kj .Pj, Ec(~0)−Ev(~0) = Eg, y Eg es el gap del material. Con estos datos

reescribimos la ecuación 2.10 como,

Êc = Ec(~0) +
~2k2

2m∗ , (2.11)

donde
1
m∗ =

[
1
m

+ 2
∫
V0

∣∣u∗v,0Pjuv,0∣∣2
Eg

dV0

]
, (2.12)
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2.3. MÉTODO Y FUNCIÓN VARIACIONAL

1
m∗ es el llamado tensor de masa efectiva. Anteriormente se mencionó que esta

cantidad es medida experimentalmente, y como su expresión lo indica, tiene la

información de la red expresada en la componente del momentum y el gap del ma-

terial en estudio.

Basándonos en la ecuación (2.11) y reemplazando en (2.7) obtenemos,

[
Hc +W

(
~k
)]

Ψ =
[
Ec(~0) +

~2k2

2m∗

]
Ψ, (2.13)

y transformando de la forma ~k → −i~∇, podremos finalmente tomar la ecuación

(2.1) y operar de la siguiente manera,

− ~2

2m
∇2 +W (~r) −→ Hc +W

(
~k
)
−→ Ec(~0) +

~2k2

2m∗ , (2.14)

para lograr reescribir el hamiltoniano de la ecuación (2.1) de una forma mas cómo-

da a la hora de desarrollar los cálculos correspondientes,

HΨ =
[
− ~2

2m∗∇
2 − e2

r
+ V (z)

]
Ψ. (2.15)

2.3. Método y Función Variacional

El uso del método variacional y la función variacional[24]se justificarán en este

capitulo.

Método Variacional

Sea el ket |ψ〉 el vector de estado que describe el sistema a tratar, de tal forma

que,

〈H〉 =
〈ψ|H |ψ〉
〈ψ| ψ〉

≥ E0, (2.16)
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2.3. MÉTODO Y FUNCIÓN VARIACIONAL

donde E0 es el estado fundamental del sistema, y recordando la siguiente propiedad,

|ψ〉 =
∑
n

Cn |ψ〉 , (2.17)

podremos de la ecuación anterior deducir fácilmente que En ≥ E0, donde En =
〈ψ|H|ψ〉
〈ψ|ψ〉 .

Si tomamos un ket |ψ(λ)〉 dependiente de un parámetro λ, donde todo indica

que |ψ(λ)〉 es el mejor ket que describe nuestro sistema, entonces tendremos la

certeza que al aplicar el hamiltoniano H en estudio sobre nuestro ket, solo faltarı́a

minimizar En respecto a λ para obtener una energı́a cercana a E0, siempre y cuando

el ket que se escoja sea el más adecuado.

Función Variacional

Obtener la función variacional adecuada que describa un sistema de forma co-

rrecta no es tarea fácil, por lo que en este trabajo de grado la función de onda sera

justificada a partir del análisis del hamiltoniano planteado en la ecuación (2.15),

HΨ =
[
− ~2

2m∗∇
2 − e2

r
+ V (z)

]
Ψ. (2.18)

Si de la ecuación anterior omitimos el potencial de confinamiento V (z), veremos

que tenemos el Hamiltoniano que describe el átomo de hidrógeno, en otras palabras

nuestro sistema es similar al átomo de hidrógeno pero presentando confinamiento

en una de las direcciones de movimiento (z por ejemplo), indicando que existe un

espesor que se debe tener presente (el ancho del pozo cuántico).

Analı́ticamente se conoce la función de onda para el átomo de hidrógeno,

Ψ(3D) ∝ e−r/a0 , (2.19)
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2.3. MÉTODO Y FUNCIÓN VARIACIONAL

donde a0 es el radio de Bohr. De la misma forma se obtiene la solución para el

átomo de hidrógeno dos dimensional,

Ψ(2D) ∝ e−2r/a0 , (2.20)

donde para el caso bidimensional r = ρ.

Comparando la función de onda del átomo de hidrógeno tridimensional y dos

dimensional, vemos que son proporcionales a e−r/λ, donde λ es a0 y a0
2 respectiva-

mente. Esta comparación nos permite deducir que nuestro sistema se encuentra

entre estos dos lı́mites, ya que el pozo cuántico tratado en este proyecto de grado

tiene un ancho de confinamiento que impide que el movimiento sea libre en todas

las direcciones, y sin embargo no lo restringe a las dos dimensiones. Teniendo en

cuenta que el confinamiento presenta un espesor en z, inferimos que la función de

onda que describe el sistema en estudio, sera proporcional a e−r/λ, donde λ sera el

parámetro variacional a determinar para el cálculo de la energı́a de enlace.
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Capı́tulo 3

Estados de Impurezas

Hidrogenoides en Pozos

Cuánticos de

GaAs/InxGa1−xAs/GaAs

En este capı́tulo se calcula en primera instancia, la energı́a del estado funda-

mental que presentan los portadores de carga en el pozo cuántico propuesto en este

trabajo de grado, sin tener en cuenta la atracción culombiana, que en la segunda

parte estará presente y nos permitirá calcular la energı́a de enlace.

3.1. Estado Fundamental

El estado fundamental de una partı́cula confinada, en un pozo cuántico de ba-

rrera finita es un problema conocido y resuelto en mecánica cuántica[25]. Las fun-

ciones de onda que describen el estado del portador de carga, en cada región del

18



3.1. ESTADO FUNDAMENTAL

sistema esquematizado en la fig. 3.1, son las siguientes:

ΨI = A1e
αz (3.1)

ΨII = B1e
ikz +B1e

−ikz (3.2)

ΨIII = A2e
−αz, (3.3)

Figura 3.1: Diagrama de energı́a de confinamiento Vs Ancho del Pozo

donde el hamiltoniano para las regiones I y III se encuentra bajo la presencia de

una barrera de potencial V(z) = V,

HIΨI =
[
− ~2

2m∗
1

∂2

∂z2
+ V

]
ΨI = E0ΨI (3.4)

HIIΨII =
[
− ~2

2m∗
2

∂2

∂z2

]
ΨII = E0ΨII (3.5)

HIIIΨIII =
[
− ~2

2m∗
3

∂2

∂z2
+ V

]
ΨIII = E0ΨIII . (3.6)

Las derivadas con respecto a x y y no se toman en cuenta, debido a que la partı́cula

no esta confinada en estas dos direcciones. Notemos además que la masa efectiva
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3.1. ESTADO FUNDAMENTAL

m∗ es la misma en las regiones I y III m∗
1 = m∗

3 6= m∗
2.

Evaluando la continuidad de la función y su derivada en la frontera encontramos

finalmente las funciones de onda que describen nuestro sistema, y las ecuaciones

para obtener la energı́a del estado fundamental E0,

ΨI = Ncos

(
kL

2

)
eα

L
2 eαz (3.7)

ΨII = Ncos(kz) (3.8)

ΨIII = Ncos

(
kL

2

)
eα

L
2 e−αz, (3.9)

donde,

α =

√
2m∗

1

~2
(V − E0), (3.10)

k =

√
2m∗

2

~2
E0 , (3.11)

N es la constante de normalización y L el ancho del pozo cuántico.

La ecuación transcendental para hallar la energı́a del estado fundamental es:

tan2

(
kL

2

)
−

(
k0

k

)2

+
m∗

1

m∗
2

= 0, (3.12)

con

k2
0 =

2m∗
1V

~2
(3.13)

y

E0 =
~2k2

2m∗
2

. (3.14)

Las tres ecuaciones anteriores dan cuenta de la energı́a en el estado fundamental

para una partı́cula confinada en un pozo cuántico de GaAs/InxGa1−xAs/GaAS de

barrera de potencial V .
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3.2. CÁLCULO DE LA ENERGÍA DE ENLACE DE IMPUREZAS
HIDROGENOIDES EN UN POZO CUÁNTICO

3.2. Cálculo de la Energı́a de Enlace de Impurezas

Hidrogenoides en un Pozo Cuántico

El InxGa1−xAs confinado por el GaAs, puede doparse por una impureza don-

adora (aceptora), donde esta impureza crea un nivel energético para su portador

donado(aceptado). El nivel se encuentra por debajo (encima) del estado fundamen-

tal, sin impureza presente, indicando que el electrón (hueco) esta interactuando

de forma atractiva con la impureza. Esto hace que se remplace el hamiltoniano

para el caso de una partı́cula libre (sección anterior) por un hamiltoniano que ten-

ga en cuenta el término atractivo, en forma análoga al hamiltoniano del átomo de

hidrógeno,

H = − ~2

2m2
i

∇2 − e2

rκi
+ V (z), (3.15)

donde i = 1, 2, 3 y κ es la constante dieléctrica en cada región. En el modelo teórico

se justificó que la función de onda que se aproxima a la solución del hamiltoniano

anterior es proporcional a e
−r
λ , y para el caso en que el termino culombiano − e2

ri
no

esta presente, las funciones propias del hamiltoniano son conocidas (ecuaciones

3.9-3.11), y por tanto cuando se tiene en cuenta la presencia de la impureza, la

función de prueba tiene la siguiente forma:

ΨI = Ncos

(
kL

2

)
eα

L
2 eαze

−r
λ (3.16)

ΨII = Ncos(kz)e
−r
λ (3.17)

ΨIII = Ncos

(
kL

2

)
eα

L
2 e−αze

−r
λ , (3.18)

donde r es la norma del radio vector que separa la partı́cula donada (aceptada), de

la impureza donadora (aceptora),

21



3.2. CÁLCULO DE LA ENERGÍA DE ENLACE DE IMPUREZAS
HIDROGENOIDES EN UN POZO CUÁNTICO

r =
√
x2 + y2 + (z − z′)2 =

√
ρ2 + (z − z′)2. (3.19)

Como la partı́cula donada es libre de moverse en el plano azimutal, los valores de

ρ varı́an de 0 a ∞ sin importar la posición de la impureza en este plano. z′ de la

ecuación anterior, hace referencia a la posición de la impureza en el eje z.

La normalización de las funciones de onda, en coordenadas cilı́ndricas, está da-

da por,

〈ψ|ψ〉 = 1 =
∫
A

∫ −L
2

−∞
|ΨI |2 d3r +

∫
A

∫ L
2

−L
2

|ΨII |2 d3r +
∫
A

∫ ∞

L
2

|ΨIII |2 d3r, (3.20)

donde
(
d3r = dϕρdρdz

)
y

(∫
A =

∫ 2π
0

∫ ∞
0

)
, encontrando que,

N2 =
(

2
πλ3

)
β−1, (3.21)

con

β = 1− e
−L
λ cosh

�
2z′

λ

�
+

cos(2kz′)

(1 + k2λ2)2
+

�
− cos(kL)

(1 + k2λ2)2
− L

2λ
· 1 + k2λ2 + cos(kL)

1 + k2λ2

�
e
−L
λ cosh

�
2z′

λ

�
+

z′

λ
· 1 + k2λ2 + cos(kL)

1 + k2λ2
· e

−L
λ sinh

�
2z′

λ

�
+

(3 + k2λ2)kλ

2(1 + k2λ2)2
· e

−L
λ sin(kL) cosh

�
2z′

λ

�
+

Lk
2
· cosh

�
2z′

λ

�
− kz′ sinh

�
2z′

λ

�
1 + k2λ2

· e
−L
λ sin(kL) +

L
λ

+ 1

1 + αλ
· e

−L
λ cos2

�
kL

2

�
cosh

�
2z′

λ

�
+

1
1+αλ

− 2z′

λ

1 + αλ
· e

−L
λ cos2

�
kL

2

�
sinh

�
2z′

λ

�
.

(3.22)

La energı́a del nivel de impureza se calcula ası́,
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3.2. CÁLCULO DE LA ENERGÍA DE ENLACE DE IMPUREZAS
HIDROGENOIDES EN UN POZO CUÁNTICO

Eλ = 〈ΨI |H|ΨI〉+ 〈ΨII |H|ΨII〉+ 〈ΨIII |H|ΨIII〉 =

−~2

2m∗
1

∫
A

∫ −L
2

−∞
Ψ∗
I ·
∂2ΨI

∂z2
d3r +

−~2

2m∗
2

∫
A

∫ L
2

−L
2

Ψ∗
II ·

∂2ΨII

∂z2
d3r +

−~2

2m∗
1

∫
A

∫ ∞

L
2

Ψ∗
III ·

∂2ΨIII

∂z2
d3r

− e
2

κ1

[∫
A

∫ −L
2

−∞

|ΨI |2

r
d3r +

∫
A

∫ ∞

L
2

|ΨIII |2

r
d3r

]
− e2

κ2

∫
A

∫ L
2

−L
2

|ΨII |2

r
d3r +

V

[∫
A

∫ −L
2

−∞
|ΨI |2 d3r +

∫
A

∫ ∞

L
2

|ΨIII |2 d3r

]
,

(3.23)

hallando que:

Eλ =
~2k2

2m∗
2

+
~2

2m∗
2λ

2
+

(
~2

m∗
1λ

− e2

κ1

)
πN2λ2

1 + αλ
· cos2

(
kL

2

)
cosh

(
2z′

λ

)
e
−L
λ − ~2

2µλ2
(A1 +A3)

−e
2πN2λ2

2κ2

1 +
cos(2kz′)
1 + k22

− k2λ2 + 1 + cos(kL)
1 + k2λ2

· e
−L
λ cosh

(
2z′

λ

)
+
kλe

−L
λ sin(kL) cosh

(
2z′

λ

)
1 + k2λ2



+
~2

2m∗
1

πλN2α

1 + αλ
cos2

(
kL

2

)
e
−L
λ

[
2z′ sinh

(
2z′

λ

)
− L cosh

(
2z′

λ

)
− λ

1 + αλ
cosh

(
2z′

λ

)]

+
~2πN2

2m∗
2

[1 + cos(kL)]e
−L
λ

[
L

2
cosh

(
2z′

λ

)
− z′ sinh

(
2z′

λ

)]
,

(3.24)

donde µ = m∗
1m

∗
2

m∗
1+m∗

2
, y

A1 +A3 =
λ3πN2

2


(

L
λ + 1 + 1

1+αλ

)
1 + αλ

e
−L
λ cos2

(
kL

2

)
cosh

(
2z′

λ

)
−

2z′

λ

1 + αλ
e
−L
λ cos2

(
kL

2

)
sinh

(
2z′

λ

) .
(3.25)

23



3.2. CÁLCULO DE LA ENERGÍA DE ENLACE DE IMPUREZAS
HIDROGENOIDES EN UN POZO CUÁNTICO

Finalmente la energı́a de enlace Eb, es la diferencia entre la energı́a del estado

fundamental E0, y la energı́a del estado de impureza Eλmin
,

Eb = E0 − Eλmin
. (3.26)
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Capı́tulo 4

Resultados y Análisis

En el siguiente capı́tulo se presentaran y analizaran los resultados de los cálcu-

los que se desarrollaron anteriormente.

Para la comprensión de los siguientes resultados se hace necesario presentar

una tabla con los parámetros usados en este proyecto de grado. Los siguientes

parámetros son caracterı́sticos a temperaturas del orden de los 10K[9],

Tabla 4.1: me = 9,11× 10−31kg, ε0 = 8,85pF/m
[9]

La aproximación de Atanasov
[4]

sugiere que el

potencial de confinamiento tiene la forma Qv=0.45.

4.1. Comparaciones de Cálculos Analı́ticos

Nuestros resultados fueron hallados para un potencial finito, pero si tendemos

nuestro potencial a uno infinito, la ecuación (3.14) y (3.24) se transforman pre-
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RESULTADOS Y ANALISIS

cisamente, en las ecuaciones resueltas por Bastard para la energı́a de enlace de

impurezas hidrogenoides en un pozo cuántico de barrera infinita[6]. Este limite es

la evidencia de que nuestros cálculos son correctos para el análisis de los resulta-

dos obtenidos.

4.2. Estado Fundamental Para Electrones y Huecos

Resolviendo las ecuaciones (3.12), (3.13) y (3.14) se obtiene la energı́a del es-

tado fundamental para electrones y huecos.

Estado Fundamental Electrones

Figura 4.1: Se realiza el calculo de la energı́a del estado fundamental para diferentes concentra-

ciones de In en InGaAs, donde V es el potencial de confinamiento.

En la Figura (4.1) se observa como es posible obtener confinamiento cuántico
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RESULTADOS Y ANALISIS

con bajas concentraciones de In en GaAs, lo cual resulta ventajoso ya que man-

tenemos a los dos materiales con la constante de red similar y evitamos que las

tensiones asociadas nos impidan analizar este sistema por medio de la aproxi-

mación de la masa efectiva(ver figura 2.1).

De este primer cálculo tenemos que la energı́a del estado fundamental tiende a

cero cuando el ancho del pozo se hace mayor, resultado que esta de acuerdo a lo

esperado por la mecánica cuántica, ya que al no existir confinamiento, la energı́a

del estado fundamental debe coincidir con el mı́nimo de la banda de conducción,

desde el cual se está midiendo. Caso contrario, cuando el ancho del pozo tiende a

cero, la energı́a aumenta hasta el valor de la energı́a de la barrera de confinamiento.

Estado Fundamental Hueco Ligero

Figura 4.2: Se realiza el calculo de la energı́a del estado fundamental para diferentes concentra-

ciones de In en InGaAs, donde V es el potencial de confinamiento.
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El mismo análisis hecho para los electrones se hace para los huecos ligeros,

donde la diferencia radica en que al usar el potencial de confinamiento sugerido

por Atanasov[4]el confinamiento se presenta de forma marginal, tal como se observa

al comparar las energı́as del estado fundamental de electrones, huecos ligeros y

pesados en las figuras 4.1, 4.2 y 4.3, respectivamente.

Estado Fundamental Hueco Pesado

Figura 4.3: Se realiza el calculo de la energı́a del estado fundamental para diferentes concentra-

ciones de In en InGaAs, donde V es el potencial de confinamiento.

Los rangos de variación para la energı́a del estado fundamental del hueco pesa-

do fig. 4.3 , se comportan de la misma forma que en el caso del electrón.
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4.3. Estado de Impureza Para Electrones y Huecos

Resolviendo el hamiltoniano planteado en la ecuación (3.15) se halla la energı́a

en el estado de impureza para electrones y huecos. Esta energı́a aparase calculada

en la ecuación (3.24) y la llamamos Eλmin, porque es minimizada en el parámetro

variacional λ como se justificó en el marco teórico. Esta minimización se obtiene

aplicando un programa númerico diseñado en Fortran.

Figura 4.4: Se compra el estado fundamental y el nivel de impureza.

La Figura 4.4 muestra que el nivel de impureza se encuentra por debajo del

nivel fundamental, debido a la atracción culombiana entre el portador de carga y

la impureza. Es interesante observar que la diferencia entre el nivel fundamental y

el de impureza es menor cuando el ancho del pozo tiende a cero, que cuando este

es del orden de 150A, debido a que cuando el ancho de pozo es cero la función

de onda electrónica queda en el bloque de GaAs, sin existencia de confinamiento
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geométrico.

En la siguiente sección se hallará la energı́a de enlace, para las diferentes

partı́culas donadas ó aceptadas, por una impureza en nuestro sistema. Esto se

obtiene calculando la energı́a necesaria para que las partı́culas donadas puedan

hacer la transición del nivel de impureza al estado fundamental.

4.4. Energı́a de Enlace Para Electrones y Huecos

En la siguiente sección se hallará la energı́a de enlace para electrones y huecos,

según la solución planteada en la ecuación (3.26).

Figura 4.5: Energı́a de enlace en función del ancho del pozo cuántico con la impureza donadora

ubicada en el centro del pozo.
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Energı́a de Enlace Para Impurezas Donadoras

En la figura (4.5), se presenta la energı́a de enlace para una impureza donadora

localizada en el centro del pozo cuántico, para diferentes concentraciones de In en

InxGa1−xAs. Para mayores concentraciones de In , el potencial de confinamiento

se incrementa tabla (1.1), y los efectos del confinamiento son predominantes en

pozos cuánticos de anchura menor a 150A, mientras que para anchos mayores,

observamos que predomina el efecto culombiano.

Figura 4.6: Energı́a de enlace en función del ancho del pozo cuántico, cuando este tiende a cero

Si el ancho del pozo cuántico tiende a cero, la energı́a de enlace tiende al Ry-

dberg del GaAs, igual a 5,88 meV ver figura 4.6, que es precisamente el material

que esta confinando al InxGa1−xAs.

Otro caso limite que se analiza, es cuando el ancho del pozo se hace lo suficien-

temente grande, tal que el término culombiano predomina sobre el confinamiento,

y la energı́a de enlace corresponde al Rydberg del material confinado. Este resulta-
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Figura 4.7: Ajuste exponencial para la energı́a de enlace en función del ancho del pozo cuántico,

cuando este tiende a infinito

Figura 4.8: Energı́a de enlace como función de la posición de la impureza
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Figura 4.9: Energı́a de enlace como función de la posición de la impureza, donde x es la concen-

tración de In en InxGa1−xAs, y a0 el radio de Bohr asociado. A diferencia de la figura anterior el ancho

del pozo cuántico es lo suficientemente grande para que predomine el potencial culombiano sobre el

efecto de confinamiento

do se comprueba, por ejemplo para una concentración de x=0.1 figura 4.7, donde

el Rydberg del In0,1Ga0,9As es igual a 5,31 meV, y el hallado con el ajuste exponen-

cial es de 5,35 ± 0,06, indicando que el método esta funcionando en los dos casos

lı́mites y da confiabilidad para los resultados obtenidos.

Las energı́as, que se obtuvieron para ancho de pozo entre 50A y 150A, con con-

centraciones desde x=0.05 hasta x=0.15, se encuentran entre 8.7 meV y 10 meV.

Para un ancho de 30
o
A observamos en la figura figura 4.8 cómo la energı́a de

enlace decae a medida que la impureza se aleja del centro del pozo cuántico, debido

a que la separación promedio entre la partı́cula donada y el centro de la impureza,

es mayor para cualquier posición diferente al centro y si esta separación es mayor,

la atracción culombiana disminuye.
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Cuando el ancho del pozo cuántico es suficientemente grande, de tal forma que

la atracción culombiana predomine sobre el efecto de confinamiento cuántico fig.

4.9, tenemos que a menor concentración de In en InGaAs, la energı́a de enlace

se incrementa, ya que el radio de Bohr a0 asociado es inferior, y esto hace que el

portador de carga se encuentra mas cerca de la impureza.

Energı́a de Enlace Para Impurezas Aceptoras

Figura 4.10: Energı́a de enlace impureza aceptora de hueco pesado

La energı́a de enlace para una impureza aceptora, de la misma forma que la im-

pureza donadora, cumple con todos los casos limites anteriormente mencionados.

De interés es mostrar los valores para sus energı́as de enlace.

Para la impureza aceptora de hueco pesado, observamos en la figura 4.10 que la

energı́a de enlace es cuatro y cinco veces superior, que para el caso de la impureza
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donadora, sugiriendo que el hueco pesado, como su nombre lo indica, presenta po-

bre movilidad respecto a los electrones. Además tenemos que las energı́as halladas,

presentan longitudes de onda que varı́an, entre 0.28µm y 0.34µm, correspondien-

tes al ultravioleta cercano.

4.5. Efectos de la tensión

Figura 4.11: efecto de la tensión en el pozo cuantico de InxGa1−xAs/GaAs

La tensión que se genera entre los átomos de la red del GaAs, con los átomos de

la red del InxGa1−x As en la interface, hace que el potencial de confinamiento sea

mayor que sin tener en cuenta este efecto. En la fig. 4.11 para una concentración

x=0.05, el potencial tensionado de confinamiento es de 27.10 meV (ver figura 4.12),

en contraste con 17.7 meV que se halla cuando no se tiene en cuenta el efecto de la

tensión. Esta diferencia que es cercana a los 9.40 meV, se incrementa a 31.3 meV

para el caso en que la concentración es de x=0.15, entendiéndose que a medida que
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la concentración aumenta, el efecto de la tensión es mayor, precisamente porque

la diferencia en la constante de red se incrementa fig. 2.1.

Figura 4.12: Potencial de confinamiento tensionado [4]

Según las mediciones experimentales[27]y los cálculos reportados por Atanasov[4],

el potencial de confinamiento para electrones y huecos pesados, es modificado co-

mo se indica en la fig. 4.12. Las medidas también arrojan que el sistema no sufre

dislocaciones en la interfase, mientras las concentraciones de In en InGaAs, se

mantengan por debajo de x=0.30.

4.6. Algunas comparaciones

En esta sección se compararan resultados que se encuentran publicados en

algunos artı́culos cientı́ficos internacionales con los hallados en esta tesis.

Energı́a de Transición en el exciton libre

En la figura 4.13 y en la tabla 4.2 se esta comparando la energı́a de transición

para un exciton libre(ocurre cuando el electrón pasa del nivel de impureza donadora
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Figura 4.13: Se comparan los cálculos hechos en este trabajo de grado, con resultados experimen-

tales

Tabla 4.2 Se comparan los cálculos hechos en este trabajo de grado.

al nivel fundamental del hueco pesado), que fue calculado en este trabajo de grado,

con las medidas experimentales realizadas por Reynolds[27]. En la tabla 4.2.

37



RESULTADOS Y ANALISIS

Energı́a de Enlace Para el Caso Excitonico

En la figura 4.14 se esta comparando la energı́a de enlace de una impureza

con la del trabajo realizado por Pierre[28]sobre un exciton de hueco pesado, encon-

trándose que la energı́a para la impureza es alrededor de 2 meV mayor que en

el caso excitonico, debido a que en el sistema de impureza, el electrón interactúa

atractivamente con un núcleo que se encuentra fijo, mientras que en el exciton el

electrón interactúa con un hueco pesado que se esta moviendo. A pesar de que

existe una diferencia entre la energı́a de enlace de estos dos sistemas, estas son

cercanas, ya que en el excitón la masa del hueco pesado hace que la movilidad sea

pequeña, al compararse con la del electrón y su comportamiento se parezca al de

una impureza.

Figura 4.14: IZQUIERDA: Energı́a de enlace de una impureza donadora. DERECHA: Energı́a de

enlace para el caso excitonico.
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Conclusiones y Perspectivas

Se halla la energı́a de enlace, para una impureza hidrogenoide, en un pozo

cuántico de GaAs/InxGa1−xAs/GaAs, usando la mecánica cuántica como modelo

teórico.

Según se predice en nuestro cálculo, es posible obtener confinamiento cuántico

a bajas concentraciones de In en InGaAs, para una impureza donadora en un pozo

cuántico de GaAs/In0,05Ga0,95As/GaAs, ver fig. 4.1 y fig 4.5.

Al comparar el cálculo de la energı́a de enlace tanto en impurezas aceptoras

como donadoras, observamos que los huecos pesados, comparados con los elec-

trones, se encuentran fuertemente enlazados a sus respectivos núcleos de im-

pureza, ver (fig. 4.5 y fig 4.10).

Las tensiones ocasionadas por la diferencia en la constante de red del GaAs y

el InxGa1−xAs, permiten tener energı́as de enlace mayores que sin tener en cuenta

este fenómeno.

Se logra comparar la energı́a del exciton libre, con medidas experimentales y se

observa que los resultados son similares. Esto indica que ademas de haber rea-

lizado los cálculos adecuadamente, la corrección sugerida por Atanasov[4] para el

potencial de confinamiento, es la indicada para nuestro sistema.
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Al comparar la energı́a de enlace del exciton con la de una impureza donado-

ra, se encuentra que el hueco pesado en el caso excitonico se comporta como si

fuera una impureza, debido a que su masa hace que tenga menor movilidad al

compararse con la del electrón.

Perspectivas

En el próximo futuro se calculara el efecto de la presión hidrostática sobre los

niveles energéticos de electrones , huecos de impurezas y de excitones en pozos y

puntos cuánticos de GaAS/InxGa1−xAs/GaAs.

También calcular la masa ciclotrónica y el factor de Landé en este sistema como

función del ancho del pozo, la concentración de In y del campo magnético aplicado.

40
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Apéndice: Rutina Escrita En

Fortran
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APÉNDICE

46



Bibliografı́a
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