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RESUMEN
METODO DE SUSTITUCION TRIGONOMETRICA

Un buen numero de integrales que contienen polinomios de segundo grado, se pueden transformar a
integrales directas o inmediatas si se utilizan sustituciones de variables que contienen funciones
trigonometricas que transforman la expresion en una identidad trigopnométrica

at+x’ — x=atgz —>x2=aztgzz a’-x> — x=asenz — X =a’sen’z
Reemplazando Reemplazando

a’+x’ =a’+ (aztgzz) a’-x> =a’-(a’sen’z)

a’+x° ={a’+a’tg’z} a’-x* = {a’-a’sen’z}

2,2 _ 4.2 2 2 2 _ .2 2

a +x ={a (1+tg°z)} a”-x" ={a"(1-sen”z)}

2,2 _ 2 2 2 2 _ 2 2

a“+x” =a (sec”z) a’-x =a"(cos"z)

xz-az — X=asecz — x2=a2seczz

Reemplazando
2

x’-a’ =(a’sec’z)—a’
x’-a? ={a’sec’z -a’}
x’-a® ={a’(sec’z -1)}

X’ - a? =a2(tgzz)
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TABLA DE INTEGRALES
[du=u+c
[adu=au+c dondea esuna constante

un+1

fu du= +c =>n#-1

n+1
jd—uan|u|+c
u

u

faY du:§—+c donde a.>0 y a=#l
na

[eV du=e" +c
[senudu=-cosu+c

[cosudu=senu+c

2

[secudu=tgu+c

jcsczudu=—ctgu+c
[secutgudu=secu+c
[escu ctgu du=-cscu+c
[tgu du= Ln|secu| +c
fetgu du= Ln|senu| +c

[secu du= Ln|secu + tgu| +c

fescu du= Ln|cscu - ctgu| +¢ =Ln +c

tlu
g2




Las siguientes integrales se pueden usar para resolver en forma directa, ademas se pueden
demostrar

Id—x—larct i +C
2 2 a & a

a~ +X
I & :LLna+X+c
al_x2 2a a-x
dx 1 X-a
[ = —1Ln +c
x2_.a2 2a |x+a

a

B s
j—zzarcsen — | +c

j dx =Lnx+\/x2-a2 +c
x2—a2
1
jd—X: - arcsec(ij +c¢ donde a>0
X x2 -a2 a a

2
j\JaZ +x2 dx :%\/a2+x2 +a7Ln Va2 +x2 +x

+Cp

2
j\sz—az dx:%\/xz-a2 +a?Ln\/x2-a2 +x | +C
2
j\/az -x2 :a—arcsenE + x a2 —X2 +c
2 a 2
dX 1 X2 +32 -a
[———==L +c
XVX2+3.2 X
2 2
[ X_z dX2 :azfsec3zdz —azfseczdz:g x% +a2 —%Ln x? +a% +x +Cl
X“ +a

dx v 2

a? -x2
J' = - 5 +C
x2\/a2—x2 a X
a2—x2 \Ia2 -X2 X
[————dx=- ——— -arcsen— +c

x2 X a




xz dx X

]

32
(az_xz)/ a2_x2

X
- arcsen— +¢C

Encuentre una formula directa para la aplicacion de la siguiente integral

| dx —larct X ac
5 g

a2 +x a a
dx
[
a2+x2
| dx _Iaseczzdz
aerx2 azseczz

2
asec” zdz 1
_—_—m —d
I 2 2 Ia z

a SeC  z

jldz=lfdz=l(z) +c
a a a

Reemplazando

a” +x = X=atg z

x=atgz
x*=a’tg’z

2

si x=atgz = dx=asec” zdz

a2 +x2 =az+a2 tg2 Z

a2 +X2 =a2(1+tg2 z)

32 +X2 232(8602 V4 j

. X
S1 X=atgz = tgz=—
a

X
Z=arctg (—j
a




Encuentre una formula directa para la aplicaciéon de la siguiente integral

dx
57~
a“ -x
| dx _Iacoszdz
a2-x2 a2coszz

Simplificando
| dx dz 1 1
2

a -X

acosz a COoSz

Tabla de integrales

[seczdz= Infsecz + tgz| + ¢

Reemplazando

—1 seczdz-——l Lnlsecz+tgz +c
g
a a

l[seczdz=an|

a + X +c
a a ‘\/az_xz \/az_xz‘

lfseczdz=an L S
a a

32 -X2

2
I (a+x)

1
—[seczdz=
a

Cancelando términos semejantes

1 (a+x)a+x) veo Ly farx
2a (a—x)(a+x) 2a |a-x
i dx _ 1 Ln|a+x|+c

2 2 2a ‘a—x‘

= | =—] dz=ljseczdz
2 a

32—X2 = X=asenz

(x)2 =a? sen? zdz

Si x=asenz — dx=acoszdz

a2 —(x)2 = a?.aZsen?
a2 .x?% = a2 (1- sen 2 z)
a? -x%=a? (cos2 z)

. X
§S1 X=asenz — senz= —
a

a(2) ( a2—x2j2 " 2a

. ::12—x2 a
S1 COSZ=——"—" = SeCZ=
a 2
a®-x
X
tgz=
az—x2
+c
a X
V4
a2—x2




Encuentre una formula directa para la aplicaciéon de la siguiente integral

| dx
x2 a2
i dx _Iasecztgzdz
x2-32 aztgzz

jseczdz =lj 1 Ldz
atgz a cosztgz

1.1 1.1
—] ctgzdz=—[——
a’cosz a’cosz senz

COS zZ

dz

1, 1

a senz

dz=ljcsczdz
a

Tabla de integrales

[esczdz= Infcscz -ctgz] + ¢

1 1
—Jesczdz=—Lnlcscz-ctgz| +c
a a

Reemplazando

i L |
—Ln|cscz-ctgz|+c=—Ln - +c
a a ‘ ‘

2
an x-a +c = iLn (x-a) +c
a 2 2 2a 2
X% -a [ Xz_azj
2a x2 g2 2a |(x-a)x+a)

Cancelando términos semejantes

IR B
2a X+a
dx 1 X-a
) > 2:—Ln +c
X% -2 2a X+a

2

x2-a — X=a secz

2_,2 .2

X =a S€C Z

Si x=asecz — dx=asecztgzdz

2.2

= a S§ec z

X2 -32
2,2 2
X2-32

= a2 (sec” z-

2

-a

1)

. X
S1 X=aseCzZz = secz= —

X
Z=arcsec| —
a

. X a
S1 S€CZ= — = COSZ=—
a

a

2
. X -
S1 tgz= =>cotz=
a 2
X~ -a
. 2—a2 X
S1 senz= =>cscz=
X
x2—a2
X
)(2-212
V4
a




Encuentre una formula directa para la aplicaciéon de la siguiente integral

dx (xj
|——=—=——====arcsen| — | +¢
32 —X2 a
dx acosz dz
J 2 2 =] acosz
a“ -x
aCOSZdZ:de
acosz

Tabla de integrales

[dz= z + ¢

[dz=z +c¢

Reemplazando

X
Z +c=arc SCH(—J +C
a

dx X
[——== arcsen|— | +c¢
2 2 a

a -X

Elz-X2 - X=asenz

2

X 232 sen2 V4

Si x=asenz — dx=acoszdz

\/a2 - x2 = \/a2 - a2 sen2 z
\/az - x2 = ,[ az(l-sen2 z)
\/az-xz = /az(cos2 zj

a - X2 = acosz

. X
S1 X=asenz — senz= —

a
X
Z=arcsen| —
a

X
tgz=————
/a2_x2
a
X
Z
Ia2_ X2




Encuentre una formula directa para la aplicaciéon de la siguiente integral

dx
I 2 2
X -a
dx asecztgz dz
T2 27 Gy
x“ -a
[sec zdz=

Tabla de integrales

[seczdz= Infsecz + tgz + ¢

Reemplazando

fseczdz=Ln|secz+tgz| +c

X
[seczdz= Ln|—+——| +¢
a

[seczdz= Ln|——— | +¢

[seczdz= Ln x +Vx2 -a? ‘ -Ln|a|+c

Cancelando términos semejantes

Pero c; =-Ln|a| +c¢

X+VX2 —3.2

[seczdz= Ln +cq

xz—a2 = X=a secz
X=asecz
x2= a2 seczz

si x=asecz= dx=asecztgz dz

\/X2 -212 = \/212 SCC2 z - 32

\/Xz-a2 = \/a2 (seczz -1

2 .2

X -a

Id—x: Ln|x+Vx2 —aZ|+c

\/x2 a? = \/a2 (tg2 Z)

x2—a2 =atgz

a

secz=— COSZ=—

a X
X

xz-a2

z

a




Encuentre una formula directa para la aplicaciéon de la siguiente integral

Jd—xz l arcsec(ij +c donde a>0

2 2 a a

i dx
x x2 a2

dx _casecz tgzdz 1

I =] =]-

xVx2 -g2 (asecz)atgz a

1
|

Tabla de integrales

[dz= z + ¢

1
Z(dz =
aI -

(2) +c

1
a

Reemplazando

V X2—82 — X=a seCz

X2 23.2 5602 V4

Si x=asecz — dx=asecztgzdz

\/xz-a2 :\/azseczz -a2
VX2—a2 = ,/az(seczz—l)
\)xz-a2 = faz(tgz zj

2 2

X“-a®” = atgz

. X
§1 X=aseCzZ = seCz= —
a

X
Z=arcsec| —
a

X
i [2 42
VA
a




Encuentre una formula directa para la aplicaciéon de la siguiente integral

j\/az +x2 dx

| az+x2 dx=Ja secz(asec?‘zdz):ja2 sec3z dz

3

a? [ sec” zdz=

Se resuelve la integral :azjsec3 zdz por partes
[udv=u*v-[vdu

azjsec3 zdz =a2jse02 z *seczdz

Se resuelve por partes
u=secz dv = sec?® z

jdV:jsec2 z dz
v=tgz

du=secz tgz dz

fudv=u*v-|vdu
2 2 * = 2 * * *
a“[sec” z *seczdz=a [secz tgz —j(tg z) secz™tgz dz]

az[secz*tgz - jtg2 z*seczdz}

Reemplazando la Identidad trigonométrica
tg’z=sec’z - 1

az[secz*tgz -j(sec2 -1)*secdeJ
2 * 3
a“|secz*tgz -[sec” zdz+ [seczdz

azjsec3 zdz=212|:secz”‘tgz-[sec3 zdz +jseczdz}

3

azfsec zdz=a secz*tgz -azjsec3 zdz+a2fseczdz

a” +x = Xx=atg z
X=atgz
2_,2 .72

si x=atgz = dx =asec? zdz

212+x2 =4a +a2tg22

\/a2 +x2 = \/a2 (1+tg2 Z)

Va? +x2 = 2(seczzj
\/32+X2 = a secz

Ordenando como una ecuacion cualquiera y simplificando los términos semejantes

az[sec3 zdz +a2jsec3 zdz =a? secz*tgz+ azfseczdz

3 2

2a2jsec zdz = a secz*tgz+a2jseczdz

Dividiendo la ecuacioén por 2

10




2 2

32dz = % secz*tgz+%fseczdz

azjsec

Tabla de integrales

[seczdz= Insecz + tgz] + ¢

2
a a
zdz = 7secz*tgz+7Ln|secz +tgz| +c

2 2
f\/az +x2 dx :aTsecz*tgz+a7Ln|secz+tgz|+c

azjsec3

2 2 2 2
Va2 + x dx_a_ Jalx? *(ij&_m&& re

a

2 2 2 2 2 2
j’a2+x2dx:a? xVa“ +x a7 VAt exT X

a2 2 a

2 2,.2
| aZ +x dx—l x\/a2+x2 +a—Lnu +c
2 2
a

Propiedad de los logaritmos

j\la +x2 dx=— (x\/a +X2J+§Ln

a?+x? +x

-a—Ln|a|+c
2

2
Clz-%Ln|a| +c

. X
Sl x=atgz = tgz=—
a

a

a2+x2

COSZ=

a +X2 = a SeCz

+ X
secZ =

2,2

a“ +x” +x | +C

2
Wa2 +x2 dX:%\/a2 +x2 +%Ln

11




j\/xz a? dx
f\/xz _a? dx=[a tgz (asecztgz dz)=ja2 secz tgzzdz

a? | tg2 z seczdz=

Identidades trigonometricas

tg2 z=sec2 z-1

a2 | tg2 z seczdz=a2j(sec2 Z—1)seczdz

azj(sec2 z —l)secz dz=a2fsec2 zseczdz- azjseczdz

32 dz- azjseczdz=

azfsec
Se resuelve la integral azjsec3 zdz por partes
fudv=u*v-[vdu

3

azjsec zdz =a2jsec2 z *seczdz

Se resuelve por partes
u=secz dv = sec® z

jdV:jsec2 z dz

v=taz

du=secz tgz dz

[udv=u*v-[vdu

azjsec2 z *seczdz=a2[secz*tgz - [ (tg z)* sec z* tgz dz]

az[secz*tgz - jtg2 z*seczdz}

Reemplazando la Identidad trigonométrica
tg’z=sec’z - 1

az[secz*tgz —j(sec2 —1)*secdeJ
az[secz*tgz —jsec3 zdz+jseczdz}

ec? zdz=az[secz*tgz-jsec3 zdz +fseczdz}

Encuentre una formula directa para la aplicaciéon de la siguiente integral

X -a — X=asec z

X=aseCz

X2 232 SCC2 V4

si x=asecz = dx=asecztgzdz

\/x2 a? = \/a2 sec? z-a2
\/x2 -a2 = \/a2 (sec2 z-1)

sz—az =,Ia2(tg22)
2 .2

Vx©-a® = atgz

12




3

azjsec zdz=a2 secz*tgz -azjsec3 zdz+a2jseczdz

Ordenando como una ecuacién cualquiera y simplificando los términos semejantes

3 3 2

azjsec zdz +azjsec zdz =a“secz*tgz+ azjseczdz

2

2a2jsec3 zdz = a secz*tgz+azjseczdz

Dividiendo la ecuacién por 2

2 2

32dz = % secz*tgz+a7fseczdz

azjsec

Tabla de integrales

[seczdz= Insecz + tgz] + ¢
X=asecz
. X

Regresando a la integral inicial después de resolver azjsec3 zdz si x=asecz = secz=g
por partes.

2 3 2 a’ a’ 2 a
a“[sec” z dz- [a jseczdzj:7secz*tgz+7jseczdz—(a Iseczdzj cosz=—

X

2 2
a—secz”‘tgz+a—jseczdz-azjseczdz 2 2

2 2 X“-a®=atgz
Se reducen términos semejantes

2 .2

a2 a2 tgz= a
—secz*tgz-—[seczdz a

2 2
aplicando la tabla de integrales

2
a—secz*tgz-a—Ln|secz+tgz|+c

2 2
Reemplazando

e 2 2
J x% -a? dZ:%SCCZ*th-%Ln|Secz+tgz|+c X x? —a?

if V4
2 2 2 2 2 .2
fxz—azdz a (ﬁj* X -2 _2 L £+ x -2 +c a
a a a a

13




Propiedad de los logaritmos

2
sz aZ dz = %sz a? . aTLn

Pero:

2
C= a7Ln|a| +c

X+ VX2-32

2
+a—Ln|a| +c
2

2
j\/xz—az d)(z%\/xz-a2 +a7Ln

VX2-32 + X

+Cq

14




Encuentre una formula directa para la aplicaciéon de la siguiente integral

| a? -x? dx

jVaz x2 dx :jacosz"‘(acoszdz):ja2 cos? z dz

Reemplazando la Identidad trigonométrica

2

cos”z= % (1 + 00522)

2

azfcos2 Zdz:azj%(l+cos2z)dz = a7j(l+00522)dz

2 2
a—de +a—jc0s 2zdz
2 2

a2 a2 1
—z + —| —sen2z| +c
2 2 (2

a2 {a2 J
—z + Tsenzz +c

Reemplazando la Identidad trigonométrica

sen2Z=2senz cosz

2 2 2 2
a—z + [%senh} +c = aTz + aT(Z sen z cosz)—i-c

Reemplazando

32 3
arc sec —
2 { 2

32 X a V 2 212

X
a

a 2 2 2 a

N —arcsen—+—\J —X

212-)(2 = X=a senz

X2 232 sen2 z

Si x=asenz — dx=acoszdz

\/az - x2 = \/a2 - a2 sen2 z
\/az- x2 = /az[l-sen2 z)
\/az— x2 = ,/ az(cos2 z)

= acosz

. X
S1 X=asenz — senz= —
a

X

Z=arcsen| —
(aj a2 _x2
cosz =———

a

tgz=

I[XVaZ-XZJ'FC 2 2

X
——arcsec — +— = ——arcsec— + —
2 2

15




Encuentre una formula directa para la aplicaciéon de la siguiente integral

dx

X X2 +32

]

| dx - aseczzdz
x2 12 atez (asecz)

ljsecz dz
a tgz
1
— dz
lf coSZ :l 1 dz
a sén z a senz
COS Z
1
—Jescz dz
a

Tabla de integrales

[esczdz= Infescz -ctgz] + ¢

—1 CSCZz dZ—_—1 Ln|cscz -ctgz + ¢
g
a a

Reemplazando

x2+ a2 = X=atg z

x=atgz
x*=a’tg’z

2

si x=atgz = dx=asec” zdz

\/x2 +a2 :\/a2 tg2 Z + a2
\sz +al = ,az (tg2 z +1)
sz +a2 = Iaz (seczz )

X +3.2= a s€cz

. X
S1 X=atgz = tgz=—
a

2.2

X a
cscz=—— ctgz=—
X X

2
an|cscz-ctgz|+c=an X *a Al
a a X X

dx 1 ‘ x2 +a2 -a
j Lol
a X

XVX2+32 n‘

‘+C

16




Encuentre una formula directa para la aplicaciéon de la siguiente integral

(o 2. 2
x2 1a2 X"+ a = X=atg z
2.2 2
| xz dx a“ tg z(a sec” z dz) Xx=a tgz
2 2 a secz
XT ta x*=a’tg’z
azjtgzz secz dz si x=a tgz = dx=aseczzdz
Identidad trigonometrica
9 \/xz +a2:\/a2 tgzz+a2

2 = cap?
tg°z=secz - 1 [.2 +a2:/2(tg22+1)
azjtg2 z secz dz=a2j[se02 z —1) (secz dz) Vx? +a? = [a? (secz z )

azjsec3zdz -azjseczdz <2 122 2 secz
x2 dx 2 3 2 : X
[——===a"[sec” zdz -a“[seczdz s1 X=atgz = tgz=—
x% +a2 a

Esta solucion se resuelve primero la integral azjsec3 zdz por partes y después la otra
integral
fudv=u*v-|vdu

3 2

azfsec zdz =a2fsec z *seczdz
Se resuelve por partes
u=secz dv =sec’z
du=secz tgz dz jdV:jseczz dz
v=tgz

fudv=u*v-|vdu

3 zdz:azjsec z *seczdz:az[secz*tgz - [(tg z)* sec z * tgz dz]

3

azjsec

azjsec zdz:az[secz*tgz - jtg2 z*seczdz}

Reemplazando la Identidad trigonométrica tg?z =sec’z - 1

a2[secz*tgz - j(secz z —1)”‘seczdz}:az[secz”‘tgz—jsec3 zdz +jseczdz}

17




azjsec3 zdz =az[secz"‘tgz—jsec3 zdz +jseczdz}

3 3

azjsec zdz =a? secz*tgz -azjsec zdz+azjseczdz

ordenando como una ecuacién cualquiera y reduciendo términos semejantes

3 3 2

azjsec zdz +a2jsec zdz =a secz*tgz+a2jseczdz

Zazjsec3 zdz = a? secz*tgz+azjseczdz

Dividiendo la ecuacion por 2 se obtiene la primera parte de la solucion

) 3 a2 a2
a“[sec” zdz = TSecz*tgsz—jseczdz si x=atgz = tgz=—
a
a x2 +a2
COSZ=———= S€CZ=
x% +a2 a
La integral inicial es :
ctgz=—
x? dx 2:..3 2
|[——===a"[sec” zdz -a“[seczdz
x2 +a2
Se reemplaza en la integral inicial y se sigue resolviendo la integral
2 3 2 a’ a’ 2
a“[sec” zdz -a jsecde=TSecz*tgz +7jseczdz-a [seczdz
Reduciendo términos semejantes Xz N a2
203 2 a? 12 X
a“[sec” zdz -a“[seczdz = TSecz*tgz -8 [seczdz +c¢
A
Tabla de integrales
a

[seczdz= Insecz + tgz] + ¢

2

azfsec3zdz -azjseczdz=a7secz*tgz - %Lnsecz +tgzl +c
Reemplazando

2 e 2 a? a?
a“[sec” zdz -a jseczdz=TSecz*tgz - 7Ln|secz +tgz| +c

2 2 .2 2
azjsec3 zdz —azjseczdz—%[&]*i N

18




2
azjsec3 zdz -azjseczdz=a7

azjsec3 zdz -azfseczdz:% X

2
f&:azjsec3 zdz -

x2+a2

Pero: C; =%a2Ln|a|+c

2 2
j&=a215e03 zdz -azjseczdz:§\/x2+a2 - aTLn

x2+a2

2 2 2 2.,.2

XVX“ +a a X“+a“ +x
- Ln +c
a2 a
2 [2 .2
2+a2 -a—Ln X ta +x +c
2 a
2 X (.2, .2 a? 2.2 a?
a fseczdz:g x“ +a -TLH x“4+a“ +x +7Ln|a|+c
x% 122 +x +c1

19




Encuentre una formula directa para la aplicaciéon de la siguiente integral

acosz dz

sen? z (acosz)

| dx
X2\1212-X2
—
22 2 a2

—] dz
a2 sen2 z
szcsc2 Zdz

a

Tabla de integrales

jcsc2 Z dz=-ctgz + ¢

szcsc2 z dz:-Lctgz +c
a a

Reemplazando

2 .2
-—(ctgz) +c=-—( a-x ) +c
a a S
| dx _ a2 —x2 to
x2 a2—x2 a X

32-X2 — X=asenz

X=asenz
2_.2 2

X =a sen z

six=asenz= dx=a cosz dz

\/a2— x2 = \/a2 - a2 senzz
Vaz - x2 = /az (1 -sen2 zj
Vaz - x2 = /az (cos2 z)

2 2

va“© - x =a Ccosz

. X
S1X=a seénz — Ssenz=—
a

X
tgz=——— ctgz=
2 2

20




Encuentre una formula directa para la aplicaciéon de la siguiente integral

\/az—x2 dx (acosz)(acoszdz)

2 =1 2 2

X a s€n - Z

I

Iaz 0052 z dz
8.2 sen2 z

jctgzz dz

Identidad trigonometrica

ctg’z=csc’z - 1

jctgzz dz =j(csc2 z —1) dz

j(cscz z-l)dz:jcsc2 zdz- [dz

Tabla de integrales
2

[esc“z dz=-ctgz + ¢

Reemplazando

jcsc2 zdz- [dz=-ctgz -z +c

a2-x2 — X=a senz
X=asenz
x2:a2 senzz

six=asenz= dx=a cosz dz

\/32- X2 = \/32 - 8.2 senzz

\/a2 - x2 = ‘/az (l -sen2 zj
\/a2 - x2 = /az (cos2 z)
2 2

va© - X =a Cosz

. X
SiX=a senz — senz=—
a

X
Z=arcsen| —
a

X
tgz=—r8=-—--— ctgz=
2 2
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Encuentre una formula directa para la aplicaciéon de la siguiente integral

| x2dx
3/2
[az_xzj
2 2
| dex _I(a sen ZJ@COSZdZ)_IWHZZdZ
( ) 2j3/2 B as cos3 z B cos? z
a“—x
jtgzz dz

Identidad trigonometrica

tg’z= sec’z -1

jtgzz dz=j(seczz-1j dz:jseczzdz-jdz

Tabla de integrales

jseczzdz= tgz + ¢
[dz= z + ¢

jsec2 zdz-[dz=tgz-z+c

Reemplazando

X
-arcsen— +c¢
2 2 a

tgz-z+c=

X
- arcsen— +¢

3/2
(az-x?‘) = X=a senz

X2 = a2 sen2 4

six=asenz= dx=a cosz dz

()
( 3/2 [zlsenzrﬂ
( /2 { }3/2
(az-xzf/l 2 oot

. X
SiX=a senz — senz=—

COS

X
Z=arcsen—
a

tgz=

a -X
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INTEGRALES POR SUSTITUCIONES TRIGONOMETRICAS

Ejercicios 7.3 Pag 571 Leythold
Problema # 1

| dx
x2 \14—x2
| dx - 2cosz dz
x2\4.x2 4 sen? z(2cos z)
1 dz
PR
sen” z

LIS S =%jcsczzdz

4 sen2 z

Tabla de integrales

jcsc2 Zdz=-ctgz + ¢

1 2

1
—f[esc“z dz=-—ctgz +c
4I 4 &

Reemplazando

i J*

dx 4—x2
= - +c

I)(2\/4-x2 4x

32-X2 = X=asenz

Ja-x2 =22

-x2 = X=2senz

X=2senz

x2 =4 senzz

six=2senz= dx=2 cosz dz

\/4- x2 = \/4 - 4sen2z

Vix2 - |a (1 _sen? zj
Y52 = Ja (oos

4—X =2 cosz
. X
six=2senz = senz=—

4-x
ctgz=
2 X

tgz=

4-x

\S]
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Ejercicios 7.3 Pag 571 Leythold
Problema # 2

J\/4 ~x2 dx
2
X

V4 - xz dx: 2cosz (2cosz dz)

[ [
x2 4 sen2 z

jctg2 z dz

Identidad trigonométrica
ctg?z=csc’z - 1

Ictg2 z dz=j(csc2 z -1) dz

j(csc2 z -1) dz:jcsc2 zdz -[ldz

Tabla de integrales

Jdz= z +c jcsczz dz=-ctgz + ¢

jcsczzdz -[ldz=-ctgz- z +c¢

Reemplazando

4 —X2 X

-Cth-Z+C:- —— | - arcsen| — | +¢C
X 2
4-x2 dx 4-x2 X

| = - -arcsen|—| +c¢
X2 X 2

az -X2 =

X=a senz

\/4-x2 = \/22 -x2

\/22-)(2 = x=2senz

X=2senz

x2: 4 senzz

six=2senz= dx=2 cosz dz

\/4-x2 :\/4-4sen z

2

Jaox2 - 4 (1 _sen? z)

4- x2

six=2senz = senz=

X
SGHZIE = z:arcsen(

tgz=
4-x

=2 cosz

SN SR

ctgz=

N
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Ejercicios 7.3 Pag 571 Leythold
Problema # 3

I dx

x\/x2 +4

| dx -, 2 sec2 zdz
2 tgz (2secz)

x\/xz +4

ljsecz dz
2 tgz

LS
ljcosz
27 senz

coS z

1

l dz
2" senz

lIcscz dz
2

Tabla de integrales

[esczdz= Inlescz -ctgz] + ¢

1 1
chscz dz=§Ln|cscz -ctgz + ¢

Reemplazando

1 1
—Ln|cscz-ctgz|+c = —Lln|——— -—|+c
2 2

X“+ a = Xx=atg z

\/x2 +4=\/x2 +22 = x=21tgz

si x=2tgz = dx:2sec2 zdz

\/x2 +4=\/4‘[g2 z + 4

x2 +4= 4(tg22 +1j

x2 +4 = 4(sec22 )

sz +4= 2secz

. X
si x=2tgz = tgz:z
x2 +4 2
csCz=—— ctgz=—
X X
4+x2
X
f 7
2
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Problema # 4
| x2 dx
x2 +6
2 6 tg2 Z(\/6_ sec2 z dz)
| x“ dx

&
,/X2 +6 \/gsecz

6jtg2 z secz dz

Identidad trigonometrica

tg?z=sec’z - 1
2 _ 2
6/tg” z secz dz=6[[sec” z -1|(sec z dz)

6jsec3 zdz -6[seczdz

Tabla de integrales

[seczdz= Insecz + tgz] + ¢

= 6jsec3 zdz -6[seczdz

2 2

X"+ a = X=atgz

X:\/g tgz

x’=6tg’z

si x:\/g tgz = dx:x/gseczzdz

\/x2 +6=\/6tg2 Z+ 6
Vx2 +6= /6(tg22 +1j
sz +6= /6(se022 )

sz +6= \/E secz

si x=\/gtgz = tgz:i

75

Se resuelve primero la integral 6jsec3 zdz por partes

fudv=u*v-|vdu

3

6[sec” zdz =6jsec22 *seczdz

Se resuelve por partes

u=secz dv = sec® z

du=secz tgz dz

v=tgz

jdv=jsec2 z dz

6jsec2 z *seczdz=6[sec z*tg z - [(tg z)*sec z * tgz dz]

6[secz*tgz - [(tg Z)*secz*tgzdz]:6[secz*tgz - jtg2 z*seczdz}

Reemplazando la Identidad trigonométrica

tg’z=sec’z - 1

6[secz*tgz - jtg2 z seczdz}:6[secz*tgz - j(sec2 -lj*seczdz}
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6[secz*tgz - j(sec2 —1)*seczdz}:6[secz*tgz-jsec3 zdz +jseczdz}

6Isec3 zdz:6[secz”‘tgz—jsec3 zdz +Iseczdz}

6jsec3 zdz=6secz*tgz —6jsec3 zdz+6[seczdz

ordenando como una ecuacién cualquiera y reduciendo términos semejantes
6jsec3 zdz + 6jsec3 zdz =6secz*tgz+6[seczdz
12jsec3 zdz = 6secz*tgz+6[seczdz

Dividiendo la ecuacién por 2

6fsec3 zdz = 3secz*tgz+3[seczdz

Tabla de integrales

[seczdz= Infsecz + tgz + ¢

6fsec3 zdz = 3secz*tgz+3Lnfsecz +tgz| +¢

La integral inicial es :

2
j&:ﬂsec3 zdz -6[seczdz

x2 +6

6jsec3zdz -6fseczdz=3secz*tgz +3Lnlsecz +tgz|-6[seczdz

3 2dz -6[seczdz=3secz*tgz +3Ln|secz +tgz|—6Ln|secz +tg 7 +c

6]sec
6jsec3zdz -6fseczdz=3secz*tgz - 3Ln[secz +1tgz| +¢
. X
s1 x=\/gtgz = tgz=T
6
2 2
X +6 COS Z= \/g S€CZ= X" +6
X x2+6 \/z
A7 V6
ctgz=—
X

Reemplazando

6jsec3zdz -6[seczdz=3secz*tgz - 3Lnjsecz +tgz +c
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6jsec zdz -6[seczdz=3

6jsec3 zdz -6fseczdz=3| ——— X

6jsec3 zdz -6fseczdz =

2
X9 e
X2 +6

zdz -6[seczdz =

x2dx x\/xz +6 _3Ln\/x2+6 +x
2 3

3Ln—

+C

Vx +6 +x
5
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Ejercicios 7.3 Pag 571 Leythold
Problema # 5

) . dx
x2 - 25

| X dx=j5secz (55secz tgz dz)
x2 - 25 gz

5jsec2 zdz =

Tabla de integrales

jsec2 zdz=1tgz +c¢

5jsec22dz =5tgz +c¢

Reemplazando
5(gz)+c =5( X;ZSJ-FC

5(gz)+c = (\/X—25)+c

[ dx=(Vx? -25)+c
Vx? =25

X2-32 —X=asecz

\/x2 -25= \/xz —52 = x=5secz

Xx=5secz
X?=25sec’z

si x=5secz = dx=5secz tgz dz

\/xz -25= \/25sec2 z -25

\/x2 -25= \/25(sec2 z -1)

Vx2 25= stagz )

Vx2 -25=5tgz

. X
si x=5secz = secz =§

. X 5
si secz=— = cosz=—
5 X

Vx2-25

senz=——
X

x2-25

tgz=
x 2
X< -25
AZ

29




Ejercicios 7.3 Pag 571 Leythold
Problema # 6

dx
J 3

(2+X2j2
dx \/Eseczzdz

=]
el 2\/2_sec3z
(2+x2j2

1.1
—[—dz
27 sec

ljcoszdz
2

1
—Senz+cC
2

Reemplazando

1 1 X
E(senz)+c:a +c
2+x2

| dx _ X te

3
s 22 +x2
(2+x )2

3/2
(a2+x2) = X=atgz

3 3

(2+x2)2 ={(\/§)2+x2}2: X=\/§tgz

x:\/ztgz

x2 :2tg22

six:ﬁtgz = dx=+2 seczz dz
3

3 . bl
2+x2j52 (\/5)2+2tg2 2}2

3 3
2 =|2+21tg2 2}2

3. 3

2 2(1+tg22j}2
3
2

3

)
)
2632 )2 =[5 sec? H
)
)

24 x2 % =2 ]3/2 *[Secz 2}3/2

si x=\/5tgz = tgz=i

NE)

X

s€én z =

2+x2
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Ejercicios 7.3 Pag 571 Leythold
Problema # 7

| dx
32
(4){2—9)
3
| dx _I—secz tgz dz
32 3
27 tg~ z
(4x2—9j
1
1 seczdz 1
ﬁj . :ﬁf COSZZ d
tg” z sen” z
coszz
LI CoS Z
18 senzz

1 COSZ 1

18 "senz senz

dz

1
—[ctgz cscz dz
181 g

Solucion por cambio de variable
u=cscz
du=-csczctgzdz

- ijdu :-iu+c
18 18

Reemplazando
1
——u+c=—1—cscz+c

18

Reemplazando

LCSCZ-FC_ 2X
18 l
10 2x _ l
18 4x 2 9 9
| dx _ X te

(4X2_9j3/2 9x/4x2 -9

w2 o Jo2 -(z)zr/z e D

3
X=—Secz
2

9
x“ = Zsec“z
4

.3 3
SIX=ESGCZ:> dx=5 secz tgz dz

(4)(2 -9)3/2 - :4[
(4x2 -9)3/2 - _(9

3/2
25602 z] —9}
4

sec? z) - 9} V2

(4)(2 —9)3/2 = :(9 )(sec2 z -l) }3/2

(4)(2 -9)3/2 =:(9 )(tg2 zj T/z
(x2-0)" [32 ]2 2]
4x2 -9 3/2 :33 tg3 z
(]2
(4)( —9) =27 tg” z
S€CzZz = — CoOSz= sen z = 4X2_9
2X

4x2-9
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Problema # 8

| dw
WZVW2-7
ﬁsecz tgz dz

dw B
Iwz Vw2 .7 _I7 sec? Z(ﬁtgz)

1

l dz
7 secz

ljcoszdz
7

1
—senz+c¢
7

Reemplazando

2
1 1 vVw* -7
—(senz)+c=—(——) + ¢
7( ) 7( W )
w2 -7
+c

| dw _
WZVW2-7 Tw

W2-32 - WwW=asecz

\/w2—7: \/wz-ﬁ
\/Wz-\ﬁ = W:ﬁ secz

w:ﬁsecz

w2: 7 seczz

siw=4/7secz= dw=\/7 secz tgz dz

\/w2 -7 = \/75602 z-7

Yw2.7- /7(sec2 z-l)
Jw2 .72 /7(tg2 zj

\)wz— = \/7_ tgz

. W
siw=+4/78eCZ = secz=——
J7
Vw2—7
COSZz=——- senz=
AvY4 w
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Ejercicios 7.3 Pag 571 Leythold
Problema # 9

8602 x dx

I—(4 2 Xjs/z

2

| sec” xdx  2cosz dz
3/2 3

(4 -tg2 Xj 8cos” z

1 1

— > dz

4 cos” z

%jseczzdz

Tabla de integrales

2

[sec” zdz=tgz + ¢

2

1 1
—[sec“z dz= —tgz +c¢
4I 4 g

Reemplazando
tgx

4 -tgzx

%(tgz)+c:%( ) +c

2
| sec” x dx tgx to

(4 -tg x)3/ 444 ~tg? x

47

tg X

4-tg2 X

3/2
(az-tgzx) = tgx=asenz

(4 - tg2 xf/z = [(2)2 - tg2 xf/z

3/2
[(2)2 - tg2 x} = tgx=2senf

tgx=2senz

tg2 x=4sen’z

sitgx=2senz = sec? x dx=2 cosz dz

(4-tg2 xj3/2 = {4 - 4sen2 2}3/2

T/z

—sen Z

3

=8cos” z

. tg x
sl tgx=2senz = senz=g7

tg x

\/4-tg2 X

tgz=
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Ejercicios 7.3 Pag 571 Leythold
Problema # 10

| dz
(22 -6z+18)3/2
| dz = dz

32 32
(22_6“18)/ (z-6z+9+9)/

i dz
[(z 31+ 9}

Reemplazando

dz I3secz 6 do

[(2_3)2 +9T/2 ) 27sec” 0

3/2

I

1
9 " secd

dé

ljcos@d@
9

Tabla de integrales

[cos@dO=send + ¢

ljcosé’ dﬁzlsene +C
9 9

Reemplazando

lsenH +cl[z—'3] +c
9 ? \/22-6z+18
dz z-3

J(zz -6z+18j3/2 : 9(22 '6Z+18J

+C

3/2
(22+a2) = z=atg 0

((2—3)2 +9); =[(z—3)2 +32}; = z-3=3tg0

z-3=3tgl
(2—3)2 =9tg2 0

si z-3 =3tgf = dz=3 sec? 0 do
3 3
(2—3)2+9J2=[9tg29+9}2

(2-3)? +9]3/2 =[9 (tgz 0 +1j T/z

:(z -3)2 +9]3/2 = [9 (se02 0 )]3/2

32

:[9 ]3/2 sec3 0

&3F+ﬂ

r 3/2
(2-3)2+9J / =729 sec 0

3/2
(z-3)2 +9} / =27 sec> 0

si z-3=3tgfd = tg6’:ZT_3
senfo_2-3
V22 -6z+18

z-3

V22 -62+18
A°

3
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Problema # 11

Ln3 w dw

w\/Ln2 w -4

Ln3w dw
[ =]
W\/Ln2 w -4

[

\/Ln2 w-4 w
Reemplazando

Ln3 w dw

e
Ln2 w-4 W

8se?co do=8]sec? @ * sec? 0 do

8sec z (2secztgzdz)
2tgl

Identidad trigonometrica

tg’z+ 1= sec’z

Reemplazando

8]5602 6’*5602 17 d9=8j(tg2 t9+1)”‘sec2 6do

SI(tgz :9)sec2 6 do +8jsec2 6 do

Solucién por cambio de variable

x=tgh dx= sec2 0 dz
x> =tg> 0

2 2

u® -a = u=asec 0

\/an w—4=\/Ln2 w—22 = Lnw=2sect
Lnw=2 secd

(Ln w)2=4 sec? 0

(an)3=8 sec30

si Lnw =2secfd = idw=2 secd tgd dO
w

\/Ln2 W —4=\/4sec2 0 -4

Jin2 w -4=\/4(se02 6 -1

\/Ln2 w —4=\/4(tg2 0)

\/Ln2 w-4=2tgéd

Reemplazando

SJ(tgz 0)5602 0 do +8]sec” 0 dO=8[x>dx + 8] dx

8jx2dx+8jdx:§x3 +8X+¢C

si Lnw=2secd :>sec9:an
cos @ =
Lnw
1 .2
Ln“w -4
tgf=——
& 2
Lnw
Ln2W-4
A°
2

3
2
g(tge)3+8(t99)“:§ Ln2W_4 +8 2

(mf*(MJ

\/anw—4 Lo

8
+C=—
3

+4(\/ anw—4j+c

8
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%(anw—4)*(m)+4(m)+c =

Factorizando términos semejantes

S
[VLn2W-4j* LHTWA' + 4] +c

Resolviendo términos semejantes

o, (VLn2W—4J*[Ln2W—4+12:| [\/anw—4j*[Ln2W+8}
P Lnw—4 +12
VinZw-g ¢ W22 o oo e

3 3 3

(\/ LnZw- 4) * [anw + 8}

Ln3w dw
= +C

[
wVLn2w—4 3
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Problema # 18
dx

I 2132

(16 +X )

2

dx 4 sec” zdz

I =]

(16“2)3/2 64 sec 7

—I— = chos@ do
16 " sec 16

Tabla de integrales

[cos@dO=send + c

choszdz :Lsenz +c
16 16

Reemplazando

L(senz)+c Al x +c
16 16 V16+x2

dx X

| =

3/2
(16“2) 2 16316 +x2

3/2
(a2+x2) = Xx=atg z

(16-1— x2)3/2 :[(4)2 +X2:|3/2 = x=4tgz

x=4tgz

x2 :l6tg2 z

six=4tgz = dx=4 sec?‘z dz

(16+x j [16+16tg z]

/2 3/2
l6+x {1 1+tg z}

3/2
16+x [16 sec z

16022 )? [42 ] ofsec2 2]

32
(16+x2) = 43 sec3 z = 64 sec3 z

T/z

. X
s x=4tgz = th:Z

X

V16 +x2

s€én z =

V16+x2
/\ z
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Problema # 20

| dx

4x-x2

dx

d —
I\/4x:2 _I\/—(x2—4xj

se suma 4y seresta 4
| dx

\/-(x2—4x+4-4j

Ordenando para formar una diferencia
de cuadrados

| dx - dx

\/-(xz -4x+4-4j \/—([xz -4x+4}—4)

([x 2] -4

I\/i

reemplazando

i 2coszdz
l x 2 2cosz
2coszdz

2908292 14,

2c0sz

[dz =z+c¢ = arcsen[xézj +c

a

2_2

— X=a senz

"

= X-2=

(x -2)2 =

2422_

2senz

4 sen2 z

six-2=2senz= dx=2 cosz dz

V4 (x-2)?

:\/4 -4sen2 z

—2)2 :\/4(1 - sen2 z)

Ja-Gx-

2)2 =\/4 (cos2 z)

\[4—(){-2)2 =2cosz

six-2=2senz = senz:xé2
)
zZ=arcsen| ——
2
2
Xx-2
z
4-(x-2)
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Problema # 21 32
jd—x (az-xz) = X=asenz
)\3/2
(5-4X-X ) 3/2
[32—(x+2)2} —x+2=3senz
i dx - dx
,\3/2 5 3/2
(5—4x—x ) [—(x +4x-5ﬂ Xx+2 =3 senz
se suma 4 y se resta 4 para formar una diferencia (X+2)2 = 9 sen’ z
de cuadrados
| dx _ dx six+2=3senz= dx=3 cosz dz
5 32 5 3/2
Hx +4x+4-5-4ﬂ [—([x+2] -5-4H ) 32 ¢ 32
9—(X+2)2 =1 9-9sen? z]
| dx _ dx
32 32 - 32 T ) 32
_[[X+2]2 _9]:l |:9' [x+2]2:| _9—(X+2)2_ :_9(1—861’1 zﬂ
_ 23/2 3/2
Reemplazando 9—(x+2)? / = 9(cos2 zﬂ
dx :I3cosz dz - - -
[9 -[x+2]]3/2 27 cos> 0 _ -3/2 3/2
9—(X+2)2 / =(9)3/2 (cos2 z) /
1 1 } }
—(——dz r 13/2
9Icoszz 9—(X+2)2 / =27(cos3 z)
1 2 six+2=3senz = senz:)H_2
—[sec” zdz
9 X+2
tgz=
Tabla de integrales 9-(x+2)?
2 _
[sec” zdz=tgz + ¢
1 2 1 3
gjsec de—gtgz+c x4
Z
dx 1 A—
[———————=—tgz+c
N2 9 7
(5-4X—X j 9—(X+2)
| dx l( X+2 )+

(5—4x—x2)3/2 E 9'(X+2)2
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Problema # 22

dx

xVx4-4
dx 3

3
(X B x~ dx

e
(X3)X\/X4_4 4¢4

[

Cambio de variable

w=x*-4 2 udu=4x>dx
udu 3 dx
w+4=x 2
udu
| X3dX _ R _ u du
X4 ( j (U +4j
1 d
5! 2u
(u +4)
lj2sec zdz
4seczz
1
—[dz
4I
4
ljdz—%z +c—arctg[ X24} +c

u2+a2 = u=atg z
u2+4: u2+22 = u=2tgz
u=2tgz

u’=4tg’z

si u=2tgz = dHZZSCCZZdZ

2 2

u? +4=41g% z+4

uZ y4=4(tg? z+1)

u2+4=4(seczz)

si u=2tgz = tgz=—= x4
2 2

si u2=X4-4:> u= 4-4

z=arctg| L |=arct x4
8 2 g 2
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Problema # 23
| dx

x2 x2 +9

i dx - 3sec? zdz
x2 4 x2 49 (9‘[g2 z)*(SsecZ)

1.secz

u=senz du= cosz dz
u’=sen’z

Reemplazando

ljcos;dzzljd_gzlju—Zdu
? sen’z 2 u 9
—ju'zdu— 1ic= ! +C
9 9(-1) 9u

Reemplazando

-— 4+c=- —F——= +c=-—*cscz+C
9u 9(senz)
1[ VX2 +9 1Vx% 49
- —cscz +c=-— +C=—— +C
X 9 X
| dx _ 1 x2 +9
x2 x2+9 ? X

><2+a2 = Xx=atg z

\/x2+9:\/x2+32 = x=3tgz

x=3tgz

x2 =9tg2 z

six=3tgz = dx=3 sec? z dz

X2 +9=\/9tg2 z+9

x2+9=\/9 (tg2 z+1)

x2+9=J9@a9z)

\ x2+9:3secz

. X
si x=3tgz = tgz:g
X x2 49
SeNZ =— CSCZ=
x2+9 x
x2 +9
:< 7
3
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Problema # 24

x2 dx

4 sen? z (2 cosz dz)

4x

[4 sen’

Identidades

zdz=

(2 cos z)
4] sen? zdz

trigonometricas

1-cos 2z

=Ssen

2Z

2 2

a -X

— X=asenz

x/4—x2

= \/22 -x2

-X = xXx=2senz
X=2senz
x2 =4 senzz

4jsen22dz=4j(1_cgszzjdz

%j(l -cos 2z )dz = [2(j1dz -[cos 2z dz)]

2[dz -2[cos2zdz

2z - 2[% sen 22) +c

Identidades trigonometricas

sen2z=2senz*cosz

2z -Z(%senhj +c=2z -(senz*cosz) +c

Reemplazando

22 -(senz*cos2) = Z(arc senGD (
e (] -ty 22

six=2senz= dx=2 cosz dz

\/4— 4sen z

Ji 4 (1 -sen? )
\/7 1 COS Z

4—x =2 cosz

. X
six=2senz —= senz=5

X
z=arcsen| —
[J

2
4-x2:ZCosz = Cc0Sz= 4-x
2
X
A7
4-x2

2 arc sen (5] -
2

<2

]

4-X2

dx =

2
& +c¢ = 2arcsen x —l )(\/4—x2 +c
4 2) 4
2arcsen(%j —%(XV4-X2J +c
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Ejercicios 7.3 Pag 571 Leythold
Problema # 25

dx
/ 2
XV x“-4

i dx _ 2secztgz dz
x\/x2-4 (2secz)2tgz)

1
—(dz
ZI

Tabla de integrales

[dz= z + ¢
| dx zéjdz
xV x2 -4
1
—(z) + ¢
L)
dx
| :—(arcsec—j +c
X X2—4

x2-a2 = X=a4a secz

\/x2—4 =\/x2—22

v x2 -22 = X=2secz

Xx=2secz

x2= 4 seczz

si x=2secz= dx=2 secztgz dz

\/X2—4 = \/4seczz -4
\/x2-4 = \/4(sec22 - 1)
Vx2 -4 = Jag? 2)

\/x2 -4 =2tgz

X
x=2secz= secz=§

X
Z =arcsec —
2
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Ejercicios 7.3 Pag 571 Leythold
Problema # 28

| dw
3/2
(v 4]
[ dw _I2secztgz dz
32
(w2 _4) / (8tg3 z)
1. secz
—] > dz
4 tg” z
1
lj(secz)d =lf cosz 4, 1I cos z dz
4 tgzz 4 senzz senzz
cos? z

l COSZ 1

4" senz senz

Tabla de integrales

[escz ctgz dz=-cscz+c

lfctgz"‘csczdz :—%cscz +C

dz :%fctgz*csczdz

dw 1 1 W

[——————=-—cscz+c = -— +c

3/2 4 4 2 4
(24 o
i dw _ 1 W te

32 4 2,
(v -4) o ,

A7
2

-4

;32
(W j - X=a secz

(W _4)3/2 ( 2—22j3/2
(w2—22j3/2 = w=2secz

w=2secz
2 2

w =4 sec” z

si w=2secz=> dw=2 secztgz dz

(wz 4)3/2 = (4 sec2 z- 4)3/2
(wz -4j3/2 (4 (sec2z- 1))3/2
(Wz 4)3/2 _ (4(tg2’z)j3/2
- (2
w2 -4)3/2 =23 tg3 z =28 tg3 z

W
w=2secz= secz=?

w
Z =arcsec —
2

w2—4 w
= cscz=
w 2

s€n z =
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Ejercicios 7.3 Pag 571 Leythold
Problema # 29

| el dt - el dt
32 3/2
(eZt +8set +7) (ezt +8et +16+7-16j
et dt
[=
5 3/2

(e t +8et +16)+7—16}
i et dt

r ) 3/2

(et +4) +7—16]

et dt

(et +4)2 —9}3/2

Reemplazando

t
| e dt :j3sec6’tg9 dgzljsecﬁ 1 40
2 32 27tg3 o 9 tg2 o
(et+4) -9
1 1 2 1, 1 cos? 0
—[——*ctg? 0 dg=—]——* do
9 cosf 97 cosl onlp
lj cos @ dgzljcosﬁ* 1 40
9 sen? 0 9" send send
1
ajcotﬁ*cscé’ do=
Tabla de integrales
[csc @ ctgd dO=-cscO+c
el +4

ljcoté’*cscé’ do= —lcscﬁ +c=- 1
9 9 9

2
(et+4) -9

2
(et+4j -32 = (et+4j=3sect9

et +4=3sect

2
(et +4) =9sec2 0

si el +4 =3secd = eldt=3 secdtgl do

3

[et + 4)2 —9}

si et+4=3se0¢9 = secl=

2
(et+4j -9

sen @ =
t

e +4

¢ 0 ol2
e +4| -9

3
(et +4j2 -9 2 :[9(5602 0—1)}

_32

2[95602 :9—9}

=[9(tg2 9)}

32

~27tg> 6

r 3/2
(z-3)2 +9} / =27 sec> 0

3/2

3/2

32

el +4
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Ejercicios 7.3 Pag 571 Leythold
Problema # 30

V16-e2X

M6-eT 4y
eX
I\/16—62X dx _Ie"*\/m-e2X dx
S
/ 2X [ o X
Iex*\]l6-e2X dx 16-¢ (e dx)

]
ex*(exj er
N 2X (X
| 16-¢ (e dx)_I(4cosz)(4 cosz dz)
er 162 senzz
2
4cosz)4 coszdz cos“ zdz 2
j( 2)( 2 )=I > =[ctg” zdz
16“ sen” z sen” z

Identidades trigonometricas

cot2 z=csc2 z -1

jctg2 zdz=j(csc2 Z—l)dZ =jcsc‘2 zdz -[dz

jcsczzdz -[dz =-ctgz-z+c

V16-e2X V16-e2X [ex
- =-ctgz -z +c=-| ——  |[-arcsen| —
X 4

X =

2
dx
oX
/ 2x
f 16-¢ d
eX

V16-e2%

eX

eX
-arcsen| — |+ C
4

16

-€

2X

}H

32-X2 =

2
Vi6-e2X — ,{42-(&‘)
5 2
4 -(exj = eX=4senz

eX =4senz

e2X =16 sen2 z

X=a senz

sieX =4senz= eX dx=4 cosz dz

J16-e2% = y16-16sen22

V16-e2X _ \/16(1- sen2z)

V16-¢2X = |16 (cos?2)

16-e2X = 4cosz

X
. X €
sie” =4senz = senz=T

eX
Z=arcsen| —
4

2x
si\/16—e2X =4cosz = cosz=16'Te
V16-e2X

€

ctgz=

46




Ejercicio # 2 Pag 270 Calculo diferencial e integral SCHAUM

| X2 dx
X2-4 x2-a2:> X= a secz
<2 dx (4seczz)2secztgz dz \/X2_4 :\/X2_22
11/X2_4 - (2tg2)
v x2-22 = x=2secz
4jsec3zdz= Xx=2secz
3 X2 =4 sec2 z
Se resuelve la integral 4[sec” zdz por partes
Judv:u*v_fvdu si x=2secz=> dx=2 secztgz dz
sec® zdz =4[sec” z *seczdz \/X2_4 :\/48%22_ 4
Se resuelve por partes
u=secz dv = sec®z \/x2—4 = \/4(seczz - 1)
du=secz tgz dz fdv=jse(:2 z dz
V=tgz Vx2 -4 =\/4(tg22)
2 % — % _ % *
4fsec” z *seczdz=4sec z*tgz - [(tgz)*secz* tgz dz] [2 4 P

4[secz*tgz - [(tg z)*sec z* tgz dz]=4[secz*tgz - jtg2 z*seczdz}

Reemplazando la Identidad trigonométrica tg?z =sec’z - 1

4[secz*tgz - jtg2 z*seczdz}:{secz*tgz -I(sec2 -1)*secdeJ
4[secz*tgz -jsec3 zdz+jseczdz}

4jsec3 zdz:4[secz*tgz-jsec3 zdz +jseczdz}

3 3

4fsec” zdz=4secz*tgz -4[sec” zdz+4[seczdz
Ordenando como una ecuacién cualquiera y simplificando los términos semejantes

4jsec3 zdz +4jsec3 zdz =4secz*tgz+ 4[seczdz
8[sec3 zdz = 4secz*tgz+4[seczdz

Dividiendo la ecuacién por 2

4fsec3 zdz = 2secz*tgz+2[seczdz
47




Tabla de integrales

[seczdz= Infsecz + tgz] + ¢

4Isec3 zdz = 2secz*tgz+2Ln|secz +tgz| +c
j—X:2secz*tgz+2Ln|secz+tgz|+c

x2-4

2

+2Ln

X
— + +c
2

2 ax ZU{@J

+2Ln

xz dx [XVXZ —4}
2

x+\/x2 -4
2

+C

+2Ln

x+\/x2-4‘-2Ln|2|+c

Pero: Cj=- 2Lnf4| +c¢

X +\/x2 -4

+ 2Ln

+C

| =

x2 -4

X2dX {XVX2-4J
2

x=2secz

) X
st x=2secz= secz:E

cosz=—
X
to 7 — X2-4
8 2
x X2 -4
f 7
2
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Ejercicio # 3 Pag 270
Calculo diferencial e integral SCHAUM

\)9-4)(2 dx

[

Identidad trigonométrica
Cos?z=1-sen’z

cos2 . (1 - sen2 z)
3[——dz=3]——~dz
sen z sen z

3cosz (; cos z dzj )
=3] dz

f

3
—sen z
2

(1 ?s)

1-sen” z 2

—dZ=3f[ 1 sen Z]dz
senz  senz

3

s€n z

3[[csc z -sen z|dz

3[csczdz -3[senzdz

Tabla de integrales

fescdz= Ln|cscz - cotz| + ¢ [sendz= -cosz + ¢

3[csczdz -3[senzdz=3Ln |cscz —cotz| -3(-cosz)+c

3[csczdz -3[senzdz=3Ln |cscz -cotz| +3cosz+c

V—xzx
I94 d
X

=3Ln|cscz—cotz|+3cosz +c

2 2 2
j\/9-4x dx 3 V9-4x” | f9-dx® |
X 2x 2x 3
/ 2 o 4.2
X

2x

32-X2 — X=a senz

2 2
9 -4x2 :\/3_4" :\/(EJ _x2
4 4 2
2
V9 -4x2 = (é) -x2 :>x:isenz
2 2
3 2 9 2

X=—senz X
2

=—Sen 2z
4

si x:ésenz = dxzzcoszdz
2 2

9. 4x? = \/9 -4(%5en2 zj

\/9— 4x2 = \/9 —9sen2 z

oo ax2 - /9(1 _sen? z)
Jo- ax2 - /9(cos2 z)

2

9-4x“ =3cosz

. 3 2x
Si X=—senz= senz=—

si V9- 4x2 =3c0SZ =>coSz=
\/9—4x2

tgz= ctgz= 5
9-4x2 X
3
csCz=—
2x
3 2x
Az
9-4x2

9-4x

2

49




Ejercicio # 4 Pag 270 Calculo diferencial e integral SCHAUM

dx

X\/9+4x2

R
xm (;tgzj*esecz)

Ilsecz
3tgz
1

lf CcOSZ dz
3°senz

]

3
= sec2 zdz

dz

cos z
1

l dz
3°senz

lfcscz dz
3

Tabla de integrales

[escdz= Ln|cscz - cotz| + ¢

dx

)(\/9+4x2

=ljcsczdz

]

1
=—Ln|cscz—c0tz +c

dx
x\/9+4x2 3

Reemplazando

]

Vo+4x? 3

e IR ke

dx —an
x\/9+4x2 3 2 2

dx 1, |N9+ax -3
XV9+4X2 3 2x

[

+C

a” +x = Xx=atgz
2
\/9+4x2= 2+4X
4 4
2
\/9+4x2= [—j +X :x—%tgz
X=—tgz
2_9 2
X —tg7 z
4 g
six=itgz = dx=é sec? 7 dz
2 2
V9 +4x2 = /9+4[%tg2 zj
Vo+4x2 = 949192 7
V9 +4x2 = /9(1+tg2 z)
\/9+4x2 = /9(sec2 z)
\/9+4x2 =3secz
si X—Et z =t 2—2—X
2 ¢ 2575

/ 2
si \/9+4x2 =3secz = secz=%

si tz—z—X:>ct z—i
82773 8275

X
V9 + 4x2

2X

CSCz=

\/9+4x2
A%

3

2X
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Resolver

dx
/ 2
1 -4x
— dz
dx 2’COSZ
el
1 -4x —COoS Z
2
[dz
Tabla de integrales
[dz= z + ¢
& 4
1 -4x2
) dx =z +¢
| -4x2

Reemplazando

Id—xzarcsen (2x) +c

1 -4x2

2x

32-X2 = X=asenz

2

V1 -4x2 = (1)-[4" J

4)| 4

2
V1 -4x2 = 1 _x2 :>x=lsenz
2 2
X=—8€En z
XZ :lsenzz
4

. 1 1
si x=—senz = dx=—coszdz
2 2

l-x2 e lsenzz
4 4 4

Si X= —senz
2

z =arcsen (2x)
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Resolver
dx

I
axv x2-16

dx . 4secztgz dz

]

Ax /x2—16 = 4(4secz)(4tgz)
1

—d

1604

Tabla de integrales

[dz= z + ¢
g
4x x2-16
[ T

4xy x2-16 16

dx 1 X
| —F———=—===—|arcsec— | + ¢
16 4

4xV x°-16

4

Xz—a2 — X=asecz

\/x2—16 =\/xz—42

\ )(2-42 = x=4 secz

x=4secz
X2

=16 sec2 z

si x=4secz=> dx=4 secztgz dz

Vx2-16 = V16sec? 7 - 16

Vx2-16 = \/16(sec2 z- 1)

Vx2-16 = \/16(tg2 z)

\/Xz -16 = 4tgz

X
x=4secz= secz=z

X
Z =arcsec —
4
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Resolver

I\/9 -X2 dx
2

V9 - x? dx  3cosz (3cosz dz)

[ =]
x2 9 sen2 z

cos? z
! 2
sen” z

dz

j'ctg2 z dz

Identidad trigonométrica
ctg’z=csc’z - 1

jctg2 z dz=j(csc2 z —1) dz

[(csc2 z -l) dz:jcsc2 zdz -[1dz

Tabla de integrales

[dz= z + ¢ 2

[ese“z dz=-ctgz + ¢

j0302 zdz -[ldz=-ctgz- z +c

Reemplazando

9—x2 X
-ctgz-z +c=-| —— | - arcsen| — | +C
X 3
9 -x2 dx 9 -x2 X
| = - -arcsen| — | +c¢
%2 X 3

3.2—X2 — X=a senz

\/9—x2 = \/32—

2-x2 = x=3senz
Xx=3senz
X2 =9 senzz

six=3senz= dx=3 cosz dz

\/9—9sen z

Ji Do (1 -sen? )
Vo 32 = o [eos?

9-x =3 cosz

) X
six=3senz = senz=§
X X
senz=— = z=arcsen| —
3 )
X —x2
tgz= ctgz=
9-x2 X
3 X
A7
9- XZ
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Resolver

f\lxz +5 dx

X2+ a2 = Xx=atg z
j\/x2+5 dx:j«/g secz(«/gseczzdz) 5 5 5
VX +5=\[x +(\/§) = X=\/§ tgz
ISsec3de x=+5tgz
x2=5tg22

Se resuelve la integral Sjsec3 zdz por partes

= * -
fudv=u*v-[vdu si x=+5tgz = dx=+5sec? zdz

3

5[sec” zdz :5jseczz *seczdz

Ux2 +5=51g2 2 +5
Se resuelve por partes
u=secz dv = sec? z

2 2
= 1
du=secz tgz dz jdvzjseczz dz \/X +5 \/5(tg z +1)

v=tgz
\/x2 +5= /5(sec2z)

5jsec2 z *seczdz="5[sec z*tg z - [(tg z)* sec z * tgz dz]
sz +5= /5 secz

S[secz*tgz —f(tgZ)*secz*tgzdz]zS[secz*tgz - jtg2 z*seczdz}

Reemplazando la Identidad trigonométrica
tg’z=sec’z - 1

5[secz*tgz - jtg2 Z*seczdz}=5[secz*tgz -j(sec2 -1)*seczdz}

S[secz*tgz -jsec3 zdz+jseczdz:|

5jsec3 ZdZ=5[S€CZ*th-ISGCB zdz +jseczdz}

3

5[sec” zdz=5secz*tgz -SIsec3 zdz+5[seczdz

Ordenando como una ecuacién cualquiera y simplificando los términos semejantes

5jsec3 zdz +5[sec3 zdz =5secz*tgz+ 5[seczdz

10f sec’

zdz = 5secz*tgz+5[seczdz
Dividiendo la ecuacién por 2

5jsec3 zdz = %secz*tngr%jseczdz

54




Tabla de integrales

[seczdz= Infsecz + tgz] + ¢
x=\/§tgz
Ssecd zdz = secztgz 4oL X
[sec” zdz = Esecz tgz+5 n|secz +tgz|+c six=\/§tgz — thZT
5
j\/x2+5dx =§secz*tgz+%Ln|secz+tgz|+c cosz =2
X
| x2 +5 dx _5 K2 +5 *[LJ-FELH x2 +3 TR tgz= X2_4
A R
Vx 2 i5= \/gsecz
IW,X +5dx—§ u + 2
2 5 x/_ secz == >
J5
HX +5dx=— [x\/x +5j x2+5 +x
5
Propiedad de los logaritmos
j\lx +5dx=— (x\/x +5] +§Ln\/x2+5 +X -%Ln‘ﬁhc
C1=—§Ln‘\/§‘+c 2
2 X“+5
(VX2 +5dx=— [x\/x +5j +§Ln\/x2+5 +x | +Cq AZ—
J5
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Resolver

| dx
x3 \/x2 -9

dx . (3secz tgz dz)

J =

x3Vx2 -9 (27 sec’ z)*3 tgz
! — :choszzdz

27 seczz 27

Reemplazando la Identidad trigonométrica

cos® z = % (1 + COSZZ)

1 1.1
—jcos2 2dz=—[—(1+cos2z)dz
27 2772

;—4[(1 +co0s2z dz)

LIdz +ijcos2zdz
54 54

LZ+L(1SCH 2zj +c

54 54\ 2

1 1
—z+|—sen2z| +c¢
54 108

Reemplazando la Identidad trigonométrica

sen2Z=2senz coSz

Lz+ Lsen2z +C=LZ+L(2senzcosz)
108 108

54 54

Reemplazando

1 X 1 x2 -9.3
—| arcsec| — | |+ — *—
54 3 54 X X

1 X 1
—arcsec— +—| ——— | +¢
54 3 54 2

x2-a2 —X=asecz

\/x2 -9= \/x2 —32 = x=3secz

x=3secz
X?=9sec’z

X}=27sec’z

x=3secz = dx=3 secz tgz dz

\/2—9 \/9sec z -9
Vx2 -9=\/9(sec z -1)
Vx2 -9= \/9(tg2

\/x2 -9=31tgz

. X
Si x=3secz = secz =§

X
Z=arcsec| —
[3)

) X
si secz=— = cosz=—
3 X

2
si 3tgz=\/x2-9 =>tgz= x~-9

3

X 1 X< -9
——arcsec— +—

X 3 J— 54 18] (2
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Resolver

dx
J 2
X +25
dx 5 SCC2 zdz
5=l 2
X< +25 25 sec” z

1
—dz
I5

%jdz:%(z) +c

Reemplazando

dx

1
I S V) B
x?+25 3
Id—x— larctg(ij +c
x?+25 5 5

X2+32 = X=atg z
)(2+25=>(2+52 = x=51tgz
x=5tgz

2 _ 2

x“=25tg°z

si x=5tgz = dx=55ec2 zdz

2

x2 +25 =25tg% 7 +25

x2 +25 =25(tg2 z +1)

x2 +25 =25(sec2 Z)

. X
s1 x=5tgz = tgz=g

Z=arct x
8 5

X< +25
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Resolver

J. X2 dx 32-X2:> X=a senz
2
9-x
\/9-x2 =\/32-x2
2 2
| X dX:J9sen z (3coszdz) V32.x2 & x=3 senz
9-x2 (3cosz)
Xx=3senz
2 _ 2
j9sen22dz X7 =9 sen”z
six=3senz= dx=3 cosz dz
f9sen2 ZdZ=9fsen2 zdz

\/9-x2 =\/9- 9sen22

Identidades trigonometricas
VO - X2 = /9 (1 —sen2 Z)
l-cos 2z 2

5 =sen  z
V9 - x? = ,/9 (cos2 zj
2

2 1-cos2z [
9[sen zdz=9f( 2 de 9-x =3cosz

%j(l—cos 2z )dz ={%(jldz—jcos 2z dz)}

. X
six=3senz = senz=§

X
z=arcsen| —
2[dz -ngOSZZdZ (3)
2 2
2

2 V9-x

SiV9-Xx“ =3cosz = cosz=

9 9[1 j
—z -—| —sen2z| +c
212

2

Identidades trigonometricas

sen2z=2senz*cosz

22 2 lsenZZ +c=22 —2(2SGHZ*COSZ) +c 3

2 2\2 2 4 X
V4

Reemplazando A—

22 -2(2senz*cosz)+c:2z -g(senz*cosz) +c 9-x?

2 4 2 2

9 9 9 X)) 9] x,|V9-x2
—z -—(senz*cosz)+c:— arcsen| — || -—|—=*
2 2 2 3 213 3
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Resolver

| 1-t2

dt
| 1-t2 dt=[cos z *(cos zdz)

jcos2 zdz

Identidades trigonometricas

1 +cos 2z 2
T:cos z

j'cos2 zdz= j(%j dz

%J.(l-i- cos 2z )dz:%jldz +%jcos 2zdz

\/az—tzz t=a senz
\/1-t2 = t=1senz

t=senz
2 2

t“=sen” z

sit=senz = dt=cosz dz

\/1- t2 = \/1 - senzz

I - ()

l-t2 = CcoSz

t=senz —z=arcsent

1 1(1
—7 + —| —sen2z| +c
2 2\2

lz +l(sen2z) +c
2 4

Identidades trigonometricas

sen2z=2senz*cosz

lz +l(sen22) +c :lz +l(2senz*cosz) +c
2 4 2 4

Reemplazando

1 1
2 4 2
1

2

—Z + l(2senz"‘cosz)+c = —z + % (senz*cosz) +c

—Z + %(senz*cosz)+c = %(arcsen(t)) +%{t*\/1-t2} +c
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Resolver
dx

[ —F— 32 +x2 = x=at
=atg z
x2\14+x2
2
) dx =] 2sec” zdz \/4+x2=\/22+x2:>X=2tgz
X2 \/4+X2 (4‘[g2 z)(Zsec Z)
x=2tgz
lj secz o x2:4tg22
4 tgzz
1 six=2tgz = dx=2 sec? z dz

1. cosz
Zj—zdz \/4+x2 =\/4(1+tg2 z)

sen” z

cos® z

\/4+x2 =\/4(sec2 z)
1. cosz

= dz
4 senzz V4+X2 =2secz

si x=2tgz = tgz=§
u=senz du= cosz dz 2
2_ 2
u”=sen” z sen z =

4 +x2

Reemplazando
lJ’COSZdZ—lJ'd_u
4" sen?z 4742
l.du 1. o
= de 42
4 u2 4

2
Reemplazando
-— +c= - ! +c
4u 4(sen z)
1 bos 1
4(senz) X
4
4+x
| dx _ 1 oo - \/4+x2 te
)(2\/4+x2 4[ X J x
4+x2
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Resolver
dx

3x2 4+ 2% + 4

Se debe completar el cuadrado

dx

dx

I =
3x2 4+ 2% + 4

=]

3x2 +2x+ 4

3

3

Reemplazando

112 Vit
—sec“0do —
I dx 1o _1A9 14
3 1 2 11 3 Esec26’ 3 1
X+—| +— 9
3 9
1 dx i1 Vit 3x +1
— |z =——86@ +c =—— arctg——— +
3 11 11 Vi1

2 — -
x+l +E = Etg2 19+E
91 L9 9]

%(tgz 0+1)

_% (sec 2 o )}

x+1 £x+1j (x-ﬁ-l) 3(X+J
Y F T Jii
9 Jo 3
si tg«9:ﬂ = Hzarctgﬂ
Jit Vit

1
3 3%]] 11 11

*9m[d9 :*/dea i
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# 48 Pag. 246 Calculo diferencial e integral SCHAUM

dx

/ 2
1-x

J dx _coszdz
1-x2 coS Z
[dz

Tabla de integrales

[dz= z + ¢

[dz=z +c¢

Reemplazando

z +c=arc sen(x) +c

3.2—X2 — X=a senz

1 -x2 = Xx=lIsenz

X=senz

X2 =S€Il2 z

Si x=senz — dx=coszdz

\/1— x2 = \/1 - senzz

Si X=senz
Z =arcsen (x)

tgz=

1—x2
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# 49 Pag. 246 Calculo diferencial e integral SCHAUM
dx

J. =
1+X2
2
dx sec” zdz
j— =] ~jd
1+x sec” z
[dz=(z) +¢

Reemplazando

1+ X

<7

32+x2 = Xx=atg z
1+x2:3 x=1tgz
x=tgz

x*=tg’z

si x=
1+X2

1+X2

si

atgz = dx=sec2 zdz

=1+tg22

~(see? 2 |

Xx=tgz
Z=arctgx

64




# 50 Pag. 246 Calculo diferencial e integral SCHAUM

dx

X x2—1

dx secztgzdz
] =]

X /X2 -1 (secz)tgz

[dz=z +c¢

Tabla de integrales

[dz= z + ¢

[dz=z +¢

Reemplazando
[dz=z +c=arcsecx+c¢

dx
|————== arcsecx +c¢

X x2—1

x2—a2 = X=a seCz

x2 -1 = x=1secz

X?=sec’z

Si x=secz — dx=secztgzdz

\/x2 -1 = \/sec22-1

\/Xz -1 \/tg2 z

x“-1=tgz

. 1
SI X = SecCZ=> COS=—
X

Z = arc sec X

65




# 51 Pag. 246 Calculo diferencial e integral SCHAUM

dx
2
4-x
dx 2cosz dz
/ 2 =l (2cosz)
4-x
J[dz=z +¢

Tabla de integrales

[dz= z + ¢

Reemplazando
X
jdz=2z +c=arcsen5+c

dx X
f—zarcsenz +c

4-x2

32-X2:> X=a senz

4—x2 = X=2senz
x=2senz
x2 =4 sen2 z

six=2senz= dx=2 cosz dz

\/4- x2 = \/4 - 4sen2 z

Ja-x2 = l4 (1 “sen? zj
Jaox2 = /4(0052 z)

4- x2 =2 cosz

. X
six=2 senz = senz=§

X
Z=arcsen —
2
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# 52 Pag. 246 Calculo diferencial e integral SCHAUM
dx

j‘ =
9+X2
dx 3sec zdz 1
S Tt S Bt
9+x 9sec” z o) o)
a~ +x = Xx=atg z
1 1
—[dz==(z) +c
3 3 9+x2 =32 +x2 = x=3tgz
Reemplazando x=3tgz
x*=9tg’z
dx 1
J—5= E(Z)+C
1+x si x=3tgz = dx =3sec? zdz
dx X 9+X2=9+ 9tg22
| 5= —arctg— +c¢
9+x 2 2
9+x°=9(1+ tg~ 2)
9+x2=9(seczzj
. X
si x=3tgz=> tgz=—
9+ x2 3
Z=arctgi
X 3
A7 |
3
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# 53 Pag. 246 Calculo diferencial e integral SCHAUM

dx
I / 2
25-16x
dx écosz dz
J [ 2 = (SCosz)
25-16x
1
—[dz
4I

Tabla de integrales

[dz= z + ¢

1 4x
—[dz = z +c=arcsen—+c¢
4 5

dx 1

4x
| —/—== —arcsen?+c
V25-16x2

V25-16x2

4x

32-X2:> X=a senz

\/25—16){2 =\/52 —(4x)2 = 4x=5senz

4x =5senz

(4x)2 = 25sen? z

sidx=5senz= 4dx=5 cosz dz

dx=§coszdz

J25- (4x)2 =25 - 255en? 7

V25- (4x)% = |25 (1 “sen? z)

y25- (4x)2 = /25(cos2 z)
V25- 16x2 =5 cosz

. X
s1 4x=5senz = senz=?

4x
Z =arcsen ?
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# 54 Pag. 246 Calculo diferencial e integral SCHAUM

dx
j—5—=
4x“+9
2
d —sec” zdz 3
I 2X =1 RETIA
4x°+9 9sec” z
—fdz=l(z)+c
6 6
Reemplazando
dx 1
| = —(Z)+c
4x?+9 O
| dx larct 2 +c
2 a9 €73

4x“ +9

4Xx< +9

2x

a” +x = X=atg z

4x24+9 =(2x)2 +32 = 2x=3 tgz

2x= 3tgz
(2x)*=9tg’ z

si 2x=3tgz = 2dx =3sec? zdz

2

dX=§sec zdz
2

(2x)% +9=91tg>

z+ 9
(2x)2+9 = 9(tg? z+ 1)

(2x)2 +9 = 9(5602 z)

. 2
s 2x=3tgz= tgz:TX

Z=arct 2
8 3
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# 55 Pag. 246 Calculo diferencial e integral SCHAUM

%secztgzdz

=i
xV4x“ -9 Esecz *3tgz

—jdz:lz +c
3 3

Tabla de integrales

[dz= z + ¢

ljdz=lz +c
3 3

Reemplazando

1 1 1 2
—[dz==z2 +o=—arcsec —+c
3 3 3 3

dx 1 2X
[————=—== —arcsec— +¢
3 3

x2—a2 = X=a seCz

Vax2 -9 =(2x)2 -32 = 2x =3secz

(2X)’=9 sec’z
Si 2x=3secz — 2dx=3secztgzdz

X=—secz
2

dx:%secztgzdz

\/4X2 -9 = \/95602 z-9

Vax2 -9 - \/9(se02 z-1)

\/4)(2 -9 = \/9tg2 z

Vax2 -9 =3 tgz

. 3 2x
Si X= —secz=> sec=—
2 3

2x
Z = arc sec —
3

2x
\/4X2 -9
/j z
3

70




# 56 Pag. 246 Calculo diferencial e integral SCHAUM

x2 dx
6

f

1-x

lcoszdz a’-x?>= x=asenz

= 2
1-x0 I (COSZ) Vl-x6 = 12-(x3j —x3 —Isenz

X3 = S€n z

1
—|dz
3j

3

siX~ =senz= 3x2 dx= cosz dz

Reemplazando

ljdz = lz +c=larcsenx3 +c X2 dx=lcoszdz
3 3 3 3
V1- (x3)2 =41 - (sen 2)2
2
X3 ]1-(x3j :Vl-senzz
2
l-X6 ]1-()(3) :\/coszz

2
1- (x3j = CcoSz

six3 =senz

zZ=arc sen x
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# 57 Pag. 246 Calculo diferencial e integral SCHAUM

I xdx
x4+3
N
i < dx _J Tsec zdzzﬁIdZ
x4+3 3seczz 6
BB ) e
6 6
Reemplazando
x dx ﬁ
J. 4 B ?(Z)ﬁ—c
X +3
2
dexzﬁctg\/gx +c
x4+3 6 3
V3
f 7

a” +x = Xx=atg z

2
x4+3 =(x2j +(\/§)2:> x2=\/§ tgz
X2=\/§ tgz

si x2=\/§tgz = 2 xdx=\/§seczzdz

XdX=73se02 zdz

x4 +3 =(X2j2 +(\/§)2 =[\/§tgz]2 +3

X4+3 :3tg22+3

x* 43 =3(tg? z+1)

x4+3=3 seczz

2 \/‘ X2
si X“=43tgz=> tgz=—F

NE)

Z—arctgﬁ
B
Z—arctgxz*\/g—
= \/g*\/g_

3 x?
Z=arctg 3 =
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# 58 Pag. 246 Calculo diferencial e integral SCHAUM

dx
[ "

xVx -1

Se multiplica por 2x

dx (2x)dx

2x dx

/ x Vx4 -1 :I(2X)XVX4—1:I2X2VX4—1

lJ. 2xdx 1 .secztgzdz
2 x4 1 2 (secz)tgz
ljdz—lz +c

Tabla de integrales

[dz= z + ¢

Reemplazando

ljdz=lz re=tarcsecx? +¢
2 2 2

dx o)
[—F——== —arcsecx” +¢c
X X4 -1

X2—a2 — X=a seCcz

2
\/x4—1 (xz) —lzxzzlsecz

X?=secz

Si xX’=secz — 2xdx=secztgzdz

1/(Xzf.l _ Jseen)? 1
1/(Xzf.l ez

\/x4-1 =tgz

.2 1
S1 X7 =8seCz= COSZ—2

X

Z =arc sec X2

73




# 59 Pag. 246 Calculo diferencial e integral SCHAUM

dx
[
4-(x+2)?
dx 2cosz dz
/ =] (ZCosz)
4-(x +2)?
[dz=z +c¢

Tabla de integrales

[dz= z + ¢

Reemplazando

X +
[dz=z +c=arcsen

+c
dx X +
| ———=—=——==arcsen +c
4-(x+2)?

2

/ X+2
z
4-(x+2)?

32-X2:> X=a senz

\/4—(x+2)2 = \/22 —(x+2)2 = X+2=2senz

X+2=2senz

(x+2)2 = 4 sen?z

six+2=2senz= dx=2 cosz dz

\/4- (x+2)? = Va - 4sen? s

Ja- (x+22 = 401 - sen? 2)

V4- (x+2)2 = ,/4(0052 z)

4- (x+2)2 =2 cosz

. X+2
si Xx+2=2senz = senz=

+2

X
Z=arc sen
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# 60 Pag. 246 Calculo diferencial e integral SCHAUM

Id—xz

eX e X

Se multiplica por e*
X
dx (e )dx e™ dx e dx
X -X '( :J 2X 0 ZI 2X
e” +e (ex)*(ex+e'x) e +e e”" +1

X

I e glx =f sec 2ZdZ=Idz
(ex) +1 sec” z
[dz=(z) +c
Reemplazando
I

eX 4o X

jd—X: arctge™ +c

eX yeX

2X

212+x2 = Xx=atg z

2
(exj +1 = eX=ltgz

e*=tgz

(e*)?=tg’z

si e =tgz = ¥ dx =sec? zdz

2 2

(exj +1=(tgz) +1
2

(exj +1= tgzz+l
2

(exj +1= seczz

si eX =tgz

ZzarctgeX
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# 62 Pag. 246 Calculo diferencial e integral SCHAUM

secx tgx dx
—— =

9+ 4sec” x
—secz zdz
j dx ZI 2
9+4sec2 X 98602 z

%jdz= %(z) +c

6

\/4sec2 X+9

1 1 2secx
—(Z)+c=—arctg +
6 3

<

3

2 secx

az+x2 = X=atgz

9+4sec? x =(3)2 +(2S€CX)Z = 2secx=3tgz

2secx= 3tgz
(2sec x)’=9tg’z

2

si 2secx=3tgz = 2secxtgx dx=3sec” zdz

2

secx tg x dx=%sec zdz

9+(2secx)2=9+9tg2 z
9+(2secx)? =9 (1+1tg2 2)

9+ (2sec x)2 :9(sec2 z)

2 secx
3

si 2 secx=3tgz=> tgz=

2 secx

Z=arctg
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# 63 Pag. 246 Calculo diferencial e integral SCHAUM

(x +3)dx

\/l-xz

(x +3)dx —I(X+3)COSZdZ:J'(x+3)dZ

]
]

\/? (cosz)

[(senz+3)dz= [senzdz+[3dz=-cosz+3z+c

Ordenando

3z-cos z +c

Reemplazando

j%dz =3z —cosz+c=3arcsenx3 —\/l—x2 +c

1-x

32-X2:> X=a senz

\/l—x2 =x=Isenz

X = 8S€n zZ

X2 = sen2 V4

six=senz= dx= cosz dz

\/1—x2 = \/1 - (senz)2
\/1— x2 = \/1 - sen2 z

\/1- x2 = \/cos2 z

1- x2 = CcoSz

siXx=senz

Z =arc sen X3

cosz=\/1—x2
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# 64 Pag. 247 Calculo diferencial e integral SCHAUM

I(2);-7)dx_
=
X< +9
2
2x-7)d 2x -7)*3 dz 3
J-(X2 )X:J-(X ) szec z Z=§j(2x-7)d2
X< +9 9sec” z

%I(Zx-7)dz=%j'2xdz -%j7dz

Reemplazando el valor de x

%j2xdz —%“ dz=§f3tgzdz —%jdz=2ftgzdz—%jdz

2[tgzdz-%jdz=

Tabla de integrales

jtgzdz=Ln|secz| +c [dz= z + ¢

2jtgzdz—%jdz=2Ln|secz|—%Z+C

Reemplazando

2
2Ln|secz|—%z+c=2LnXT+9 —%arctg(§]+c

x2+9 7

——arctg Xic
3 3

—larctg 1+c= Ln
3 3

2

Ln|x +9‘-Ln|9|-%arctg§+c

pero: —Lnj9[+c=Cy

Reemplazando

2

Ln|x +9‘ -Zarctg5+C1
3 3

a~ +x = X=atgz

x2+9 =(x)2 +32 = x=3 tgz

x=3tgz
(x)>’=9tg*z

si x=3tgz = dx=3)sec2 zdz

(x)* +9=91g?

z+ 9
x)2+9 = 9¢tg? z+ 1)

(x)2 +9 = 9(sec2 z)

2 x2+9 X2+9
sec” z= =>secz=—r——
V9
x2+9
secz=
3
. X
s x=3tgz=> tgz=§
X
Z=arctg—
x2 +9
X
f 7
3
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# 65 Pag. 247 Calculo diferencial e integral SCHAUM

dy B
- =
y© +10y+30

Se completa el cuadrado, se adiciona 25 y se le resta 25
| dy dy _ dy
2

=] =]
y~ +10y+30 y2+2(5)y+25+30—25 (y2+10y+25j+30—25

dy dy

I(yz +1Oy+25j+5_I(Y+5)2 +5

dy - \/gseczzdz V5

=—|[dz

(Y+5)2+5 5sec? 7 5 5

y +a = y=atgz
Tabla de integrales

2

[dz= z + ¢ (y+5)2+5=(y+5)2+(\/§) = y+5=+5tgz

y+5:\/§ tgz

2 2

(y+5“=51tg“z
NP
?de:TZJFC si y+5=v5tgz = dy:x/gseczzdz

Reemplazando

J5 J5 V5 +5\/§]
— ——arctg f +cC

(y+5)2 +5=5tgz+ 5

5 zZ+c=
(y+52+5= 50g% 2+ 1)
J 2 dg 30:T53rctg(wj+c (Y+5)2+5= 5 (sec” 2)
y~ +10y+
5
si +5=\/§t z =t z=L
y g g NG
2
(y+5)7+5 Z:arctgy—”=arctgm
Y+5 J5 J5 #4/5
z
J5 z=arctg@=ar0tgw
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# 66 Pag. 247 Calculo diferencial e integral SCHAUM

dx

J'—
V20 +8x - x 2

Se ordena
dx dx dx

=I\/- (xz -8x-20j =I\/— (xz 2(4) x-zoj

se completa el cuadrado, sumando 16 y restando 16

20+ 8x - x2

dx dx

J =I\/_ [(X2—8x+16j—20—16}

\/-(xz—8x+l6-20— 16)
dx dx

=]

I\/- [(x2—8x+16)—36} \/ [(x-4)2 —36}

Se ordena y luego se reemplaza
dx 6coszdz
] =] = dz

36- (x-4)2 6cosz

Tabla de integrales

fdz= z + ¢

se reemplaza

4

[dz= z + ¢ =arcsen( é4J+c

=arcsen

et 1Y

+C

32-X2:> X=a senz

62 -(x-4> = x-4=6senz

X-4=6senz

(x—4)2 = 36sen2 z

six-4=6senz= dx= 6cosz dz

\/36- 36sen z)

\/36
\36 136 1- sen z

V36— (x-4)% = /36(0052 z)
\/36—(){—4)2 = 6cosz

six-4=6senz= senz=

X -4
z=arcsen| ——
6

cosz=V1- x2

x-4
6

e
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# 67 Pag. 247 Calculo diferencial e integral SCHAUM
dx

2x2 +2x+5

Se multiplica por 2 y se divide por 2 para intentar completar el cuadrado

J dx _f (2)dx _ 2 dx _ 2dx
2x2 +2x+5 (2)[2x2 +2x+5} [4){2 +(2)2x+10] [(2)()2 +(2)(2)(1)(x)+10}

se completa el cuadrado, sumando 1 y restando 1
| 2 dx 2dx 2dx 2 dx

[(2){)2 +4x+1+10-1} :I[((zx)2 +4x+1)+1o—1} :j[((zx)2 +4x+1)+9} :I|:(2x+1)2 +9}

2 dx B
(2x +1)% +32
a2 +X2 = X=atgz
reemplazando
5 dx 3sec 7dz 1 (2x+1)2 +32 = 2x+1=3 tgz

-] —[dz
(2x + 1)2 +32 9sec? z 3

(2x+1)>=9tg’z
Tabla de integrales

(2x+1)2 +9= 9tg2z+9

ljdz=lz+c
3 3

(2x+1)2+9 = 9(tg z+ 1)

Reemplazando

1 1 (2x+1j (2x +1)% +9
+C

9(sec2 z)
—Z +C= —arctg
3 3

2
ool 5 2x+1)7 +10

si 2x+1=3tgz= tgz=2
2XT +2x+5

2x +1

2x+1 Z=arctg

2x+1= 3tgz — 2x=3tgx -1

[dz= z + ¢ si 2x+1=3tgz = 2dx =3sec? zdz
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# 68 Pag. 247 Calculo diferencial e integral SCHAUM

(x + 1) dx

x2 -4x +8
se completa el cuadrado, sumando 4 y restando 4
[ (x +1)dx - (x +1) dx B (x +1)dx

x24x+8 x%-4x+4+8-4 (xz -4x+4j+8-4

(x +1)dx _ (x +1)dx B x dx 1dx

j[x2-4x+4)+4_ (X-2)2+4_ ()(—2)2+4Jr (x-2)2+4

x dx . 1dx B
(x-22+4 " (x-2)* +4

2
I(2tgz+2{25ec zdz) +I Zseczzdz_
4S602 z 4sec2 z
j(2 tgz+42)(2 dz) o 24dz _

%J(Ztgz+2)dz%j'dz=%f2tgz+%j2dz+%fdz
%,[ th"‘%f dz+%fdz=ftgzdz+jdz+%jdz

tgzdz-l—é dz=
2

Tabla de integrales

jtgzdz=Ln|secz| +c [dz= z + ¢

jtgzdz+%jdz=Ln|secz| +%Z+C

Reemplazando

2
Ln|secz|+%z +C:Ln@+%arctg()(22}+c

212+x2 = Xx=atg z

(x-2)2+22 = x-2=21tgz

x2=2tgz —->x=2tgx +2
(x-2)*=41tg’z

si x-2=2tgz = dx=2sec’ zdz

(x-2)% +4=4tg2 2+ 4
(x-2)2+4 = 4tgz+ 1)
(x-2)2 +4 = 4(sec? 2)

2 2
SCCZZ:(X_zi +4 _ x”-4x+8

4
\/xz -4x +8
secz=——-—
4
si x-2=2tgz=> tgz=x—£2
Z=arct X<
. 2
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1 _ 1. Ix?-ax+8] 3 x—2
~Ln +—arctg +C= —Ln|——+—arctg +C
B (2)2 2 4 2
1 -2
ELn x% —4x+8 -Ln|4|+%ar0tgx +C
pero: —Ln|4|+c=Cy X2 -4x +8
Reemplazando g
V4
1 2 3 X—2
—Ln|x“-4x+8| + =arct +C
: Sarctg 1 2




# 69 Pag. 247 Calculo diferencial e integral SCHAUM

dx

J'—
V28 -12x - x 2

Se ordena
dx dx dx

- -

I\/28-12x—x2 \/-(x2+12x-28j \/—(x2+2(6)x-28)

se completa el cuadrado, sumando 36 y restando 36

dx dx

I :J\/-Hx2+12x+36j—28—36}

\/-(x2+12x+36—28- 36)
dx dx

=]

I\/- [(x2+12x+36)—64} \/ [(x+6)2 -64}

Se ordena y luego se reemplaza

j dx
64- (x +6)
dx 8coszdz
I 2 :I 8cosz :IdZ
64- (x +6)

Tabla de integrales

fdz= z + ¢

se reemplaza
X+6
jdz= z+c:arcsen( 2 j+c

dx

[—— :arcsen(xg6j +c
V28-12x -x2

32-X2:> X=a senz

82 -(x+6)> = x+6=8senz

X+6=8senz

(x+6)2 = 64sen? z

Six+6=8senz= dx= 8cosz dz

V64— (x+6)% = \/64 i (64 sen? z)

V64— (x +6)? = /64(1-sen2 zj
\/64—(x+6)2 = I64(cos2 z)

64—(x+6) = 8cosz

. X+6
S1X+6=8senz=> senz

(X+6j
Z=arcsen 2

X+6
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# 70 Pag. 247 Calculo diferencial e integral SCHAUM

(x +3)dx

\/5-4x-x2

Se ordena
(x+3) dx - (x+3) dx (x+3) dx

I\/5-4x-x2 \/-(x2+4x-5):I\/—(x2+2(2)x-5)

se completa el cuadrado, sumando 4 y restando 4

I

(x+3) dx - (x+3) dx

\/-(xz L Ax+4-5- 4) \/ sz +4x+4)—5—4}

]

I (x+3) dx _ (x+3) dx
\/- [(x2+4x+4)—9} \/ [(X+2)2 -9}

Se ordena y luego se reemplaza
(x +3)dx

9- (x+2)2

i (x+3) dx -

V- x+2)2

[(x+3)dz=[xdz +[3dz

(x+3) 3coszdz
3cosz -

j(x+3)dz

Se reemplaza x =3senz-2
[xdz +[3dz=](3senz-2) dz + 3[dz

[(Bsenz-2) dz + 3]dz=[3senz-[2dz +3[dz
3[senz-2[dz +3[dz

Reduciendo terminos semejantes

3] senz+[dz 7z

Tabla de integrales

fdz= z + ¢
fsenzdz= -cosz + ¢

se reemplaza

32-X2:> X=a senz

32-(x+2)2 = Xx+2=3senz

X+2=13senz

(x+2)%2 = 9sen? z

X+2=3senz = x=3senz-2

six+2=3senz= dx= 3cosz dz

\/9—(X+2)2 = \/9 - (9sen2 Z)

Vo-(x+2)% = /9(1-sen2 z)

\/9—(x+2)2 = ,}9(c052 Z)
\/9—(x+2)2 = 3cosz

X+2

six+2=3senz= senz=

(X+2j
Z =arc sen 3

3

COSZ=

X+2
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3fsenzdz + [dz= —3cosz+z+c——3{ 3

Simplificando

- 9-(x+2)2 +arcsen(X;2] +c

(x+3)dx - 9-(x+2)2+arcsen(X;6j+c

—

)

|
N
>

1
>

&)
Il

9-(x+2)2

J (x+2
+ arc sen 3

Jre
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# 71 Pag. 247 Calculo diferencial e integral SCHAUM

I (2x+3)dx

9x2 -12x + 8

se completa el cuadrado, sumando 4 y restando 4 para intentar completar el cuadrado

(2X + 3) dx (2X + 3)dx

(2x +3) dx

(2x +3)dx

9x% -12x +8 [(3)()2 ~2(3)2)x +8} [(3)()2 —12x +4+8—4J _JK(3X)2 —12x +4J+8—4}

(2x +3) dx (2X +3)dx

(2x +3)dx

: K(sx)2 S12x + 4) +8- 4} ! [((3x)2 —12x + 4) + 4: ! [((3){ - 2)2) + 4}

(2x +3)dx

(3x-2)% +4

reemplazando

2 2
2X+3)| 2
(2X+3)dx ( +3)(3se° Zdzj

(3x-22+4 dsec? 7

(2x+3) @ dzj

I 4

2 1
_Ej(2x+3)dz—gj(2x+3)dz

1 1 1 1
—[(2x+3)dz=—(2xdz+—[3dz =
Si(2x3)dz = [2xdz+f

1
=—[xdz+—[d
3[xz 2]2

Pero : X=—2tg;<+2

reemplazando

ljxdz+ljd2=lf 2lgx+2 dz+lfdz
3 2 3 3 2

Lf2tgx 2 dz+lfdz
3 3 3 2

1.2 1.2 1
S [Ztgxdz 4~ [Zdz+—[d
i3texdz +3f3dze o fdz
2 2 1
—[tgxdz +=[dz+—=[dz
9Jg 9f 2J

Sumando términos semejantes

2,2

a” +x = Xx=atg z

(3x-2)2 +22 = 3x-2=2 tgz

X_2tgx+2
3x-2=2tgz — 3x=2tgx +2 — 3

(3x -2)’=4tg’z

si 3x-2=2tgz = 3dx =2sec? zdz

2

2
dx=—sec” zdz

2

(3x-2)2 +4= 4tg’z+ 4

Bx-2)2+4 = 4tg?z+ 1)
(3x-2)2 +4 = 4(sec? 2)

2 2

4 2

3x-2

si 3x-2=2tgz= tgz= 5

Z=arct ﬂ
8 2
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2 13
—[tgexdz +—([dz
5t T

Tabla de integrales

jtgzdz=Ln|secz|+c [dz= z + ¢

%Ln|secz|+£Z+C
9 18

Reemplazando

2 13 3x-2
—Ln|secz| + —arctg +C
9 18 2

2 VOxZ-12x+8
pera cosz=————— = seZ=———
Vo2 -12x+8 2

2 oxZ -12x+8 | 13 3x -2
ELH | g At +c

2
(\/9x2 -12x+8j

Ln +— arctg(3x-2j e
(2)9 2?2 >
1o (o —1x+8| 13 3x-2
—Ln|————| +—arctg +C
9 4 18 7
Lin 9x2—12x+8‘ Lpnfae B arerg[ 222 e
? 9 18 2

Pero: - éLn|4| +c =Cj

REEMPLAZANDO

2

iLn 9x“ -12x +8 +E arc tg 3X— +Cp
9 18 2

Vox2 -12x +8
Az_

2

3x-2
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# 72 Pag. 248 Calculo diferencial e integral SCHAUM

x+2 dx

J‘\/4)( x’

Se factorlza el signo y se ordena
j X + 2

1/-ix -4xi

se completa el cuadrado, sumando 4 y restando 4

(x+2) dx _ (x+2) dx
\/-(xz _dx+4 - 4) \/ [(xz —4x+4)—4}

(x+2) dx

I\/ (x-2) -4]

]

Se ordena, se reemplaza y se simplifica

_[ X+2 dx

\ 4 x 2
(x+2)dx (x+2)(ZcodeZ) J( +2)d
4. (x-2)2 2cosz

J(X+2)dZ=IXdZ +J‘2dz

Sereemplaza x =2senz+2

[xdz +I2dz:j(256nz+2) dz + 2[dz
I2senzdz+j2dz +2J'dz

Reduciendo términos semejantes
2j senzdz+4jdz

Tabla de integrales

[dz= z + ¢
fsenzdz= -cosz + ¢

se reemplaza

X

2
2[senzdz +4jdz= -2cosz+ 4z+c:-2( 4x2- } +4arcsen(—xézj+c

32-X2:> X=a senz

27 -(x-2) = x-2=2senz

Xx-2=2senz
(x-2)>=4sen’ z

X-2=2senz = x=2senz+2

six-2=2senz= dx= 2cosz dz

Va-(x-2F =4 [asen’s)
Ja-(x-2F = f4i-sen’ 7]
Va-(x-2) = J4leos’ )

4—();-2)2 = 2c0sz

x-2
2

six-2=2senz—=> senz=

)
z=arcsen| —
2

2
z
VAxX =X
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Simplificando

-2cosz+ 4z + ¢ =- [m) +4arcsen[xézj+c

Iiiiglgi==—V4X—X2—k4mcwn(§égj+c

4x -x2
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# 73 Pag. 248 Calculo diferencial e integral SCHAUM

dx
xz—l

dx __[ (secz tgz dz)_J-seczdz
X2—1 tgzz tgz

1 1 1 z
I secz dz= I ctgzdz= j €S2 42
tgz CcoSz cosz senz

Simplificando

I ! dz=J.csczdz

sén z

Tabla de integrales

[esczdz= Lnfcscz-ctgz + ¢

[esczdz = Lnfescz-ctgz| +c¢
Reemplazando

Jesczdz= Ln x ] +c
Vx2 1 sz-l‘

x-1

x2-1

Jesczdz= Ln

+C

(x-1)? 1

i

[esczdz= an

[csczdz= an
2

Jesczdz= %Ln

X2 -32:>X=3,SCCZ
x2-1 = x=lsecz
X= secz
X?=sec?z

si x=secz = dx=secz tgz dz

x2 -1= SCC2Z-1
x2 -1= tgzz
X= secz

sl secz=X = coSz=—
X

\/Xz—l X
senz= = cscz =
X X2—1
tgz=\/x2—l = ctgz =
x“-1

Xj Vx2 -1
V4
1
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# 82 Pag. 248 Calculo diferencial e integral SCHAUM

dy 3
25-16y2
écoszdz
dy .4
I 2_I 2
25-16y 25co0s” z

Simplificando
N
100" cosz

z =Lfseczdz
20

Tabla de integrales

[seczdz= Infsecz + tgz| + ¢

Reemplazando

ZLOjseczdz:leLn secz+tgz| +c¢

5 N 4y
J25-16y2 {2516y

Ljsecde=LLn
20 20

S5+4y

\V25-16y2

Ljseczdz=iLn +c
20 20

2
(5+4y) +c:i
40

Ln

1
20(2) ‘ ( mjz

Ljseczdz:

5+4y)5+4y

1 |( S5+4y
—Ln
40 [(5—-4y)5+4y

5-4y

)| +c :LLn
) 40

dy 1

_ 5ty
25-16y2 40

5-4y

Ln

‘ +

Ln

C

(5+4y)5+4y)

25-16y*2

22 _y2

25-16y% =52 -(4y)? = 4y=5senz
(4y)2 =25sen? zdz

= y=asenz

Si 4y=5senz — 4dy=5coszdz

5
dy=—coszdz
Y 4

25-(4y)? = 25-25sen? z
25-(4y)% = 25(1- sen? z)
25 -(4y)2 =25 (cos2 z)

4y

si 4y= S5senz = senz=

V25-16y2 5
5

si cosz= = seCZ=—--r
\25 - 16y2
4
tgz= . —
V25 -16y2
+c

5 4y
V4

\25-16y2
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# 83 Pag. 249 Calculo diferencial e integral SCHAUM

dx

= =

X“+6X+8

Se completa el cuadrado, se adiciona 9 y se le resta 9

dx dx dx
1= ) =l
X~ +6x+8  x~+2(3)x+9+8-9 (x +6x+9)+8—9
dx dx
I =l 2
(x +6x+9)—1 (x+3)* -1
dx - secz tgz dZ:jseCZdzzjsecz dz
(X+3)2—1 tgzz gz tgz
1 1 1
| ctgz dz=| OS2 4y = dz =[cscz dz
cos z COSZ sen z sen z

Tabla de integrales

[esczdz= Lnlcscz-ctgz + ¢

Reemplazando

[escz dz=Ln|cscz-ctgz|+c

Ln| X+3 |+c

‘\/x2 +6X+8 -\/x2+6x+8‘

X2-323X=aSGCZ

(x+3)2 -1 = x+3=1lsecz

X+3=secz
(X+3)? =sec’ z

si

(x+3)2 1= sec? z-1

2

V4

(x+3)? -1

X+3=secz

sisecz=x+3 = cosz=
X +3

2

X“+6x+8

X+3

s€n z =

Xx+3=secz = dx=secz tgz dz

= CSCZ = —/———

1

tgz=\/x2 +6x+8 = ctgz =——

2

X< +6x+8

x+3-1 X+2 1 (x+2)?
Ln———=|+C¢=Lh|———=|+Cc=—Ln +C
Vx2+6x+8 \jx2+6x+8 2

(mf

1 ‘(x+2Xx+2)

—Ln :l nwzl X+2+C
2 5 2 2 |(x+2)x+4) 2 |x+4
(x +6x+8j
i . dx =1Lnx+2+c
X% +6x+8 2 Ix+4

X+3

N

VXZ +6x +8
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# 84 Pag. 247 Calculo diferencial e integral SCHAUM

dx
J‘ g
4X—x2

Se factoriza el signo y se completa el cuadrado, sumando 4 y restando 4.

dx dx dx dx
5=l =l =
4x -x —[x —2(2)}(} [ —-4x+4 4} K 2—4x+4j—4}
dx dx

—[(X—2) '4} [4_()(_2) } a2—x2 = X=asenz
[ 4-(x-2)2 =22 -(x-2)% =x-2=2senz
[4—(x—2)2}

Si x-2=2senz — dx=2coszdz
reemplazando (x-2)>=4sen’z
i dx =J.2coszdz 1, 1 dz:ljseczdz

2 2

[4—(X—2)2} 4cos?z 27 cosz —(x—2)2=4—4sen z

Tabla de integrales

4
4-(x-2)% = 4(1- sen? 2)
4

-(x-2)2= 4(cos2z)
[seczdz= Infsecz + tgz| + ¢

si Xx-2=2senz = senz= Xéz
1 1
—jseczdz=—Ln|secz+tgz +cC Vax - x 2
2 2 si cosz=———— = secz=
reemplazando 2 a2
- X-2
Ej’seczdz —Ln| + x-2 |+C tgz:—2
‘\/4X X \/4X-X2‘ 4x - X
%jseczdz:%Lnﬂ +cC
4x-x2
| X2 x2 2
—Ln 2 +c=—Ln 2 +C xX-2
Vax - x 4 2 4x -x
X -X S 7
1 1
—Lnﬂ*—C:—Ln e
4 |(x)4-x) 4 |4-x 2
1
| dx =—Ln|—/+c
4x-x2 4 -X

94




# 8 Pag. 272 Calculo diferencial e integral SCHAUM

| dx
32
(4%
| dx =j2cosz dz
(4-){2 )3/2 800532
1 1
ZJ‘ 5 dz
COS  Z

1
=stec2 zdz

Tabla de integrales

2

[sec” zdz=tgz + ¢

1 o) 1
—[sec®z dz= —tgz +c
4J 4 8
Reemplazando
1 1 X
Z(tgz) +C:Z(—) +c
4 —x2
| dx B X te

32
(az-ij = X=asenz

[4-x2 )3/2 _ [(2)2 2 ]3/2
[(2)2- x2 }3/2 = x=2senz

X=2 senz

x2: 4 senzz

six=2senz = dx=2 cosz dz

32 ¢ 3/2
4-x2) = 4-4sen22}

2 = :(4{1 _sen? z)T/z

)

R C
)
)

3/2
4-x2 = [(4)]3/2 *cos3 z
3/2
4-x2 =x/6_4 cos3 z
3/2
4-X2 ) =80053 z

. X
si Xx=2senz = senZ:E

tgz=

4—x2
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#9 Pag. 272 Calculo diferencial e integral SCHAUM

I 25-x dx
X

I\/25-)(2 dx - 5co0sz(5coszdz)

X 5 senz

5cos2 z

dz

s€n z

Identidad trigonometrica

cos’z=1-sen’z

2

2
5 cos (1 -sen zj dz 2

1
z dz _ s _s[ dz _Sjsen Z iy
senz sen z sen z sen z

5fcsczdz - 5[senz dz

Tabla de integrales

[esczdz= Lnlescz-ctgz + ¢

[senzdz=-cosz+c

5[csczdz - 5[senz dz =5Ln cscz-ctgz|-5(-cosz)+c

5Ln|cscz-ctgz|+SCosz+c

Reemplazando

5 \/ZS-XZ‘ +(5)\/25-x2 e

5Ln|— -
X X ‘ 5
2
sLnP V22 X | o5 x2 e
X

[« 2 2
N23-xT dx gy PIVIXT sy 2

X X

[

Vaz-x2:> X=a sén z
\/52-X2 = Xx=5senz

x2 =25 sen2 z

six=5senz= dx=5 cosz dz

V25 x2 =25 - 255en2 2

V25- x2 = [25 (1 “sen? z)
V25- x2 = /25(0052 zj

\V25- x2 =5 cosz

. X
six=5senz = senz=§

cscz=—
X
tgz=
25-x2

ctgz=

X

25—x2

cosz=

5

5
; X
\/25-x2
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# 11 Pag. 272 Calculo diferencial e integral SCHAUM

| x2+4 dx

a2+x2 = X=atgz
j\lx2+42 dx=[2 secz(2 sec2 z dz)=j4 sec3z dz

x2+4 = x2+22 = x=2tgz
4Isec3z dz =

x=2tgz

. 3 2_ 442

Se resuelve la integral 4 [sec” z dz por partes XxT=41g"z

fudv=u*v-|vdu

si x=2tgz = dx= ZSCCZZ dz

4Jsec3zdz =4 Iseczz*secz dz
2 2
Se resuelve por partes X" +4 :\/4tg z+4
u=secz dv = sec’ z
2
du=secz tgz dz [dv=[sec” z dz x? +4 :\/4(tg2z+1)
v=taz
o2 2
fjudv=u*v-|vdu X :V4(sec Z)
x2+4 = 2secz

4]5602 z *seczdz= 4[secz*tgz —j(tgz)*secz*tgzdz]

4 [secz*tgz - jtg2 z*seczdz}

Reemplazando la Identidad trigonométrica
tg’z=sec’z - 1

4 {secz* tgz - j(sec2 —1)*secz dz}

3

4[secz*tgz -[sec” z dz +jseczdz}

4jsec3z dz = 4[secz*tgz —Isec3z dz +[secz dz}

4fsec3 zdz = 4 secz*tgz -4jsec3 z dz +4[seczdz
Ordenando como una ecuacién cualquiera y simplificando los términos semejantes
4 jsec3 z dz +4 jsec3 z dz = 4secz*tgz+ 4fseczdz
8 jsec3 z dz = 4 secz*tgz +4[seczdz

Dividiendo la ecuacién por 2

4 Isec3 zdz = 2 secz*tgz +2 [secz dz
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Tabla de integrales

[seczdz= In|secz + tgz| + ¢

4jsec3 zdz = 2secz*tgz +2Ln|secz +tgz| +c

| X2+4dx: 2 secz*tgz +2Ln|secz+tgz|+c
2 g2
| x2+4dx:2 XT 4 (X +2Lnx—+4+i +c
2 2 2
2 g2
| x2+4dx:2 # +2Ln%4+X +c

.2
| x2+4dx:%(x VX2+4J +2LnL4JrX +c

2

Propiedad de los logaritmos

x=2tgz

. X
si x=2tgz = tgz:E

2
2.,.2

a~ +Xx

COS Z =

Vx2+4 = 2secz
Vx2+4
2

secz=

| X2+4dx=%[x Vx2+4j +2Ln a2+x2 +X —2Ln|2|+c
Cp=-2Ln|2| +c
I x2+4dx:§\/ 244 +2Ln\/x2+4 +x | +Cq

X< +4
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# 13 Pag. 272 Calculo diferencial e integral SCHAUM

j\Jx2—4 dx =

sz -4 dx=]2 tgz (2secztgz dz)=[4secz tg2 zdz

4] tg2 z seczdz=

Identidades trigonometricas

2

tg© z= sec?

z -1

4] tg2 z seczdz= 4j(sec2

4jsec2

Z—l)secz dz

zseczdz- 4 [seczdz

4jsec3 z dz- 4[seczdz=

Integral inicial

Se resuelve la integral 4jsec3 zdz por partes

fudv=u*v-|vdu

4jsec3 zdz =4jsec2 z *seczdz

Se resuelve por partes
u=secz

du=secz tgz dz

dv = sec’ z
jdejsec2 z dz

v=taz

[udv=u*v-[vdu

4jsec2 z *seczdz= 4[secz*tgz - [(tg z)*sec z* tgz dz]

4[secz*tgz - jtg2 z*seczdz}

Reemplazando la Identidad trigonométrica

4{secz*tgz -j(sec2 -1)*seczdz}

4[secz*tgz —fsec3 zdz+jseczdz}

x2—a2 = X=asec z
\/x2—22 = X=2secz
Xx=2secz
x2 =4 5602 V4

si x=2secz = dx=2secztgzdz

\/xz -22 = \/45602 z-4

\/x2 22 - \/4(sec2 z-1)

Vx2 -4 =\/4(tg2 z )

2 tgz

tg

2 Z=SCCz

z -1
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4jsec3 Zdz:4[secz”‘tgz—jsec3 zdz +jseczdz}

3 3

4fsec” zdz=4secz*tgz -4[sec” zdz+4[seczdz

Ordenando como una ecuacién cualquiera y simplificando los términos semejantes

4jsec3 zdz +4jsec3 zdz =4secz*tgz+ 4[seczdz

3

8[sec” zdz = 4secz*tgz+4[seczdz

Dividiendo la ecuacién por 2

3

4[sec” zdz = 2secz*tgz+2[seczdz

Tabla de integrales

[seczdz= Insecz + tgz] + ¢
Xx=2secz
Regresando a la integral inicial después de resolver 4jsec3 zdz si x=2secz = secz=§
por partes.
4jsec3 z dz- 4[seczdz= COSZZ;
4jsec3 z dz- (4[seczdz)=2secz*tgz+2[seczdz- (4 [seczdz) >
Xx“-4 = 2tgz
2secz*tgz+2[seczdz-4[seczdz
- | x> -4
Se reducen términos semejantes tgz=
2secz*tgz -2[secz dz
. _ [seczdz= Infsecz + tgz + ¢
aplicando la tabla de integrales
2secz*tgz-2Ln secz+tgz|+c
Reemplazando
fo2—4dz=2secZ*tgz— 2Ln|secz+tgz|+c X X2 _4
2 2 13 z
i x2-4dz:2(fj* LSRLN NI SIN .S £ SLL A A
2 2 2 2
2 g2
(Vx2-4dz =2 % - 2Ln % te
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j\/XZ -4dz = %XVX2—4 -2Ln # +c

Propiedad de los logaritmos

IVXZ -4dz = g\/xz -4 -2Ln x+\/x2 -4

+2Ln|2| +c

Pero:

Ci= 2Ln[2|+c

x+Vx2-4 +Cj

[Vx% -4 dx:g\/xz 4 -2Ln
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# 15 Pag. 272 Calculo diferencial e integral SCHAUM

| x2 dx
ﬂ2
[++7)
2

I 2 dx _J(4sen z)(2cosz dZ)_iIsenzz "

) 5/2 32cos5 z 32 cos ' z
[+

2
1 .sen” z 1
— d
PR 2 ¢

COS Z COS Z

%Itgz z sec? zdz =

Solucion por cambio de variable
u=tgz du=sec’zdz

%jtgz z sec? de:%I(u)z du

Tabla de integrales

un+1

[u™ du= +c=>n#=-1

n+l1

Reemplazando
u=tgz u’=tg’z

- X=a senz

js/z

(a2 _x2

5/2
(22—)(2) = x=2senz
2

x2=4sen z

six=2senz= dx=2 cosz dz

4-x2 5/2: 4 4sen22 2
( jw ( | )
(4—x j = [4(1—sen zﬂ
4-x2 5/2= 22 coszz 32
E4X2§5/2 = ES c(os5 z H

) 5/2
(4-x j =32 cos” z

. X
six=2senz = senz=5

X
Z=arcsen—
2

X

\/4-x2

tgz=

2
X
\/4-x2

102




# 17 Pag. 272 Calculo diferencial e integral SCHAUM

dx

x2 \/9—x2

| dx - 3cosz dz
x2\/9-x2

1 1
—] 5 dz
9 sen” z

]

9sen” z (3 Ccos Z)

2

ljcsc z dz
9

Tabla de integrales

jcsc2 zdz=-ctgz + ¢

212-)(2 - X=a senz

32-x2 = xXx=3senz

x=3senz

x2= 9 sen2z

six=3senz= dx=3 cosz dz

\/9- x? = \/9 - 9sen’ z
\/9- x? = \/9 (1 ~sen? z)
\/9— x? = \/9 (cos2 Z)

9- x2 =3 cosz

1 2 1
EJCSC z dZ='§Cth +C six=3senz = senz=—
3
_ .2
Reemplazando tgz= > ctgz= X
1 1 V9-x2 9-x X
-—(ctgz) +c=-— +c
9( g7) 9( )
| dx _ 9-x2
X2 /9_X2 9x
3
X
Az
9-x2
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# 18 Pag. 272 Calculo diferencial e integral SCHAUM

| x2 dx x2-a? = x=a secz
v x%-16
Vx2-16 =+ x2-42
i x2 dx _I(16sec2z)4secztgz dz
Vx2-16 ) (4tgz) \/)(2—42 = x=4secz

16jsec3zdz: x2=4secz )
Xx“ =16 sec” z

Se resuelve la integral 16| sec zdz por partes

si x=4secz=> dx=4 secztgz dz
fudv=u*v-|vdu

16[sec® zdz =16[sec? z *seczdz \/X2 -16 = \/165602 z - 16
2 2
Se resuelve por partes Vx2-16 - \/16(Sec z-1)
u=secz dv = sec? z
_ 2 2 e _ 2
du=secz tgz dz [dv=]sec” z dz Vx2-16 = \/16(tg z)
vV=tgz

VX2-16 =4tgz

16jsec2 z *seczdz=16[secz*tgz - [(tg z)* sec z * tgz dz]

16[sec z*tgz - [(tgz)*sec z* tgzdz]= 16[sec z* tgz - jtg2 z*secdeJ
Reemplazando la Identidad trigonométrica tg?z =sec’z - 1

16 |secz*tgz - jtgzz*secdeJ = 16 [secz*tgz -j(sec2 -1)*seczdzJ

16[secz*tgz -jsec3 zdz+jseczdzJ

16J'sec3 zdz= 16[secz”‘tgz-jsec3 zdz +jseczdzJ
16J'sec3 zdz= l6secz*tgz -16jsec3 zdz +16[seczdz
Ordenando como una ecuacion cualquiera y simplificando los términos semejantes
16jsec3 zdz +16jsec3 zdz = 16secz*tgz+ 16[seczdz
32[sec3 zdz = 16secz*tgz+16[seczdz

Dividiendo la ecuacién por 2

16jsec3 zdz = 8secz*tgz +8[seczdz
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Tabla de integrales

[seczdz= In|secz + tgz| + ¢ x=4secz

. X
3 si x=4secz= secz=—
16[sec” zdz = 8secz*tgz+8Ln|secz +tgz|+c 4

cosz=—
) X
jX—dX=8secz*tgz+8Ln|secz+tgz|+c
2
x“ -16 x2-16
tgz= 4
2 /.2 2
| x“ dx zg(ij* X~ -16 LaLnlX 4 VX -16 te
x2-16 4 4 ! !

X 2
x“ -16
x2 dx X x2-16 x+\/X2-16
| =8 + 8Ln|————|+c
X2 -16 16 4 ZS 7

4
2 [.2
| dex i X2 16 + 8Lnx+\/x2—16‘—8Ln|4|+c
X< -16

Pero: C; =-8Ln[4| +¢

2 2
I x“ dx _| X x2—16 + 8Ln

x% -16

X Jr\/x2 -16

+C1
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# 19 Pag. 272 Calculo diferencial e integral SCHAUM
IX3 a2 -X2 dx

jx3 Vaz x2 dx =j(a3 sen> zj (a cos z)(a cos z dz)

a5 fsen3 20052 z dz = a5 I(sen2 z) sen z cos‘2 z dz

Reemplazando la Identidad trigonométrica

Sen’z =1-cos?z

a5 j(l -cos2 zj sen z 0052 z dz=aj(1—cos2 zjcos2 zsenzdz

Solucién por cambio de variable
u=cosz du=-senzdz

—asf(l—uz)uzdu dz:-asjuzdu+a5ju4du

Tabla de integrales

un+1
fu du= +¢c =>n#-1 a
n+1 X
/( z
2 2
35U3 35 115 a-—x
- + +c
3 5
Reemplazando
u=cosz u’=cos’z u’=cos’z
5 3 5 5
Su3 258 a (cos z) a (cos z)
- + +c= - +
3 5 3 5
] as(cosz)3 a” (cos 2)5 _ﬁ aZ -x2 +a5 a?
3 5 3 a 5 a
2 3/2 5/2
1x3VaZ-x2 dx = -a—( 2—x2) +%(a2-x2j +c

2 .2

a~ -XT = X=asenz

3_.3..3

X2=a2sen22 — X~ =a” sen” z

Si x=asenz — dx=acoszdz

x/a2 - x2 = \/az - a2 sen2 z

Va2 %2 - /az(l-senz zj
Va2 x2 - 42052 1

a -X = acosz

. X
S1 X=asenz — senz= —
a

COS Zz=
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