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Prefacio

El presente trabajo tiene por objeto presentar los fundamentos matematicos
y fisicos que permitan el analisis de sistemas fisicos dindmicos. Se repasan las
técnicas de notacién y transformacion matemadtica mas comunes y se
presentan las caracteristicas de los bloques funcionales que componen los
sistemas fisicos complejos. Se emplea la funcién de transferencia por
transformada de Laplace en dominio complejo, y el espacio de estados para
la representacién de ecuaciones diferenciales lineales que resultan del analisis
de un sistema fisico. Se modelan sistemas que involucran diferentes tipos de
energia y se hacen notar las analogias naturales de sus modelos. Se presenta
una introduccién tedrica a los sistemas de control y finalmente se estudian

algunos dispositivos de medicién y correccién de los sistemas de control.

Convencion de notacion

Los cantidades variables se denotan por letras minusculas (x24/f...). Las
constantes POYL rnayﬁsculas (G, M, R) Los vectores indistintamente por
negritas (x,v,a,f...) o bien letras con flecha superior (%,v,d,f...). Los
vectores unitarios con czreunfleo superior (£,7). Los escalares por letras minusculas
(xvaf...), los modulos de vectores como escalares o empleando simbolos de

absoluto (‘x‘ ,‘v‘,‘a‘ B

j“ ...), los nimeros complejos por letras mayusculas negritas

(2.Y), o con circunflejo (Z,7), los fasores con #lde superior (¥7,T ), las matrices

por negritas (M, X).
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Meétodos matematieos
de E ga P 4

Con el objeto de tener una sélida base matematica que nos
permita el correcto analisis de los sistemas fisicos dindmicos, en
este capitulo se presentan los siguientes temas de notacién vy

transformacién matemdtica:

Notacion sigma, induccion matemitica

Notacion real y compleja

Notacion de razgones de cambio y sumas infinitesimales
Notacion zntegrodiferencial

Notacion matricial y sistemas de ecnaciones lineales
Notacion vectorial y campos vectoriales
Transformacion de sistemas coordenados
Transformacion fasorial

Transformacion wnidad

Transformacion en componentes simétricas
Transformacion de Laplace

Transformacion en series de potencias
Transformacién de Fourier

Transformacién zeta
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-5 Capitulo 1. Métodos mateméticos de transformacién

Notacion sigma, induccion matematica

Numero entero. El conjunto de niimeros enteros es 5 _ (210,120 5 el conjunto de
enteros  positivos €S z-_qo3 y=izy|z>0> €l comunto de enteros negativos es
7 =t.32-1=iz1|z<0- Bl comunto de niimeros enteros  no  negativos  es:
7% =(0123,.. ) = (zy o0y - Bl factorial de un niimero (véase funcion Gamma) n|ne z+ se define
POt w=1.2-3..n=n-(n-1)!, SUS propiedades son: (1) 0=1; () (n+1)l=(n+1)-nl> €N
general el factorial es una operacion recursiva:

n=n-(n=Dl=n-(n-1)-(n-2)-(n=3)----- (1)=(n:11)!
n

Numero booleano. El algebra  boolana tue desarrollada por George Boolk en
1854 (publicado en An Investigation of the Laws of Though?). Sea x un nsmero booleano

tal que xe ByB={0,1}, se definen 3 operaciones: complemento de x (), producto

y suma y obedecen las siguientes identidades:

xe {0,1} X=lex=0x"'=0x=1

x+0=x x+1=1 X+x=x x+x'=1

x-0=x x-1=x X-xX=x x-x'=0

x+y=y+x x+(y+z)=(x+y)+z x(y+z)=xy+xz
Xey=pex x(eD=ea)z x4pez=(rey)(x+2)
(x+yr=xy  ()=x  (p)=x+)

Principios de conteo. La regla de la suma establece que: “sean A y B dos tareas
que pueden Ser realizadas de m y n maneras respectivamente y no pueden ocurrir
simultaneamente; entonces la ejecucion de una tarea cnalquiera puede ser acompanada por
una de las mtn maneras’. La regla del producto establece que: “s/ un
procedimiento puede ser descompuesto en dos etapas A y B de manera que para m formas
de A existan n formas de By entonces el procedimiento total puede ser efectuado en mXn
Jformas . De los principios de conteo expuestos se deducen los conceptos de

permutacion, arreglo, combinacion y combinacion con repeticion:
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Capitulo 1. Métodos matemaéticos de transformacién -4

Orden relevante | Repeticiones Tipo Formula
Si No Permutacion P(n,r)=n!/(n-r)
Si Si Arreglo n
No No Combinacién Cln,r)= ("J = /[ (n-r)]
r
. L . n+r—1
No Si Combinacion c/repeticion
”

Notacion sigma

De todas las operaciones existentes, k suma es la operacion lineal mds elemental y
sobre la cual se pueden desarrollar cualesquiera otras (inclusive el producto). De

manera ordinaria la suma finita se representa por g = a, +a, +...+a,> Mientras
que la suma infinita se exptesa COMO g—g5 =4 +a, +a, +...- LXISte una manera

reducida conocida como notacion sigma y se representa por:

n oo
S, =2 a=a+a+. +a, S=S8.=3" a=a,+a,+a,+..

Las propiedades fundamentales de la notacion sigma son:

) ZZZO (a,ta,)= ZZZO a, Zzzubk « Linealidad

@ Z:=o ca, = CZ:=0 A

3) ZZ:UC =n-c < El producto como suma

Con frecuencia es necesario realizar corrimiento de indices con el proposito de

que se pueda aplicar la propiedad (1), como se muestra a continuacion:

sii=k—-1lenS, —>k=i+1
S=S8+8,=Y. 6kC X"+ 6C X", !

b ZH k z":" k sii=k+lenS, »>k=i-1
S=3"  20+DC X+ 6C X =D [2(i+ NC,., + 6C(H)]X"

En general si anmenta en k el indice de la sumatoria, disminuyen en & los limites de la

sumatoria:
N . Nk .
PISRULDINIECGL)
Principio de identidad para sumas. Si 37 axt =37 byt €ntonces a=bk para
k=0 k=0

toda k20; en particular si z:':o a,x* =0 entoncesa, =0-
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I-5 Capitulo 1. Métodos mateméticos de transformacién

Principio de induccién matematica

Sea S(n) una expresiéon matematica que involucre una o mas ocurrencias de la

variable n|ne z*, si S(1) es cierta y S(k) es cierta siendo j|ze z+; entonces

S(n) es cierta para toda ne z*. E/ principio de induccion tiene su aplicacion en la

deduccion de formulas y demostracion de teoremas.

& Ejemplo 1.1. Demostrar por induccion matematica que: S i=n(n+1)/2-
i=1

Solucion. La aplicacion del principio de induccion se realiza como sigue: (1) se
muestra la certeza de S(1); 2) se plantea una hipétesis para S(k), y se

demuestra que S(k+1) es cierto, entonces (3) S(n) queda demostrado:

Sm)=3" k=1+2+43+...+n=n(n+1)/2
1) S(l):Z::Iizl4:»1(]+1)/2=2/2=1
2) Sea S(k) cierto por hipétesis, entonces S(k + 1) tambien debe ser cierto, basta con demostar que :
(k+1)(k+2)
2
Sh+D)=Y""i=14+243+ 4+ k+(k+D)=>" i+ (k+1)
:k(k+1) +2(k+1):k(k+l)+2(k+l) :(k+2)(k+l)
2 2 2 2
_n(n+1)
T2

S(k+1)=

3 Sk %

B Ejemplo 1.2. Demostrar por induecidn matematica que:
Dot =n(n+1)(2n+1)/6-

Solucion. Se aplican los pasos (1) a (3) y se tiene que:
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n

k=1

Sm)=3" k> =1+4+9+...+n’ =n(n+1)2n+1)/6

kK =n(n+)2n+1)/6

) S(l):lelkzl<:>1(1+1)(2+1)/6=6/6=1
2) Sea S(k) cierto por hipdtesis, entonces S(k + 1) tambien debe ser cierto, basta con demostar que :
(k+D(k+2)2k +3)

6

S(k+l):z:'i2 144494tk (k+ D)2 =) P4 (k+1)?
_ KA Dk+D) | 6(k+1) _ k(k+ D2k + 1) +6(k+1D° _[k(2k+1) +6(k + DYk +1)

S(k+1)=

6 6 6 6
ke Tkr6kk 1) (k2K +3) K +1)
a 6 B 6
) _n(n+D2n+1)
3) ..S(n)—76 a

Se han desarrollado formulas para sumatorias de uso frecuente cuya demostracion

se lleva a cabo mediante induccién matematica:

Tabla 1.1 Formulas de sumatorias frecuentes

ntl 6
.. x-x v o DRn+1) 1
DT T 2k 2 Zo o
b (a+b)(b-a+l) . g T o (-
Zkzak—iz zkﬂ’k—:= <1 =l
" —M - 1 . (D" 7
/<:1k_ 2 Zk:|k727? ZA:L 212
2 2
Z::“kz _ (b +b)(2h+1)’(ﬂ 7ﬂ)(2a*1) . L_ﬂi Z” (71)k+l =E
6 - 90 =k T0

Notacion real y compleja

Numero real. Un intervalo abierto 1, se representa por (a,b), un zntervalo cerrado
por [a,b], siendo a, b puntos en la recta, el plano o el espacio. Bl conjunto | e xy de
los nimeros reales o escalares (R) que incluye los enteros 7 5 10123 ¥V
naturales -3, y, se clasifica en racionales g_ 14| p.qe z.q201 € #racionales
(7[,«/5,@)> segin puedan o no expresarse como un cociente de 2 enteros. Geomiétricamente el

conjunto de escalares R representa la recta, R2 el plano y R3 el espacio. Dados a,be R

se cfectian dos gperaciones  algebraicas fundamentales suma (¢=a+b) y producto (d=a*bh) y cumplen con las

propiedades: cerradura (¢, d e R), conmmtativa (a*b=b*a), asociativa (a+b+c=a+(b+c)), identidad (a+0=a, a*1=a),

aditiva inversa (a-a=0), multiplicativa inversa (a*(1/2)=1), distributiva (2*(b+c)=a*b+a*c).
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I-7 Capitulo 1. Métodos mateméticos de transformacién

Limites. Un zalor limite es el valor al que se acerca infinitesimalmente una

expresion cuando una de sus variables tiende a un valor constante:

limec/x =00 limcx =0 limx/c=o lime/x=0

x—=0 X—>00 x—o0 X0

. . . . . sinx
limc* =1, lim ¢* =0, lim ¢* = oo, lim ¢* =0, lim =1
x>0 X0 X—eo x—>+e0, |cl<l x>0 x

Los siguientes son los #eoremas fundamentales de los limites:

Silimu(x) = 4, limv(x) = B, limw(x)=C entonces:
(1) limutviw)=A4+*B+C

@) lim(uyw) = ABC
3) 1im(ﬂj _A

=av) B
Si flz¢) no esta definida para x=a; pero j, ¢(y) = g, entonces f{x) sera continua
para x=a, si se toma como valor de f{x) para x=a el valor B:
x2—4:(x—2)(x+2) x? -4

lim =x+2..lim
=2 x—2 x—2 X2 x—

=2+42=4

Algebra. Cualquier binomio elevado potencia entera n, puede desarrollarse
mediante la regla del binomio de Newton, donde los coeficientes se obtienen por

combinacidn, en simbolos:

v (k ) _
(a+b)" = 2[ ja”’kb‘ =a" +na""'b+ an=h) na"’b* +...+ nab"" +b"
o\n 2
!
4l L <« combinacion de n objetos tomados k a la vez
k) kl(n-k)!

Formulas de productos notables y factorizacion:

(axb)’ =a” £2ab+b’ (axb)’ =a® £3a’b+3ab’ +b° (a+b)a-b)=a’ -b*
a’ —=b* =(a+b)(c—b) a® —b* =(a—b)(a® +ab+b?) a’ +b* =(a+b)(a> —ab+b?)

Propiedades de exponentes y radicales:

bh" = prm (bn)m —pm (ab)" =a"b" (Ej _ a b —pm
1 "
a=ar dab=tlarilp alb="4

Propiedades de los logaritmos:

Principios fisicos y matemiiticos para el andlisis de sistemas dindmicos. Introduccion al control - Mayo 2007




Capitulo 1. Métodos matemaéticos de transformacién 1-8

log, b=0 log, 1=0 log, rs =log, r +1log, s

logb%:logbr—logbs log, " =plog, r

Trigonomettia. Una cireunferencia es una curva cerrada cuyos puntos
equidistan a uno fijo lamado centro C, su longitud es 2T, siendo r su radio; la
relacion entre la longitud del arco s, el dngulo subtendido ©, 'y el radio t, esta dado

por s=r6, donde O se expresa en radianes (v tad=180°). Un #ridngulo (equilitero,
isésceles o escaleno) de lados a, b, ¢y dngulos A, B, C de drea S, obedece a la /ey de
senos y cosenos; si es un friangulo rectangnlo obedece al teorema de Pitdgoras
2 =a*+b* (el cual se deduce de la ley de cosenos ya que cos(90°)=0 :

S=tt—a)t-b)i—c) < t=(a+b+c)/2 )
b
a b ¢ ¢t =a? +b* —2abcosC

. = . = . bl
sin4 sinB sinC a

Para un #riangulo rectangulo se definen las siguientes razones de sus lados:

sinB=b/c, cosB=alc, tan B=sin B/cos B=b/a, cotB=cosB/sinB=alb
secB=1/cosB=c/a, cscB=1/sinB=c/b

sin? B+cos® B=1, 1+tan’® B =sec’ B, 1+cot? B=csc’ B, lim tan B=o0
Botr

Una finea recta es una figura que solo tiene extension, si se sitta el plano cartesiano
XY, y forma un dngulo © con ¢/ ¢e X y pasa a través de dos puntos (x1,y1),
(x2,¥2), se define su pendiente como m=tan@=(y»-y1)/ (x2-x1), se denomina abscisa

a la coordenada x, y ordenada a la coordenada y; las siguientes son ecuaciones de la

recta.

Ecuaci()n:y—y]:m(x—xl), y=mx+y,, Yoy =u, l+1=1

X—X X, —X X
DI s O (oG, (500
Funcion. Una funcidn, transformacion o aplicacion escalar de nna variable y=£(x) es
una regla de correspondencia que asigna a cada x€ X un elemento especifico ye Y,
el comjunto X se lama  dominio, y al conjunto Y contradominio. El conjunto
{f(x) |xe X} se denomina rango de f, y es un subconjunto del contradominio, en
simbolos se escribe como: r.x _y. Una funcion escalar f, de 3 variables con

dominio U, y valores escalares f=1(x,y,z) se denota por: ¢. 3 ! asigna un
a} sY9 f.UCR —>R,} g

escalar a cada punto del espacio (x,y,z). Una funcion vectorial f, de 3 variables con

Universidad Auntinoma del Estado de Morelos - Facultad de Ciencias Quimicas e Ingenieria - Ingenieria Eléctrica




1-9 Capitulo 1. Métodos mateméticos de transformacién

dominio U, y valores vectoriales C=C(x)y,z) se denota por r.ycg® - g*, y asigna

un vector a cada punto del espacio (X,y,z).

En la notacidn y=1(x), x se denomina variable dependiente e y variable independiente.
Una funcion es inyectiva si a elementos distintos del rango le corresponden elementos distintos del dominio

Xi#X2 —> f(x1)¢f(xz), es suryectiva si para cada y del rango existe una x del dominio tal que y=f{x). Si la
funcién es inyectiva y sutjectiva entonces es biyectiva, binnivoca o funcion uno a uno. Una fﬂﬂ[ZO/ﬂ par
cumple que f(-x)=£(x) (ejemplos: f(x)=x2, f(x)=cos(x)); de lo contratio es funcidn impar
f(-x)=-f(x). En general, las funciones pueden ser: algebraicas (polinomial,

racional) o trascendentales (exponencial, logaritmica, trigonométrica).

algebraica{f(x) =a,x"+a, x"" +...+a,x+a,, f(x)= % < g yhson polinomios
X
trascendental{f(x) =b", f(x)=log, x, f(x)=sinx f(x)=cosx f(x)=tanx

El reciproco de una funcion £(x) es 1/£(x). La inversa de una funcion biyectiva y=f{x) se
denota por x=f7(y), la _funcion_y su inversa satisfacen que y—= r(r=(x)= " (f(x))- La
inversa se obtiene por dos pasos: (1) despejar x de y=f{x), (2) redenominar x por y, la funcién resultante es

F't)- La funcion logaritmo y exponencial son inversas y—p* 5 x=log, y-

Una funcion f(x) es continua (sin rupturas ni saltos) en c€ [a,b] si cumple las siguientes

tres condiciones: (1) f{c) existe; 2) | 1) existe; (3) | @)= f©" Una funcion ft) es
periddica'y de periodo p, si se satisface que r(;)= f(r+mp)— pe Rane 2+ (las funciones

seno y coseno son periédicas con p:27t).

Numero complejo. Un nsimero imaginario puro tiene la forma jb, pe p j=i=-/-1,
la constante i (introducida por Euler; en ingenieria eléctrica se prefiere usar j, por representar i la
corriente eléctrica) tiene la propiedad de que 12=-1. Un nimero complejo A=a+jb, se
compone de dos partes una rea/ Re|A|=a y otra imaginaria Im|A|=b (a,be R),
separadas mediante el siwbolo imaginario; el conjunto de los nimeros complejos se
representa por:c - iq+ jb|ape R, ;> =—13- Puede ser expresado en cualquiera de las
siguientes formas (rectangular, exponencial, polar (abreviacion de la forma exponencial),

trigonométrica y en el plano complejo):
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Capitulo 1. Métodos matemaéticos de transformacién 1-10

Iflza+jb:‘21‘e’9: A

26 =| 4 cos(6) + /| 4sin(8)

6 = arctan(h/ a) < argumento o angulo de 4

‘.21‘ =+/a’ +b* < modulo, valor absoluto o magnitud de A

A* = a— jb < conjugado de 4
4% =]

El dngulo 0 apropiado se elije basado en el cuadrante dado por (a, b) siendo el angulo positivo (+) en

sentido horario y negativo (-) en sentido antihorario; en ingenierfa eléctrica se expresa en grados en fisica

en radianes distinguiéndose uno del otro por el uso de © o maltiplos de 7. La #otacion l"€c‘fdﬂgﬂ/di" €s
idonea pata la suma_y resta (partes reales se suman con partes reales, partes imaginarias con partes
imaginarias), mientras que la polar es idonea para la multiplicacion y division (por

cumplir con las leyes de los exponentes), sean A y B dos numeros complejos, entonces:

A=a+jb=|426,  B=c+jd=|B26,

A+B=(a+c)+ j(b+d) A-B=(a-c)+j(b—d)
a_l4

A*B=|A|B 0, +6,) 52@

4(0,4 - 55 )

Las siguientes identidades son de gran importancia:

1=¢’" =1£0
Igimo arctan(1/ @) =limarctan(+e0)=7/2 'y lgirrg arctan(—1/6) =lim arctan(—co) =—7 /2

J=0+ j=1Zarctan(1/0) =1L arctan(+e) =1Z£(x / 2) =1£90°
-j=0-j=1ZLarctan(—1/0) =1Larctan(—o0) = 1L(—7 /2) =14 - 90°

=m0 -1
l-ZA: 0-7/2 =€7”/2 :]4(_7[/2):'j
J 1Axi2)

e L N N o R LY S BA RN
De lo anterior se concluyen la siguiente regla para el producto unitario complejo:
“el producto de un niimero complejo por la constante imaginaria (j) ocasiona un incremento

de 90° (/2 rad) en el dngulo de del niimero complejo”, es decir:

A=|Az¢
JA=|Az@+712)
- jA=|A4¢-7/2)
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Sea reéR, entonces r puede representarse como un numero complejo en
forma polar como: t=rZ£0. Sea Z=a+jb, Ze C, su inverso YE C, es igual a su

reciproco y esta dado pot: y=1/2 = (1/«/a2 +b? )4(— tan"' b/a)-
La siguiente identidad se conoce como #eorema de Demoivre :

Ze™ = Z(e”)? — Z(cosn@+ jsinn@)=Z(cos 6 + jsin )"

Funcién polinomial. Es una funcién algebraica cuyos términos son
monomios; un zonomio es una agrupacién de variables cuyos exponentes son
enteros (xy3, xy?z). Sea P(x)=0 un polinomio en x, de grado n, el teorema
fundamental del algebra (demostrado por Gauss) afirma que un polinomio de grado n=1
tiene exactamente # raices no necesariamente distintas, que pueden ser reales o
complejas, obtenidas por factorizacidn, division sintética o mediante aproximaciones
numéricas. Para n=2 se emplea la fdrmula cuadritica.

;b+ \b* —4ac
a

ax’ +bx+c=0->x, =
' 2a

Un polinomio p(xy=ax" +ax™ +-+a_x+a,,» d€ grado n, para el cual neZ" puede
tepresentarse como un producto de binomrios de la forma (c_pyn.. (v—pyr =0, mez'
los valores 7 se denominan raices del polinomio y son numeros reales o

complejos. Sea ke z, el teorema del residno afirma que si P(x) es divisible entre

(x—k), ¢l residuo es P(k); el teorema del factor afirma que si P(&)=0, entonces
(x—k) es un factor de P(x). El método de division sintética, permite obtener

sistematicamente el cociente C(x) y el residno R(x) de un polinomio P(x) de

grado n, dividido por un factor de la forma (, _ ), siempre que ke z; p(x)/(x k)

a, a, a, a,, a,.
kb, kb, kb, kb,_, +k
by=a, by =a,+kb, by,=a,+kb, - b_,=a,,+kb,_5 b_=a, +kb,_, ‘
C(x)=byx"" +bx"? +b,x"> +--+b, , R(x)=b, /(x—k)

Un método numérico eficiente para el calculo de raices es el de Newton, que requiere

un valor inicial para x (método abierto) y cuya ecuacion de recurrencia esta dada por:
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W |
Xy =X, (x) ‘f(xl)

<&

Funcién racional. Es aquella que tiene la forma F(s)=P(s)/Q(s). Siendo Py Q
polinomios de | sewv c. F es una fraccion propia si el grado de Q es mayor que
el grado de P, es fraccion impropia en caso contrario. Las fracciones racionales a
menudo se representan por conveniencia como una suma finita de fracciones
parciales Fi(x), (como ocurre en algunos casos de zntegracion y en la

determinacion de la transformada inversa de Laplace) esto es:

F(s)= % =F(s)+F,(s)+...F (s) > Grado(Q) > Grado(P)
s

La expresion anterior puede escribirse como:

Ps) . PO) ( By Oy e )+<-~>
0@6) -)'R(s) \(s-a) (s-a) (-

Donde a¢ son coeficientes, , c wvc v las elipses representan la expansion en

fracciones parciales de las raices de R(s); las raices del denominador se denominan
polos (s-QU), las raices del numerador se denominan ceros. Los coeficientes estan

dador por:

1 dt (P(s)j
a, =———r
kds* \R(s))

En el empleo de esta ecuacion considérese que es necesario detivar solo en el

caso de existir raies repetidas ya que DOF(s)=F(s). Observe que en la

evaluacién O cambia su signo.

X Ejemplo 1.3. Descomponer en fracciones parciales la siguiente finciin

racional que involucra polos distintos: F(s)=—" +3
(s+1D)(s+2)

Solucion. Aplicando la descomposicion en fracciones parciales se tiene:
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P(s) s+3 _aq b,
O@s) (s+D(s+2) s+1 s+2
1d° [s+3] [s+3] -1+3
ay=——r = = =2
Olds®\s+2) _ \s+2)_, -—-1+2

R -
Coas®\s+1)_, s+l _, -2+1
2 -1

SF(s)=—+
(s) s+1 s+2

L

W Ejemplo 1.4. Descomponer en fracciones parciales la siguiente funcion

racional que involucra polos complejos conjugados: (g - 25+12
s +25+5

Solucion. Aplicando la descomposicion en fracciones parciales se tiene:

P(s) _ 2s+12 _ 25+12 B a, . a,
0@s) s*+2s+5 [s+0+,2[s+0-,2] [s+a+,2] [s+0-,2)]
0 _ _
gl asxiz ) ((aswid Y c2ojAr12
ods® (s+(=j2) __, s+, ~1-j2+1-,2
b _1d"( 2s5+12 ([ 2s+12 24412
0" s+ 1+ 52) e \SHAED) ) 142414 )2 =

1+ 2.5 1-/2.5 2.69368.18 2.693/—-68.18

~Fls)= [+ 2] bra-2] [+223626338)] [+ (22362 —63.34)]

W Ejemplo 1.5. Descomponer en fracciones parciales la siguiente funcion

racional que involucra polos milltiples: (g _ 3 P+25+3
(s+1)’°

Solucién. Aplicando la descomposicion en fracciones parciales se tiene:

P(s) _s*+2s+3 _  a, T
o)  (s+1)° (s+1)° (s+D* (s+1D)
0
4= L9 (212543 =(s+25+3)  =1-2+43=2
0l ds® . o=t
1
a1=ld—1(sz+2s+3 =(2542) _ =-2+2=0
1 ds — =
1d> |, 1
=———(s"+2s5s+3 =—(2 =1
“ 2!ds2( S 7@
Flsy=—2 0 1 2 1 .

= + + = +
s+ (s+D* (s+1) (s+1)° (s+])
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Notacion de razones de cambio y sumas
infinitesimales

Derivada. La derivada de una tuncion y=f{x) es la ragon de cambio de

la variable dependiente (y) cuando la variable independiente (x) cambia

infinitesimalmente. Sea P(af(a)) un punto a lo largo de la grifica,
curva, imagen o traga de y=f(x), la derivada es la pendiente de la linea
recta tangente a la curva en tal punto, se simboliza y define por:

fim L+ A) = SC) _p AY

A0 Ax A0 Ay

dy
'=yp= (l):D = f'"(x)=—=
y=y=y y = f'(x) o

El teorema de Rolle afirma que si una funcién f{x) es continua en [a,b] y
diferenciable en (a,b) y f(a)=£(b), entonces existe un punto ¢ en (a,b) tal que
£'(c)=0. Una consecuencia es el feorema del valor medio para la derivada y

establece que:

- L=/

Sea f{x) una funcién continua en (a,b); f{x) es creciente donde t'(x)>0, es
decreciente donde ' (x)<0 y estacionaria donde £'(x)=0 (si es f(x) creciente o decreciente en
[a,b] es mondtona en [a,b]). Los puntos criticos (x.) de fix) son aquellos valores de x para los
cuales la pendiente es ignal a cero f'(x,)=0, es un mdaximo si f(x,) cambia de + a — o
bien si f7(x,)<0; es un minimo si f"(x;) cambia de - a + o bien si f"'(x,)>0. Una
funcién f{x) puede ser aproximada en x=a por un polinomio de grado n,

mediante la serie de Taylor:

(x—a) f"(a)+...+M /"‘(@-;-,_,:i%fk(a)

2 no v

f@)=f@+@-a)f (a)+

En 4=0 la funcién se aproxima a un polinomio cuyos coeficientes estin

dados por la siguiente, conocida como serie de Maclanrin:

f(X)=f(0)+f'(0)X+f"(a)%+---+f"(a)x7"!+--- =§f‘(ﬂ)%

Sea f{x) y g(x) funciones diferenciables y a,  constantes entonces se tienen las

siguientes propiedades de diferenciacion:
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u =u(x), v=v(x) a, b = constantes
da70 dx71 d(au)  du

—=0, —=1 a—,

dx dx dx dx

du dv . .

“(au+bv)=a—+b o « Linealidad
x

= (wv)= du v+u % « Regla del producto

dx dx

i(zj = dx dv Regla del cociente

a u’ )= au™ %: <« Regla de la potencia

dx
%u(f(x)): %*% < Regla de la cadena

Aplicando las propiedades de diferenciacion y la definicion de derivada se han
desarrollado fdrmulas de derivacion para las principales funciones, como las

mostradas en la tabla 1.2:

Tabla 1.2 Derivadas de funciones elementales

ilnu—ld—u isinu—cosuﬂ iarCSinu: L du
dx u dx dx dx dx 1-u? dx
ilo u—lOgEd—u icosu——sinuﬂ iarCCOSu:*;dfu
a BT dx dx dx Ji—u? dx
d u du d , du d 1 du
—a" =a"lna— —tanu =sec” — ——arctany = ———
dx dx dx dx dx 1+u” dx
d , . du d , du d 1 du
—e' =e — —cotu =—csc u— —arccotu =— T
dx dx dx dx dx 1+u” dx
iu"—vu"’ld—u+uvlnu@ isecu—secutanud—u —arcsecu=¥ﬂ
dx dx dx dx dx dx uJu? -1 dx
icscu—fcscucotudfu iarccscu——;@
dx B dx dx uu? =1 dx

Si y=£(x) una funcion continna y diferenciable en [a,b] entonces la derivada de la

Jfuncion inversa x=f1(y) esta dada por, 1/f1(x), en simbolos:

si y = f(x) tiene como inversa x = f ' (y) entonces :
- de 1 1
D= ==
dy dy f'(x)
dx

Una funcion explicita tiene la forma y=f{x), una funcion implicita tiene la forma

f(x,)=0, cuando no es posible expresar explicitamente una funcién se deriva

implicitamente y luego se factoriza para £'(x) si es posible.
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Un /limite indeterminado tiene la forma 0/0 o bien oo/ eo, la regla de 1.’"Hospital
(debida a J. Bernoulli) se emplea para el cilulo de limites de formas indeterminadas y

establece que:

limM =lim S
e g(x) e g'(x)

Integral. La operacion inversa de la derivada es la antiderivada o integral y consiste en

hallar la primitiva f{x) dada su derivada f"(x) o diferencial f"(x)dx y se denota por

[ £ La integral indefinida de ()4 €5 [ £ = f+C> C es la constante de
iﬂiegfﬂ[idﬂ, cuyo origen es cualquier constante anulada al ser derivada en la primitiva D«(C)=0.

Sea y=f(x) una funcién continua en el

&)

intervalo [a,b], entonces la infegral definida

: o representa el darea A, bajo la curva
A:Jf(x)dx:jydx L TN NN e Xnz Xn1 b

engendrada por f(x) y el ¢je de las x desde x=a hasta x=b; geométricamente es la suma

(conocida como suma de Rigmann) de rectangulos de anchura infinitesimal dx y altura (&)

desde x=a hasta x=b, £ e x, x,,, , en simbolos:

[ Feode=1im S 1(&)ax

La integral es una suma infinitesimal, la suma es una operacion lineal, por lo tanto la
integral es una operacion lineal, una integral definida es la suma de integrales
definidas en rangos o limites de integracidn, cambiando el limite de integracion

cambia el signo de la integral, la integral de x=a hasta x=a es cero:

a,b,c,de R
b

[ (e (0)+ dg())dx = ¢ f(x)dx +d [ g(x)dx

a a

jf(x)dxzcif(x)dx+jf(x)dx(:)a<c<b

[reds=—] rds, [ roods=o
a b a
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117 Capitulo 1. Métodos mateméticos de transformacién

Sea f{x) una funcién continua en [a,b], consideremos que x€ [a,b], llamemos
m=min|f{x)] y lamemos M=max|f{x)| entonces, el teorema del valor medio para la

integral establece que, existe un valor ¢ en el intervalo [a,b] para el cual:
a,be R

(b-aym< j F(xX)dx < (b-a)M

cela,b] '

_[[f(X)dx =(b-a)f(c)=> flo)= ﬁ:{f@dx

Sea F(x) la antiderivada de f{x), es decir I'(x)=fx), entonces el rorema

f%ﬂddiﬂé’ﬂfﬂ/ del cdlenlo (e/ cual resdine la nocion de derivada con la nocion de z'ntegm/) establece que:

[ /()dx = F(a) - F(b) & F'(x) = f(x) & F(x) = [ f(x)dx

La longitud del arco s, engendrado por la grifica de una funcion y=£x), de x1 hasta xa,
esta dado por:

o 2
s= [0+ de= [+ ()1 dy

el el
Calculo de integrales. Para simplificar el calulo de integrales se han desarrollado
extensas tablas cuyas formulas se deducen del feoremza fundamental del caleulo (las
integrales de funciones elementales se muestran en la tabla 1.3). Cuando la funcién
no tiene semejanza con una ninguna integral de la tabla se emplean arsficios de

integracin entre cuales figuran los siguientes:

1. Integracion por partes: Dada la funcién a evaluar fx) descompoéngase de
manera tal que sea posible aplicar la siguiente fdrmmula de integracion por partes:

judv:uv— Ivdu: 1) descomponer fx) en # y dp, 2) integrar d, 3) detivar u, 4)
evaluar J'udv v Ivdu . Se emplea en los casos de diferenciales que contienen:

(2) productos; (b) logaritmos; () funciones trigonométricas inversas.
xcosxdx> ®)

A Ejemplo 1.6. Aplicar integracion por partes para (a) integrar [

demostrar que Isec3 zdz = Ysecztan z + %4 In(sec z + tan z )+ C
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Solucioén. Se aplican los tres pasos antes numerados y se tiene que:

(a) u=x—du=dx dv:cosxdx—>v:_[cosxdx=sinx
J.udv = uv—.[vdu =xsinx—.|.sinxdx =xsinx+cosx+C
(b) u =secz —> du = sec z tan zdz dv=seczzdz—>v=Iseczzdz=tanz
Iudv = uv—.[vdu = secztanz—_[tanz‘secztanzdz
Itanz z-seczdz = I(secz z—1)-seczdz = _[sec3 zdz —jseczdz
- J‘sec3 zdz = secztanz—.[sec3 zdz +Iseczdz

—>J.sec3zdz:%secztanz+%ln‘secz+tanz‘+C £

2. Descomposicion en fracciones parciales: Para una funcidn racional propia es
posible la descomposicion en fracciones parciales y la integracién separada de

cada fraccion resultante.

3. Sustitucion conveniente: Ciertas integrales requieren de emplear
identidades o sustituciones que conduzcan a formas integrables elementales;

la tabla 1.4 muestra un conjunto de integrales de este tipo.

4. Formas variadas: A veces es necesario reexpresar la integral de manera

que resulte una forma conocida o facilmente integrable:

sec xdx *

X Ejemplo 1.7. Integrar [

Solucién. Multiplicando y dividendo por secx+ tanx resulta:

sec x + tan x sec’ x + sec x tan xdx
Isecxdx:.fsecx dx J.

= :ln‘secx+tanx‘+C -
sec x + tan x

sec x + tan x
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Tabla 1.3 Integrales de funciones elementales

judv = uv—Ivdu

J.sinudu =—cosu+C

. u
=arcsin —+ C
a

j.u”du=ﬁu””+c jcosudu=sinu+C Iazd#=éarctan%+c
J.d—u=ln\u\+c J'tanudu=ln\secu\+C j' zdu zzilnu-'—a +C
u a’—u 2a |\u—a
; ; Il du____1 ul
Ie du=e"+C J.cotudu—ln\smuHC jﬁ—aarcsec » +C
jb“du = %+ C J.sec udu = ln\secu + tan u\ +C Iarcsin udu = uarcsinu +~1—-u* +C
n

Iue“"du = e—z(au -H+C
a

Icsc udu = ln\csc u —cot u\ +C

J.arccos udu =u arccos u-~1—u* + C

n au
u'e -
Iu"e""du =12 ju” 'e"du+C
a

a

J.secutanudu=secu+C

jarctan udu = uarctan u-In~/1+u* +C

Ilnudu:ulnu—u+C

Icscucotudu =-cscu+C

jarccotudu =uarccotu + In~/1+u> +C

_..u"lnua?u:u"+l Inu 1 +C
n+l (n+1)*

J.seczudu =tanu+C

_"sec’ludu =usec™'u - ln(u +u? - 1)+ c

o
Ie"" Inudu =L e™ lnu—ﬁj—du
u

Icsczudu:—cotu+C

jcsc'ludu =ucseu + ln(u +Alu? - 1)+ C

jﬂ=1n(1nu)+c
ulnu
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Tabla 1.4 Sustituciones convenientes para integracion de funciones

Forma condicion sustitucion integral resultante
Isin”’ u cos” udu me {Z*%Z#O} sinu=1-cos’u “cos” u(l—coszu)"’"]sinudu
Isin'”ucos”udu ne{z v =0} cos’u=1-sinu

I [sin'" u(l—sin®u)"" ]cos udu

I sin” u cos” udu

mne{z %2=0}

sinucosu = Y sin 2u
sin’u = )4 — ¥ cos2u

cos?u = Y5+ J5cos2u

varias formas elementales

Isin mu cos nudu
Isin mu sin nudu

Icos mu cos nudu

m,ne{Z*}

m#n

sin mu cos mu = Y, sin(m+ n)u
+ Y sin(m—n)u
_ cos(m+n)u
T 2(m+n)

_ cos(m—n)u
T 2(m-n)

Il

2

Isin mu cos nudu =—I, =1, +C
Isinmusinnudu ==, +1,+C

Icosmucosnudu =1,+1,+C

Itan " udu

nefe'}

tan” u = tan" " utan’ u

tan” u = (sec” u —1)

I tan" " u(sec’ u —1)du

I cot” udu

nefe}

cotu” =cot" > ucotu’

cotu® =(csc’u—1)

J.cot "2 y(cse’ u—1)du

Itan "usec” udu

nef{z%2=0}

sec’u=tan’u+1

J.[tan "u(tan® u—1)"" ]sec2 udu

tan” u = tanutan™ ' u

Itan usec” udu mE{Z+%2;tO} a1 = sec’ u—1 J.[sec"’lu(seczu—l)'”’S]secutanudu
u=asinz — du = acos zdz

J'(x/az—uz)kdu kefocH} Ja? —u? = acosz j(acosz)kacoszdz
u=atanz — du = asec’ zdz

J.(x/a2+u2rdu kefoc %}

Na* +u® =asecz

I(a secz)  asec? zdz

[(er=a*) du

ke{ocHt}

u=asecz

du = asec z tan zdz

u?-a® =atanz

I(a tan z ) a sec z tan zdz

El operador modulo se designa por % y devuelve el residuo de una division entera: 1=5%2.
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Notacion integrodiferencial

Un sistema fisico es un ente con caracteristicas propias que se afsla para su
estudio basado en las lyes experimentales de la fisica. Los principio del algebra
basica son suficientes pata la modelacion de sistemas estdticos. Sin embargo las
maquinas y procesos naturales o artificiales son en alto grado diniamicos,

tales sistemas dindmicos se modelan mediante ecuaciones integrodiferenciales.

Ecuaciones integrodiferenciales

Una ecnacion es una igualdad que se cumple para ciertos valores de la variable
o funcién que interviene en ella. Una ewmacion diferencial (ED) involucra una
Sfuncion, sus derivadas y las variables independientes, Una ecuacion integrodiferencial
(EID) incluye ademads integrales de la funcién, de sus derivadas o de las
variables independientes. El orden (O) se determina por la derivada mayor, el
grado (G) se determina por el exponente de la derivada de mayor orden. La ED
puede ser ordinaria (EDO) o parcial (EDP) segin incluya derivadas ordinarias o
parciales. La ED es /lineal (grado 1) si lo es en la variable dependiente y todas
sus derivadas, es homogénea () 4 x+y=0) si no hay términos que sean
funciones sélo de la variable independiente. La primitiva o solucion es la
funcién que satisface la ED y puede ser mmplicita o explicita. La solucion general
de la ED de orden n tendra n constantes arbitrarias, la solucion particular es la
determinacién de los valores de las n constantes arbitrarias y se obtiene de

n+1 condiciones iniciales de la funcién y sus # derivadas.

ED de primer orden y primer grado

La ED de grado y orden 1 tiene la forma g(,, =0, donde ;- ) vy su
solucién es f(x,y,0)=0¢ f(x,y)=C- Los métodos de soluciéon depende de su

forma, los siguientes son los mas comunes: formas integrables (variables

separables, ecuaciones exactas, ecuaciones homogéneas), ecuaciones lineales.
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Formas integrables

Una ED de variables separables, de la forma p(x)+Q(y)y'=0 se resuelve

separando variables dependientes e independientes e integrando:

P(x)+0()y'=0 [ P(x)dx + [ Q(y)dy=C

Una ED de la forma P(x, y)dx+ O(x, y)dy=0, €S exacta si 9P/dy=00/0x -
Siendo  p(x,y)=0f(x,y)/dx Y O(x,y)=9f(x,y)/dy. Entonces su primitiva es

f(x,y)=C Y se obtiene sistematicamente por integracion parcial:

%dx: de—>f(x,y):rpdx+¢(y)
ox

o _9 ¢ _ o9
> % de+dy—Q%¢—J‘{Q aydex}dy

f':rdeJr‘l.y[Qf%rde]dy

Una ecuacién de la forma f(x,y) se dice que es homogénea y de grado n si al
sustituir x por Ax e y por Ay se cumple que f(Ax,Ay)= Anf(x,y). Una ED de la
forma p(x, y)dx+ Q(x, y)dy=0 €s homogénea, si tanto P como Q son homogéneas y del
mismo grado. La transformacion - _; gy - vax+ xav» teduce la ED homogénea a la
forma:

P(x,v)dx + Q(x,v)dv=0

Y se resuelve por separacion de variables. Después de integrar se sustituye » por

y/x para recobrar las variables originales.

Ecuacion lineal

Una ecuaciéon lineal de grado 1 de la forma yu4yp(x)=0Q(x) se resuelve

considerando el factor integrante ;= ™ y su primitiva es:
sl = Jowel™ oy =" [om /™ vce ™=y, 4y,

yp se denomina solucidn particular o respuesta en estado estable, yv solucion homogénea

o respuesta transitoria (proviene de la ED homogénea asociada y+yp(x) = 0).
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Una ecuacion de la forma y4yp(x) = y"0(x) s€ conoce como ecuacion de Bernoulli

y se reduce a lineal mediante la transformacion y = '

—n+1

v=y"=y

dy_) ,nﬂ: 1 av
dx dx l-ndx

dv
— =(-n+Dy" =
i (-n+1y

D P =000y Loty P = 0()

X dx

()= 00— P (1= m) PO} = (=m0
1—ndx dx

ED de primer orden y grado superior

La EDO de orden 1'y grado n, tiene la forma: yvipy )y 4P (x,)y+P (x,1) =0-
Si expresamos p =, entonces una ED orden 1 y grado n puede escribirse

como un polinomio de p:

P+ By + .+ P (x5, y)p+P,(x,3) =0

ED que se pueden resolver respecto a p. Considerar la ED como un polinomio de
p, factorizar (p—p)(p-F)--(p-F)=0 y resolver cada ED resultante de primer
grado y=f(xy) cuya solucion es ;(y y, c)=0, entonces la solucion general se

expresa como el producto de las soluciones particulares:

fl(x»)’ac)‘fz(X,ysc)u-fn(X,YaC):O

Otros casos especiales de poca aplicacion practica incluyen solucién respecto x e

y. La ED de Clairant s - x 4 7(» y su solucion es , - cx+ 1(c)-

ED lineal de orden superior

L.a ED lineal de orden supetior tiene la forma Py" +P|)’H +...+P,,1y1 +P_y=0>

n

donde v* es la &-dsima derivada (de grado 1), los coeficientes Py son funciones de la
variable independiente Py(X), o constantes y el término independiente () una funcion
O(x), una constante o cero. Una EDO lineal de coeficientes constantes de grado n se

puede tratar como un polinomio en la derivada de grado n y resolver por varios
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métodos, tal ecuacién se denomina znvariante en el tiempo y tiene gran
aplicacion en los sistemas de control y en general en la descripcion fisica de

gran variedad de fenémenos naturales.

LLa ED lineal de coeficientes constantes de orden n, S€ resuelve por varios métodos
bien definidos: coeficientes indeterminados, variacion de pardmetros, método del operador
Dy transformada de Laplace. Los primeros dos son de ensayo y error, la
transformada de Laplace es una formalizacion de los métodos de operador y
es directo y es el método tradicional para el estudio de los sistemas de
control. A continuacién se muestra la ED /ineal invariante de orden superior asi
como su solucion general que consta de la suma de # soluciones linealmente

independientes:

(n) (n=1T) (2) (O] 0) _
a,y" +a, y"+. +a,y +ay +ayy” =0

X

y=ce e+ +ce™
A manera de ejemplo se expondra la solucién de la ED de orden 2:

(2)

(9]
@y tay

+ta,y ©=0
La ecuacion caracteristica o auxiliar asociada se puede resolver por la férmula

cuadritica y se tienen 3 casos segun sus raices sean reales o complejas:

2
a,r-+ar+a,=0

Caso I - raices reales distintas 117 1:

_nr nx
y=ce" tce

Caso II - raices reales e iguales 1= 12:
y=ce"™ +c,xe™ ( 54 )

Caso I1I - raices complejas conjugadas r1=a+jb, r2=a-jb:

¥ = e 4 e = ¢ (¢, cosbx + ¢, sin bx)
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Notacion matricial y sistemas de ecuaciones
lineales

Una matriz bidimensional es ## arreglo rectangular m x n de celdas dispuestas en m filas y
n columnas. Sea A una matriz mXn, sea 7 ¢/ indice de fila y j el indice de columna, se
denota por a; cualquier elemento de la matriz y la matriz por (ay). La traspuesta de
una mattiz se forma cambiando las filas por las columnas y se denota por AT
o A, es decirt: (a)T=(a51). Las matrices de escalares se clasifican en: n-cuadrada, de
orden n, n-matrig, nXn o 12; identidad 1 unos en su diagonal principal (DP) ceros
en otra parte; triangular superior MTS o triangular inferior MT1 segun tenga ceros
debajo o sobre la DP; diagonal, ceros en cualquier parte que no sea la DP;
simétrica st AT=A; antisimétrica st AT=-A; ortogonal si AAT=ATA=I - A-1=AT,
donde A es la matriz inversa de Ay cumple que AA-=I; normal aquella que
conmuta con su traspuesta AAT=ATA (ejemplos: simétrica, antisimétrica y
ortogonal). Sean A y B dos matrices mXn y pXq. La suma y resta solo esta
definida para matrices de igual dimensién m=p y n=q, se definen por
(ay)+(by) v (ap)-(by); el producto por un escalar £, se define por k(ay). Un vector fila
(a), es una matriz nX1, un vector columna (bj), es una matriz 1Xm y se define su
producto escalar cuando n=m por (ai)-(by)=(an)+(01). La multiplicacion solo esta
definida si el numero de columnas de A es igual al numero de filas de B, es
decir n=p, la matriz resultante C serd mXq, y se efecta como el producto
escalar de cada vector fila de A denotado por [Aj] por cada vector colummna de B
denotado por [Bj], es decir (c;)= [Ai]:|Bj]. La division de A entre B se define
por A/B=AB-L.

Fl determinante de una matriz n-cuadrada A, se denota por det(A): |A| :AG, €S un
escalar (no un valor absoluto) y se obtiene por recursividad. A cada elemento a; de la n-
matriz le corresponde un signo dado por (1) es decir: (+-+-...); la submatriz de
a; es aquella w-matriz que se obtiene eliminando la i-ésima fila y la j-ésima
colummna; el menor My de ay; es el determinante de su submatriz M= | aj|; el cofactor o

adjunto de ay se define por (0)"*Mj. E/ determinante de una n-matriz es la suma de
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los productos de los elementos de cualquier fila o columna por sus correspondientes

cofactores, en simbolos:
Kef{l...n}

‘A‘ = iag *(_I)Hf * 4 ‘A‘ = iag *(_1)f+j *
i=K 5

j=1 Jj=K

cof (a,) = (<) *

a[/ aij

factor. Ei 1 J4n G| _
a;| < cofactor. Ejemplo: =a,ay —apay,

ay Ay
Otra forma de expresar recursivamente el determinante es como sigue: Si A
es una n-matriz, sea Aj la (n-1)-matriz obtenida a partir de A suprimiendo su
7-ésimo renglon 'y su j-ésima columna. Entonces el determinante |A| a lo largo de

su i-ésimo renglén esta dado por:

n

‘A‘ :Zaij *(_l)ifi *

J=1

4,

v

(i fija)

Para una matriz de 3x3 existe un método conocido como regla de Sarrus y
consiste en duplicar las filas 1 y 2 en la parte inferior de la matriz, el
determinante es la suma de los productos de los elementos diagonales, hacia abajo
son positivos y hacia arriba son negativos, es decir:

Ay ap Ay

aZI a22 a23

Gy Gy 33 =0y 50y + y Ayl + 515003 — Ay Gy — Ay Ayl — Ay Ay

Ay 4 4

G Gy Oy

Si una n-matriz A tiene como inversa A se dice que es regﬂ/ar o invertible (de lo contrario
serd singular o no invertible) y satisface que AA-1=A"A=I y se obtiene por
transformaciones elementales de renglin TER (método de Gauss-Jordan) sobre la matriz
anmentada de A con la matriz identidad I, A:I, de manera tal que se obtenga
I:A-1, o0 bien por determinantes. Sea a0 un escalar 'y k un indice {1...n}, las
TER son: (1) [Ai]=[A«], [A]=[Ax]; @) a[Ail, 2[Af]; ) a[AiE[Ain], a[AjE[Aj+];
en general este procedimiento es iferativo. Empleando determinantes la

inversa de A esta dada por:

o leof @) _adia

o420
14 14
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Para una matriz de 2-cuadrada se tiene que:

a, a a —-a
A:{ ! '2:|, det 4= a,,a,, -a,a,, cofA=|: z 21}

Gy 4y —an 4y

adjA4 :(cof A)T :|: 4n _a12:|’ Al = adj 4 7;{ ay _alz}

—ay  ay detd ayay,-a,a,[—a, ay

X Ejemplo 1.8. Determinar la inversa de A, empleando determinantes.

Solucién. (1) Se determina el determinante de A; (2) se encuentra la matriz de

cofactores y la matriz adjunta; (3) se aplica la formula:

1 -2 1
() detA:2O ! —2‘ 5 1‘:2—2(—2—3):2—2(—5):12¢0 .. tiene inversa
2) Los cofactores de cada elemento a;; son los determinantes de las submatrices obtenidas al eliminar la fila y columna ij :
‘1 1‘ ‘72 1‘ ‘72 1‘
02 10 230] 32 2 b3 b2
Cof A=|— - =|-2 2 6 |—>adld=(Cof4a) =[5 2 -2
01 31 30 5 2 6 3 6 6
2.0 2 0 |2 2 N :
11 -2 1 -2 1
1 -2 2 L -1 1
- lld‘ A 1 12 6 6
?) A'=7‘jj‘)=6 5 02 —20=|§ L ! »
-3 6 6 -1 1 1
L 4 2 2

Un sistemas de n ecuaciones lineales en el que los coeficientes se denotan por aj, las
variables por xi y los f#éminos independientes por Yi, puede transformarse
matricialmente en: una matrig de coeficientes n-cuadrada A, un vector columna de n-
incdgnitas Xy un vector columna de n-términos independientes Y; cuya relacion entre

s es: AX=Y, la matrig aumentada del sistema MAS se representa por A:Y.

ax, +a,x, +a,x,+...t+a =y
1 12%2 13%3 1n%n 1

Ay Ay Gy e Gy, | X M1
aZl aZZ a23 e azn xz yZ

A3\ X) + ApXy + A3 X5 + o+ a3, X, = s 9a33 Ay Ay oo Gy, || Xy |=|yy |2 AX =Y

X, tanx, +aygx; +..+a,x, =y,

X+ Xy a5+ +a,x, =y, |a, 4, 4, .. a,]|x i

La solucién X, en forma matricial esta dada por X=A-TY. A si mismo para

hallar la j-ésima incdgnita x; se emplea la regla de Cramer que consiste en sustituir
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la_j-ésima columna de la matriz de coeficientes (cuyo determinante es Ag) por el vector
columna de términos independientes y hallar su determinante denotado por A;, de

manera que x;=Aj/Ac.

Los wmétodos recursivos expuestos, son utiles para sistemas pequefios; sin
embargo para gﬂlﬂd&l‘ sistermas (corno las matrices de admitancias de una red eléctrica) se
emplean métodos cuya base son las TER y son en esencia #erativos. E1 método
de Ganss MG consiste en tomar la MAS, aplicar TER y formar una MTS y
realizar sustitucion regresiva. Bl método de Gaunss-Jordan consiste en tomar la MAS,
aplicar TER y formar una matrig identidad, entonces el vector de anmento tendra

los valores de las incégnitas.

A Ejemplo 1.9. Resolver el sistema de ecuaciones lineales por #ransformaciones
elementales de renglon.
26 1x] [7

1 2 —-1|x|=-1
5 7 —4]x 9

Solucién. Aplicando las TER a la matriz anmentada del sistema, se tiene que:

(26 117 A R | O b A R
SN R S Y N Y T 2 =22 SN S S O
s 7 -4109 57 -419 0 -3 1114
2 -1-1 (1 2 -1)-1 1 2 -1)-1
e LERE RN S TR e TR N
0 -3 1114 00 iz 00 1.5
1 0 —4{-10] 4.y [1 0 010 [x,1 [10
N R R N R ¥, |=|-3 -
00 115 00105 FARE

Los métodos de aproximaciones como Jacobi y Gauss-Seidel consideran ecuaciones de
recurrencia para cada xi, cuya aproximacion Xx se satisface cuando la diferencia

entre valores inmediatos es un infinitésimo €.
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x (41— x ()
Xk

Ve =apX ta,y, .. taux, +..t+a,x,, <&

1 - n .
x(i+1) = - [y,{ - Z: a,x,(i)— zr:k“ a,mxr(i)] « Jacobi

Kk

x (i+1)= ai [yk - z’: ayx,(i+)-y" ak,x,(i)] < Gauss - Seidel

e

Valores y vectores caracteristicos de matrices cuadradas

Se dice que un numero j|ie%vc, € un valor propio, valor caracteristico o
eigenvalor de una matriy n-cnadrada A, si existe un #-vector propio, n-vector
caracteristico o n-eigenvector K correspondiente al valor propio A y satisfacen

que: AK=AK. Esta expresion se representa comunmente por:

(A-ADK =0

Siendo I, la n-matriz identidad. En forma extendida la ecuacién anterior se

expresa por:

(a,, =Mk, +a,k, +--+a, k, =0
a,k, +(a, =Mk, +--+a, k, =0
a,k, +a,k, +-+ (@, -k, =0

Un sistema homogéneo de ecuaciones lineales con n incgnitas tiene una solucion no trivial
i y sdlo si el determinante de la matriz de coeficientes es jgnal a cero. Este principio

requiere que:

det(4-AI)=0

El desarrollo de este determinante produce un polinomio de grado n, en A,
conocido como ecuacidn caracteristica, las raices del polinomio son los valores
propios; y la sustitucién de un valor particular de A en el sistema (A-ADK =05
permite hallar el vector caracteristico; por solucion del sistema singular
resultante, lo cual requiere la asignaciéon de un valor arbitratio para un

componente del vector caracteristico por ejemplo »,=£.

B Ejemplo 1.10. Determinar los valores y vectores caracteristicos de A.
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1 2 1
A= 6 -1 0

-1 -2 -1
Solucién. (1) Se determina el polinomio caracteristico y sus raices; (2) se
emplean los valores caracteristicos y se resuelve el sistema singular para hallar

cada vector caracteristico, es decir:

-2 2 1 0
) det(A-A)=| 6 —1-4 0 |[=-A-A+1R2A=-AA+4)(A-3)=0—>1=|-4
1 -2 —1-4 3
)
12 1qol L[t o2 170 12100
Parad=0:(4-0710)=| 6 -1 0 10|—&% 30 —13 —6lo|—3l0 1 sio
1 -2 -110 -1 -2 -110 00 000
10 L0 . 1
_owen o oy el etuke=0g 5 k=6 K =| 6
3 | K, +Lk, = K =1
00 0100 -13
5 2 1 10| geeins |10 1| -1
Parad=—4:(4+47|0)=| 6 3 0 |0|l—&mim o | 310 sik,=-13 KZ:{Z
-1 -2 =310 00 010 1
-2 2 110 opereciones 1 0 110 2
Paral=3:(4=31|0)=| 6 -4 0 01%0 1 210| sik, =2 K, = 3] »
1 -2 -410 00010 )
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Clases en C++ para el manejo de vectores, matrices'y determinantes con las operaciones elementales.

% Clase para el manejo de vectores.
arce_brito@hotmail.com [Ms Vc++ 6]
% Archivo de declaracién: Vector.h

class Vector

public:
Vector ();
Vector (const Vector& rVector);
explicit Vector (int iSize);

virtual ~Vector ();

Vector& operator= (const Vector& rVector);
Vector& operator+= (const Vector& rVector);
Vector& operator-= (const Vector& rVector);

Vector& operator+= (double dNum);
Vector& operator-= (double dNum);
Vector& operator*= (double dNum);
Vector& operator/= (double dNum);

bool operator (const Vector& rVector);
bool operator!= (const Vector& rVector);

Vector operator- () const;

Vector operator+ (const Vector& rVector) const;
Vector operator- (const Vector& rVector) const;

double operator* (const Vector& rVector) const;

friend Vector operator+ (const Vector& rVector, double dNum);
friend Vector operator+ (double dNum, const Vector& rVector);
friend Vector operator- (const Vector& rVector, double dNumy);
friend Vector operator- (double dNum, const Vector& rVector);
friend Vector operator* (const Vector& rVector, double dNum);
friend Vector operator* (double dNum, const Vector& rVector);
friend Vector operator/ (const Vector& rVector, double dNum);

double operator]] (int ilndex) const;
double& operator[] (int ilndex);
int GetSize (void) const { return _iSize; }

private:
int _iSize;
double* _pdAtray;

% Clase para el manejo de matrices, basado en la clase

arce_brito@hotmail.com [Ms Ve++ 6]
% Archivo de declaracién: Matrix.h

#include "Vector.h"

class Matrix

public:

private:

Matrix ();
Matrix (const Matrix& rMatrix);
Matrix (int iRows, int iColumns);

virtual ~Matrix ();

Matrix& operator= (const Matrix& rMatrix);

Matrix& operator+= (const Matrix& rMatrix);
Matrix& operator-= (const Matrix& rMatrix);
Matrix& operator*= (const Matrix& rMatrix);

bool operator==(const Matrix& rMatrix);
bool operator!=(const Matrix& rMatrix);

Matrix operator+ (const Matrix& rMatrix) const;

friend Matrix operator+ (const Matrix& rMatrix, double dNum);
friend Matrix operator+ (double dNum, const Matrixé& rMatrix);
Matrix operator- () const;

Matrix operator- (const Matrix& rMatrix) const;

friend Matrix operator- (const Matrix& rMatrix, double dNum);
friend Matrix operator- (double dNum, const Matrix& rMatrix);
Matrix operator* (const Matrix& rMatrix) const;

friend Matrix operator® (const Matrix& rMatrix, double dNum);
friend Matrix operator* (double dNum, const Matrix& rMatrix);

friend Matrix operator/ (const Matrix& rMatrix, double dNum);

double operator! ()
Matrix operator~ ();

Vector operator][] (int ilndex) const;
Vector& operator(] (int ilndex);

void Print(void);

Vector GetRow (int ilndex) const;
Vector GetColumn (int ilndex) const;

int GetRows (void) const { return _iRows; }
int GetColumns (void) const { return _iColumns; }

void RemoveRow (int ilndex);
void RemoveColuma (int index);
bool ValidateSizes (const Matrix& rMatrix) const;

int _iRows;
int _iColumns;

Vector* _pVector;

Vector.
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$ Clase para el manejo de vectores.
arce_brito@hotmail.com [Ms Vc++ 6]
% Archivo de implementacién: Vector.cpp

#include "Vector.h"

Vector::Vector ()
_isize(0),
_pdArray (0)

{

}

Vector::Vector (const Vector& rVector)
_isize(rVector._iSize),
“pdArray (0)

_pdArray = new double[_iSize];
memcpy (_pdArray,
rVector._pdArray, _iSize*sizeof (double));

Vector::Vector (int iSize) :
_isize(isize),
_pdArray (0)

_pdArray = new double[iSizel;
memset (_pdArray, 0, iSize*sizeof (double));
}
Vector::~Vector ()
{
if (0 != _pdArray)
{
delete(] _pdArray;
_pdArray = 0;
}
}
Vector& Vector::operator=(const Vector& rVector)

if (this != &rVector)
{
if (0!
{

_pdArray)

delete[] _pdArray;
_pdArray = 0;
}
_iSize = rVector._iSize;
_pdArray = new double[_iSizel;
memcpy (_pdArray,
rVector._pdArray, _iSize*sizeof (double));

return *this;

}
Vectors Vector::operator+=(const Vector& rVector)

*this = *this + rVector;
return *this;
}
Vector& Vector::operator-=(const Vector& rVector)

*this = *this - rVector;
return *this;
}

Vector& Vector::operator+=(double dNum)

*this = *this + dNum;
return *this;

Vectoré& Vector::operator—=(double dNum)
{
*this = *this - dNum;
return *this;

Vector& Vector::operator*=(double dNum)

*this = *this * dNum;
return *this;

Vector& Vector::operator/=(double dNum)

*this = *this / dNum;

return *this;
}
bool Vector::operator==(const Vector& rVector)
{

bool bEqual = false;

if (rVector._iSize != _iSize)

{

}
if (0 == memcmp (_pdArray,
rVector._pdArray, _iSize*sizeof (double)))

// THROW EXCEPTION

bEqual = true;

}

return bEqual;
}
bool Vector::operator!=(const Vector& rVector)
{

return !operator==(rVector);

}
Vector Vector::operator-() const

Vector vector(_iSize);

for (int 1 = 0; i < _iSize; i++)
{

vector._pdArray[i] = -_pdArray([i];

}
return vector;

}

Vector Vector::operator+(const Vector& rVector) const
{
Vector vector(_iSize);
for (int i = 0; i < _iSize; i++)
{
vector._pdArray[i] = _pdArray[i] + rVector._ pdArray([il;
}

return vector;

Vector Vector::operator-(const Vector& rVector) const

1

return operator+(-rVector);
}

double Vector
{

perator* (const Vector& rVector) const
double dMag = 0;
if (_iSize != rVector._iSize)
‘ // THROW EXCEPTION
for (int i = 0; i < _iSize; i++)
dMag += _pdArray[i] * rVector._ pdArrayl[i];
Leturn dMag;
Vector operator+(const Vector& rVector, double dNum)
Vector vector (rVector._iSize);
for (int i = 0; i < rVector._ iSize; i++)
vecton_pcﬂxr‘ray[i] = rVector._pdArray[i] + dNum;
ieturn vector;
\}/ector operator+ (double dNum, const Vector& rVector)
return operator+ (rVector, dNum);
Vector operator-(const Vector& rVector, double dNum)
Vector vector (rVector._iSize);
for (int i = 0; i < rVector._ iSize; i++)
vector._pd.?—\rgray[i] = rVector._pdArray[i] - dNum;
Leturn vector;
\}/ector operator-(double dNum, const Vector& rVector)
return -operator-(rVector, dNum);
Vector operator*(const Vector& rVector, double dNum)

Vector vector (rVector._iSize);
for (int i = 0; i < rVector._iSize; i++)

vector.‘pd}\r([ay[i] = rVector._ pdArray[i] * dNum;
Leturn vector;

Vector operator*(double dNum, const Vector& rVector)
return operator* (rVector, dNum);

Vector operator/(const Vectora rVector, double dNum)
return operator*(rVector, 1/dNum);

double Vector

perator(] (int iIndex) const

if ((iIndex >= _iSize) || (iIndex < 0))
{

// THROW EXCEPTION
}

return _pdArray[iIndex];
double& Vector::operator(] (int iIndex)
if ((iIndex >= _iSize) || (iIndex < 0))
// THROW EXCEPTION

}
return _pdArray[iIndex];




% Clase para el manejo de matrices.
arce _brito@hotmail.com [Ms Vc++ 6]
% Archivo de implementacidén: Matrix.cpp

#include "Matrix.

Matrix::Matrix()
_iRows (0) ,
_iColumns (0),
_pVector (0)

{

}

Matrix::Matrix (const Matrix& rMatrix) :
_iRows (rMatrix._iRows),
_iColumns (rMatrix._iColumns),
_pVector (0)

_pVector = new Vector[_iRows];
for (int i = 0; i < _iRows; i++)

{

_pVector[i] = rMatrix._pVector[i];
)

}

Matrix::Matrix(int iRows, int iColumns) :
_iRows (iRows),
_iColumns (iColumns),
_pVector (0)

Vector vector (_iColumns) ;
_pVector = new Vector[_iRows];
for (int i = 0; i < _iRows; i++)
{

_pVector[i] = vector;

)

Matrix::~Matrix()
{
if (0 != _pVector)
{
delete[] _pVector;
_pVector = 0;

}
Matrixs& Matrix::operator=(const Matrix& rMatrix)

if (this != &rMatrix)
{

if (0
{

_pVector)

delete[] _pVector;
_pVector = 0;
}
_iRows = rMatrix._iRows;
_iColumns = rMatrix._iColumns;
_pVector = new Vector[_iRows];
for (int i = 0; i < _iRows; i++)

{
_pVector[i] = rMatrix._ pVector[i];

return *this;
}
Matrix& Matrix::operator+=(const Matrix& rMatrix)

*this = *this + rMatrix;
return *this;
}

Matrix& Matrix::operator-=(const Matrixé& rMatrix)

*this = *this - rMatrix;
return *this;
}

Matrixs Matrix::operator*=(const Matrix& rMatrix)

*this = *this * rMatrix;

return *this;
}
bool Matrix::operator==(const Matrix& rMatrix)
{

bool bEqual = true;

for (int i = 0; i < _iRows; i++)

{
if (_pVector([i] != rMatrix. pVector([i])
{
bEqual = false;
break;
}

return bEqual;

bool Matrix::operator!=(const Matrix& rMatrix)

{
}

Matrix Matrix::operator+(const Matrix& rMatrix) const

{

return !operator==(rMatrix);

Matrix matrix(_iRows, _iColumns);
ValidateSizes (rMatrix);

for (int i = 0; i < _iRows; i++)
matrix._pVector[i] = _pVector[i] + rMatrix._pVector[i];
return matrix;
}

Matrix operator+(const Matrix& rMatrix, double dNum)

Matrix matrix(rMatrix._iRows, rMatrix._iColumns);

matrix.ValidateSizes (rMatrix);
for (int 1 = 0; i < matrix._iRows; i++)
{

matrix._pVector[i] = dNum + rMatrix._pVector(i];
return matrix;
Matrix operator+(double dNum, const Matrix& rMatrix)

return operator+(rMatrix, dNum);
}
Matrix Matrix::operator-() const
{
Matrix matrix(*this);
for (int i = 0; i < _iRows; i++)
{

matrix._pVector[i] = -_pVector[i];

return matrix;
}
Matrix Matrix::operator-(const Matrix& rMatrix) const
{

return *this + (-rMatrix);

Matrix operator-(const Matrix& rMatrix, double dNum)
{
return operator+(rMatrix, -dNum);

i

Matrix operator-(double dNum, const Matrix& rMatrix)

! return -operator-(dNum, rMatrix);

b)'latrix Matrix::operator* (const Matrix& rMatrix) const
! Matrix matrix(_iRows, rMatrix._iColumns);

if (_iColumns != rMatrix._iRows)
{
// THROW EXCEPTION

for (int i = 0; i < _iRows; i++)
for (int j = 0; j < rMatrix._iColumns; 3j++)
{
matrix[i] [j] = _pVector[i] * rMatrix.GetColumn(j);
1

}
return matrix;
}

Matrix operator*(const Matrix& rMatrix, double dNum)

Matrix matrix(rMatrix._iRows, rMatrix._iColumns);
matrix.validateSizes (rMatrix);
for (int i = 0; i < matrix._iRows; i++)
{

matrix._pVector[i] = rMatrix._pVector([i] * dNum;
}
return matrix;

Matrix operator*(double dNum, const Matrix& rMatrix)
{

return operator* (rMatrix, dNum);
)
Matrix operator/(const Matrix& rMatrix, double dNum)
{

return operator*(rMatrix, 1/dNum);

double Matrix::operator! ()
{
double dDet =
int iSign = 0;
if ((_iRows !=
{

_iColumns) || (_iRows == 0))
// THROW EXCEPTION

if (_iRows == 1)

{
)

else
{

dbet = _pVector[0][0];

Matrix matrixSub;
for (int j = 0; j < _iColumns; j++)

matrixSub = *this;
matrixSub.RemoveRow (0) ;
matrixSub.RemoveColumn (j);
isign = (3 % 2 21 -1;
dDet += iSign * _pVector([0][j] * !matrixSub;
}

}
return dDet;
}

Matrix Matrix perator~ ()
! Matrix matrix(_iColumns, _iRows);
for (int i = 0; i < _iRows; i++)
{ for (int j = 0; j < _iColumns; j++)
rg\atrix[j] [i] = _pVector[i][]j];
}

}

return matrix;

Vector Matrix::operator[] (int iIndex) const




if (0 == _pVector)
{

// TROW EXCEPTION
)

if (iIndex >= _iRows)
// TROW EXCEPTION

return _pVector[iIndex];

}
Vector& Matrix::operator([] (int iIndex)
if (0 == _pVector)
! // TROW EXCEPTION
if (iIndex >= _iRows)
// TROW EXCEPTION

return _pVector[iIndex];
\}/ector Matrix::GetRow (int iIndex) const
! if (0 == _pVector)

! // TROW EXCEPTION

)

if (iIndex >= _iRows)

// TROW EXCEPTION
ieturn _pVector [iIndex];
‘}/ector Matrix::GetColumn (int iIndex) const
! Vector vector (_iRows);
for (int 1 = 0; i < _iRows; i++)

{
)

vector[i] = _pVector[i] [iIndex];

return vector;

}

bool Matrix::ValidateSizes (const Matrix& rMatrix) const
{
if (_iRows != rMatrix._iRows)
{
// THROW EXCEPTION

if (_iColumns != rMatrix._iColumns)

{
// THROW EXCEPTION

return true;

}

void Matrix
{

emoveRow (int iIndex)

Matrix matrixCopy (_iRows-1, _iColumns);

for (int 1 = 0, j = 0; 1 < _iRows; 1i++)
! if (iIndex == i)
continue;
xiwatxixCopy[jH] = _pVector[i];

operator=(matrixCopy) ;

}

void Matrix::RemoveColumn (int iIndex)

{
Matrix matrixCopy (~(*this));
matrixCopy.RemoveRow (iTndex) ;
operator=(~matrixCopy) ;




% Transformacién de una matriz cuadrada en triangular superior. arce_britoGhotmail.com

o

Método de Gauss. Archivo mTransfTS.m

[Matlab 5]

% Entrada.: matriz mAY (NxN+1)
% Salida..: la matriz transformada en Triangular Superior: mTS
% Uso.....: mTransfTS(mAY)
function [mTS] = mTransfTS (mAY)
mTS=mAY; N=size (mAY,1);
if size(mAY,2)~=N+1 then
disp('jError! la matriz mAY debe ser NxN+1.')
return;
end
%eliminacién del triangulo superior
for c=1:N-1
for f=c+1l:N
%Nota mTS(f,:) hace referencia a la fila completa f de mTS
mTS (£, :)=mTS (£, :) -mTS (¢, :) *mTS (£, ¢) /mTS (¢, )
end
end
return;
% Solucidén del sistema de ecuaciones por sustitucién hacia atréds. arce_brito@hotmail.com [Matlab 5]

o

Archivo: mSolveTS.m

$  Entrada.: matriz triangular superior mTS (NxN+1)
% Salida..: un vector solucién vS(N)
% Uso.....: mSolveTS(mTS)
function [vS] = mSolveTS (mTS)
N=size (mTS,1);
vS=zeros (N, 1) ;
if size(mTS,2)~=N+1 then
disp('jError! la matriz mTS debe ser (NxN+1)')
return;
end
%sustitucién hacia atras
sAcumulado=0;
for m=1:N-f
sAcumulado = sAcumulado + mIS(f,c)*vS(c);
c=c-1;
end
vS (f)=(mTS (f,N+1) -sAcumulado) / mTS(f, f);
£=f-1;
end
return;
% Solucién del sistema de ecuaciones por método iterativo de Jacobi. arce brito@hotmail.com [Matlab 5]
% Archivo: mJacobi.m
% Entrada.: matriz de coeficientes mAY (NxN),
% vector de términos independientes vY (Nx1)
% salida un vector solucién vS(N)
% Uso... mJacobi (mAY)
function [Xs] = mJacobi (mA, vY)

N=size (mA, 1);

if size(vY)~=N then
disp('i{Error! la matriz mTS debe ser (NxN+1)')
return;

end

%la matrices tienen unos como valores iniciales

Xs=ones (N, 1);

XsOld=ones (N, 1) ;

$numero maximo de iteraciones

MAXITER=100

$Error maximo permitido

.0001

%formacion de la matriz D
D=zeros (N,N) ;
vdiagA=diag (ma) ;
for k=1:N
D (k, k)=vdiagA (k) ;
end
M=inv (D) * (D-mA&) ;
cuentaX=0;
h=0;
while cuentaX<N
cuentax=0;
%obtiene los valores incognitas iterativamente
Xs=M*Xs0ld + inv (D) *vY;
for k=1:N
deltaE=abs (Xs (k) -Xs01ld (k)) /Xs01ld (k) ;
if deltaE<=MaxErr
cuentaX=cuentaX+1;
end
end
Xs0ld=Xs;
h=h+1;
if h>=MAXITER
disp('iError! El método no converge');
break;
end

return;
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Notacion vectorial

En la fisica clisica (Newtoniana, en la que v<<c) Zodo evento en el espacio puede ser
descrito por una 4-tupla (x,y,z,t); el espacio (x,y,2z) no se deforma con la velocidad
(v) y el tiempo (9 es independiente del marco de referencia elegido. En el espacio
un punto es una triada ordenada de escalares P(x,y,z), un escalar es cualquier nimero
real, geométricamente un vector es un segmento de recta dirigido que une dos
puntos p_pg, que tiene como propiedades: magnitud 'y direccion y se puede
escribit como una frada ordenada E=(E1,EzEs3), siendo (Ei,EzEs3) sus
componentes escalares a lo largo de ejes mutuamente perpendiculares x,y,z en un
sistema  coordenado ortogonal cartesiano (rectangular). La longitud, magnitud, valor

absoluto, norma o mddulo del vector es E=|E=+ )BT+ BT+ £ > SU direccion esta dada
por el vector normalizado o unitario (de longitud unidad) 5 _ E/E> SUS dangulos directores
respecto a los ejes X, y, z son 4 4 ,  se relacionan con sus componentes por
0,.0.
E = Ecosd,,E, = Ecos,,E, = Ecos ), Se utilizan vectores ortonormales o de la base
candnica (unitarios a lo largo de los ejes coordenados) i=(1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1)
para representar un vector como E=Eii+Esj+Esk. “Un punto P(x,),3) puede ser
descrito por un vector de posicion r=t(x,y,x) fijo o ligado al origen O(0,0,0) y se
expresa como P(r)”, dados dos puntos P y Q el vector que va de P a Q es
PO=0-P, siendo su magnitud la distancia pg- Un vector libre puede ser

trasladado en el espacio conservando su magnitud y direccién, en virtud de lo

cual los vectores con sus mismas propiedades se dice que son eguipolentes.

Algebra vectorial

Sean A(A1,A2,A3) y B(B1,B2,B3) dos vectores; su suma es A+B, el producto por
un escalar k es kB, el negativo o vector de sentido opuesto es -B, su diferencia es A-B,
el producto escalar, producto interno o producto punto se define por A-B, el producto

vectorial,  producto externo o producto cruz se define por AXB (el vector resultante es
perpendicular, ortogonal o normal al plano AB, su direccién se determina por la regla de la mano derecha:

cietre la mano derecha en direccién de A hacia B y el pulgar indicara la direccién de AxB). Sea un
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vector C(C1,C,Cs), se define el #iple producto escalar como A-(BXC) y el triple
producto vectorial por AX(BXC), es decir:

A=(4,,4,,4,), B=(B,,B,,B;)
A+B=(4,+B,,A,+B,, 4, + B,)

kB = (kB,, kB, ,kB;)

-B=(-B,,-B,,-B;)

A-B=A+(-B)=(A, —B,, A, — B,, A, — B,)

A-B=B-A=AB,+A4,B, + A,B, =|4|B|cos b,
i j ok
AxB=-BxA=|4, 4, 4, :QZHB‘sinaAB)n el vector i es normal al plano AB hacia fuera
B, B, B,
4, A4, A,
A4-(BxC)=(AxB)-C=|B, B, B,
C¢ C, C

Ax(BxC)=(4-C)B-(4-B)C
La magnitud de A puede determinarse a partir del producto punto, 1a componente de
A sobre B compsA es un escalar, la proyeccion de A sobre B proysA es un vector

(cuya magnitud es la componente de A sobre B y cuya direccion es la de B).

A=|A=NA-A=\4"+4,+4
comp A= ;‘IB‘B =‘171‘ cosf,,

B A4-B |,
proy,A= (compBA)@ = (comp,4)B = [32]8

Geometria vectorial

La ecnacion de la recta 1=K+t queda determinada por un vector A(A1,A2,A3)
cuya punta toca la recta y otro vector M(M1, M 2, M 3) en la direccién de la
misma, siendo 7 un escalar; o bien por dos puntos P(P1,P2,P5), Q(Q1,Q2,Q3) a

lo largo de la misma.
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Z:(AUAz,Az): M:(Mth’Mz)a T:(XJ’aZ)
xX=A4+Mt
T=A+tM——>y=4,+M,t
z=A,+ Mt

P=(R.,P,R), Q=(0,0,,0:)
x=P+(0 -h)

T=p+t(Q'P)—_)y:Pz"'(Qz_Pz)t
z=h+(0,-P)t

La ecuacion del plano p, x 4 y+n -+ k=0 queda completamente determinada por
un punto P(P1,P2,P3) y un vector normal al plano n(ni,ny,n3); o bien por tres
puntos A, B, C no colineales (co]jneal = a lo largo de la misma h’nea). La distancia del

punto Q(Q1,Q2Q3) al plano , y 1y 14,z + k=0, S€ denota por d.

P=(P,P,P), f=(n,n,,n;)
mx+n,y+nz+k=0
k=-nP —n,P,—n,P,

A=(4,,4,,4;), B=(B,,B,,4;), C=(C,,C,,Cy)
i j k
fi=BAxCA=|4,-B, A,-B, A,-B,
4,-C, 4,-C, 4,-C,

d= ‘lel +n,0, +n,0; +k‘ _ ‘lel +n,0, +n,0; +k‘

‘ﬂ‘ wl’llz+l’lzz+l’132

Calculo vectorial

Cutvas, supetficies, solidos y regiones. La grifica de una funcién y=f{x), es el
conjunto de todos los puntos en el plano (x,y) y engendra una curva, y para su
analisis completo basta el cilenlo de nna variable. La grdfica de una funcién
32=f{x,)) es el conjunto de los puntos en el espacio (x,y,z) y engendra una superficie,
y para su analisis completo se requiere el cdleulo multivariable. Un silido es un
cuerpo que ser generado haciendo girar una curva en torno a un ¢e fijo o bien
desplazando linealmente una superficie normal a un plano. Una region en la recta es un

segmento, en el plano es un drea y en el espacio es un volumen.

Funcién escalar multivariable y vectorial. Una funcidn escalar multivariable es

aquella que consta de 2 o mas variables independientes, por ejemplo: z=f(x,)) o
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#=1(x,9,%) y se denota por r.uy < g* - r'. Una funcion vectorial E=E(x,y,z) asigna
vectores a cada punto del espacio, es decir es un vector cuyas componentes
(E1,E2,E3) son funciones escalares de xy,z2 Ei1=f(xy,2), E2=g(xy,2),
Es=h(x,y,2), se denota por 7.y < g* s r*. En general una funcion f de dominio U, se
define por r.u c R" — R",_) Serd funcion de valores escalares si m=1 y funcion de valores

vectoriales si m>1.

Derivada parcial. La derivada parcial da la razdn de cambio de una funcion en una
direccion. Consideremos la funcion {(x,y,z), continna (en el intervalo I) y
diferenciable, se define la derivada parcial of/ox de la funcién respecto de x
(considerando las otras variables y,z como constantes al derivar), la derivada p&l?’[iﬂ/ sucesiva de
orden k (ke n) tiene la forma a¢gax*, la derivada parcial iterada (o mixta) de orden 3

€S 3% f/oxdydz (el orden de detivacién x93 es irrelevante), la dyf(,‘%ﬂﬂ.ﬂ/ total defes d]: en
simbolos:

f=f(x,y,2)

g—f (x,y,z)= f, = lim St An y,2) = [ (5 1,2) «—— Derivada parcial
X

Av—0 Ax

3 2
% = %[%J = % [% [g—ij} «— Derivada parcial sucesiva de orden 3

3 3 3 .
f 9f _Jf 9 [ai (glj}— Derivada parcial iterada de orden 3
)y \ 9z

oxyz dyzx  dzyx T ax
df = a—f dx+ a—f dy+ a—f dz «—— Diferencial total
ox dy 0z

Regla de la cadena. Se aplica al derivar funciones de funciones. Sea una
funcién g(x,,), se tienen 2 casos: (1) que (x,9,3) sean funciones de (#,/,%5) o

bien, (2) que (x,3,3) sean funciones del mismo pardmetro (7), entonces:

g=gMxyz), x=x), y=y,), z=z2(t)
Bigzaig%_*_agay dgdz dg _Jdgox dgdy Jdgdz Jdg _0dg dx Jdgdy Jdg oz

o, oxd, dyo dzod, A, oxd, dyd, 0z, o dxd dyd 0z I

g=gkyz), x=x@), y=y@), z=20)
dg Odgox dgdy  dg oz

dt d9x ot dy ot oz ot

Derivada vectorial. Si u=u(t) es un funcién escalar y A=A(t), B=B(t) son

funciones vectoriales, cuyas componentes son funciones del pardmetro t, entonces:
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A=(4(). 4,(), 4(1)  B=(B1.B,(0).B,(t)  u=u(t)
D,

(4+B)=D,(B)+D,(8)
(

D,(ud)=uD,(4)+ D,(u)4
D,(4-B)=4-D,B)+D,(4)- B
D,(AxB)= 4xD,(B)+D,(A)x B

D,(4)=(D,4,, D,4,, D,A,) — dA = {d4, + jdA + kdA
Campo escalar y vectorial. Un campo es una regidn (porcion o parte) del espacio gue se
puede describir por una funcion escalar o vectorial en cada uno de sus puntos. Sea
r=1(x,y,z) un vector de posicion que define cada punto del espacio en el que

actua un campo. Un campo escalar o campo potencial = @(r) asigna un escalar a

cada punto del espacio (mmpo: escalares: temperatura, demz'dad), las SupCIﬁCiCS con & =cre,
se denominan eguzpotenciales. Un campo vectorial E = E(r) asigna un vector a cada
punto del espacio (mmpo: vectoriales: campo eléctrico, campo magnético, campo graw'tadaﬂa/), graficamente

los vectores que salen de la fuente campo se representan como /lineas de flujo con magnitud proporcional y

direccion igual al vector en ese punto. Un campo vectorial E en el espacio (R3), tiene
tres componentes (E1,Eo,Es), 57 cada componente es una funcion de & variables, se
dice que el campo es de clase C<. Por ejemplo E(x)y,z) es un campo cuyas
componentes son funciones de 3 variables x,y,z y es de dlase 3 (C3); E(t) es un

campo cuyas componentes son funciones de 1 variable ¢, y es de clase 1 (C).

Gradiente, derivada direccional, divergencia, laplaciano y rotacional. Se define
al operador nabla o del v como un vector de derivadas parciales < _(3/9x,5/5y.919:)-
Sea r=1(x,y,z) un vector de posicion, y @=o@) un campo escalar y E=E(r) un
campo vectorial. Bl gradiente g,0q0 —vao €S €l producto del operador nabla con la funcién
escalar y genera un vector cuyas componentes son las derivadas parciales de
D, el gradiente de un campo escalar, es un vector que representa tanto la magnitud como la direccién de la
méxima rapidez de incremento del campo. 1A derivada direccional de & en direccion del

vector unitario de E, es D,®=Vd-E. La divergencia es el producto punto del

operador nabla con una funcion vectorial givg =v . E , \a divergencia de un campo vectorial en un punto
dado puede considerarse como una medida del grado en que el campo diverge o emana de tal punto. El
Iaplaciano de un campo escalar &, es la divergencia del gradiente de @: v:e=v.vae

y es un escalar. El rotacional es el producto crug; del operador nabla con una funciin
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vectorial rotE =V x E , el rotacional de un campo vectorial en un punto dado puede considerarse como el

grado en que el campo gira alrededor de tal punto. En simbolos:

del =V = (a/ax,a/ay,a/&)z):fi+ji+ki
ox ~odx  ox

D =P(F) = P(x,y,2)
E=E() = E(x,),2)

20D

< campo escalar

« campo vectorial

, 0D

grad® =Vd =7 —+j—+ Eaag « gradiente
Iz

o ay
D,®=V®-E « derivada direccional
29, | O

divE =V-E =(3/9x,0/9y,d/3z)- (E,,E,,E,) = %+j—+ « divergencia
ox dy dz

I’P I’P  I*P

Ve=V.Vb= + + « laplaciano
dx dy Oz
i j k
rotE =VxE = 9 9 9 « rotacional
ox dy 0z
E E, E

Algunas identidades basicas del analisis vectorial se listan a continuacion:

V(f+8)=Vf+Vg  Vef =cVf
div(F +G) = div(F) +div(C)
div(f*G) = f*div(F)+F -Vf div(F xG) =G -rotF — F -rotG
rot(f*F)= f*rotF +VfxF rot(Vf)=0
VI(f*g)=f*Vig+g*V f+2Vf-Vg)
div(f*Vg—-g*Vf)= f*Vig—g*Vf

V(f*g)=Vg+gVf  V(//g)=(gVf-Vg)/ g’

rot(F + G) = rot(F) + rot(G)
div(rotF) =0

div(VfxVg)=0

Integrales dobles y triples. Sea ¢=f{x,y) una superficie elevada sobre el plano
XY hacia el eje Z*; S una regidn en el plano XY, limitada por dos rectas paralelas al
ge Y: x=x1, X=X tales que xo>x1Vy, y limitada por dos curvas )1(x), ¢2(x) tales
que $2(x)>01(x)Vy, entonces la integral doble de fsobre la regidn S representa el
volumen V' del sdlido, cuya altura es 2y su base es S, si f{x,9)=1 se obtiene el drea

A de la region S:

x262(x) x2[ 92(x)
v=|[[reonda= [ [feodvdc=[| [1xy)dy ldx
R x1¢1(x) x1| ¢1(x)
x2¢2(x) x2| 92(x)
A=([aa= | [dydx=[| [dy|dx
R x1¢1(x) x| @1(x)
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Consideremos una regidn W en el espacio, cuya densidad este dada por una
funcién f{x,5,z), entonces el volumen NV y la masa m de tal region estan dadas

pot la integral triple de f en la region S, en simbolos:
V= ”j dxdydz

m= Hj‘f(x,y,z)dxdydz

En general las integrales miltiples son integrales iteradas y cada integral es una
integral parcial, no importando el orden de integracion siempre que se tomen

los limites apropiadamente.

Elementos diferenciales vectoriales de longitud, area y volumen. Un desplazamiento
diferencial es el espacio es un vector cuyos componentes son desplazamientos

diferenciales a lo largo de los ejes coordenados 4f = (dx,dy,dz) - El drea normal
diferencial es un vector perpendicular al plano de dos elementos diferenciales de
longitud 4§ = (dydz,0,0) = (0, dydz,0) = (0,0, dxdz) = dsn - Bl volumen  diferencial es un

escalar gy = dxdydz -

Integral de trayectoria, linea y superficie. Las integrales que involucran la
suma de contribuciones que un campo escalar o vectorial provoca a lo largo
de una curva, a través de una superficie o en el interior de un volumen tienen
aplicaciones fisicas importantes. Una /nea es el contorno de una curva abierta
(a]isada o alisada por partes) o cervada (simple o no simple con nodos). Consideremos dos
puntos Py Q alo largo de una curva C y un campo escalar £=1(x.y0,2(¢) y un
campo vectorial E=E(E1,E2,E3) en el espacio donde se sitia tal curva (la linea
podria set una espira de alambre inmersa en un campo magnético emitido por dos magnetos ])emaﬂeﬂm). Se
define la integral de tayectoria como la suma de las contribuciones del campo
escalar f a lo largo de la curva C. Se define la integral de linea como Ja suma de los
componentes del campo a lo largo de la curva s g.qr desde P hasta Q. Si la curva es

cerrada se denota la integral por el simbolo § y se denomina circulacién del

campo. L integral de superficie de un campo vectorial que pasa a través de una
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supetficie S, es la cantidad neta de fluido que fluye a través de la superficie por unidad
de tiempo, es decir, la razdn de flujo: [[7-as-

Teoremas del calculo vectorial. El feorema de divergencia o de Gauss-Ostrogradsky,
establece que: ¢/ flujo neto del campo vectorial B que sale de la superficie cerrada S es

tgual a la integral de volumen de la divergencia del campo E:

§SE .dS :jyv EdV

El teorema de rotacional o teorema de Stokes establece que: la circulacion del campo
vectorial E alrededor de un contorno cerrado C es ignal a la integral del rotacional de E

sobre la superficie abierta S limitada por el contorno C:

ifCEdl":LVxE-dS

Electromagnetismo y las ecuaciones de Maxwell

Gran parte de la formalizacién matematica del calculo vectorial proviene de
los estudios que Maxwel/ hizo en la electricidad y el magnetismo para
tormular la #eoria electromagnética. Sus resultados se simplifican en 4 ecuaciones

a continuacién expuestas:

0B - 0B .
(@) VxE= -5, © §CE~d1 =—L§-ds « Ley de Faraday

oD " < (0D
0)  VxA=J+2"e fa-a :fy]-dS+L§-dS « Ley de Ampere
(¢) V- B=0¢ §SE’ -dS = 0 < Ley de Gauss Campo Magnético
(d) V-D=p& §SD -dS = J‘Vpdl/ « Ley de Gauss Campo Eléctrico

Donde:
E es la intensidad decampo eléctrico (V/m)
H es la intensidad de campo magnético (A/m)
B es la densidad de flujo magnético (T=Wb/m?)
D es la densidad de flujo eléctrico (C/m?)
J es la densidad de corriente (A/m?)
p es la densidad de carga (C/m3)

En (a) y (b) S es la superficie abierta limitada por el contorno cerrado C.
En (¢) y (d) I es el volumen limitado por la superficie cerrada S.
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Las ecuaciones de Maxwell junto con la ecuacion de conservacion de la carga y la
ecuacion de fuerza de Lorenty brindan una descripcién completa de todas las

iteraciones electromagnéticas clasicas:

vV-J= —a—p « conservacion de la carga

ot
F=q[E+vxB] « fuerza de Lorentz

Las densidades de flujo eléctrico D y magnético B se relacionan con las intensidades de

campo eléctrico By magnético H mediante la permitividad € y 1a permeabilidad |

- = 107
D=eE=ce,E & =8854x10" =10 (F/m)

36
B=uH =pu pu,H — 4, =4rx107 (H/m)
donde : £, < constante dieléctrica, M, < permeabilidad relativa
c=1//g,x u, « constante de la luz
La ecuacién (a) es un caso especial de la ley de induccion de Faraday, y
representa la fuerza electromotriz inducida (fem) en una espira cervada estacionaria
debida a una tasa de cambio de la densidad de flujo magnético respecto al
tiempo y se conoce como fem de transformacion. Si un conductor se mueve a
una velocidad v en un campo magnético B, se induce una fem conocida como fen
movimiento. La fem total inducida de una espira que se mueve en un campo magnético, es

la suma de la fem de transformacion y la fem de moviniento:

B .. . a
e=e +e, :—SE'dS+J'C(v><B)~dl

En términos del flujo magnético total que pasa a través de la espira 9, la ecuacion

anterior se escribe en forma compacta como:

e=-% 4 ¢9=[B-as

B Ejemplo 1.11. Una epira cuadrada (figura 1.1) con
lados de 10 cm (0.1 m) de longitud esta en un campo
magnético con variacion senoidal de zntensidad 100
A/my frecuencia de 50 MHz. El plano de la espita es

perpendicular a la direccién del campo magnético. Si

x
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se conecta un voltimetro en setie con la espira, ¢cudl es su lectura?

Solucién. Puesto que la espira es estacionatia, la fem inducida se debe a la few

de transformacion, considerando la permeabilidad del espacio libre Lo y sabiendo que

la lectura del voltimetro sera un valor s se tiene que:

H =100sin wra, [A/m] — B = p, A =100, sin ata, [T),
w=27f, f=50x10°

%—f =100x,wcos aa_ =100x 47 x1077 x 272 x50x10° cos ara,
@ =139,478.4cos wta.

ot :

dS = dxdya,

0.05 0.05
e=-39,478 4cos x| dx

—0.05 -0.05
e =—39,478 4 cos @ x[0.05+0.05]x[0.05 + 0.05] = —394.784 cos wr
394,784

=279.15|V L)
rms ﬁ [ ]

N

La ecuacion (b)) es la definicién matematica de la ley de Ampere. Establece
que /a integral de linea de la intensidad de campo magnético alrededor de un ciclo cerrado
es qgual a la corriente total encerrada. La corriente total es la suma de la corviente de
conduecion I. y la corriente de desplazamiento I. En un conductor por el que fluye

corriente a bajas frecuencias, la corriente de desplazamiento es minima.
I=1,+1,=[J-dS+] 9D s

¢ s s ot
La ley de fuerza de Ampere establece que #n conductor por el que circula una
corriente I inmerso en un canpo magnético B, recibe una fuerza dada por:
F=[1dlxB

C
De esta manera para el trozo de conductor de longitud 2b mostrado en la

figura 1.2, portador de una corriente 7, situado en un campo magnético B,

siente una fuerza en la direccién —x y esta dada por:

F=[1dlxB =] IBiz(a,xa,)=1Bb+b)-a,)=-21Bba,[N]

Figura 1.2 Fuerza en un conductor
que conduce una corriente / en un

campo magnético uniforme B
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Consideremos la espira de alambre mostrada en t

la figura 1.3, con 2 lados de longitud L (paralelos O

al ¢je X) y dos lados de longitud W, y teniendo
capacidad para girar libremente, inmersa en un K

campo magnético constante B en direccién Z; sea a,

el vector unitario normal a su superficie; sea I la

corviente gue circnla en su interior. Cuando 0 es el

iF.
angulo que forma a, con el vector de campo B 1
’

la fuerza que sienten los lados L; y Lz de la i

espira esta dada por: .y

angulo 0

F,=F,=-BILa,

De esta manera los pares tXF ejercidos sobre los conductores Li y Lo

generan un par total en la espira que esta dada por:

T, =T,=BIL(W/2)sin6a,, T =Bldsin6a, <  A=LW

La anterior es la ecuacion fundamental que rige el desarrollo del par en todas las

maquinas eléctricas, para N espiras se tiene: 7 = BIAN sin éa, -

Transformacion de sistemas coordenados

Las coordenadas de un punto P, en los tres sistemas ortogonales de mayor uso en
la ingenietfa son: rectangular (R) P(x,y,z), cilindrico (C) P(p,0,2) y esférico (E)
P(t,0,0). Los wvectores unitarios (ai,azas), de los 3 sistemas son: rectangular
(ax,ay,a,), cilindrico (ap,a9,a,) v esférico (ar,ag,ae), tienen magnitud unitaria, y su
direccion es la de los ejes coordenados positivos del sistema; mediante estos

el vector A con origen O(0,0,0) de componentes (A1,A2,A3), se representa
por: A=Aja;+A1a1+Aar.
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\ rectangular  (x,y,z)
\ cilindrico (p,0,2)

esférico (1,0,0)

P v

X

Figura 3.4 Sistemas coordenados ortogonales (rectangular, cilindrico y esférico)

Las relaciones entre las coordenadas de los sistemas se obtienen directamente
de la figura 1.4 aplicando las funciones trigonométricas correspondientes y el

teorema de Pitdgoras. Por ejemplo:

1Y

B z ,
r=x’+y? otnd=2 s0=tan"' L > p=ifxl+y2+22 <> cosp=" - $=cos”
X X P

z
P
Las componentes de A en el sistema coordenado de vectores unitarios {b1,b2,bs} se
pueden hallar mediante la siguiente relacion de transformacion:

B, bira; bya; by-ap | 4

| =|biray byray byea, | 4,
3 by-ay by-ay bs-a, | 4,

% %

La ecuacién de transformacién anterior puede escribirse matricialmente
como B=MA, siendo A y B vectores columna de las componentes, y M la matriz de
los productos escalares de los vectores unitarios, obsérvese que A=M-'B. El listado
siguiente proporciona las ecuaciones matriciales de transformacion coordenada para la

conversion entre los 3 sistemas expuestos.
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[4,] [cos® sing O 4,
C«R |A4,|=|-sin@ cosé 0|4,
4] | o 0 14
(4, [cos® -sin@ O] 4,
R«C |4, |=|sin@ cosd 0|4,
4] | o 0 14
(4,7 [ singcos® singsin® cosg |4,
E«R |4,|=|—cosgcos® cosgsin® -—sing| A4,
| 4y | —sing@ cos @ 0 A,
[4,] [singcosé cosgcosd —sind| 4,
R« E |4, |=|singsind cosgsind cosb | 4,
| 4. | cosd —sin¢@ 0 4,
7Ap7 [sin ¢ 0 cosg | A,
E«C | 4,|=|cos¢ 0 —sing || 4,
| 4y | |cos@ -—sing 0 A,
(4,7 [sing cosg 04,
CeE |4,]=| 0 0 1]4,
| 4. | |cos¢ —sing 0] 4,

Transformacion fasorial

La trasformacion fasorial se aplica Gnicamente a ondas siusoidales (coseno o seno) y
da como resultado una notacidn de variable compleja, facilmente manejable
mediante algebra lineal. La transformacion fasorial se emplea ampliamente en sistemas
eléctricos debido a que la energia eléctrica se gemera y transmite en forma de onda
sinusoidal, 1a frecuencia tipica en México es de f=60 Hz (0=2nf=27*60 =377
rad/s) .

La transformacioén fasorial se basa en la identidad de Euler, obtenida por

observacion de series de Maclanrin de las funciones seno, coseno 'y exponencial:
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2 4 6 oo 2k
cos(9)=1—9—+9——9—+...=Z(—1)" 4
2 4 6 “= (2k)!
3 5 7 oo 2k+1
sin(a)=€—9—+€——€—+...=Z(—1)" o
357 pr Qk+1)!

93 95 97 ™ B 02/(+]
sin@) =00+ iy =Y
Jsin@)=jo=j =+ i JZ;,( ) D

2 3 4 oo k
e’=1+9+9—+€—+€—+...= L
200 3 4 = k!
6’ e* o
]07 . _Zz ;v Yz
e’ =1+ j6 2 j3!+4!+...

La obsetvacion de que la funcién e’ equivale a la suma de las funciones cos(6)

y jsin6, condujo a Euler a la siguiente relacion conocida como identidad de
Euler.

e’’ =cos@+ jsinh < e/’ =cosf— jsinf

De las relaciones anteriores se obtiene la forma exponencial compleja para

las funciones seno y coseno:

e’ =cos@+ jsin@ e’ =cos@+ jsin@
+e7? =cos@— jsinf —e7? =—cosf+ jsin@
e’ +e’? =2cosf e/’ —e? =2jsin@
=cosf=1(e" +e7%) =sinf=4(e" —e7)

Valor medio cuadratico de la funcién senoidal

Una funcion senvidal (seno o coseno) de frecuencia angnlar W=21/T y de periodo
T=27/®, alterna su sentido cada T/2 segundos (con f=60Hz, T=1/f=16.67
m5); puesto que la funcion es simétrica, el valor promedio de la funcién es cero.
Una alternativa al valor promedio de la funcién senoidal, es el valor medio

cuadritico 1ms (root mean square) o valor eficaz, definido por:

i(t)=1,, cos(at+¢)

I, = \/ ! Iizdz = \/lj[lm cos(ax +@)[ dt

?o Ty

La evaluacién de la integral resulta facil empleando identidades trigonomeétricas:
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cos? (@t + ¢) = L [1 + cosax +2¢)]
sen(nz + @) =sen(d) ne { *}

2/ @ 12 27/ o
1,.= L 12, L1+ cosQar + 2¢)de = | e 1 [[1+cosax + 29}t
i@ rlw2

2r/ @

2 0

0

1 2zl 1
I, =m @ j[1 +cosar +2¢)Jdr = m= @ [x +L sen(2ax + zm}
’ T 2 \z 2w

L. |27 1 1. (o2 1 NS
o o=tme TR L (sen(4m +20) — sen(2¢)) | = e [T 22 ZIma 5 o T8 max w707
o=t 2 L ot 20-sno)| o[22 o 3B Lo g0,

Transformacion fasorial

La transformacion fasorial consiste en representar una funcion cosenoidal en el
dominio del tiempo i(t), de amplitnd lwax, periodo T, dngulo de fase O, y frecuencia
angilar O=2T/'T, como un nimero complejo en su forma polar L(W), el cual se
dice que esta en dominio de la frecuencia. Es decit, la transformacion fasorial

transforma una funcion senoidal en una funcion exponencial compleja (cuya base es la
identidad de Euler):

i(t)y=1,, cos(ax+®)=>T=1,2¢

rms

1, =tm 07077

rms ﬁ

La transformacion fasorial inversa consiste en dado un fasor de frecuencia angular ©,

valor efectivo o valor medio cnadritico Lims, dngulo de fase ¢ expresatlo en el dominio

del tiempo #(#), como una funcién cosenoidal:
I=1,20=i(t)=1,, cos(@t +9)
]max = ﬁlrms = 1 '4]411‘ms

Si la funcién esta expresada en términos de la funcién senoidal es facil

convertirla en funcién cosenoidal, recordando las siguientes identidades

trigonométricas:
sin(-8) =—sin(6)  sin(z/2+6) = cos(6) y cos(-0)=cos(d)  cos(z/2-6)=sin(6)
sin(@+7/2)=cos(8)  sin(@—/2) =—cos() cos(@—7x/2)=sin(d)  cos(w/2+8)=—sin(0)
sin(7 — 6) = sin(6) sin(@ — ) = —sin(0) cos( —6) =—cos(8) cos(6 — ) =—cos(8)
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Una vez transformado en fasor, el nimero complejo resultante obedece a todas las leyes y
principios de niimeros complejos ordinarios. Por lo antes dicho es facil obtener la
representacion fasorial para la derivada e integral de la funcion cosenoidal, como se

muestra a continuacion:

i=1 cos(at+¢@)—>T=1
di d(l. (jor+g) )
j; _ ( »ms;t ) — jw]rm.ve(lm+¢)) N ja)l

— (jax+¢)
29=1,.¢

rms

Zp=al,, Lp+90°

rms

_ I elia+®
ide =[ 1m0 gy =T,

: Lgzo=—j i1, co=L1, 29000
jo o ) o

rms

Transformacion fasorial en circuitos eléctricos de
corriente alterna

La aplicacion mads extendida de los fasores es R L c

en circuitos eléctricos sujetos a funciones de

excitacion  senoidales, conocidos como
v(t)=Vmcos(ot+d)
circuitos de corviente alterna ca. Considérese
el crewito RILC serie, mostrado en la — —
figura 1.5. Hallar el modelo del circuito Figura 3.5 Circuito RLC seriec
y obtener su solucion.

Aplicando la LVK a la malla y la convencién pasiva de los signos se tiene la

siguiente ecuacion diferencial, cuya primitiva /(7), es su solucion:
-V, cos(ax+a)+Ri+L@+ljidt =0
d C

Considerando que la funcién de excitaciéon es senoidal #(Z), y el circuito es
lineal, entonces se espera una respuesta Z(?) senoidal, de esta forma aplicando

transformacion fasorial a la ecuacion diferencial obtenida, resulta en:
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L9 ide s Ri=V cos(@+a)— joLl, ZB+——1 /B+RI, /B=V, sa
dt C ’ joC ’ ’
1.2B*(j@L-V )+R)=V, Lam1, 2p=— 1 v ‘a
R+ j(@l-Y )
Lyif=- v, za="m 2a-0)
KZ6 K

donde :

K=[R+(@-V )

0= arctan[(wL _%)C)/R]

Aplicando la transformacion fasorial inversa, resulta:

cos(ax +a—0)

rms

i(f) = % v,

Al aplicar la transformacion fasorial a los circuitos eléctricos con fuentes de
excitacion senoidal (corviente alterna senoidal), el analisis se simplifica del manejo
de ecuaciones integrodiferenciales al manejo de expresiones con nimeros
complejos. El trabajo se simplifica atn mas al aplicar la &y de obm fasorial, a
los bloques funcionales eléctricos pasivos (resistor, inductor 'y capacitor)

sometidos a voltajes y corrientes fasoriales:
V= V£, I= 1,28
V=Ri= V=R 5T =27

v:Lﬂ:V:ja)LT%T:—jLV: V. Za-7x/2)
dt wl

L
o

vzéjidt:V:jLwCT:—jéTaT:ijV:wCsz(am/z)
De las ecuaciones anteriores se tiene para los elementos pasivos que: en el
resistor, la corviente y voltaje estan en fase; en el inductor la corviente esta 90° (7t/2
rad) atrasada respecto al voltaje; en el capacitor la corriente esti 90° (7t/2 rad)

adelantada respecto al voltage.

En términos fasoriales, se denomina impedancia (Z) a la razén del voltaje
fasorial (V) a la corriente fasorial (), es un numero complejo cuya parte real
es la resistencia (K) y cuya parte imaginaria es la reactancia (X), que puede ser

reactancia inductiva (X1) o reactancia capacitiva (Xc). El inverso de la impedancia
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se denomina admitancia (Y), su parte real es la conductancia (G) y su parte
compleja la susceptancia (B). Tanto la impedancia, como la admitancia no son

fasores, son nimeros complejos puros:

o 4
V=2T—>272==
CATT
Z=R+jX., X,=al=2qL, X,= =1
~ ‘ ’ ‘T wC 24C
7
T=¥0 V==
e 175
YoG4jpoto ! 1£0 =(VR +x7 ) tan b/ a)

2 R+jX R*+x*Zltan™ b/a)
Para efectos de calculo, la reactancia inductiva y la reactancia capacitiva pueden
transformarse en impedancias complejas de la siguiente manera:

= jX, = joL = j27fL = @L.90°

Z,
Z.=-jX. :—jiz—jiziz—%"
oC 279C aC

El equivalente de n zmpedancias conectadas en serie estd dado por:
Zeq = ZZk = sz +jZXk

k=1 k=1 k=1
El equivalente de n admitancias conectadas en paralelo esta dado por:
qu :ZYk = sz +szk

k=1 k=1 k=1

Resonancia

Se dice que un circuito de ca RLC en serie o en paralelo, estd en resonancia a
una frecuencia de resonancia fr, cuando la reactancia inductiva (Xr) es igual a la

reactancia capacitiva (Xc). En resonancia la amplitud de la corriente es maxima y

se define Ot como la frecuencia neperiana o coeficiente de amortiguamiento exponencial.

1 1

1 , 1 .
X, =X, —20Ll=-—>0LC=lD50="7—=f =—F7—, a
Lmae oC JLc I 27-JLC 2RC
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Potencia v factor de potencia

La potencia compleja (S) de un elemento en circuito de ca, es el producto del
voltaje fasorial de sus terminales (V), por el conjugado complejo de la corriente
fasorial (I*) que circula por el elemento. Su parte real se llama potencia promedio
o potencia real (P), se mide en watts (W), su parte imaginaria se llama potencia
reactiva (Q), se mide en volts amperes reactivos (VAR), la magnitud de la potencia
compleja se denomina potencia aparente (S), se mide en volts amperes (VA). El

coseno del angulo entre el fasor de voltaje y corriente se denomina factor de

potencia FP=cos(6).

SeaV =V, za, T=1,28

rms rms

S=vrx=v, za*l, /-B=V, 1. Za-pB)

rms rms™ rms

§ =P+ jO=|8cos(d) + jiS sin(6)
P=|Scos@).  Q=|Ssin@®) —>|S=V,,1,, =P’ +0
Sid=a-p

P

FP =cos() =cos(ax— ff) = — — ‘S" = % < 0 =arccos(FP)

N

~ 8= ‘S‘LH = il Zarccos(FP)
FP

Cuando el fasor cotriente adelanta el voltaje (B>0) se dice que el factor de

potencia esta adelantado, en caso contrario (B<), se dice que el factor de potencia
esta atrasado. Cualquier decremento en el FP aumenta la corriente para la
misma potencia activa, esto provoca mayores pérdidas por efecto Joule en los

conductores eléctricos.

Por el principio de conservacion de energia se puede establecer el principio de las
potencias parciales: “la potencia compleja entregada a varias cargas interconectadas es la
suma de las potencias complejas entregadas a cada una de las cargas individuales,

independientemente de como estén conectadas (serie o paralelo)”.

Correccion del factor de potencia

Para evitar pérdidas por 6f€[f0 ]0%/6’ (disipaci(’)n de calor en los resistores) el factor de
potencia debe ser cercano a la unidad. El Reglamento para el Suministro de

Energia Eléctrica, establece que el consumidor esta obligado a mantener un factor de
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potencia tan cercano a la unidad como sea posible. Existe una multa por factor de
potencia menor a 0.85, los valores deseables son de 0.90 y 0.95. Como se
puede prever ¢ factor de potencia se corrige conectando capacitores en paralelo con la

carga inductiva, con la intencién de que el voltaje de la carga no varie.

La correccién del FP se puede plantear como sigue: se tiene una carga
inductivo-resistiva conectada a la linea de woltaje 17, consumiendo una potencia
activa P, trabajando a un factor de potencia FP1, se desea aumentar el factor de
potencia hasta FP», conectando una carga capacitiva en paralelo. Determinar

la potencia reactiva del capacitor (Qc) y su capacitancia (C).

La solucién se obtiene del siguiente razonamiento: el incremento del factor de
potencia desde FP1 hasta FP» mediante la conexién en paralelo de una carga
capacitiva de capacitanda C, provocara que la potencia reactiva disminuya desde
Q1 hasta Q2, reduciendo el dngulo de fase desde 01 hasta 02, sin alterar el voltaje

de linea 1y la potencia activa P consumida por la parte resistiva de la carga:

P Q siné@

FP=cos0, S= =———>0=P——=Ptan8
cos@ sinf cosé
P
6, =arccos(FR), 0, = Ptan(6,), S, :Fipl
P

6, =arccos(FP,), 0, = Ptan(8,), S, = TIDZ
0:.=0,-0,= P[tan(cos'1 (FP)) - tan(cos™ (FP,)) ]

v? y: o 1
Q(‘ :7—>XC ===

X 0. aC 29C

1 o

C Oc para f = 60Hz — C = O _ P[tan(cos (FP))-tan(cos™ (FP,)) ]

Toav? 3777 37702

W Ejemplo 1.12. Cierta catga toma una cortiente de 10 A con un factor de
potencia de 0.5 en atraso desde una fuente de 120 V y 60 Hz. Calcule el

tamafio del capacitor para corregir el factor de potencia hasta 0.8.

Solucién. Primero se calcula la potencia activa consumida a partir de la
corriente y el voltaje, después se sustituyen los valores en la férmula antes

obtenida:
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P = VIcosd = VI x FP=120x10x 0.5 = 600/
C= P[tan(cos’1 (FB))-tan(cos™ (FP,)) ]
37702
_ 600[tan(cos™ (0.5)) - tan(cos™ (0.8)) |
3771207

1.0853x107* F =108.53uF &

Transformacion de fuentes de ca

Leyes de circuitos. Una red e¢léctrica de cualquier complejidad operando en
estado estacionario sinusoidal (ca) a bajas frecuencias, se puede representar
[fasorialmente por un conjunto de elementos activos (fuentes de voltaje y corriente) y
elementos pasivos (impedancias). Los puntos donde 2 o mas elementos tienen una
conexcion comsin de denominan nodos, barras o buses. Un lazo es una trayectoria
cerrada, una malla es un lazo que no aloja ningin otro lazo. Bl andlisis de
circuitos eléctricos lineales se sustenta en dos leyes de conservacion (LVK, 1.CK), e/
principio de superposicion (PS) y dos teoremas de transformacion (TT, TN). Ley de voltajes
de Kirchhoff (LVK): “en una malla la suma de voltajes es igual a cero”. Ley de cortientes
de Kirchhoff (LCK): “en un nodo la suma de corrientes es ignal a cero”; estas leyes
expresan la conservacion de la energia y la conservacion de la carga respectivamente.
La polaridad de voltaje y circulacion de corriente en los elementos de circuito se basa
en la convencion ])d.fi%l de los J‘Z;gﬂm‘ (en las fuentes de voltaje la corriente circula de —a +, en las
impedancias de + a -). Se dice que una red estd muerta o en estado pasivo cuando no
actia ninguna fuente de voltaje o corriente; es decir, las fuentes de corriente se

reemplacen por circuito abierto, y las fuentes de voltaje por cortocircuito.

Z”:I V, =0 < Ley de voltajes de Kirchhoff

.
> I, =0« Leydecorrientesde Kirchhoff

Principio de superposicion y transformacion de fuentes. En estado estable es
posible aplicar el principio de superposicion (PS), donde las funciones de excitacion son
las fuentes de corriente y voltaje, actuando una a la vez; la respuesta total, es la suma
de las respuestas parciales. Una impedancia Z, se transforma en una admitancia
Y=1/Z, ¢ inversamente Z=1/Y. Una fuente de voltaje NV, en serie con nna

impedancia L, se transforma en una fuente de corriente 1=V /'L, en paralelo con la misma
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impedancia. Una fuente de corriente 1, en paralelo con una impedancia Z, se transforma

en una fuente de voltaje V=21, en serie con la misma impedancia.

Teoremas de circuitos. Cuando solamente interesa conocer la respuesta en
un elemento del circuito, se reemplaza el circuito de poco interés por un
equivalente, esto se sustenta en dos teoremas: teorema de Thévenin (TT): “foda red
activa lineal de dos terminales a-b, equivale a la conexion en serie de una fuente de voltaje
Y una impedancia; la fuente de voltaje suministra un voltaje ignal al existente entre las
terminales de la red original en circuito abierto y la impedancia, es la impedancia
equivalente de la red muerta vista desde las terminales a-b”; teotema de Norton (TN):
“toda red activa lineal de dos terminales a-b, equivale a la conexion en paralelo de una
fuente de corriente y una impedancia; la fuente de corviente suministra la corviente ignal a
la corriente que suministraria la red original cuando las terminales a-b estin en
cortocirenito, la impedancia, es la impedancia equivalente de la red muerta vista desde las

terminales a-b .

z:zl V, =V, < Principio de superposicién

Z:=1 I, =0« Leyde corrientes de Kirchhoff

Divisi6én de voltaje. Consideremos un conjunto de # wmpedancias conectadas en
serie cuyo voltaje total en sus terminales es V1, y cuya impedancia equivalente es Zr,

entonces el voltaje en la k-sima impedancia Zx, es una fraccidn del voltaje total:

Vk :(Zk/zr)'VT

Divisi6én de corriente. Supongamos que una corriente It alimenta un nodo al
que se conectan #z admitancias en paralelo, cuya admitancia equivalente es Yt
entonces la corriente que fluye por la rama que contiene la k-ésima admitancia Y

es una fraccion de la corriente total:

fk :(Yk/)?r)'ir

Analisis de nodos. Considere un cireuito de ca con n nodos operando en estado
estable, con fuentes de tension expresadas fasorialmente E; e impedancias Z;. El
andlisis sistemdtico de nodos consiste en hallar los voltajes en cada nodo respecto de un

nodo de referencia (designado cominmente como #erra) y se realiza como sigue:
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(1) Tomar un nodo de referencia y asignatle 0, numerar los nodos, entonces
el voltaje fasorial del i-ésimo nodo respecto al nodo de referencia es Vi. (2)
Transformar las fuentes de voltaje en serie con una impedancia, en fuente de
corriente I en paralelo con una impedancia, transformar todas las
impedancias en adwmitancias Yi. (3) Esctibir las ecuaciones nodales matriciales de la
red de la forma (Yi)na(Via=)n; donde (Yj) es la matriz de admitancias
nodal, y sus términos de la diagonal principal Yy (antoadmitancia o admitancia de
excitacion) son la suma de las admitancias conectadas al nodo k, los demas términos
Y (admitancia mutua o de transferencia) son el negativo de las admitancias conectadas
entre los nodos 1y j (). Puesto que Y=Y, la matriz de admitancias es simétrica. (3)

Entonces el vector de voltajes nodales esta dado por: (V)= (Y3)'(I)

Analisis de mallas. Es el dual del andlisis de nodos y sistema matricial
formado tiene la forma (Zj)nxn(Ii)a=(Vi)n, las impedancias Zy son la suma de
las impedancias alrededor de la malla k, mientras que Zj es la impedancia

entra las mallas 1y j. El vector de corrientes de malla esta dado por: (I)= (Zi)'(V;).

Transformacion delta y estrella

Cuando los voltajes y corrientes se expresan fasorialmente se supone que
implicitamente la magnitud que acompafa al fasor es un valor medio cuadritico

0 valor efectivo, como se ha expuesto; es decir:

V. =vi0esV=V, =V, /2

rms max

Circuitos trifasicos

Los circuitos eléctricos pueden ser monofdsicos o polifisicos (bifdsicos, trifdsicos,
tetrafdsicos etc.) segun tengan una o mas de una fase. Las fuentes polifisicas se
forman conectando fuentes simples en configuraciones especiales, el nzimero de
fases es ignal al nimero de fuentes. Son de especial interés por su amplio uso los
cirenitos trifdsicos que constan de fuentes trifdsicas y cargas trifasicas en configuracion

estrella (Y) o delta (A) existiendo las siguientes posibilidades fuente-carga: Y-Y,
Y-A, A-Y, A-A
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Fuentes y cargas trifasicas. Una fuente trifisica es la conexioén de 3 fuentes que
cumplen dos condiciones: a) ¢/ voltaje eficaz V" (N=Vims=Vmax/N2) de cada fuente
es el mismo; b) el voltaje en cada fuente esta 120° fuera de fase respecto a las otras dos.
La conexién trifasica puede realizarse en Y o A. Cada fuente se designa como
una fase y se representa por una letra 4, b o ¢ el voltaje medido entre la
terminal positiva de cada fuente y el neutro, se denomina volfaje de fase; el
voltaje medido entre dos fases se denomina voltaje de linea; la corriente que
fluye a través de una fuente se denomina corviente de fase y la corriente que
fluye por una linea se llama corriente de linea. Se tienen dos secuencias de fase:
positiva o abe'y negativa o cba. La secuencia positiva (figura 1.6a) se distingue por
que el voltaje de la fase a adelanta 120° el de la fase b y este a su vez adelanta
120° el de la fase ¢, es decit: ZLv,>2Lvi,>ZLve. La secuencia negativa (figura 1.6b) se
distingue por que el voltaje de la fase a se atrasa en 120° respecto al de la fase
by este a su vez se atrasa en 120° respecto al de la fase b; es decir:
Lv>Lvp>Lv,; en ambas secuencias los angulos medidos en sentido horario
son positivos y en sentido antihorario negativos. En lo sucesivo se trabajara

con la secuencia de fases positiva.

Ven=Vp£120° Vp£120°

Vp-voltaje de
fase rms

Vp=voltaje de
fase ms

Figura 3.6 Fasores trifasicos de voltaje con secuencia de fases (a) positiva y (b) negativa

Vbn=)
Van=Vp£0°

@ ®)

Vbn=Vp£240° Ven=Vp£240°

En la configuracion estrella el punto comsin se designa por # (neutro) y generalmente
se aterriza (conexion a potencial 0); los voltajes de fase o voltajes al nentro se designan

PO Van, Vbn ¥ Ven O simplemente va, Vi, v Ve e la conexion Y el voltaje de linea

adelanta en 30° el voltaje de fase y lo multiplica por V3; es decir:
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V,= NER 4 — Magnitud del voltajede linea
V., =VZL0 V,, =V£—-120 V., =v/120

V=V, =V, =3V£30=7,230
P, =V, =V, =~3V£-90=V,2-90
V=V, =V, = 302150=V,2150

T, :TaA TanTbB T, :ch A Tna+Tnb+Tnc:0

ne

En la confignracion delta no existe punto comun a las tres fases y tampoco hay
presencia de neutro; en la conexiin A la corviente de linea se atrasa en 30° respecto a

la de fase y la multiplica por V3; es decir:

V,=Vs0 7, =VZ-120 V7, =VA20 « V,+7, +V, =0

ab c ca

[,=3-1 — Magnitud de la corriente de linea

T, =1,£¢=-/3-12/¢ « Corrientede la fase 'ba’

ba

T,=T,-T,=\3T,,2-30=314¢-30)=1,£(¢-30)

ThB = 1/4(¢_ 150)
T..=1,£(¢+90)

c

Las cargas trifasicas (motores, transformadores...) pueden conectarse en A o Y,
resulta conveniente balancear las cargas trifdsicas y mantener impedancias de
igual magnitud por fase con el objeto de utilizar conductores de igual calibre

para las lineas de transmision, subtransmision, distribucién o utilizacién.

Analisis de circuitos trifasicos. El analisis de

circuitos trifasicos con cargas balanceadas en a |

linea de

configuracién Y-Y, con neutros unidos se lleva anemisiotn

a cabo por fase (figura 1.7), la unién de los

neutros mediante un hilo conductor de

N

|
|
|
|
|
|
|
|
| Carga

impedancia cero no afecta el circuito. En el fuente
circuito Y-Y es suficiente el analisis de la fase a, Figura 1.7 Circuito por fase
de manera que las fases b y ¢ se deducen de los
resultados de esta. Sea Z; el equivalente serie de

las impedancias de linea y carga, entonces:
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222,42 7,=Y 7

linea ad Z inea
s

= ZlineaT ad Vcarga = anrgaTaA

carga +

Para las configuraciones que involucran A en el lado de la fuente o de la
carga es necesario realizar transformaciones iniciales para el cilculo de las
corrientes de linea; después se lleva el circuito a su forma original y se

calculan los voltajes, las potencias y corrientes necesarias. Fuentes y cargas

balanceadas pueden transformarse de A a Y y viceversa mediante:

A
NE]

zy=%H2A=3zy

V= e, =3,

W Ejemplo 1.13. Una fuente trifisica balanceada (figura 1.8) de 707 V y 60Hz,
conectada en Y, alimenta a una carga equilibrada conectada en A por medio de
una linea de transmisiéon de 3 hilos de 100 km de longitud, la impedancia de
cada hilo de la linea de transmisién es de 1+j2Q. La impedancia de la carga
por fase es 177-j246€2. Si la secuencia de fases es positiva, determinar las

corrientes de linea y de fase, la potencia absorbida por la carga y la potencia

disipada por la linea de transmisién. Vap

1 2

Vas, lan Vea, lea

500£120°

Vi, Inc

Figura 3.8 Circuito trifisico en conexiéon Y-A
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Soluciéon. Primero se expresa el woltaje de cada fuente como fasor, luego se
transforma la carga A en carga Y, se procede a calcular la impedancia total, suma de
la impedancia de la linea y la impedancia de carga, entonces se calcula la corriente de
linea para el sistema monofdsico resultante de la fase a y se determinan las restantes
corrientes. Luego se determina la corriente de fase en A a partir de la
cotriente de linea mediante 7 -7 x(1//3).30, asi mismo los voltajes de fase.
La potencia disipada por fase es la potencia real y la potencia total de la carga

es 3 veces la de una fase; de igual forma se calcula la potencia disipada en la

linea, en simbolos:

V= 797 49=500.20 < Voltaje de fase rms
V2
Z _ 3
Z,= 3A :%:59—]82 « Conversiéncarga AaY

2,=2,+2, =(1+ j2)+ (59— j82) =60 — j80=100£ —53.13

Jp=cos(f,)=cos(-53.13) = 0.6 (adelantado)

v

;== =ﬂ=5453.13<—C0rrientedelineaenYfasea
Z, 100£-53.13

T,=5453.13

T, =52(53.13-120)=5/-66.87

n

T, =5/(—66.87-120)=5/-186.87=5/173.13

-~ 1,230 5.53.13230

I,,="" =2.887£83.13 «— Corrienteen la carga ABen A
“= 5 7 ¢

T, =2.887£(83.13-120)=2.887£—36.87

Ty =2.887£(~36.87-120)==2.887£ —156.87

Vi=T,7,,,=2887,83.13x[177 — j246]=874.93£28.87 < Voltajede cargaen A
V.. =874.93/(28.87-120)=874.93/-93.13
7, =874.932(93.13—120)=874.93£148.87

P,, =I%.45 x177=1475.25 < Potencia real de cargaen A
P, =3%xP, =3x147525=4425.75

Carga
P, =3xI* Xx1=3x5"x1=75

P, P + Pinea =4425.75+75=4500.75 -

total — * carga linea
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Medicién de la potencia. La potencia en un creuito monofisico de ¢d es el
producto del voltaje por la corriente en la fuente o carga en cuestién, en un
cirenito monofdsico de ca la potencia activa o real es el producto de los valores
efectivos de voltaje y corriente; en el campo se emplea un vatimetro de dos
bobinas: bobina de corriente y bobina de potencial para medir ambos, su lectura es

la potencia activa del circuito y se calcula por:

P=V_I__cos@=Re[lT*]

rms” rms

La potencia de un circuito trifasico Y-Y de 4 hilos (con hilo neutro) figura 1.9a, se
obtiene conectando 3 vatimetros entre cada fase y el neutro; entonces la

potencia total es la suma de las tres lecturas y se calcula por:
P=R+P+P  PR=Rell,I,Y] P=Rell,1,*] P=Rell, I+ (116)

an” ad

Sila carga esta balanceada la lectura serda P=3XP:.

: W
a sl 4
HO0
+ £l A
Vi,
_ |
Hilo neutro
7

Fuente
trifdsica

W,

B Carga.
trifisica

£

Figura 3.9 Medicién de potencia en circuitos trifasicos (a) de 4 hilos; (b) de 3 hilos

Para un cireuito trifasico de 3 hilos (que involucra una A en la fuente y/o en la
carga) figura 1.9b, no se dispone de hilo neutro; en tal caso la potencia se
mide con dos vatimetros y la potencia total es la suma algebraica de las

lecturas en ambos.

ac” ad
P, =Re[7, T,,*] = Re|(x/3V'2 ~90)(1.£ ~ 6 +120)] = /30T cos(30 - )
P =P+ P, =3VIx[cos(30 +6) +cos(30 — )| =/3V,1, cos 0

B =Re[V7, T, *|=Re|(/3V.L - 30) (1L~ 6)|= 37T cos(30+6)
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Transformacion unidad

En los sistemas eléctricos de potencia donde se trabajan valores del orden de los
kV y MVA resulta atil para efectos de cilculo y mas informativo expresar las
cantidades eléctricas como razones de sus cantidades bases eliminando asf el
uso de unidades, una cantidad por unidad se define por:

Cantidad real

Cantidad por unidad= ———
Cantidad base

E/l voltaje 'V, la corriente I, la potencia S y la impedancia Z, se relacionan entre si de
manera tal que la seleccion de los valores base para dos de ellos determina los valores base
de los dos restantes. Bl uso de valores por unidad simplifican el circuito equivalente del
transformador, de tal forma que las tensiones, las corrientes, las impedancias y las
admitancias externas expresadas por unidad, no cambian cuando se refieren de uno de los

lados del transformador hacia el otro.

Transformacién por unidad en circuitos ca

Para los circuitos de ca monofisicos (1) o trifdsicos (3¢) las siguientes cantidades
por unidad se definen de igual manera, considerando que en un circuito 1¢
el voltaje y la potencia son de fase; mientras que en un circuito 3¢, el voltaje

es linea a linea y la potencia es trifasica, P33 =3P14:

voltajereal u= corrientereal
voltajebase, Vb P corrientebase, Ib
voltajebase, Vb VApuz VA real

VAbase= - = ,
corriente base, Ib VA base

Zreal=Zpu Vb
Ib

La impedancia por unidad para un circuito 1¢p y para un circuito 3¢ se

definen por:

impedanciareal,Z Ib-Z 1b-Z
impedanciabase,Zb Ib-Zb Vb

Sb,,Z
Zpu3¢:i

2
LL

Zpulg=
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Para cambiar un valor de impedancia por unidad Zpu; con valores base Vb
y Sbi a nuevos valores base de voltaje y potencia Vb y Sbz se emplea la

siguiente relacion de transformacion:

2
(3] (3)
2 1

A Ejemplo 1.14. Para el circuito 1¢ de 3 zonas mostrado en la figura 310,
dividido por dos transformadores Ti y T2, cuyas capacidades nominales se
muestran, y usando valores base de 30kVA y 240 V en la zona 1, dibujar en
circuito por unidad y determinar la corriente de la carga. Para los
transformadores, las resistencias de los devanados y las ramas de admitancia en

derivacion se desprecian.

Solucién. (1) La potencia base para toda la red es la misma Sb=30 kVA; (2) se
determinan los voltajes base en cada zona, sabiendo que Vbi=240 V y
conociendo las relaciones de transformacion; (3) se determinan las
impedancias base; (4) se expresan las reactancias pu de los transformadores
en los valores base del sistema; (5) se determinan las impedancias pu de las
lineas de transmision; (6) se determinan los valores del circuito necesatios (el

circuito con valores por unidad se muestra en la figura 1.11):

Zona 1 Zona 2 Zona 3 '

1
]
V, = 220/0° volts | i

'J—G_i% E 3 j’—% E"—‘W\'—\M,u——h'

T Kinea = 2 Q T, Ziaga=08+,020
30 kVA 20 kVA
240/480 volts 460/115 volts
Xeq = 0.10 p.u. Xea = 0.10 p.u.

Figura 1.10 Circuito monofasico de 3 zonas
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(1) Sh=30,000VA

() Vb =240V; Vb= h Vb, = 480,40 = 4sor; Vb, = n Vb, = 13 480 = 1200
4 240 T, 460
2 2 2 2 2 2
(B  Zb = b _ 2307 _) g0, Zb, = B _ 480 g 6ea, Zb, = b 1200 450
Sb 30,000 Sb 30,000 Sb 30,000
2 2
4 Xppu=010,  X,,pu=0.10 46011300000 _ 1o 115} 30.000) _ 39
480 20,000 120 ) | 20,000
7 )
B) Xy = X =2 _ 5604, Z DU = = 094702 _y g75, j0.4167
Zb, .68 Zb, 0.48
22020
6 V.pu=""""=0917£0
(6 2 240
v, pu 0.9167.£0
Ligo Pu =1 pu = : =
¢ JXp pu+ Xy pu+ Xy p) + Zoyupu j(0.1040.2604+0.1378) + (1.875 + j0.4167)
ot =X 4395, -26.01
2.086.£26.01
Ib, = Sb_ 30000,
Vb, 120
Liga = LoDt X Iy = (043952 26.01)x 2504 =109.9.£ - 26.014 *
lsou I Xripu Fineapu PKrzou Teargeps
+

% LA AL
|/0.10pu. j02604pu.  }0.1378

Vpu = p.u.

0.9167/0° p.u. 1.875 + j0.4167

Zona 1 Zona 2 | Zona 3

Voaser = 240 volts Voasea = 480 volts Voases = 120 volts

(240)° (480) {1202 _

é
}
Zeaser = 35005 = 192 Q| Zoasez = 35095 = 768 @ Zoxses = 35005 = 048 0

S = 30 kVA
; losses = 5200 = 250 A

Figura 1.11 Circuito monofésico con valores por unidad (pu)

Transformacion en componentes simétricas

En el estudio de componentes simétricas resulta util introducir el gperador

complejo - sus siguientes identidades:
Pl a214120°:71+j§’y 8
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a=1£120°, a® =1£240°, a’ =1£0°, a*=a=1£120°, Jja=1£210°
l+a+a’=0, 1-a=+3£-30°, ,1-a>=-3230°, a®-a=-3£270°
l+a=-a"=1£60°, 1+a*=-a=1£-60°, a+a’>=-1=1/£180°

Componentes simétricas de los voltajes de fase

La transformacion en componentes simétricas es una técnica desarrollada por C. L.
Fortescue en 1918 para analizar sistemas trifasicos desbalanceados; consiste
en descomponer cada wolfaje o corriente de fase del sistema trifasico en fres
componentes de secuencia (cero, positiva y negativa), de manera que cada fasor de fase

es la suma de sus 3 componentes de secuencia (figura 1.12):

0 =V ¥V + Ve
7b:Vbo‘*'Vbl"'Vbz
L=Vt Vb,

(0) Componentes de secuencia cero. Tres fasores de magnitud igual y

desplazamiento de fase cero (vao, Voo, Veo).

KIO:ZN:I?CO

(1) Componentes de secuencia positiva. Tres fasores de magnitud igual,

desplazamiento de fase 2120 y secuencia positiva (Vat, Vb1, Vel).

V=V, x1£240=0a’P,

al al

7, =V, x1£120=a¥,

(2) Componentes de secuencia negativa. Tres fasores de magnitud igual,

desplazamiento de fase 2120 y secuencia negativa (Va2, Vb2, Ve2).

V,=V,x1£120=aV,
V,=V,x1£240=a"7,,
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Figura 1.12 Voltajes de fase en Vig Ui Vs = Vo v Voo = Vs
b2
términos de sus componentes de AN Y
secuencia v,
(a) Componentes de (b) Componentes de (c) Componentes de
secuencia cero secuencia positiva secuencia negativa
v, Yo Va [\ v,
V.o b
Vao Vi i Vir .
Vez Veo
Fase a Fase b Fase ¢

Escribiendo matricialmente los fasores de fase en términos de sus componentes de la
Jfase a, se tiene lo siguiente:

Vuzvuo""?al"'vuz V; 11 1 a0
[717:[7110""12[7;1"'“[7“1 - Vb =1 & a Vul
4 =Van+aVul+a2an 4 1 a & V.

Definiendo un vector de fase Vp, un vector de componentes para la fase a Vsa y una

matriz 3-cuadrada de transformacion A:

v 7, 1 1 1 | 1 1 1
V,= 7l V.=V, A=|1 a* a —>A’l=§ 1 a a
v v, 1 a a° 1 & a

De esta manera se tienen las siguientes ecuaciones de conversiéon entre

fasores de fase y de secuencia para la fase a:

V =AV = V.o=A"V

P sa sa P

En un sistema 3¢ balanceado la componente de secuencia cero es cero ya que

Vatvp+ve=0. En un sistema 3¢ desbalanceado, los voltajes linea a neutro pueden
tener componente de secuencia cero; pero los woltajes linea a linea no tienen

COl’IlpOfleltC de secuencia cero.

X Ejemplo 1.15. Para un sistema 3¢ balanceado en secuencia positiva con

Van=227 volts, calcular las componentes de secuencia para la fase a.

Solucién. Empleando las ecuaciones antes deducidas se tiene:
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7, 22720
v, =7, |=227£-120
v 227120
7., L, +7,+7.) 1(227£0+ 22724 -120+2272120)] [ 0
V=| 7 |=| 107, +aP, +a’7.)|= 1(227+227+227) =227 %
7, |17 +a7, +a?) 1(227 + 2274120+ 227.£240) 0

Componentes simétricas de las corrientes de fase

La transformacién en componentes simétricas también es aplicable a

corrientes fasoriales de fase, como se muestra a continuacion:

I, I

— — 4! - —
L=Al, &1, =4", 1,=\T,| I,=T,
T T

. w2
En un sistema 3¢ conectado en Y de 4 hilos, la corriente neutra esta dada
por: In=I.+Ip+I.=31.0; de manera que en un sistema balanceado conectado
en Y, las corrientes de linea no tienen componente de secuencia cero, puesto
que la corriente de neutro es cero. De lo anterior se deduce que en un
sistema 3¢ de 3 hilos A 0 Y no aterrizado las cortientes de linea no tienen

componente de secuencia cero.

X Ejemplo 1.16. Una linea 3¢ que alimenta una carga equilibrada conectada
en Y con neutro aterrizado, tiene abierta la fase b. Dadas las corvientes de linea
desbalanceadas, calcular las corrientes de secuencia para la fase a y la corviente al neutro:
7.7 [ 1020
1,=|T,|=| 0
7| 102120

Solucién. Empleando las ecuaciones definitorias de corrientes de secuencia se

tiene que:
T, I, +T,+T) 1(10+0+10£120) 3.333.£60
I,=|T, |=|1(, +al, +a’T.)|=| 1(0+0+10) |=| 6667
T,| |47, +a’T, +al.)| |1(10+0+102£240)| |3.333£-60
T,=T,+T,+1,=10+0+10£120=10£60=3%T,, )
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Transformacion de Laplace

La transformada de Laplace es una operacion lineal que transforma una funciéon en
del dominio del tiempo f#) en una funcién F(s) en el dominio s de los

nameros complejos y existe i la integral converge para £>0; se define por:

F(s)= L[f(t)] = J: f()e™dt L[ ]« Operador de Laplace

L[af(t)] - aL[f(t)] aeRvC } « Linealidad
Lla, f () + a,g(t)]=a,L[f ()] £ a,L[g(n)]

La integral converge si f{?) es seccionalmente continua en cada intervalo finito en el

rango >0 y si es de orden exponencial conforme r—»oo, esto es existe una

constante ke R, tal que lime ™| /(1) = 0-
t—>o0

Teoremas de la transformada de Laplace

Los teoremas de la transformada de Laplace: (1) #raslacion o retardo en el tiempo;
(2) traslacion exponencialy, (3) cambio de escala en el tiempo; (4) diferenciacion real, (5)
valor final, (6) valor inicial, (1) integracion real, (8) diferenciacion compleja; ayudan a

simplificar el calculo de las transformadas de funciones, derivadas e integrales:
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O Lfe-t)]=e™Llf(0)]=e™F(s) & f()=0parat<t,
@ L ro)= [emefy=[ e f)=F(s—a), acRvC
3  Lf()]=kF(ks), keR* Ak>0

(4a) {"f (’)} SE(s)— £(0). L{d A (’)}—st(n (0)- £'(0),

(4b) L{%} =5"F(s)—s"" f(0)=s""f'(0)...—sf"*(0)— £"(0)
_ s"F(s) _ Z:Olsnfmfi(o)

() limf{) =limsF(s)

(6) S(07) =limsF (s)

@ 1 f(t)dt]:@JrM

® ol

asi mismo la funcion delta se define como una integral compleja :

n=1273...

8(1) = .Ecefz’”zdf = J: eldf « f = % « frecuencia

Funcién impulso unitario

Antes de continuar nuestra exposicion se estudiard una funcién de gran
interés y aplicacion. La funcidn impulso unitario o funcion delta es una funcion del
tiempo que vale cero cuando su argumento (I-ty) es menor que cero; que vale cero cuando su
argumento es mayor que cero; que es infinito cuando su argumento vale cero , y que tiene un

drea unitaria, matematicamente se expresa pot:
o(t—t)=0 para t#t,

[" 8=ty =" 8(t—1,)de =1

. R

La amplitud del impulso es infinita. Cuando se multiplica por una funcién ft), su

amplitnd o peso cambia de 1 a f{ty), es decit:

Intensidad [/ (1)8(t —,)] = j: FO8(t—t,)dt = f(t,)

En términos de la frecuencia f, y para efectos de andlisis espectrales y su uso con
transformadas de Fonrier, se tienen una definicién alternativa altamente til para

la funcién delta:
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8= e”"df = [ e df
du(t)

o0 = dt

<> u(t) < escalon unitario

Transformacion de funciones

A continuacién se presentan y transforman funciones de amplio uso en la

ingenierfa de control:
Funcién escalon:

0 parat<O

f(t)z{A para t >0

L[4]= r Ae™'dt =i[e'°° —eo]: 4
0 -8 s

Funcién rampa:

)= 0 parat<O

T lar parat=>0
-y d (A4 d( .\ A
Lldt|=| Ate™dt =(-1)—| —|=—-A4— ==
[ar]= [ Arear =( )ds(s) =5

Funcién pulso: es una funcién escaléon de altura A/T y longitud T

0 parat<0,T<t

_ Ay Ay-
J0= %para0<t<T ﬁf(t)_Tl(t) Tl(t 7

A A A A 4 Aq
L[f(t)]:L[F](t)}—L‘:Fl(t—T):i=?S—T—Se _Ts(l )

Funcién impulso: es un caso limitado de la funcién pulso

0 parat<0,T<t

fm=

limé para0<t<T
T-0 T

NGB lrlng{ri (1 -’ ):i —tim T T 4 Area bajo el impulso
—0| Ts

\,
L
<

|
>
@

Funcién impulso unitario o delta de Dirac: tiene magnitud infinita y duracion de cero

o _[8t-T)=0 parat#T . e
f(t)_{a(z—r)moparatﬂ_) La(z Tydt=1 8@ )= -1
L[s(t-T)]=1

Funcién exponencial:
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0 parat<O

1) = a, A= ctes
f {Ae'”’ parat>0

Funcién senoidal v cosenoidal:

0 parat<O
1) =
U {Asina)t parat=>0
: = . st _ A (o —jor ) -st _A 1 1 _ Aw
L[Asma)t]=L (4sin ax)e"dt —2—1_‘.0 (e’ —e”’ )e dt_?j[s-jw_s+jw]_sz+w2
L[4 cos ax]= 'f: (Acos ax)e™dt = gJ’: (e =™ )edt = < fswz

Transformacion inversa de Laplace

El proceso inverso de encontrar la funcidn del tiempo f{t) a partir de la transformada

de Laplace F(s) se denomina fransformada inversa de Laplace y se define por:
F@O=L'[F(s)]= L.J.H_ij(s)e”dt parat >0
27 Jemie

Donde cew es la abscisa de convergencia, y cumple que c>Re[si], siendo s;
cualquier punto singular de F(s). La integral es del campo de los nimeros
complejos; y su evaluacion es complicada; en su lugar se emplea una tabla de
funciones f{#) y sus transformadas F(s) (ver tabla 1.5). En algunos casos es
necesario expresar F(s) como una suma de fracciones parciales para transformar

cada término separadamente; este es el método preferido.

W Ejemplo 117. Hallar la  #ransformada  inversa de  Laplace de

F(s)=5[s(s + (s +2)]"

Solucion. Expresando la funcion racional como una suma de fracciones parciales e

invirtiendo término a término se tiene:
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Fy=— D=y by G

s(s+D)(s+2) s s+1 s+2
_1d"(P(s) |-
T 0tds’ \R(s) ). (s+1)<s+z) L loe)”

(s
— 1(-1+2)

[ ] 25
s 2(-2+1)

_1.d"(P(s) _
Cords(R(s))

_1d°(P(s) _ 5
T0ds"(Res) ), s+

25 5 25
TS
@) =L"[F(s)]= L"{—Z'S} - L"{i} -L! [ﬁ} =2.5u(t)—5¢" —2.5¢7 &
K s+1 s+2

Con frecuencia resultan transformadas inversas de Laplace que involucran
polos complejos conjugados, en tal caso no es necesario la expansion en fracciones
parciales; sino como una suma de funciones seno y coseno amortiguadas, tomando

en cuenta quc:

@ L[e’“’ cos a)t]= sta

L sinar]= ——. PRIy
(s+a) +w (s+a) +w

A Ejemplo 1.18. Hallar la transformada inversa de Laplace de Fls)= 25 +12
sT+25+5

Solucion. La factorizacion del denominador es 2 4254+ 5=(s+1+ j2)(s +1- j2)>

lo cual también se factoriza como 2 4 25 +5= (s +1)* +2?, de aqui que:

25 +12 25 +12 10+2(s+1) 2 s+1
F(S): 2 = 2 2 = 2 2 =5 2 2 2 2
sT+2s+5 (s+D°+2 (s+)"+2 (s+1)"+2 (s+D)°+2
L'[F(s)]=5L" % +2L" % =5e™" sin 2t +2e™" cos 2t )
(s+1)"+2 (s+1)"+2
Convolucion

La convolucion es un tipo especial de producto conmutativo de dos funciones y se define

como una integral, es decit, la convolucion de f{t) y g(t) se denota y estd dada

por:

t*O =g =[ f(Dgt-ndr -  frg=g*f
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La transformada de la convolucion de [y g es producto de las transformadas individunales
de [y g La transformada inversa del producto de las transformadas F y G, es la
convolucion de [y g.

L = 9= L] Llgw]

L' 6= 20

Este ultimo hecho permite hallar la transformada inversa de una funcién
H(s) siempre que: (1) H(s) pueda descomponerse en dos funciones F(s) y
G(s); (2) las transformadas inversas f{t) y g(t) existan; (3) sea posible evaluar las

integrales de convolucién de fy .

A Ejemplo 1.19. Hallar la #ransformada inversa de sy = (s + a)(s + b)]'> usando

la técnica de convolucion.

Solucién. Se aplican los tres pasos enunciados y se tiene que:

! !
cra T G5

@ f0= L{L} —et, g)= L{i} e
s+a s+b

B (0= [ @el-ndr=[e e Tdr=[ e dr

f_ 1 [e(h—a)r—ht _e—ht]
o b-a

_ blia[eumfb)r —eib’]: bl:[ew —eib']

AUHO=ron = e -e™) -

O H@s)=F(s)-G(s) > F(s)=

_ J“ew—u;r—mdr _ 1 RO
0 b—a

Transformacion de ecuaciones diferenciales lineales
invariantes en el tiempo

Las ecnaciones diferenciales lineales invariantes en el tiempo con o sin condiciones
iniciales se resuelven de forma sencilla mediante la transformacion de Laplace.
Dada una ED se realizan los siguientes pasos: (1) se aplica la transformacion
de laplace a cada término de la ED; (2) se resuelve para la variable
independiente F(s); (3) de ser necesario se aplica transformacién inversa de

Laplace para expresar la funcién en el dominio del tiempo f7).
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W Ejemplo 1.20. Hallar la funcién y() que satisface la ED
D?y+3Dy+2y =0, sujeta a las condiciones iniciales: y(0)=a, y(0)=b.
Solucioén. Se aplican los tres pasos antes numerados y se tiene que:

(1) LIp+3p+2y=0]=[s>Y ()= 59(0) = 2(0)]+ 3[s¥ () - ()] + 2[¥ ()] = 0
sY —as—b+3sY =3a+2Y =0 > Y(s> +35+2)—as—b-3a=0

@) _a(s+3)+b _ a, b,
T(s243s+2)  (s+1) (s+2)
ao_ldo(P(s)j :(a(s+3)+bj‘ _al+d+b L
0! ds® | R(s) — s+2 — —-1+2
_ 14" (P(s) _(a(s+3)+bj _a243)4b
Coas\ Ry, U s+l ), (24D
_2a+b a+b
T s+ (s+2)
_ral2a+b | | a+b _ - ot
3 y(t)—LLS_H)} LLS+2)} (2a+b)e™ +(a+be *
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Tabla 1.5 Transformadas directas e inversas de Laplace

F()=L[/7]

JO=LAEE)]

F@)=LL/7]

JO=LAEE)]

[}

1 o(t) > 3 sin wt
ST+ W
1 s
1 5 > cos wt
N ST+ W
- w
t-e™) T sinh wt
Ts T s2 _a)z
1 K
o2 t PR cosh wt
S st—w
! ! e e
s" (n=1)! (s+a)’ + & e " sinawx
! : _sta
1 t +a)y +a e cos wt
2
! —at o
RPN 1—cos wt
s+a ¢ S(SZ +w2)
1 a)2 @, ~Cot )
T 2 te ™ = %7 sin(@,Kt), K =+/1-&
2
(s+a) s’ +28w,s + @]
n! " —at N — L™ sin(w,Kr — ¢)
(s+a)"™ e s +2lw,s + @) K=J1-8, p=tan" K/&
2
1 | (1 ,a,) @, 1L e sin(w,Kt + @)
— Ll-e 2 3
s(s+a) a ss"+280,5+ @) ) | k- (T2 p—an k/E
1 _ B @°
1 at bt .
I 1y o ~
(s+a)(s+b) b*a( ) s3>+ @) @t —sin wt
al L (pe —at 2w° .
—_— e ae == _
(s+a)s+b) bfa( ) (s> +@°)’ Sin @t — @t cos wt
L 71[1_,;1 (b 2 —ae‘b’)] s L tsin @t
s(s+a)(s+b) abl™ " ab (52 +(02)2 20
1 2 _ P
s(s+a)? e —ae™ L tcos wt
s(s+a)? a? ( ) (s + @)
1 —a —a 2 1
(s+a)? %(I—e " —ate t) % ——— (cos @t — cos w,1)
S(s+a) ‘ (o) Hwl) | @-0
1 2
1 at S 1 .
s (s +a) Far-lte 33 —— (sin @t — @t cos ot
s*(s+a) ”2( ) (s’ +w*)? 2a)( )
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Transformacion en series de potencias

Sucesion. Es una funcion S(k) cuyo dominio es el conjunto de los enteros no

negarivos, ke {7y, y cuyos #rminos son los elementos de la sucesion (contradominio),
pudiendo ser finita o de N términos: j=012,...N -1, O bien infinita: k=012, ..c0;
siendo estas dltimas de mayor interés:

8(0),8(1),S(2),+S(k), = ag,,, a5, g+ = 1a, J; =1{a, } ¢ Sucecion infinita
5(0),5(1),S(2),+-S(N =1) = ag,a,,a,,"ay_,-={a, } ' < Sucecion finita

Una sucesion puede ser convergente o divergente segin tienda o no hacia un valor

L cuando k — w:
fima, =

El critetio de convergencia de Canchy establece que: una sucesioén {, } converge

si y sélo si para un ¢>oexiste un y tal que | |<e para toda ; ;> . Una
J

a,—a
sucesion es mondlona si es: creciente {g <q, Y, decreciente {q > o Y, n0 creciente

{a, <ay,,}> 70 decreciente {y >4}

Serie. Es la suma de los términos de nna sucesion, pueden ser representadas por la
notaciéon sigma y es de interés primordial saber si son convergentes o

divergentes:

S=SO)+SM+S2)+...+S(k)+...=a,+a,+a,+...+a, +...=Z

a
k=0 "k

N-1

Sy=SO0)+SM+S2)+...+S(N-1)=a,+a, +a,+...+a,_ ZZM”A

La serie Y a, converge si la sucesion de sumas parciales s — 3", » converge;

es decit:

lim S, =lim> " 'a, =L

N oo N—seo

Si el limite no existe entonces la serie diverge. Una condicion necesaria para

la convergencia de la serie es:

lima, =0

ke
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Una setie tiene convergencia absoluta si 3 |a| converge; de otra forma tiene
k=01"K

convergencia condicional. [ orden de los sumandos de una serie de convergencia absoluta

no altera la sumay pero si la altera en una serie de convergencia condicional.

Series especiales

La serie geométrica se define por y tiene las siguientes propiedades:

S=p = lezt 4t e

N
NN 2 v _l-z
Sjv—zkzoz =l+z+z +--4+2z" ' = =
1-z" 1
lim S, = lim =—— siempre que |z| < |
Now ¥ Now oz -2z pre q H
S=1-141-1+1-1+4...—...4+ laserie es oscilante para z = -1

La serie harminica es absolutamente convergente para Re[q]>1, Y absolutamente

divergente para Re[a]<1; se define por:

La  serie harmonica alternante es absolutamente convergente para Re[a]>1, Y

absolutamente divergente para re[q]<1; se define por:

_1)kt!
goys VU

k® 29 37 k*
N (=D 11 1
S‘szk:l e =1_27+37_“.+W

La funcion zeta de Riemann se define como la suma de la serie harmonica infinita.

(@)=Y

Pruebas de convergencia

Prueba de comparacion. La serie de términos positivos Y q, converge, si
existe una serie convergente >, tal que , <p vk Similarmente, la serie

Sa, diverge, si existe una serie divergente b, tal que 4 >p vk-
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Prueba de integral. Si los coeficientes a¢ de una serie 3 g,» 800 decrecientes
k=0

y pueden ser extendidos a wuna funcidn decreciente de variable continia x:

a(x) = a, para x € 2", €NLONCES /a serie converge o diverge con la integral: J“’“ a(x)dx -
0

Prueba de limites. Estas pruebas son de cociente de raiz y de Raabey se aplican

ala serie ¥, . El caso mostrado indica que la serie converge absolutamente,

de lo contrario diverge, si el limite es la unidad, la prueba falla:

sl

ay

lim <1 <« Prueba de cociente

k—eo

. 1k ’
limla,| " <1 « Prueba de raiz

k—>oo!
lim n(l -
k—eo

Ejemplo 1.21: Aplicar la prueba del cociente a la serie >N e
]

st
ay

] >1 < Prueba de Raabe

eka!

et (k+1)!

e

1 =0 .. la serie es absolutamente convergente -
+

= =lim
k—>od k=0

Prueba de Gauss. Considere la serie , Si q, L b, , donde b esta
Z @ B .
a, k K
definido, entonces la serie converge absolutamente si I.>1; de otra forma la

serie diverge o converge condicionalmente.

Convergencia uniforme
Una funcion f(z) es continna en un dominio cerrado si |, 1(C) = f(z)> Para toda z
{2z

del dominio. Considere una serie en la cual los términos son funciones de z,

- . La serie converge en un dominio, si la serie converge por cada
Oak(z) >

punto z en el dominio. Si definimos la funcién continua 1@=Y" a,)
k=0

podemos establecer un criterio de convergencia; para un ¢ dado existe una

funcién ;) tal que:

N(z)-1

@ =Sy @)=/ -0 0 )

<& para todo z en el dominio
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Una serie de la forma 3 a(z) €8 uniformemente convergente en el dominio si
k=0 "K

para un ¢>0 dado, existe un N independiente de z tal que:
£ (2)=Sy(2) = ‘ 1@-Y" a, (z)‘ <& paratodo z en el dominio

Prueba de Weierstrass. Una serie 3 4 (z) ©S uniforme y absolutamente
k=0
convergente, si existe una setie convergente de términos positivos 3 M, tal
k=0
que: g, (z) < M, Para toda g del dominio.
Prueba de Dirichlet. Considere una secuencia decreciente, de constantes

positivas ¢, con limite cero. Si todas las sumas parciales de ak(z), estan

definidas en un dominio cerrado, es decir: ‘ZV p (Z)‘ < constante » Para toda N
k=1"k

entonces 3 es uniformemente convergente en ese dominio cerrado.
k=

aa(2)>
Esta prueba no implica convergencia absoluta.

En general: una serie uniformemente convergente de términos continnos representa una

Sfuncion continua.

Series de potencias de convergencia uniforme

Las series de potencia tienen la forma:

© k 2 k
Zkzoak(z—zo) =ay+a(z—z)+a,(z—z)) +...+a,(z—z)" +...

El dominio de convergencia de una serie de potencia es un circulo en el plano complejo, y su

radio de convergencia se obtiene al aplicar la prueba de convergencia del cociente:
- e
IR - R=lim L

Si la serie de potencias > azt converge para ;- , entonces la serie
converge absolutamente para || =|z,| Ejemplo 1.22, hallar el radio de

convergencia para la serie de potencias DIMERE
k=1""
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k+1)1z0 o
R =tim 1%L~ jim u = lim(k +D)2/“"™ = lim(k + D] <1
koo ‘am‘ K=o ‘k!z" koo ke
. . —In(k+1)
R = lim(In(k + 1)+ (k)k!In|z]) < 0, Injz| < lim =52 5 n|z < 0,— |2 <1
ke K= (k)k!
.. la serie converge absolutamente para ‘z‘ <l: -l<z<l *

Funcion analitica. La condicién necesaria y suficiente para que una funcion f(z)

sea analitica en algun dominio es que [ /(z)dz =0> para cualquier contorno simple
c

cerrado C, en el dominio. En otras palabras: una funcion fz) es analitica en el
punto a si se puede representar por una serie de potencias g-a, con radio de
convergencia positivo R>0. Si una funcién es analitica en g=a, entonces « es un
(1) punto ordinario, de otra forma es un (2) punto singular, el punto singular puede

Ser (2a) singular regular, (2b) singular irregular.

Derivacién e integracion de series de potencias

La derivacidn de una serie de potencias se realiza en cada término de la serie como

se muestra:

dye gl
dz “r=0"F dz ° dz

=" ka2 =37 (ka2
Siy= Z::Uakzk
- =y = Z;lka,(z'“1 = Z:;O(k“'l)amzk
- =y =" k(k—Da,z"
== y® =3 k(e -1)(k-2)a, 2"
=y =" k(k—1)(k=2)(k=n+Da,z""

d d &
az+—a,z" +--+—a,z +--
dz dz

= =" (k+mk+n-Dk+n—-2)-(k+Da,,,z"
= Y O = a2t
La integracion de nna serie de potencias se realiza en cada término de la serie como

se muestra:

J'z::()akz"dz = jaodz +.[alzdz + Iazzzdz +eee +jakzkdz +ee= Z::()akj.zkdz

ad a; k+1
= "+ C
Z":Ok+1
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Desarrollo de funciones en series de potencias

Brook Taylor demostré que toda funcién f{z) continua y diferenciable puede
ser aproximada en la vecindad de z=a por una serie de potencias conocida

como serie de Taylor.
f(2)= z;ock(z—a)k =c,tc(z—a)+c,(z—a) +c,(z—a)’ +ote (z—a) +..

Taylor descubtié que f®(q) =k, €s decir: ¢ = f®(4)/k1, de esta manera la
serie de Taylor que representa la funcién f{z) en la vecindad de z=a esta dada

por:

f@=Y" oG-t =Y L0 (z-a)

La serie de Taylor se emplea para representar la funcién con un numero
finito de términos, que recibe el nombre de polinomio de Taylor de grade n. El

resto de la funcién se representa por un residuo R(z):

e =@+ @ SOy SO gy
i n:
_S"" () il
Rn(Z)—m(Z—C)

X Ejemplo 1.23. Hallar el polinomio de Taylor pata cosx, en z=7x/4, con 4

términos.

Solucién. Aplicando la serie de Taylor en las cercanias de z=7z/4 se tiene:
f(z)=cosz, a=n/4
P(3)= f(@)+ 1" (@)z—a)+ fm(“)( a)’ +%(z—a>} o
fla)=cos(m/4)=1/2,  fV(a)=-sin(zx/4)=-1/-2

) = —cos(ﬂ'/4) =—1/2,  f9a)=sin(z/4)=1/2

1 (z—n/4) +L(z—7z’/4)3 N

T [ N V23
=070711[ - (z -7 /4) - 4z~ /4 + Yz~ 7/ 4) +--] -

CoSz =

(z—m/4)-

Para z=0, la serie de Taylor se conoce como serie de Maclaurin:

Principios fisicos y matematicos para el andlisis de sistemas dindmicos. Introduccion al control - Mayo 2007




Capitulo 1. Métodos matemaéticos de transformacién 1-84

. o w By g
fz)= zk:Ockzk = Zk:O ! k!( 'z

La tabla 1.6 muestra las series de Maclanrin para varias funciones elementales, siendo

zeRv (C:

Tabla 1.6 Series de Maclaurin para funciones elementales

. 1+ w z2
(1-2)"= z/{:()zk, 7<1 10&(ij:22k:1ﬁ’ 4<1 cos™! z:%—sin’I z, |4<1
5 T (=1)F 2%+ B - (=D)FH g2
(-2 =37 (k+DZ, |4 <1 smz—zkzam, z|<oo tan lzzzkzl?,
(1+2)” _ZN AW ‘<1 . (=D)f 2 L g
T Lo o F cosz=p . S |z <o sinhz=>" —~——— |4
k=0 (2k)! k=0 2k +1)!
=y 2 |< tan +23+225+17Z7 z1<” coshz=Y" = <
e = —, || <o z=z4+—+— -, hid =>" .
k=0 kI 315 315 2 020!
k . 2 1327  1.3.57 3 5 7
_ © Z sinz=z+-—+ +o, | <1 .z 22 11z V.4
10g(1—Z)——Zk:,7, 4<1 23 2:4.5 2:4:6-7 tanhz—z—?+g—§+~-, 4<

Solucion de ecuaciones diferenciales por series de
potencias
Como hemos visto cualquier funcién puede ser aproximada por una serie de

potencias; este hecho se aplica a la EDO de cualquier tipo que no es sino una

dgualdad de funciones:

A Ejemplo 1.24. Resolver la ED (y-3),42y =0, alrededor del punto x=0,

empleando series de potencias.

Solucién. La ED es analitica en x=0, y su solucién por hipétesis es una serie

de la forma y=3" cxt El miétodo de solucion es el siguiente: (1) se sustituye

cada funcioén y sus derivadas por series de potencias; (2) se agrupan términos
convenientemente de manera tal que se pueda aplicar el principio de identidad
para sumas; (3) se obtiene una ecuacion de recurrencia pata los coeficientes; (4)

se encuentra un patrén patra los coeficientes en términos de las n primeras
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constantes arbitrarias; (5) se expresa la solucién como una serie de potencias;

(6) se determina el radio de convergencia para la solucion.

SOLUCION DE UNA ED POR SERIES DE POTENCIAS :(x—3)y'+2y =0

y= Z:;nc x*, y'= Z; ke, x*' = Z:;O (k+1)c,, x*
M) =3 k+Dex" +23 7 ext =0
> x) " (k+ Do xt =37 (k+1De,,x  +23 7 cxt =0
@ D kDo, x =T Bk +De x4+ 2e,xF =0
= 3 ke, =30k + Dy x* + 20,2 )= 37 (ke, =3k + 1)y, +2¢, )" =0
ke, +2c¢, k+2

3 (kck =3(k + ey +26k)=03 Crsi :Wz 3k +1) S

0+2 2

4 c, = Cy =—¢C
@ 30+ 0 3°
o = 1+2 c —ic _EC
31+ " 6 9
o = 2+26_ic _ic
T3+ 97 27
k+1
e =3—kco
w k+1
&) y=aXi e
(6) Rzlimizlimi’ Crp = k+2 Cp = kt2 thlco
o [T 3(k+1) 3k+1) 3
‘ (k+1)c, ‘ d (3k+3)‘
k
R = lim 3 = im‘3(k+1)‘=lim dk = lim|=| = 3 < Regla de L"Hospital
ko (k+2)X (k +1)cy | =] k+2 | ko d(k+2)‘ e
3(k +1)x3* dk
La solucion converge para :-3<x <3 L)

Solucién de ED lineales de segundo orden con coeficientes variables

por series de potencias

Una aplicaciéon practica de las series de potencia, es la solucién de ED

lineales de segundo orden con coeficientes vatiables:

O AC)y"+B(x)y'+C(x)y =0
2 YHPE@Y+O(x)y=0 = Px)=Bx)/A(x), O(x) =C(x)/Ax)
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Si tanto P como Q son analiticas en x=a; entonces a es un punto ordinario, y la

ecuacion (1) tiene dos soluciones linealmente independientes de la forma:
=3 o)t

SOLUCION GENERAL DE UNA ED POR SERIES DE POTENCIAS : (x> +1)y" +xy'—y=0, enx =0

y= Z::Uc x*, y'= z::lkckxk’1 s y'= Z::z k(k=1)c, x*?
M) @)Y k(k=Dex T +x) T ke xt T =" e xF =0
-3 ke =Dext + 30 k(k=De x4 Y ke xt =37 exf =0
@ Sk -De,rt + e #6604 X7 k- el r T ket |-l + x> et ]= 0
Z:sz(k — l)c,(xk + [26’2 +6¢x + z::4k(k - l)ckxl"2 ]+ [c,x + Z::z kckxk ]— [cn + c,xZZZZ c,(xk ]: 0
[2¢, + 6 x + e x—cy x|+ 37 [k(k =D, +((k +2)(k + ey, )+ ke, +ke, e =0
De donde se observa que : 2¢, —¢, =0 — ¢, = }3¢, <> ¢, = 2¢,, ¢; =0 entonces :
Do el =D, +(k + 2)(k + ey, )+ ke, —c, Jx =0
B)  k(k=De, + (k+2)(k+1)c,,, + ke, —c, = k(k=1)c, + (k +2)(k +1)c,,, + (k—1)c, =0

B _ _—(k+D)(k=Dc, (1-k)
(k+1)(k=Dc, +(k+2)k+1)c,, =0 > ¢y, = 2k +1) _(k+2)ck

1 1

1
4 c,=—= Co=—— ¢
“) YT 2.4 221"

Cg=——c, =

Cy = C
2:4.6 % 2°.31°

4
c7:—;c5:0
S.__ 35 _ 135
8 ° 2.4.68° 204"
C

2 3 4 5 6 7 8
o Tex+e,x” text Ho,xt FesxT Fegx” +ex’ Fogx e

Cy =—

G =

=cx+c 1+lx2— ! x4 13 x6—1.3'5x8+

IEORTOIITY Tyt Tyt Tt

k711'3'5'"(2n_3)x2n:|
2" - n!

(6) Se tiene un punto singular en x> +1=0 — s = 1, por lo tanto el radio de convergencia es de al menos ‘x‘ <1

1 -
Ly=cx+ co[l +Ex2 + ZH(—I)

Funcion Gamma

Una generalizacion de la funcion factorial que se extiende para todo

z|ze C ARe[z]>0 €8 la funcion Gamma definida por:
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F(z)zj:e”t:"dt < Re[z]>0

Usando integraciéon por partes se demuestra la siguiente propiedad mids

importante de la funcién Gamma:

Te+n= J‘:e_[’:d’ = [— e_ll:]: —f:—e"zf"dz

El término [— e't? ]: se descarta ya que la funcion se define para Re[z] > 0, entonces :

T(z+1)=z j:e"z-'"dt =2I(z)

La formula de Gauss para la funcion Gamma esta dada por:

I(z) = lﬁl:(l + %j(l +£J }

La formula de Weierstrass para la funcion Gamma esta dada por:

-1
I _ ze” 11 (1+£) et
Iz = |

Y= }im[[l + % + % +o 4 % + j —log k} =0.5772... < Constante Euler - Mascheroni

Transformacion de Fourier

Si f(t) es una fﬂﬂﬂO’ﬂ peﬁo’dz’m, de peﬂ'odo To (frecuencia angular fundamental @ =27 /To)’
AO=At+To); entonces la integracion de f a lo largo de un intervalo de longitud igual a
su periodo, es independiente de los limites de integracion siempre que: Lsuy—Line=To:

[ rode=["" rwd=] o

La siguiente es una lista de zutegrales que simplifican el andlisis de Fourier:
LT" sin(ka, )dt = jo’b cos(kayt)dt = 0, koneZ* ak#n
J‘OT" sin(kayt)cos(kayt)dt = _[OT" sin(kayt)sin(n eyt )dt = _LT0 cos(kayt)cos(nayt)dt =0

LT“ sin® (ke )dt = LT" cos® (kayt)dt = %
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Serie de Fourier

Una funcion de tiempo periddica ft)=ft+7To), de periodo fundamental To, y frecuencia
Jundamental g - g 127 — @, =24f, =27/ T, < T, =1/ f,> puede ser representada por
una serie trigonométrica conocida como serie de Fourier (demostrada por Joseph Fourier,

en su tratado The Analytical Theory of Heat, 1822); se define pot:
» 27k . 2k 1 (%2
F@) = f+T,) =4+ zk:{Ak cosTot +B, smTot} 4, = T Lm F(t)dt

j ;//22 f(@ cos(%t]dt, B, = I n f(t) s1n[— t]dt

Una funcion con simetria par f-t)=ft), conserva solo los #rminos coseno de la serie;
una funcion con simetria impar f-t)=-ft), conserva sélo los #rminos senos de la

serie. De manera alternativa, la serie de Fourier se representa por:

fy=M, +z::1[Mk cos%t—qﬁnj

B
M,=4,, M,=:A4+B;, ¢k:tan’1A—"
k

De la expresion anterior se observa que la serie de fourier es una sumatoria

de las armdnicas (kfo) de la frecuencia fundamental (fo). Los coeficientes My, se

denominan amplitudes espectrales.

Convergencia. Si f{t) es suave por partes, entonces su serie de Fourier converge: (2) al
valor f{t) para todo #donde f{t) es continua; (v) al valor y[ru*)+ £(+)) para toda
t donde f{t) es discontinna. Una funcion ft) es continna por parfes para toda 7
cuando es continna por partes en cada intervalo acotado y en los puntos de

discontinuidad existen Zmites laterales finitos:

Say=lim @), f@)=lim /@

Forma exponencial de la serie de fourier. La serie de Fourier se puede
expresar en términos de la funcién exponencial compleja considerando la

equivalencia exponencial de las funciones seno y coseno:
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_j2ak

0= Cke[%t], J”’" f(t)e[ la

Ty /2

Siendo Cy la amplitud espectral de los componentes espectrales ¢ .

W Ejemplo 1.25. Determinar la serie de fourier para el tren de impulsos de

longitud I, mostrado en la figura 1.13. El impulso en t=0 se define por 15 ,
siendo s la funcion delta definida pot: sq.1)—1ent=T, y@)=0parat=T,> ademas

[ see=1> longitud es el drea bajo el impulso 1. El tren de impulsos periddicos, de

periodo Ty se define por: ¢,y = I3 S(—kT,):

. T +2T0 - 1§t Ty) I fU-T T8-2T,)
Figura 113 Tren de impulsos

de longitud Iy periodo To,

- 2T, -1y 0 Ty T,

Solucion. Se determina la serie de Fourier en sus formas: (1) trigonométrica; (2)

trigonométrica compacta y (3) exponencial compleja:

T, /2
(1) .[T/25( )dt
A4, = 20 o d(t)cos —ﬂkt dt:2
TO -Ty/2 TO T()
B, = 21" 5)sin| 2% lar =0
T, 12 T,
fO=4,+>" | 4, c052ﬂkt+B sin 27 | L2 e o f 27,
ke T, T, ) T, T, T,
@ M, :i, m=2L g =0,
fO=M +z [M cos—t—¢”j=TL+Z:’_l[£cos%tJ
0
3 C,=C, _TT)
J2mk, Jj2rk
[ <= o
oz od®loig B,
0

- Mayo 2007
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A Ejemplo 1.26. La funcion f{t) es un #ren de pulsos rectangnlares de amplitud A
y duracién T, que se repite periddicamente cada To segundos, como se

muestra en la figura 1.14. Determinar la serie exponencial de Fourier para f(t):

Figura 1.14 Tren de pulsos %
rectangulares de amplitud A, i
duracién T y periodo To. | Jiz, |
| T, 27, t

-2T, -T, T/2 | T/2
0

Solucién. Se encuentran los parametros Ao, Ak, Bx y se sustituyen en la serie

de Fourier trigonométrica:

1 (2 At
Ay=M,=C, = T—OJ:TU/Zf(t)dt =T
o/ inlkzr /T,
Ak:MA»ZZCk:lIT zf(t)cos@ tzﬂm, B, =0, 4, =0
T, %2 T, T, kxt/T,
. . J2akt
S 0= At 24t - sm(k;rr/T[,)COS 27kt ) _ ﬂzﬁl s1n(k7rz-/To)e[rT" J .
T, T, = knclT, T, T, <%= kxr/T,

La funcién pulso se convierte en la funcién impulso, cuando su anchura

tiende a cero, esto es facil mostrar mediante limites, ya que:

m sin(kzz/T,) _ |
=0 krt/T,

La funcién muestreo

La funcion muestreo escrita como Sa(x), se dibuja en la figura 1.15a, tiene
simetrfa par, se emplea en el andlisis espectral, se define y tiene las propiedades

mostradas a continuacién:

Sa(r)= "% MaxSa)=Sa(0)=1,  Sa(x=+kr) =0
X
Lo 2D

Salt (k+ Lz]= Gnebr

La figura 1.15b muestra las amplitudes espectrales y la emvolvente de la
representacion en series de Fourier para el tren de pulsos rectangulares de la
figura 1.14.
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Salx)
10 10.3.

1L Sateepy
! -

I
! I
T ! 1
I[\ =50/ 15
X

‘ e AT
Jl 34,10 3;‘,.\1\1},- V7

—f By

b}

_4:\/—/31-\-2‘- = T z/} T I\‘\l];"'f

Figura 1.15 (a) funcién muestreo Sa(x); (b) amplitudes espectrales C para la representacion en

series de Fourier del tren de pulsos rectangulares.

La transformacion de Fourier

La transformada de Fonrier es una operacién que transforma una funcién del
dominio del tiempo al dominio de la frecuencia; la operacién inversa es la

transformada inversa de Fourier y se definen por:

0 @
F(jo)=[ e fa o F( = f0de =7

f@= i [[eF(jodo o f@y=[ e "F(f)df & f= %

W Ejemplo 1.27. Determinar la transformada de Foutier para la funcién

f(t)=cosw,t-

Solucién. Aplicando la ecuacién definitoria (2) e identificando la funcién
impulso unitario, se tiene que:

_2

1. 1
t)=coswt=—e’ " +—e M, ,
S =5 ) T

PO = [ coslogledi = L[ e riar L[ erering

=30/ =S +36(/ + /o) *
Basado en las integrales que definen la transformada directa e inversa de
Fourier, se han desarrollado férmulas para funciones comunes, como la

mostrada en a tabla 1.7:
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Tabla 1.7 Transformada de Fourier directa e inversa para funciones comunes

Grifico /1) 1 F[0]=F(jw) Grifico |F(jow)|
m s-1,) e -
ty ’ w
276(w— @,)
Complejo et ] l (2m)
e
e i 1 «
“o
7(w + @,)
1
;| cosa@l + mo(w— w,) '(ﬂ) ] ' (m)
—1 W I wWo “
27(w)
1
T 1 (2m)
2
;| — sgn(t)={_1 e
, 1 >0 | J -/ \
] 1 w
1
, . 75(0)+—
E u(t) jo _/ \\
—_—t ] s w
1 1
e “u(t) arje j\
I w
a+jw
e ™ cosm,t-u(r) (a+ jw) [
jo) +o,
¢ —/1\ I 5
—Wgq i Wy
sin(@w?'/2)
u(t+37) ol /2
—u(t-L1T
w2 _2r 2m .
T T
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WA Ejemplo 1.28. Emplear la tabla para determinar la transformada de
Fourier de  r(s) =3¢ cos 4t - u(r) -
Solucién. Identificando la funcién en la tabla se tiene que:

a+jo
. 2 272
(a+jo) +w,

I+ jw

e “cosw,t u(t) = . rje
at-ut) (a+ jow)* +16

a=1 w,=4—>F(jw)=3

El teorema de Parseval nos permite hallar la densidad de energia o energia por unidad

de ancho de banda (J/Hz) para una funcién (t):
[ rrwar= Lj“ F(jo) do
| —c0 2” | —c0

Para un circuito, se define la funcion del sistema h(t) como la transformada de
Fourier de la respuesta al impulso unitario en =0 del circuito. En el dominio de la
frecuencia compleja, la funcion del sistema H(jw) es idéntica a la funcidn de
transferencia del sistema G(w) y es una relacioén entre la transformada de Fourier

y la transformada de Laplace para una funcion lineal, es decir:

H(jw):G(w):%:M

L[x]
Sean dos funciones y(t) y x(t) y Y(jw), X(jw) sus respectivas transformadas
de Fourier; entonces se define la comvolucion de y y x como la integral cuya
transformada de Fourier es el producto de las transformadas de Y y X, es
decir:
Y(j@)=Fly@),  X(je)=Fx©]
FIv(0)] = Y(jw)* X(jw) = v(¢) = F'[Y(jo)* X(j®)] donde:
w() = j”; Y(O)x(t—7)dT = j”; x(7)y(t — 7)d7 < Convolucién de x y y
Si en una red lineal, se conoce la entrada al circuito x(t) y la funcion del sistema o
respuesta al impulso h(t), entonces la salida y(t) esta dada por la convolucion de

x'y b,y se define por:

() = j: x(D)h(t - 7)dt
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A Ejemplo 1.29. Para el circuito RL mostrado en la figura 1.16, determinar

el voltaje en el inductor cuando el voltaje de entrada es un pulso exponencial

decreciente. Emplear las propiedades de convolucién.

Figura 1.16 Circuito RL: (a) dominio del tiempo; (b) dominio de la frecuencia jcw.

Solucioén. (1) Se determina la funcion del sistema mediante un analisis senoidal
permanente; (2) se determina la transformada de Fourier de la funcién de
excitacién; (3) se aplica el principio de convolucién para determinar la

respuesta del sistema:

. _Vi: J2w
O HUO == e
@ Fseu)= -
3+ jw
3) Flv, ()] = H(jo)F[v,(t)] = j20 > 5 10 =15e7 -u(t)—10e™ - u(t)

4+j2w'3+ja)_3+ja) 2+ jw
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Transformacion zeta

Las computadoras digitales, los controladores logicos programables (PLC) y los

microcontroladores poseen una interfaz de entrada que convierte seiales continnas en

seiales discretas, el microprocesador, su nucleo cerebral, solo trabaja sefiales

discretas. Una forma de considerar estas sefiales es como sesiales continuas del

tiempo que se han muestreado a intervalos regulares; el resultado es una secuencia en

tiempo discreto. La transformada zeta es un método matemadtico para analizar

senales discretas.

Sistemas de datos discretos

Considérese el sistema de control mostrado en la figura 1.17, donde se usa un

microprocesador programado para implementar la accién de control. (1) la

entrada al sistema es una seflal analdgica, que se convierte en una sefial

discreta mediante un convertidor analdgico-digital (ADC); () el microprocesador

aplica la estrategia de control, de acuerdo a un programa almacenado en una

memoria ROM con la cual se comunica; (3) la sedal de salida digital del

microprocesador es convertida en una sefial analégica mediante un convertidor

digital-analdgico (DAC); (4) la seiial analdgica resultante se usa para manejar la

unidad de correccién y asi controlar la planta variable.

Zefial analdgica Sedal discreta

Sefial analégica

Salida

*. ADC » Micro- » DAC >
procesador

Elemento de
correccion

B

Proceso

¥ § ‘lr‘ = kil
Reloj I

Medicidn

A

Figura 1.17 Sistema de control con datos muestreados

Un relgj alimenta un pulso cada T segundos (periodo de muestreo), cada vez que

el ADC recibe un pulso, este muestrea la sefial de error. La entrada al

microprocesador es entonces una serie de pulsos.
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Consideremos una sefilal de tiempo continuo f(t) que se muestrea en
intervalos regulares de tiempo con periodo de muestreo T y se representa
por f°(T), para cada T, el valor de f(kT) se toma durante un intervalo corto
At<<T, lo suficientemente pequefio pata que su magnitud se considere
constante durante el tiempo que se toma la muestra. La secuencia de impulsos se

denota por:

S@=0), (¢ =1T), f(t =2T), -, f(t =kT),-- = f(0), f(T), f2T),---. f(kT),-- = fTkT]

La funcion delta se emplea para representar

seflales discretas, esta funcion se define por

AT
TS
rw
O(t-Ty)=lent=T, yd(t)=0parat=T,* De esta
manera la sefial de pulsos de la funcidn rampa
Figura 1.18

mostrada en la figura 1.18 se representa pot: Funcié —

g uncion 1ampa o 17 27 3T 47 5T 6T ¢t

08(£).18(t =1T),28(t = 2T) 38(t =3T), -+, kS (t = kT), -

En general la seial de datos muestreados, empleando la notacion spry - ke 2%, €

puede describir mediante la siguiente funcion discreta:

IO =f1016@)+ TS ~1T)+++++ fTkIOC = kD) +-+-+ fml6(t =nT) =Y | | fTkI6(t~KT)

Ecuaciones en diferencias

En un sistema de procesamiento de seiiales en tiempo discreto existe la entrada de una
secuencia de pulsos y una salida de pulsos; las expresiones matematicas que
involucran secuencias discretas se denominan ecuaciones en diferencias. Asi por
ejemplo la secuencia de entrada x[k| al controlador, se puede relacionar con su

secuencia de salida y|k|] mediante la siguiente ecuacion en diferencias:

kl=a-yk-11+xk], a= Factor deamplificagon — ae R*
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Las ecuaciones en diferencias se pueden

Salida

representar  mediante  los  blogues

funcionales: punto, suma, retardo wunitario

ylk-1] vy amplificacion a. La figura 1.19

-
g
—

Retardo de
tiempo unitario

muestra el bloque funcional de la

ecuacion anteriot. .
retardo unitario

Cuando se desea diferenciar la secuencia de entrada se emplea la aproximacion
tangencial entre dos muestras sucesivas de entrada x[k-1], x[k]. Cuando se
desea integrar la secuencia de entrada, se emplea la aproximacion trapezoidal para
hallar el area bajo la curva de dos muestras sucesivas de entrada x[k-1], x[k].
De esta forma la salida y[k] se relaciona con la derivada e integral de su
entrada x[k]|, mediante las siguientes ecuaciones en diferencias:
Vk]= Ik -k—1)/T =  xfk]=ak-1+Tx)y[k] <«  Diferencizion

K=k =11+ ) Tx(x[k—1]+x[k]) «— Integracid

Las ecuaciones en diferencias para funciones discretas, son el andlogo a las ecnaciones

diferenciales para funciones continuas.

Transformada zeta

Sea f'(t) la funciéon discreta que describe una secuencia de impulsos.
Aplicando la transformada de Laplace y al hacer z=¢", se obtiene una funciin

trasformada en términos de la variable zeta F(z):

F(s)=LLf (O1=L , fTkI(~ kT)J= SN+ fTe™ -+ fTKJe ™™ 4o+ fTn]e ™
-XL e

siz=e" 5s= 1 Inz entonces:
T
F(2)=Z[f ()= f101+ fTl)e™ +--+ flklz oot flnlz" =D STk

X Ejemplo 1.30. Hallar la transformada zeta para (a) la funcidn escalon unitario,

F(O)=1t>0A £(£) =051 <05 (b) 1 funcion rampa, )=t st nf(r)=0¢>1<0-

Solucion. Aplicando la transformacion zeta se tiene que:
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(a) F(z)=Z::Uf[k]z’k =122+ 122 127 =l 2 2T 4 2 =1 (U 2) + (1 2) P+ (1 2) 4

. . " 1 .
Porcomparaci® conlaseriegeométrica 1+x+x” +~~:1—,para\x\ <1;setieneque:
—x

1 z
F(z)=——=——paralz >1
Oy Lt
®)  F@=Y T =02+ T 4202 4377 =T 4222 4327 44

5 zF(z)

=Tz’1(l+22’]+3z’2+---) =142z 43z +---

Porcomparacid con laseriebinomial: (1-x)” =1+2x+3x> +--- se tieneque:

ZF(Z):%%F(Z): ! 2= ! 2= ! 2 r 2 Tz2para‘z‘>l
T (1-1/2) 2(1-1/2° 2(1-1/2F L) zii(z-1)7 (2-1)

-
La transformacion zeta es una (1) gperacion lineal, y se aplican los siguientes

teoremas: (2) corrimients; (3) translacion compleja; (4) valor inicial, (5) valor final:
W Zro)+e®]=2rm0]+2[gw]  Zaf)=azlf k)]
@ Zfk+m)=2"F@) - 0]+ 27 fT1]+ 22 12+ 4 2f[n—1])
=2"F(z)= Y 2 fk]
Zlfk+D)]=2Fz)=Y . 2 fTk]=2F ()~ 2A10]
Zfh+D|=2F()- Y, 2 flk]=2F(2) -2 f10]- 2/T1]
@  Zderwl=Flel o Fo=z17@)
@ S [0]={i_{151f [k]=!g§F[z]

5) oo =lim/fTk] =lim(— =)F(z) = lim* = F(z)
t—00 z-1 4

Transformada zeta inversa

Dada una funcién F(z), se obtiene la funcién discreta f*(t) mediante la

transformada zeta inversa, definida por
1 0=2"F@)]=3_ /TK6¢—kT)

La tabla 1.8 muestra la transformada zeta de: () funciones muestreadas con

periodo T; (b) secuencias.

Universidad Auntinoma del Estado de Morelos - Facultad de Ciencias Quimicas e Ingenieria - Ingenieria Eléctrica




1-99 Capitulo 1. Métodos mateméticos de transformacién

Tabla 1.8 Transformadas zeta de: (a) funciones muestreadas con periodo T; (b) secuencias

a) f(H F(z) f(©) Fz) b) flk] | £]0], f[1], f]2], f[3],... E(2)
l—e
50) | oo | 2AeD) Wik | 1L =
(z=D(z—-e") z—1
St—kTy | B Tze z
( )| te™ oy a* a’,d',a’,a’, T a
—aT ~bT
e —e z
z gt ( — )ir k 0,123, —
z—1 (z—e )z—e) (z=1)
z zsinawl az
11—k : i B T — k '2a% 3a,--
=KD |y | she 2 _2zcosal +1 ka 024" 3, (z-a)
Tz — T 2
> cosat M Jea*™! 0,a°,2a*3a’ - 272
(z-1) z" =2zcosaTl +1 (z—a)
T°z(z+1 ~T sin @l -« 2a -3 z
(73) e “sinax 5 = - o —— | e e e e -
(z=1) z" —=2ze™ cosal +e ™ z—e
o cosar | z(z—cosaTl)
z—e™" e cos 2% —2zcos@l +1

La determinacion de la transformada zeta inversa se puede hallar mediante tres
formas: (1) usando la ecuacion definitoria; (2) usar un listado como en la tabla
1.7, simplificando F(z) mediante fracciones parciales cuando asi convenga; (3)

realizar una division larga F(z)=N(z)/ D(z)-

W Ejemplo 1.31. Determinar la transformada eta inversa de Fz)= z
(z=1)(z-0.5)

mediante expansion por fracciones parciales.

Solucion. En la transformada zeta, se prefiere obtener las fracciones parciales

para F(z)/z en vez de F(z) directamente, ya que esto conduce a funciones

comunes, es decir:

F(z) _ 1 b, b,
z  (z-D(E-05 (z-1) (z-0.5)

S S U R B
*0d\z-05)_ 1-05

0
AT
0dz"\z-1)__,

2z B 2z
(z=1) (z-0.5)

- F(z)= = fTk]=2u[k]-2x0.5" *
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. . ; 2
X Ejemplo 1.32. Determinat la #ransformada zeta inversa de Fz)= ?i‘f’l pot

division larga.
Solucién. Se realiza la division larga y se tiene que:

227 =222 42270 —220 4.

2 4z+ 1) 2z
2z+22° +277
-2z =277
—2z° 27" 257"
227
227 +27° +27*
=277 27
-27° -27* 277
277

~F(@2)=02° +2z" - 2727 +0z° +2z7* =227 +---= )[k]=0,2,-2,0,2,-2 &
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de sistermas fisieos

Una vez sentadas las bases matemadticas estamos en

disposicion de explorar los componentes fisicos elementales
cuyo comportamiento se rige de leyes fisicas bien definidas y
que en unién dan lugar a la formacién de sistemas fiscos
complejos. En esta seccién se persiguen los siguientes

objetivos:

Presentar los fundamentos tedricos que rigen el
comportamiento de los sistemas fisicos bdsicos:
mecdnicos, eléctricos, fluidicos, térmicos.

Observar la analogia natural que existe entre los
bloques funcionales de sistemas fisicos.

Enunciar las leyes y principios de la fisica en un

lenguaje matematico.



Capitulo 2. Blogues funcionales de sistemas fisicos II-2
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Introduccion

Un bloque funcional es un eemento fisico simple, que se caracteriza por tener
una propiedad fisica que se puede describir mediante las lyes y principios de fisica.
La descripcion se logra formando la ecuacién descriptiva que lo representa.
Un sistema fisico que consta de elementos lineales se estudia y representa por un
sistema de ecnaciones diferenciales lineales; en ingenierfa cuando un sistema no es
lineal se buscan métodos patra aproximarle a la linealidad bajo ciertas condiciones
impuestas. Un sistema se considera lineal si es posible aplicat el principio de
supetrposicion, que establece: “/a respuesta producida por la aplicacion simultinea de
7 _funciones de excitacion diferentes, es la suma de las n respuestas producidas por las n

Sfunciones actnando individnalmente”.

La manera en que se presentaran los bloques funcionales fisicos es la
siguiente: (1) se enunciaran los principios y leyes fundamentales; (2) se presentara
su equivalente en términos de ecuaciones diferenciales con cantidades
vectoriales y/o escalares segin sea su naturaleza haciendo notar su

comportamiento lineal.

Sistema General de Unidades de Medida

Se pretende presentar las ecuaciones fisicas en su forma mas simple y por lo
tanto se presentaran las unidades de las cantidades en conjunto con sus
ecuaciones, en su lugar se presentan a continuacion las tablas de las cantidades
fisicas fundamentales, cantidades derivadas mas empleadas vy constantes fisicas
ampliamente usadas. L.a Norma Oficial Mexicana NOM-008-SCFI-1993, Sistena
General de Unidades de Medida (publicada el 8 de octubre de 1993 en el Diario Oficial de la
Federacion), tiene por objeto establecer un lengnaje comiin que responda a las exigencias
actuales de las actividades cientificas, tecnoldgicas, educativas, industriales y comerciales, y

esta basada en el Sisterna Internacional de Unidades.

Cantidades fundamentales

Con el objeto de simplificar el intercambio de informacién, disminuir la

incertidumbre y ser consistentes en la representaciéon de cantidades se ha
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desarrollado un sistema de unidades wniversal, unificado y coberente basado en el
Sistema Métrico Decimal, m-kg-s desarrollado en 1790 por la Academia de Ciencias
de Paris. La Conferencia General de Pesas y Medidas (CGPM) es el organismo
internacional encargado de la definiciéon de los nuevos patrones de medida.
Se han sostenido 20 reuniones desde 1889 hasta 1995, a partir de 1960 se
conoce como Sistema Internacional de Unidades, SI, y consta de las siete
cantidades fundamentales mostradas en la tabla 2.1. Con el objeto de expresar las
cantidades en un amplio rango numérico la CGPM adopté los prefijos

mostrados en la tabla 2.2.
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Tabla 2.1 Cantidades fundamentales del SI

. . . Cantidad de Corriente Intensidad
Cantidad Tiempo Longitnd Masa ) Temperatura . .
sustancia eléctrica luminica
Unidad | segundo | metro | kilogramo mol kelvin ampete candela
Simbolo s m kg mol K A cd

Tabla 2.2 Prefijos adoptados por el SI

10-18 atto | a | 10% | miero | w | 10! deca da | 10° | giga G
105 | femto | £ | 107 mili | m | 102 | hecto h | 102 | tera T
10-12 pico | p | 102 centi c | 10° kilo k | 10% | peta P
10° nano | n | 107 deci d | 109 | mega | M | 10% | exa E

Cantidades derivadas

Mediante andlisis dimensional de una ecuacién se pueden expresar cualesquiera
otras cantidades en términos de las cantidades fundamentales. Con el objeto
de identificarlas facilmente ciertas cantidades tienen nombres especificos y
en general se denominan cantidades derivadas. La tabla 2.3 muestra las

cantidades derivadas de mayor uso.

Analisis dimensional:

[F] = ma] = {m ?J _ tmﬁJ _ {m i} = kg™ - Fuerza

2 2 2 2
[V]{%{Ld} kgmfz{l}:kgmﬁ{i} kg™ = poingje
q q S . S
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Tabla 2.3 Cantidades derivadas del SI

-6

Cantidad Unidad Simbolo Dimensiones
Area - — m?
Volumen _ _ m3
Frecuencia Hertz Hz st
Densidad de masa - — kg/ m?
Velocidad - — m/s
Velocidad angular - — rad/s
Aceleracion - — m/ s2
Aceleracién angular - - rad/ s?
Fuerza Newton N kg-m/s?
Presion mecanica Pascal Pa N/m?
Viscosidad cinematica - - -m?2/s
Viscosidad dindmica - — N-s/m?
Trabajo, energfa, calor Joule ] N-m
Potencia Watt W J/s
Potencia reactiva VAR VAR J/s
Cantidad de electricidad Coulomb C Ass
Fuerza electromottiz, diferencia de potencial Volt A\ W/A,J/C
Campo eléctrico - — V/m
Resistencia eléctrica, reactancia, impedancia Ohm Q V/A
Conductancia eléctrica, susceptancia, admitancia Siemen S A/V
Capacitancia Faradio F As/V
Flujo magnético Weber Wb Vs
Inductancia Henry H Vis/A
Densidad de flujo magnético Tesla T Wb/m2
Campo magnético - - A/m
Fuerza magnetomotriz Ampere A A

Flujo luminoso Lumen Im cd-st
Luminancia — — cd/m?
Tluminancia Lux Ix Im/m?
Entropia - - J/K
Capacidad especifica del calor — — J/kgK
Conductividad térmica - - W/m-K
Intensidad radiactiva - - W/sr
Actividad radiactiva Becquerel | Bq st

Angulo plano Radian rad unidad suplementaria
Angulo sélido Steradian | sr unidad suplementaria
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Unidades no oficiales cominmente empleadas

Algunas unidades que no forman parte del SI, son ampliamente usadas en
sectores cientificos, industriales y comerciales. La tabla 2.4 muestra las

unidades no oficiales comunmente empleadas en ingenierfa.

Tabla 2.4 Unidades del Sistema Britinico

Cantidad | Unidad Equivalencia Cantidad Unidad Equivalencia
Longitud | Angstrom | A=101"m Fuerza dina 105N

afio luz 9.461 x 10 m Presion bar 105 Pa
Volumen | litro 10 m? mmHg torr=133.3 Pa
Tiempo minuto min=60 s Energia ergio erg=107]

hora h=3600 s caloria cal=4.186 ]

dia d=86400 s kWh kWh=3.6x 10° ]

ano a=3.156 x 107 s Temperatura | °C K-273.15
Angulo revolucién | rev=360°=2rn rad | Vel. angular | rpm rpm=rev/min

Otros sistemas de unidades

Existen otros sistemas locales o especificos de alguna ciencia entre los cuales
destacan: britanico, gaussiano y ¢gs. La mayoria de los pafses han adoptado el SI
oficialmente; sin embargo y debido a que gran cantidad de instrumentos de
control estan basados en el Sisterza Britinico, en la tabla 2.5 se dan las

equivalencias para las unidades mas comunes.

Tabla 2.5 Unidades del Sistema Britinico

Cantidad Unidad Simbolo | Equivalencia
Distancia pulgada in 2.54 cm
pie ft 30.48 cm
yarda - 91.44 cm
milla - 1609 m
milla ndutica - 1852 m
Masa slug - 14.59 kg
onza — 28.35¢
Fuerza libra b 4.448 N
Energia btu btu 1055 ]
Potencia hp hp 745.7 W
Temperatura | grado Fahrenheit °F 1.8°C+32
Volumen galon - 3.788 litros
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Constantes fisicas

En la definicién de ecuaciones aparecen ciertos valores numéricos cuyo
valor ha sido aceptado como constante, las tablas 2.6 y 2.7 muestra las

constantes mas comunmente empleadas en la ingenierfa.

Tabla 2.6 Constantes fisicas empleadas en ingenierfa

-8

Descripcion Simbolo Valor Unidades

Velocidad de la luz c 2.99792458 x 108 m/s
Carga del electron e 1.602177 x 100 C
Constante Gravitacional G 6.67259 x 10-11 N-m?kg?
Constante de Planck h 6.6260755 x 10-3* J-s
Constante de Boltzmann k 1.38066 x 10-» J/K
Numero de Avogadro Na 6.022 x 10% moléculas/mol
Constante de Gas R 8.314510 J/mol-K
Masa del electrén me 9.10939 x 10! kg
Masa del neutrén ma 1.67262 x 107 kg
Masa de proton mp 1.67492 x 107 kg
Permitividad en el vacié €0 8.854 x 1012 C2/N-m?
Permeabilidad en el vacié ®o 4n x 107 Wb/A'm
Equivalente mecanico del calor 4.186 J/cal
Presién atmosférica estindar atm 1.013 x 10 Pa
Cero absoluto 0K -273.15 °C
Electronvolt 1eV 1.602 x 10 ]
Unidad de masa atémica, uma lu 1.66054 x 1027 kg
Energia del electrén en reposo m-c2 0.511 MeV
Equivalente energético de uma M-c? 931.494 MeV
Volumen de molar de gas ideal v 22.4 litros/mol
Aceleracién debida a la gravedad g 9.78049 m/s?
Tabla 2.7 Constantes matematicas empleadas en ingenieria
Razén de la circunferencia n 3.1416 --
Numero de euler e 2.71828 --
Unidad imaginaria i J=1 -
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Sistemas mecanicos

El estudio del movimiento de los cuerpos se agrupa convenientemente en dos
categorias: movimiento traslacional y rotacion con respecto a un eje fijo. Las propiedades
mecdnicas mas simples que manifiestan la mayoria de objetos materiales son
las siguientes: rigidez, amortignamiento y friccion e inercia. Estas propiedades estin
representadas en elementos que exhiben fuertemente cada una de ellas:
resorte, amortiguador y masa. Estos elementos se consideran blogues funcionales y

se encuentran regulados por las leyes de la mecanica clasica.

Fundamentos de cinematica y dinamica traslacional

El desplazamiento traslacional es el cambio de posicién de un objeto entre dos
puntos a lo largo de una trayectoria rectilinea o curvilinea de tal manera que
todas las particulas que forman el objeto se desplazan a lo largo de #rayectorias
paralelas, y poseen la misma velocidad y aceleracién en todo momento. La
posicion del objeto como funcién del tiempo se denota por x(?), la velocidad
V(1) es el cambio de posicion con respecto al tiempo, la aceleracion a(?) es el cambio de

velocidad respecto al tiempo y se definen por:

dx

ot

d*x
a=—
dt

En funcién de la velocidad (v) es facil conocer la posiciéon (x) del objeto en

el tiempo £ usando integracion:

x:jvdt

Si el movimiento traslacional es uniformemente acelerado, las siguientes

relaciones describen el movimiento del objeto:

X=X, 41, +V) X=X, +vt+ia’ v=v,+ar v =v, +2a(3+5%,)
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El estudio de las causas del movimiento de objetos es materia de la dindmica,

las leyes de Newton son su base teérica fundamental.

Primera Ley de Newton O ley de la inercia. Si la fuerza resultante que actiia sobre un
objeto es cero, entonces el objeto permanecerd en su estado de movimiento. Un cuerpo se

acelera solo si la fuerza resultante que actia sobre el es diferente de cero.

Segunda ley de Newton. Si la fuerza resultante que actiia sobre un objeto es diferente de
cero, entonces este se aceleray la aceleracion (a) es proporcional a la fuerza (f) e
inversamente proporcional a la masa (m) del objeto.

d’x

dr’

fzmdzm

Tercera ley de Newton o ley de accidn-reaccion. Por cada fuerga que actia sobre un
cuterpo, existe otra de igual magnitud, pero en sentido opuesto actuando sobre algin otro

cuerpo.

Ley de la gravitacidn universal de Newton. Establece que dos particulas de masa 7
y M, separadas entre si por una distancia 7, se atraen mutuamente con

fuerzas de magnitudes iguales y opuestas en sentido:

Mm
zf
B

/=G

Siendo G la constante de gravitacion nniversal.

El peso de un objeto de masa 7, es P=mg y describe la fuerza gravitacional
que ejerce el planeta tierra sobre el objeto. En este caso se define la

aceleracion debida a la gravedad (g) dirigida al centro de la tierra, como:

Siendo R=6.38x70° el radio promedio de la tierra y M=5.97x70? su masa.

La energia (E) es la capacidad que tiene un cuerpo para realizar un trabajo. El trabajo
fisico (IV), es un escalar que se determina por el desplazamiento (x) que

provee una fuerza o un campo de fuerzas (f) para desplazar un objeto.
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aw = J-dv > W = f-dx

La potencia (p) es la razon a la que se efectsia el trabajo (W) o se consume energia (E) y

queda definida por:
dw _dE
A N
P> " ar Jr

La conservacién de la energia mecanica enuncia: “En cualguier sistema aislado
de oljetos que interactiian sélo por fuergas conservativas, tales como el blogue y resorte, la
energia puede ser transferida una y otra veg, de cinética a potencial; pero el cambio total es

de cero; la suma de las energia cinética y potencial permanece constante”.

La energia potencial (U), es la energia almacenada en un sistema a causa de la
posicién relativa u orientacién de las partes de un sistema y esta definida

solo para fuerzas conservativas:

f=—d—U—>dU=—f-dx
dx

El teorema trabajo-energia establece que: “El trabajo neto efectuado por las fuerzas que
actiian sobre una particnla es ignal al cambio en la energia cinética de las particulas”.
Para una particula de masa 7 que mueve con una velocidad v, la energia cinética

K, y el momento lineal o cantidad de movimiento p de la particula se definen por:

2

dx
m—=

El principio de conservacion de momento lineal, establece que: ‘i la fuerya externa
resultante que actiia sobre un sistema de objetos es cero, entonces la suma vectorial de la
cantidad de movimiento de los objetos permanece constante”. Si dos objetos de masa

m; y mz chocan, el momento lineal antes y después del impacto se conserva.

MV, +m,v, =myv, +m,v,,
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El coeficiente de restitucion se define por ¢= (P =V, ) (P = 7,,) - Para una colision

perfectamente eldstica e=1, ineldstica e<1, silos cuerpos permanecen wunidos después
de la colision ¢=0. La segunda ley de Newton en términos de la cantidad de

movimiento es:
SF=
dt

Bloques funcionales de sistemas mecanicos con
movimientos traslacionales

Resorte

La rigidez de un resorte se describe mediante la relacién entre la fuerza F
empleada para estirar o comprimir un resorte y la deformacion resultante x,
ya sea de estiramiento o compresion. Roberto Hooke en 1678 enuncié la
siguiente ley “la deformacion de un resorte es directamente proporcional a la fuerza

aplicada”.
=tk =k[vat

El objeto que aplica la fuerza se encuentra sujeto a una fuerza de igual

magnitud y de sentido contrario, como lo establece la fercera ley de Newton.

La energia potencial del resorte de acuerdo a lo visto, queda definida por:

2
U=|[F-de= () dv=}hc =§f7
Amortiguador
El amortiguamiento y friccion son fuerzas de oposicion no conservativas,
que actian sobre la superficie de un cuerpo con el objeto de impedir el
desplazamiento. Un amortignader es un elemento fisico que presenta la
propiedad de amortiguamiento y se puede describir como sigue: “un émbolo
que comprime un fluido alojado dentro de recipiente cerrado, recibe una fuerza de oposicion

al desplazamiento que es directamente proporcional a la velocidad del éntbolo”.
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dx
=Cc—
7 dt

La fuerza del amortiguador es no-conservativa, por lo tanto el émbolo no
regresa a su posicién original cuando ha cesado la fuerza. Sin embargo la

energfa se transforma y disipa en forma de calor, la potencia disipada esta dada

por:

2

dx

dt

P=c

Masa

La inetcia es la capacidad que tiene un cuerpo debido a su masa a cambiar su
estado de movimiento o reposo. La fuerza inercial esta determinada por la
segunda ley de Newton o ley de la inercia: “la aceleracion producida por una fuerza dada
es inversamente proporcional a la masa que es acelerada”

d’x

dr®

f=m

Como se enuncié anteriormente la emergla cinética que presenta una masa

acelerada esta dada por:

12
<ol
dt

Fundamentos de cinematica y dinamica rotacional

Las consideraciones expuestas son validas para sistemas cuyos movimientos
sean traslacionales, si el movimiento es rotacional los bloques funcionales se

convierten en: resorte torsional, amortiguador rotatorio 'y momento de inercia.

El movimiento de rotacion es aquel que las particulas que constituyen el objeto
se desplazan en planos paralelos, a lo largo circulos centrados en el mismo

eje fijo llamado ¢e de rotacion.
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Consideremos el cuerpo rigido de densidad
uniforme mostrado en la figura 2.1, que gira
en torno al eje Z, en sentido antihorario. Sea
P un punto inmerso en este cuerpo, descrito
port el vector t, en el sistema coordenado con
origen O. El punto P describe una trayectoria
circular de radio AP=t-sin(() en el plano XY,

y su desplazamiento angular en radianes se

denota por 6. La longitud de arco s, el angulo

9}7 el radio degz'ro AP. se relacionan por: Figura 2.1 Movimiento rotacional
, :
S [
0=— —>s=rAP
AP

La velocidad angular (@), y aceleracion angnlar (@) del punto P como funciones

del tiempo (4, estan dadas por:

_dd
dt

@ —>9=J'c‘odt

do d*0 _do
aA=—= 5 =0O——
dt dt de

En términos del radio vector t, la velocidad vy la aceleracidn a del punto P,

quedan determinados por:

dr .
V=—=@X7V =@ rsin
7 (?)

__dv _d(@exr) _do_ dr _ . ~ ~
d=—=—"—"=—XF+OX—=AXTF + DXV =AXF + OX(OXTF)
dt dt dt dt

Es comun descomponer la aceleracién en dos vectores, aceleracion tangencial

ar y aceleracion radial ar, como se muestra a continuacion.

d=da,+d, a,=Qaxr d,=®xv

d, =aXF — ‘dr‘ = rsin(@)
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dp = WXV = OX(OXF) —|d,| = @ -sin(9)

Si la rotacion es uniformemente acelerada, las siguientes relaciones describen el

movimiento del punto P:

0=0+ax G=0,+at+ia’ o=a,+a & =0, +2a0+8)

El momento de inercia (I) de un cuerpo es una medida de su inercia rotacional.
Si un objeto se considera constituido por masas infinitesimales 71, 72,
m3...a las distancias respectivas 17, 72, r3...a partir de un eje, su momento

de inercia con respecto a este eje es:
2
I :Zmir,. = Irzdm

Consideremos nuevamente la figura 2.1. Definimos al radio de giro del cuerpo
como la distancia £ paralela al ¢e de giro, donde se debe concentrar toda la
masa del cuerpo si su momento de inercia 1, respecto al eje KK’ debe

permanecer inalterado.

I=k*m—k= ks
m

Los momentos de inercia respecto a los ejes X, Y, Z estan definidos por:

I, zj(yz +z%)dm I, ZJ‘()C2 +z0)dm 1, zj(xz +y))dm

El teorema de los ¢jes paralelos establece que: “la inercia de rotacion (1), de cualguier
cuerpo en torno a un eje arbitrario es ignal a la inercia de rotacion alrededor de un eje
paralelo que pase por el centro de masa (1.,), mds la masa total (m), por la distancia (d)

entre los dos ejes elevada al cuadrado™
_ 2
I=1, +md
En términos del momento de inercia, la energia cinética K, del cuerpo rigido
en rotacion, esta dada por:

K=1lo’
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La torca o momento de fuerza T, que actia sobre un punto P de un cuerpo, estd
representada por el producto vectorial del brazo de palanca ¢ y el vector fuerga £
que ocasiona la rotacién del cuerpo a través de un eje que pasa por P y es

perpendicular al plano formado por r y F.

T=FXf

La aceleracion angular ¢,y el momento de inercia I, y el momento de fuerzat,

quedan relacionados por la segunda ley de Newton para rotacion:
Yr=Ia

El trabajo (W) efectuado para desplazar el cuerpo desde 61 hasta 0, y la

potencia consumida (P), estan dados por:
0

w={rao P=ldlo
6

El momento angunlar L, con respecto al punto O, de una particula de masa 7y

velocidad v, es:

L=rxmv—->L=I1w

Bloques funcionales de sistemas mecanicos con
movimientos rotacionales

Resorte torsional

En un resorte torsional el desplazamiento angular 0 es propotrcional al par T;

T=keo

Amortiguador rotatorio

En un amortignador rotatorio, un disco que gira en un fluido, el par rotatorio es

proporcional a la velocidad angular:
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T=ca)=cﬁ
dt

Momento de inercia

La segunda ley de Newton aplicada a sistemas con movimiento rotacional se
describe por:

d’é

T=la=1"
t

La tabla 2.8 lista las ecuaciones que describen las propiedades de bloques

funcionales mecanicos para movimientos traslacionales y rotacionales.
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Tabla 2.8 Propiedades de los bloques funcionales mecanicos

Ecuacién descriptiva

Bloque funcional | Movimiento traslacional Movimiento rotacional

Resorte F=lx T=kO

Posee energia en virtnd

2 2
de su posicion. U:%ka:%F— U:Lkgzzil
k ? *k
Energia potencial
Amortiguador d 46
F= c—x T=c—
dt t
Disipa energia d 2 2
P = c(l) P =c ﬁ
dt dt
Masa/Momento d*x 420
de Inercia F= midtz T=1 e
Posee energia en virtud 2 )
de su movimiento. | K = l m) ﬁ K= 1 I(ﬁ]
2 \dt 2 \adt

Energia cinética

Sistemas eléctricos

Los elementos pasivos basicos que constituyen la base de los circuitos eléctricos
son: Znductor, resistor y capacitor. Estos elementos exhiben fuertemente las

siguientes propiedades: inductancia, resistencia, capacitancia.

Elementos activos v elementos pasivos

En circuitos eléctricos consideramos como elementos activos aquellos que son
capaces de proporcionar potencia promedio mayor que cero, por ejemplo
las fuentes de corriente y voltaje y el amplificador operacional. Un elemento
pasivo se define como aquel que no suministrar una potencia promedio que

sea mayor que cero, en un intervalo de duracién infinita.

Conveccion de cotrriente eléctrica

Para efectos de analisis de circuitos se ha adoptado por convencién que la

direccién de la corriente sea la misma que la de portadores de carga positivos. De
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esta manera: ez #n elemento activo /a corviente circnla de la terminal de menor potencial
a la de mayor potencial (- => +); en un elemento pasivo /a corriente circula de la terminal
de mayor potencial a la de menor potencial (+ => -). Lo cual se conoce como

convencion pasiva de los signos.

Fundamentos de electrostatica y electrodinamica

La potencia eléctrica instantinea para un elemento eléctrico por el cual circula
una corviente i(¢) con una diferencia de potencial v(t) a través de sus terminales, se

define por:
p=Vi

Una fuente de fuerga electromotriz practica es un generador que bajo el principio
de induccién electromagnética y la conversion de energia mecanica a
eléctrica es capaz de producir una diferencia de potencial »(?) en sus
terminales. La /ey de Faraday establece que: La fem (¢) inducida en un circuito es
ignal al negativo de la velocidad con que cambia con el tiempo el flujo magnético ( @) a
través del circuito:

_dgy,
dt

Esto es se produce una deferencia de potencial en las terminales de un
conductor que se haya sometido en un campo magnético, cuando existe un

movimiento relativo entre ambos.

La corriente eléctrica, se define como el /a tasa de flujo de cargas eléctricas a través de
un conductor eléctrico que se encuentra sometido al campo potencial de una
fuente cuya fuerza electromotriz produce una diferencia de potencial #(#) en
las terminales del conductor. Por naturaleza los portadores de carga negativa

(electrones) fluyen de la terminal con menor potencial bacia la terminal con mayor

potencial, es decir del citodo (-) al anodo (+).

i

dt
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Bloques funcionales de sistemas eléctricos

Inductor

Una bobina o inductor es un alambre conductor en forma de espira, tal
configuracién le propicia una propiedad eléctrica conocida como #nductancia.
La inductancia (L) es la propiedad por la cual un material eléctrico se opone
a cambio subitos de corriente a través de el. Cuando por las terminales de
un inductor fluye una corriente i(t), entonces en las terminales de este se

induce una fuerza contraelectromotriz dada por:

Por ser un elemento pasivo, el inductor disipa energfa cuando sobre el
circula una corriente. La energfa disipada se obtiene facilmente al considerar
las ecuaciones definitorias de potencia-energia y voltaje en las terminales del

inductot.
U =Ipdt=jvidt=j(LZ§)idt =L{idi =14 Li’

Resistor

Un resistor es un material que opone resistencia la paso de la corriente eléctrica
a través de el. La resistencia de un conductor eléctrico es funcién de la

configuracién del conductor, para un alambre metalico se tiene que:
L

R=p—
S

Siendo p la resistividad del material, I la longitud del alambre y § el area de
la seccién transversal. La resistividad es una propiedad de los materiales y es

funcién de la temperatura de acuerdo con:
p=pll+a(T-T1,)]

Siendo pv la resistividad del material a la temperatura Ty y o el coeficiente de

temperatura propio del material.
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Un material obmnico es aquel que obedece la fey de Obmr:

V = Ri(t)

Siendo 7(?) corriente que fluye por el material con resistencia R expuesto a

una diferencia de potencial I en sus terminales.

Un resistor disipa energfa en forma de calor, tal fendmeno es conocido

como ¢fecto Joule, la energia disipada en forma de potencia, esta dada por:

p=vi=(Ri)i = Ri® 2%\/2

Capacitor
Un capacitor es elemento pasivo cuya propiedad caracteristica es la
capacitancia. La capacitancia (C) es la propiedad de un material por la cual se

almacena energfa eléctrica en forma de campo eléctrico.

Un capacitor sencillo es un elemento de dos placas conductoras metalicas
paralelas distanciadas una de la otra. Cuando las terminales de las placas se
conectan a una fuente de voltaje, las placas adquieren cargas iguales en
magnitud y opuestas en signo. La capacitancia se define como la razén entre
la magnitud de la carga en cualquiera de las placas y la diferencia de

potencial entre ellas:

C=1—>v=iq

C

De la definiciéon de capacitancia se obtiene la relacién entre voltaje y

corriente del capacitor:

dv_ldg_1. . _.dv
d Cdt C dt

La energfa almacenada entre las placas del capacitor se obtiene facilmente al

considerar la definicién de potencia eléctrica:

U = pdt = [vidt =j6v%art=cjvarv=;Cv2
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La tabla 2.9 muestra las ecuaciones descriptivas de los bloques funcionales
eléctricos.

Tabla 2.9 Propiedades de los bloques funcionales eléctricos

Bloque funcional Ecuacién descriptiva

Inductor

Resistor V =Ri p=Ri’= lvz
R
Capacitor dv 1 )
l'ZCj%V:*J.l'dt U_%CV
t

Sistemas fluidicos

La mecanica de fluidos nos provee la base teérica para el estudio de fluidos. Los
fluidos pueden clasificarse en dos categorias atendiendo su compresibilidad.
Los fluidos hidranlicos y fluidos neumdticos, no compresibles y compresibles

respectivamente.

Fundamentos de hidrostatica e hidrodinamica

Los fluidos hidrdulicos son fluidos en estado liquido. El estado liquido se
distingue porque sus moléculas tienen cierta libertad para desplazarse unas
respecto a otras, pero estan sometidas a la accion limitante de las fuerzas de
cohesién que les impide extenderse indefinidamente; debido a ello su
volumen es constante, a temperatura constante; su forma se adapta a la del

recipiente que los contiene.

La densidad p se define como la cantidad de materia (m) por unidad de

volumen (V), y en los fluidos liquidos es constante:

La presion (p) es la fuerza (f) por unidad de area (A):
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p=£—>f=pA

La presidn hidrostdtica (P;) debida a una columna de un fluido de altura by

densidad de masa p, esta dada por:

Py =pgh

El principio de Pascal establece que: “la presion aplicada a un fluido encerrado es

transmitida a cada porcion del fluido asi como a las paredes del recipiente que lo

contiene”:
ot
Al AZ

El principio de Arguimedes afirma que: “Cuando un cuerpo es sumergido en un fluido,
el fluido ejerce una fuerga hacia arriba (fuerza boyante) ignal al peso del fluido gue el
cuerpo desplaza, el volumen de liguido desplazado es ignal al volumen de la parte

sumergida del objeto”. La fuerza boyante f;, que recibe un objeto que se sumerge

un volumen o en un fluido con densidad pyestd dado por:
F,= gpro

Cuando un fluido que llena un tubo de seccién transversal .4 corre a lo largo
de este con una velocidad promedio #, entonces el gasto, flujo, descarga o razin
de flujo volumeétrico, esta dado por O=Av, ademas si el fluido es incompresible,

se cumple la siguiente relacion conocida como ecuacion de continuidad:

O=A4v, = 4,v,

La wviscosidad es la resistencia natural que ofrece un fluido para desplazarse

sobre una supetficie.

La Jey de Poisenille establece que el flujo volumétrico de un fluido que corre a
través de un tubo cilindrico de longitud L y seccién transversal de radio 7y

con presiones p1 y pz2 en los extremos del tubo, esta dado por:
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Q: 7174(]71 _pz)

=K(p, —
Sl (pi—py)

Para un flujo a lo largo de una tuberia de una corriente continua de un
fluido de viscosidad despreciable es valida la siguiente relaciéon conocida

como ecuacion de Bernoullr:

1 1
b +5PV12 +hpg=p, +Ep‘)22 +h,pg

Donde los subindices 1 y 2 denotan dos puntos a lo largo de la tubetifa, p, g
y b, son la densidad, la aceleraciéon debida a la gravedad y la altura

respectivamente.

Bloques funcionales de sistemas fluidicos
hidraulicos

Las propiedades de los fluidos hidraulicos son: resistencia hidrinlica, capacitancia

hidrdulica e inertancia hidranlica.

Resistencia hidraulica

Es la resistencia a fluir que se presenta como resultado como resultado de
un flujo de liquido a través de vilvulas o cambios de didmetro de las
tuberias. La diferencia de presiones entre dos puntos dentro de la tuberia que transporta
un fluido hidrdaunlico es directamente proporcional al flujo volumetrico, constante de
proporcionalidad se conoce como resistencia hidraulica y es la constante que

acompafia la ley de Poiseuille:

p—D,=Rq

Capacitancia hidraulica ﬁ iq |
pl

Considérese la figura 2.2, se tiene un -
contenedor cubico de altura 4 y area de base h o
. . 2
A, alimentado por un fluyjo qi, con una v P ; —>
<
A

presion pi en la altura maxima de liquido y un i S
Figura 2.2 Capacitancia hidraulica
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flujo gz a la salida, con una presién pz al fondo del contenedor. La razén de

cambio de volumen (1) es igual a la diferencia de los flujos volumétricos (g)

que entran y salen del contenedor:

_dV_d(dh)_ dn
dt dt dt

9, — 94,
La diferencia de presiones segtn lo visto, esta dada por:
=p —p =h h=">"
P=p—P,=hpg—
rg
Sustituyendo 4 de la ecuacién anterior se tiene que:

dlz |
ql_q2=A@=A£=idip=Cdip siendo C=i
e dt pgdr i T e

Donde la constante C se conoce como capacitancia hidrinlica. Reescribiendo la

ecuacion en su forma integral, resulta:
p =if(611 g, )dt
C

Inertancia hidraulica

C 1, Area de seccién
Considérese el bloque mostrado en la figura 2.3, transversal: A

representa un volumen de liquido cuya densidad es
Fi=p1A

P, con longitud L y area de seccién transversal A,

masa m
—

del lado izquierdo se haya sometido a una presion py

y del lado derecho a una presion pe.
La fuerza neta que actia sobre el bloque de liquido esta dado por:

dv dv dv
F—-F =pA-p, A= —p)A=m—=ALp— -p,=Lp—
1 2 =P P> (p,—py) d 1% di =D P dt

Considerando la definicién de flujo volumétrico g=Av = » = g/ A se tiene:

_Lpdq_,dq

PR T

L
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Donde la constante I se denomina snertancia hidranlica y se define por (es el

equivalente del resorte en sistemas mecanicos y el inductor en sistemas

eléctricos):
=Ltr
A

Las propiedades de los fluidos neumaticos son: resistencia neumiitica,
capacitancia  newmdtica e  inertancia neumdtica. El estudio de los fluidos

neumaticos es menester de la Termodindmica.

Fundamentos de fisicoquimica y termodinamica

Un mol es una unidad de cantidad que equivale a 6.0225x1023 particulas.
Consideremos una masa () de un gas en su maximo estado de pureza, de
masa molecular M, encerrado en un recipiente de volumen 17, bajo una presion p

y con una femperatura T, la ley de los gases ideales, establece que:

P — | 238

V =nRT —
g LT

Siendo # = m/M el nimero de moles y R la constante universal de gases ideales.
El principio de Avogadro establece que: “voliimenes ignales de todos los gases, a la

misma presion y temperatura contienen ignal nimero de moléculas”.

La ley de Dalton de las presiones parciales, atirma que “la presion total (p;) de nna
mezela de n gases es ignal a la suma de las presiones parciales (pi) de los componentes

individuales de la mezcla”.

PL=) Di=pi+ D+ s+

i=1
La teoria cinética de los gases ideales establece que un gas de 7’ molécnlas cada una

de masa m’, moviéndose a una velocidad promedio v, sometidos a una presion p

en un volumen 17, entonces se cumple que:

1 2
V=-—mnv_
p 3 rms
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Asi mismo la energia cinética promedio de cada molécula esta dada por

=3 { mi / 9 _ [3rRT _ [3P
E, =3kT, asi mismo la velocidad por molécnla es Vs =KL = /7 .

Para gases reales sin embargo, se han desarrollado ecuaciones de estado que
semejen el caso ideal, esto se ha logrado parcialmente mediante factores de
correccién, una de las cuales es la ecunacion de VVan Der Waals, con a'y b como

constantes:
n’a
(p +7)(V —nb)=nRT

Las /leyes de la termodindmica establecen los fundamentos de la dinamica de

fluidos en estado gasificado. Las propiedades termodindmicas de las sustancias

son: temperatura (1), presion (P), densidad (p), entropia (S). Un proceso es reversible
cuando su direccion puede invertirse en cualquier punto por un cambio infinitesimal en las

condiciones externas. En la practica todos los procesos son irreversibles.

La energia térmica (Q), es la energia que fluye de un cuerpo a otro debido a la diferencia
de temperaturas. La energia interna (U), es la energia fotal contenida en un sistema,
suma de las energfas cinética, potencial, eléctrica, nuclear que poseen atomos

y moléculas del sistema.

La conversidn de trabajo en formas de energia potencial, cinética, eléctrica, o mecinica
se puede llevar a cabo con un ¢ficiencia cercana al 100% eliminando la friccion
que disipa energfa en forma de calor. Sin embargo lo contrario, la conversion
de calor en trabajo u otra forma aprovechable de energia tiene una eficiencia
(¢ficiencia=trabajo realizado/ calor introducido) que no supera el 40%. La segunda

ley de la termodinamica trata de explicar este echo.

El trabajo (W) necesario para expandir un gas, a presion constante p, de un

volumen de 177 a un volumen 1/, es:

dW=pdV—>W=jpdV

Vi
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La entalpia (H) es una relacion simple entre la energia interna (U) y el trabajo

(W=P1") de un sistema, que se ha definido para efectos practicos como:

dH = dU +d(PV)— AH = AU + A(PV)

Ley cero de la termodindmica. Si dos cuerpos estan en equilibrio con un tercero,

entonces estos estin en equilibrio térmico entre si.

Primera Ley de la termodindamica. Si una cantidad de energfa térmica 40 fluye
dentro de un sistema, entonces esta debe aparecer como un incremento de
la energia interna dU del sistema y/o como un trabajo dW por el sistema

sobre sus alrededores.

dQ=dU+dW =dU + pdV

Segunda Ley de la termodindmica. “Es imposible para cualquier sistema sufrir un
proceso en el cual se absorba calor de un depdsito a una temperatura sinica y convierta el
calor completamente en trabajo mecinico, con el sistema terminando en mismo estado en el
cual comenzd”. Es decir, si un sistema experimenta cambios espontineos, éste
cambiard en tal forma que su extrogpia () se incrementa, o bien permanezca
constante, pero nunca disminuye. La entropia es una medida del desorden espacial
'y térmico de un sistema. El calor siempre fluye espontineamente de los cuerpos
de mayor a los de menor temperatura. Cualquier proceso irreversible produce
cambios del sistema hacia un estado de mayor entropia. Para un proceso ideal

reversible e isotérmico se tiene:

2
dS:d—QeAS:Id—Q
T T

Tercera ley de la termodindmica. El cero absoluto no puede ser alcanzado por ningin

procedimiento que conste de un niimero finito de pasos.

El calor especifico o capacidad calorifica, c=AQ/(mAT), de una sustancia es la
cantidad de calor requerida para elevar la temperatura de una unidad de
masa 7, en un grado. Para el agua ¢=4180 J/kg. En caso de gases se tienen

dos capacidades calotificas, calor especifico a volumen constante (Cv) y calor
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especifico a presion constante (Cp). Para un gas ideal de masa molecular M, se
cumple que:
CP - CV = ﬁ
La razdn de calor especifico para gases es y=C,/C,, cuyo valor para gases

monoatdmicos es y =1.67, y para gases diatdmicos y=1.40.

En los calculos de ingenierfa los gases que estan sujetos a presiones de unos
cuantos bar pueden considerarse como ideales. Para un mo/ de gas ideal en un
proceso donde 7o hay flujo y es mecanicamente reversible, se aplican las siguientes
ecuaciones:

dU =dQ+dW — AU =Q+W

dW:pdV—>W=jpdV

dU =C,dT — AU = [ C,dT

dH =C,dT — AH = [ C,dT

Se dice que el proceso es politrgpico si la relacién presién-volumen, esta dada

por: PV =K, siendo K una constante. En tal proceso, el trabajo W, y el calor

0, se obtienen con las siguientes ecuaciones:

(5-1)/5

w= R B 1

51|l p

(6-1)/6

0= G=RT, [g] O

@-Dy-D|\ A
Para valores particulares de la constante 9, las ecuaciones anteriores se
reducen a los siguientes procesos termodindmicos, para un gas ideal: Zsobdrico
(presién constante, 8=0), isotérmico (temperatura constante, dU=0, 8=1), adiabitico
(sin transferencia de calor, d0=0, 8=Y), isocdrico © isovolumétrico (volumen constante,
AW'=0, 8= ),

Los problemas cuyas soluciones dependen exclusivamente de la conservacion

de la masa 'y de las leyes de la termodindmica suelen dejarse fuera del estudio de la
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mecdnica de fluidos (que involucra el principio de momento lineal) y son

estudiados por la termodindmica.

Un volumen de control (17¢), es un volumen aislado de un sistema fisico en
estudio, con una entrada y una salida para comunicarse con sus alrededores.
Consideremos un volumen de control que aloja una cantidad contable X de
fluido. Una ecuacion de balance de masa expresa la relacién entre la rapidez de
transporte (X ) hacia (+) o desde el fluido (-), con la rapidez; con la que se genera

(X,) la sustancia dentro del volumen y con la rapidez de cambio de la sustancia

dentro del volumen de control (dX /dt):

ax
X, +X, :—dt”

La rapidez de flujo mdisico mcon la que fluye un fluido en fase gaseosa, de

densidad p, a través de una tuberia de drea de seccion trasversal A, con velocidad

promedio v, esta dada por:

= pvA

El proceso de flujo en estado estable es aquel en el que el flujo masico de

entrada y salida es el mismo. Dicho estado obedece la ecuacion de continuidad,
la cual se puede escribir en términos del volumen especifico (N =1/ p).

v 4, W 4,

m=pyvd, =pv,4, = Vv
e2

el

Bloques funcionales de sistemas fluidicos
neumaticos

Resistencia neumatica

Considere un sistema en fase gaseosa en flujo estable, fluyendo a través de
una tubetia. La resistencia nenmatica se define en términos de la razén de flujo
mdsico m 'y la diferencia de presiones en dos puntos 1 y 2, a lo largo de la

tuberia, como:
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Py~ P, =Rm

Capacitancia neumatica

Consideremos un volumen de control V¢, que aloja un gas, con las

siguientes propiedades, 7zasa m, densidad p, temperatura T, al cual entra un flujo

masico s,y sale un flujo masico sm,. Supongamos que las condiciones del

gas estén dadas por la ecuacion del gas ideal.
pV=mRT — p=(m/V)RT =pRT — p=1/RT)p

El cambio de masa en el volumen de control, sabiendo que m=pl/, y

considerando la ecuacion anterior es:

_dm) _d(pV)_ V. dp_ dV  dGrp)_ dV YV dp

V—=p—+V —
dt dt dt RT dt

m, —m,
dt dt dt dt

Lo cual se puede reescribir como:

m,—m, =
dp RT

Vo Vdp _( 4V V \dp
dp dt  RT dt

dp
—=(C,+C))—
il (G 2)dt

Donde las constantes Ci y Ca son la capacitancia neumitica debida al cambio de

volumen y la capacitancia debida a la compresibilidad del gas, respectivamente.

av V
C = _ -
P O Re

En términos de la diferencia de presiones, la ecuacién puede escribirse

como:

(ml —m, )dt

_ _Lj
Pr— P> C +C,

Inertancia neumatica

Consideremos un bloque de gas de drea de la seccion transversal A, longitnd 1.

Sea su densidad uniforme p, y su masa m=pAL. Apliquemos la segunda ley de

Newton para estudiar las relaciones entre la fuerza que se provee al bloque de
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gas para acelerarlo y sus propiedades. Consideremos que la fuerza actia en

las caras laterales del bloque, ejerciendo presiones p1 y p2.

d(mv) _d(pLAv) _ , d(pg)
dt dt dt

f= -p,)A=ma=

Donde g=Av, es el flujo volumétrico, asi mismo el flujo madsico esta dado por

m =pgq. En estas condiciones se tiene que:

PP = T y

La constante I=1./.4 se denomina znertancia neumitica.

Sistemas térmicos

Para sistemas térmicos solo se consideran dos bloques funcionales: resistencia

térmica y capacitancia térmica.

Fundamentos de transferencia de calor y
calorimetria

Las escalas de temperatura mas comunes (con el punto fusion y ebullicion del agua
indicado en paréntesis) son: Celsius (0-100 °C), Fahrenbeit (32-212 °F),
Rankine (492-672 °R) y la escala absoluta o Kelvin (273.15-373.15 K). Se

relacionan entre si, como se indica a continuacién:

K=°C+273.15
°F =1.8°C+32 —°C=(°F—32)/1.8
°R =°F +460

El punto triple del agna se define a 0.01°C y equivale a 273.16K. Si un material
de coeficiente lineal de expansion O., y coeficiente volumétrico de expansion B (B=3a
para solidos), con /longitud Lo y volumen Vo, se somete a un cambio de

temperatura, AT, este resiente un cambio en longitud y volumen dados por:

AL=al AT AV = BV,AT
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E/ calor transferido de un cuerpo a otro es el resultado de la diferencia de temperaturas.

El calor necesario para elevar la temperatura de un material de capacidad

calorifica ¢y masa m, una cantidad AT es: Q =mcAT .

Los tres mecanismos para la fransferencia de calor son: conduccion, conveccion y
radiacion. La conduccion ocurre cuando la energfa calorifica pasa a través de un
material como resultado de las colisiones entre la moléculas del mismo. La
conveccion de energfa calorifica involucra movimientos de masa de una regién
a otra, el material de menor temperatura es desplazado. La radiacion es

transferencia de energfa a través de ondas electromagnéticas.

Conduccion. Consideremos dos cuerpos de temperatura Ta y T, siendo
Ta>Ts, y sea un material de conduccion aislado de longitud L.y drea de seccion

transversal Ay sea k su conductividad, entonces la corriente de calor por conduccion

(H) es:

AT, T, AT, -T,
g9 __ ar _AKT,-Ty) AT, -T,) _ »_L

dT dx L R k
Conveccion. El proceso de transferencia de calor por conveccién es
complejo y no existe una ecuacion general, por el contrario se desarrollan
ecuaciones particulares dependiendo de su aplicacion. Por ejemplo la

conveccion natural de aire desde superficies verticales y planos horizontales esta

dado por:
AL _y) szfzgﬂfAT(cPﬂ}
ky I k-,

Siendo: h=coeficiente medio de transferencia de calor, kt=condnctividad calorifica del
fluido, cy=calor especifico a presion constante del fluido, Pi=densidad del fluido,
Be=coeficiente de expansion térmica del fluido, g=aceleracion debida a la gravedad,
AT=djferencia de temperaturas entre la lamina y el fluido, \s=viscosidad del fluido.

Radiacion. Un cuerpo negro es un cuerpo que absorbe toda la energfa radiante

que incide sobre el. En equilibrio térmico un cuerpo emite la misma cantidad

de energfa radiante que la que absorbe. A partir de la fy de Stefan-Boltzmann,
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se tiene la corriente de calor por radiacidn (H) para una superficie A, de un cuerpo

a temperatura absoluta T, esta dada por:

H:@:Aeoﬂ
dT

Donde © es la constante de Stefan-Boltzmann, y e es la emisividad de la superficie.
Para un cuerpo negro ¢=7 y ¢<7 para una superficie real. Cuando un cuerpo

con temperatura absoluta T, estd en una region donde la temperatura

absoluta es T, la energfa radiada por el cuerpo es:

d
H= d—? = Adeo(T" -T,")

Bloques funcionales de sistemas térmicos

Resistencia térmica

Como sabemos de la termodinamica, sélo hay flujo de calor neto entre dos
puntos si hay una diferencia de temperaturas entre ellos. El flujo de calor q,
debido a una superficie A, entre dos puntos de femperatura T1 y Ta se

relacionan por:

Donde R es la resistencia térmica. El valor de la resistencia depende del modo
en el que se transfiere el calor. En la conduccién a través de un soélido
R=L/k. En la conveccion R=1/(Ah).

Capacitancia térmica

La capacitancia térmica (C) es una medida del almacenamiento de energfa
interna de un sistema. Sea qi la razén de flujo en el interior de un sistema y

q2 la razén de flujo que sale de este, entonces:

dT dT
Ag=q,—q,=mc—=C— < C=mc
q=41—4; dt d
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Relaciones analogias de bloques funcionales de
sistemas fisicos

Hasta ahora nuestro esfuerzo se ha concentrado en la determinacién de los
bloques funcionales de los siguientes sistemas fisicos: mecdnicos traslacionales,
mecdnicos rotacionales, eléctricos, fluidicos hidranlicos, fluidicos neumaticos'y térmicos. La
intencién que se ha tenido en mente es presentarlos de manera tal que se
observe una analogia natural en los modelos matematicos que los presentan,

como se resume en la tabla 2.10.
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Tabla 2.10 Relaciones analogas de los bloques funcionales de sistemas fisicos
Bloques funcionales
Sistema Almacenamiento de . A Almacenamiento de
X | . Disipador de energia .
fisico energia potencial energia cinética
Mecdnico Resorte traslacional Amortiguador traslacional Masa
i dv
trasnacional F= kJ.le F=cv Fem®
dt
Mecanico Resorte torsional Amortiguador rotacional Momento de inercia
rotacional da
T =k | it T=ca T=1%"
dt
Eléctrico Inductor Resistor Capacitor
1 . . dv
z=fjvdt z=%v i=C—
L dt
Fluidico
o Inertancia hidriulica Resistencia hidraulica Capacitancia hidrdulica
bidranlico
1 d(p,—p,)
q=7‘[(p1—172)dt q=%(p1_pz) q=C#
Fluidico Inertancia neumatica Resistencia neumatica Capacitancia neumatica
neumatico 1 d(p,—p,)
m=—|(p, —p,)dt m=%(p,—p,) m=C———"2
IJ(Pl D) P~ Py a
Térmico Sinrequivalente Resistencia térmica Capacitancia térmica
dT
1 —
g=%T-T,) g4, =C—
dt
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Modelado de
» irinmicos

Los sistemas fisicos se presentan en la naturaleza como
sistemas dindmicos. El modelo matematico que representa un
sistema fisico se obtiene a partir de un andlisis del estado que
guardan los bloques funcionales que componen el sistema,
aplicando los principios de conservacién de energia, masa vy
momento (angular y lineal). El objetivo de este capitulo es
presentar un conjunto de técnicas que permitan la obtencién

de modelos matemdticos para los siguientes sistemas fisicos:

Sistemas mecanicos.
Sistemas eléctricos.
Sistemas fluidicos.
Sistemas térmicos.

Sistemas electromecanicos.

El modelado se presenta mediante la funcion de transferencia del
sistema en el dominio de s, empleando la transformada de Laplace;

se presenta una introduccién al andlisis en espacio de estados.
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Modelado de sistemas dinamicos

Una ecnacion diferencial de un sistema dindmico, es un modelo matematico que
representa la relacion entre las variables de entrada del sistema y las variables
de salida para una caracteristica del sistema en particular, como una funcién
del tiempo. Una modelo de estado es una representacion matricial que relaciona
las variables de: entrada, salida y de estado; de manera que determina el
comportamiento del sistema en cualquier tiempo. En general las Jeyes de
conservacion de la masa M), energia (E) y momento (P) se aplican a los
componentes del sistema para formar una ecuacién de balance que se puede

escribir como:

flujode[ME]de entrada- flujode[ME]de salida = tasa de acumulacian de[ME]

En ingenierfa de control se emplean varfas técnicas matemadticas bien
fundamentadas: (1) modelado mediante funcidn de transferencia, aplicable a
sistemas  lineales  invariantes con el tiempo (ED lineales con coeficientes
constantes); (2) representacion del sistema mediante diagramas de blogues y (3)

modelado de sistemas complejos mediante espacio de estados.
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Modelado mediante funcion de transferencia

La teoria de control convencional emplea la funcién de transferencia para el
analisis de sistemas lineales invariantes con el tiempo sujetos a una sola
entrada y una sola salida; y el andlisis se realiza en el dominio de la
frecuencia (1/t). Una funciin de transferencia o ganancia G(s), de un sistema se
obtiene al aplicar la transformada de Laplace a la ED invariante con el tiempo, que
representa el sistema (transformando la ED del domino del tiempo al
dominio de la los numeros complejos) y se expresa como una razon de la
salida o respuesta Y (s), entre la entrada o excitacion X(S); bajo la suposicion de
que todas las condiciones iniciales son cero:

Y(s) _ L]
X(s) Lix]

Y()=G(s)xX(s) —  G(s)=

El orden del sistema queda determinado por el orden de X(s) y en general el

orden de X(s) sera siempre menor que el orden de Y(s).

X Ejemplo 3.1. Obtenet la funcidn de transferencia para
el sistema mecanico mostrado en la figura cuya
entrada es la fuerza externa u(t) y su salida el

desplazamiento y(t). u(t)

Solucién. Cuando se aplica la fuerza externa u(t) a la

masa, en la direccion indicada, las fuerzas de resorte y

amortignamiento se oponen al desplazamiento. De esta T a2
manera: (1) aplicando la segunda ley de Newton, F=ma;

() transformando la ED lineal e invariante resultante;

) hallando la funcidn de transferencia suponiendo  Figura 3.1  Sistema blogue-

.. L . . resorte-amortiguador
condiciones iniciales iguales a cero, se tiene:

v —p 2O dy@) N
u() ~ k() ~b = D= = T k=
ms Y (s) +bsY(s) + kY (5)=U(s)  —  Y(s)x|ms? +bs+k]=U(s)
= G(s)=1) _ ! *

U(s) ms*>+bs+k
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Representacion del sistema mediante diagramas de
bloques

Punto de suma Blogque

Los  diagramas de  blogues  son
M(s)

Ris)
™\

representaciones  grdficas  de  la
Co, . . Punto de bifurcacién
dindmiica de un sistema de control, en

su forma mids sencilla representan

Flecha g m— / Figura 3.2 Elementos de

una funcion de  transferencia; y _
un diagrama de bloques

constan de los siguientes

elementos (figura 3.2): (1) flechas: se emplean para representar la direccion
del flujo de la sefial; (2) punto suma: es el lugar donde dos o mas sefales se
suman o restan dependiendo del signo indicado; (3) punto de separacién: es
el lugar donde la sefial se separa en dos o mas direcciones de flujo; 4)
bloques: son recuadros que alojan una operacién matematica de

transformacién para la sefal de entrada.

Los diagramas de bloques obedecen algunos principios algebraicos basicos

como se muestra en la figura 3.4.

Para un sistema de lazo abierto, que consta de elementos conectados en
serie, la funcién de transferencia global es el producto de las funciones de

transferencia de los elementos individuales:
G =HGk = G1G2 '“Gn
k=1

Para un sistema de lazo cerrado consideremos

el diagrama de blogues mostrado en la figura 3.3. G(s) ce),

Se tienen las siguientes relaciones:
Realimentacion

C(s) = G(s)E(s)

E(s)=R(s) - B(s) = R(s) — H(s)C(s)
Cls) . G(s)
R(s) 1+G(s)H(s)

Figura 3.3 Funcién de transferencia de un

sistema de lazo cerrado
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1. Y=A-B-C

47 = (G + GA

5.7 = GA + GB

Figura 3.4 Reglas algebraicas de los diagramas de bloques

En la ecuacién anterior G se conoce como funcion de transferencia de la

trayectoria directa, GH se conoce como funcidn de transferencia de lazo.

Efectos de las perturbaciones

Una perturbacion es una sefial no deseada la cual afecta la salida del sistema.

Las perturbaciones pueden venir de fuentes exdgenas (medio ambiente) o

del interior del sistema, por ejemplo ruido eléctrico.

R(s
) Gyl

Perturbacidn
Dis)

Gals)

Cis)

H(s)

Figura 3.5 Sistema de control en lazo cerrado con perturbacion
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Consideremos el sistema de lazo cerrado sujeto a una perturbacién D(s),
mostrado en la figura 3.5. La respuesta del sistema C(s) es la superposicion
de las respuestas de la sefial de entrada Cr(s) y la perturbacién Cp(s), esto es:

G,(s)
1+G,(5)Gs ()H(5)

C(s) = Cy()+ Cp(s) = [G,()R(s)+ D(s)]

En general los sistemas de lazo cerrado son poco sensibles a los efectos de

las perturbaciones.

Representacion de un sistema dinamico en diagrama de bloques

W Ejemplo 3.2. Para el circuito RC mostrado en la
figura 3.6; cuya entrada es ¢ y cuya salida es ¢, Hallar /D CI

€

su representacion en diagrama de bloques.

Solucién. (1) Se escriben ecuaciones que relacionen Figura 3.6 Circuito RC

las variables de entrada y salida; (2) se transforman en diagramas de bloques;

(3) se forma un diagrama de bloques general:

Ei(s) 1) [ Efs)

==
o

(N 2 (3) *

Modelado mediante espacio de estados

En la teoria de control moderna se emplea el concepto de espacio de estados
para el andlisis de sistemas dinamicos que pueden tener entradas y salidas
multiples y que pueden variar con el tiempo (ED no lineales); y el analisis se

realiza en el dominio del tiempo (t).

El estado de un sistema queda determinado al conocer el #-vector de estado,
cuyos componentes son #-variables de estado y que graficamente se representa

como un punto en el n-espacio de estados. Una ecuacion de estado es una relacién
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entre tres conjuntos de variables que determinan el comportamiento del
sistema: (1) variables de entrada, (2) variables de salida y — (3) variables de estado. Un
sistema dinamico debe incorporar elementos que memoricen los valores de la

entrada, estos son los integradores y sus salidas son las variables de estado x= J' Xdx -

Mediante el espacio de estados un sistema dindmico, se puede representar

mediante el siguiente conjunto de ecuaciones matriciales:

0= O+ ©
= O+ O
donde :
y ExnatriDig estado
= matriz de entrada
A = matrizdesalida

B = matrizde transmision directa

C . . . . . .
LaB matrices A, B, C y D son funciones del tiempo si el sistema es variante
con el tiempo, de lo contrario son matrices constantes. El vector de entrada (u),
vector de salida (y) y vector de estado (x), se definen por:
uy(7) n(@ x ()
U, (1) Q) x(0)

N O SN OE

t t t

u, (£) y SO x, (1)

®=

W Ejemplo 3.3. Representar el sistema masa-resorte-amottiguador,

mediante ecuaciones de estado.

Solucién. El punto clave para la representaciéon del sistema mediante
ecuaciones de estado es la seleccién adecuada de las variables de estado, y se
lleva a cabo como sigue: (1) se determina la ED que representa el sistema
dindmico y el grado de esta (n); (2) se eligen n-variables de estado, que
pueden ser la funciéon de salida y sus (n-1) derivadas; (3) se escriben
relaciones de las variables de entrada y las variables de salida con las
variables de estado; (4) se expresan matricialmente las ecuaciones de estado;
(5) se representa el sistema en su forma matricial estindar identificando las

matrices de coeficientes (A, B, C, D):
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d’y ., dv
1 m +b——+ky=u—my"+by'+ky =u
M Tt "' +by +hy
(2 x,(8) = y(), X, () =y'(?) “— variables de estado
3) X'\ =x,,

x‘zzl(—ky—by')+lu—>x’2:—£x1—2x2+lu

m m m m m
Y=x

o [ AL o]

(5) OH= O+ O
O= O+ ©®

x' Ax  Bu 0
A=k phl  B=|1| c=[ o D=0 *

y
m  m m

Representacion de EDL con coeficientes constantes en espacio de

estados

El método antes enunciado se generalizara para representar un sistema
dindmico que es representado por una ecuacion diferencial lineal de enésimo
orden, en su forma normal:

(n) (n=1) [0 —
yotay +ota,,yt +a,y=bu

Consideremos como variables de estado la funcién de salida y sus derivadas

y definimos:

(0] (n=1)
P

=D, X =Y > X =Y

Reescribiendo la ED en términos de las variables definidas:

! = ' =
X'\ =x,, X, =X, > X

Por lo que matricialmente en espacio de estados la ED lineal de n-ésimo

orden se representa por dos ecuaciones lineales de primer orden:
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X, 0 1 0 0
y CxxD 0 0 1 0
=] = 0 0 0 0 =
X, 0 0 0 1
X X A -a, —a,, —a,, -a B )
= o0 - 0] =0

cAsimismo la funcign de transferencia del sistema esta dada por:

RO b
-1
U@s) s"+a;s" +-+a, s+a,

G(s)

Relacion entre funciones de transferencia y espacio
de estados

Cuando se tiene un modelo en el espacio de estados de un sistema con una
sola entrada y una sola salida, es posible obtener la funcién de transferencia

a partir de los parametros A, B, C y D como se muestra a continuacion.

L[ = O+ @O]=sX(s)= X(s)+ U(s) > sX(s)— X(s)= U(s)
=(@I- )X(s)= U(s)= X()=(sI- )" U(s)
L= O+ Ol=Y(s)= X+ Uls)
= (A- ) B+ U =UsxAGB- )" + ]
Duaﬂ=n”2

y Cx D
s[— )+
CUM®A g D C A B D

A Ejemplo 3.4. ObtencPla ftheBnle transferencia para el sistema masa-

resorte-amortiguador representado en espacio de estados.

Solucién. Aplicando la ecuacién definitoria se tiene que:
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0
= M =[t o} =0

A (fsop[0oBL [€ -1] D
o= S || A E e
m m m m
[ b
A . ay —ap s+; !
det(sl — )=s(s+b/m)+k/m, adj4 = = A
—a a
21 11 — Ky
L m
A s+b 1 s+b lﬁ
L adj4 1 — - |
- =224 0 | m g m R=—— -
(s ) ¥ R A i P %
STt —85+—| —— § - s st —85+—
m m m m m m m
Rs+R— R |0
G)=29 = - )+ =i o] M Mw:Rl
U(s) ~RE Rs|m m
m
sz+£s+£ m  ms®+bs+k
m m

Sistemas mecanicos

Para los sistemas mecinicos traslacionales existen tres bloques funcionales
basicos: masa-resorte-amortiguador; para sistemas mecdnicos rotacionales los bloques
funcionales basicos son: momento de inercia-resorte  rotacional-amortignador
rotacional. En andlisis de sistemas mecanicos se lleva acabo aplicando la segunda
ley de Newton a cada masa o momento de inercia segiin corresponda, con
frecuencia es util dibujar un diagrama de cuerpo libre, en el que se muestran las

fuerzas o torques actuando sobre cada masa:

d*x d*e
LF=mTr ZT=I

W Ejemplo 3.5. Obtener el modelo por funcién de
transferencia del sistema mostrado en la figura 3.7,
donde la fuerza externa es la variable de entrada y el

desplazamiento la variable de salida.

Desplazamiento x —>

Solucién. Cuando la fuerza f{t) se aplica a la masa en

Figura 3.7 Sistema

la direcciéon indicada, los resortes se oponen al
masa-resorte
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movimiento con fuerzas indicadas. Aplicando la segunda ley de Newton, se

tiene que:

2 2
f(:)—k,x—kzx=m% N m%+(k,+k2)x=f(t)

L|:m Z’:f +(k, +ky)x = f(t)} - mSZX(S) +(k, + k) X (5) = F(s)

X(s) _ 1

X(s)x[ms? +(k, +k)]=F(s) =  G(s)= o) S m T *

B Ejemplo 3.6. Obtener el modelo por funcién de

transferencia de un motor que hace girar una carga, \ T
donde el par externo T, es la variable de entrada y el BEAEEEE
desplazamiento angular la variable de salida. —- ; / gt

Solucion. En la figura 3.8 se muestra el modelo de

Figura 3.8 Masa que gira

bloques. La masa es representada por el momento de sujeta al extremo de un cje

inercia I, con radio de giro k y es hecha girar por un par
externo T (internamente es un par aplicado a la armadura, debido a fuerzas electromagnéticas por

iteraciéon con el campo magnético, T = BIANsin &2 ), el resorte y el amortiguador

rotacionales generan pares que se oponen al movimiento de la masa; se

aplica la segunda ley de Newton en forma rotacional |, _ ,d@, y se tiene que:
dt

2 2
T(z)—kﬁ—cﬁ=1d—f - ld f+cﬁ+k«9=T(Z)
dt dt dt dt

2
L|:I dd 2‘9 + c% +k@ = T(t)} - Is*O(s) + csO(s) + kO(s) = T (s)
t

O(s) _ 1
T(s) s*+cs+k

O x[Is* +es+k|=T(s) =  G(s)=

X Ejemplo 3.7. Obtener el modelo por funcién de transferencia del sistema

de suspension de un automovil, figura 3.9a.

Solucién. El sistema de suspension es complejo, un acercamiento es como el
mostrado en la figura 3.9b, una simplificacién mayor conduce al sistema
mostrado en la figura 3.9c. En el cual el desplazamiento x; del punto P es la

entrada del sistema y el desplazamiento x, de la masa es la salida del sistema.
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@ © " @ kX bx!
+ + k l
P

b x, T
Centro de masa m
\_ Cuerpo del automévil J l l
*
m

|
o) L L kx, bx,

"
X o

Figura 3.9 (a) Suspensién de un automévil; (b) sistema de suspension; (c) simplificacién; (d) cuerpo libre

La suspensién de un automoévil tiene por objeto la estabilidad de este, de
manera que se minimicen las vibraciones como resultado del relieve del
terreno. Se compone de dos elementos principales resortes (o muelles) y
amortignadores ademas de brazos y ejes rigidos. Refiriéndose a la figura 3.9¢ el
sistema se modela como un sistema wasa-resorte-amortignador. En términos de
desplazamientos, cuando un desplazamiento x;, se aplica al punto P, la masa
m reacciona con desplazamiento X, a partir de su posicion de equilibrio; pero
se amortigua mediante el amortiguador de constante b y el resorte de
constante k. El diagrama de cuerpo libre se muestra en la figura 3.9d, en

simbolos se tiene que:

2 2
m al v, + b B g _p P4 Yo bb @y ) e —x)=0
dt dt dt dt dt dt

L|:m dz’j’ + b[dx" & ]+ k(x, —x,)= 0} = ms2X ,(s)+bs(X, (5) = X, () + k(X (s) = X,(5))= 0
dt dt dt

X, ()% (ms> +bs + k)= X, (s)x (bs + k)= 0 — X ()% (ms> +bs + k)= X,(s)x (bs + k)
Xo(s) bs +k
X, (s) ms* +bs+k

G(s) = *

Sistemas eléctricos

Los bloques funcionales basicos de sistemas eléctricos son: inductor-resistor-
capacitor. Bl analisis de sistemas eléctricos se lleva a cabo aplicando las /yes de

voltajes y corrientes de Kirchhoff ILVK, LCK), mediante dos métodos conocidos
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como analisis de mallas y analisis de nodos que expresan la conservacion de

la energfa y la carga respectivamente:

> ¥, =0«LVK

k=1

> L =0<1CK

W Ejemplo 3.8. Obtener el modelo por “
funcién de transferencia del sistema RLC
mostrado en la figura 3.10, la variable de

entrada es el voltaje aplicado 2, la variable de

salida es el voltaje en el capacitor c. ®)

La
—c v,

1OF

mallas, ambos conllevan al mismo resultado, Figura 3.10 Circuito R-L||C, (a) andlisis

B
Solucién. La figura 3.10a, muestra el analisis [ é ’)J r)

de nodos, la figura 3.10b muestra el analisis de

es decir: de nodos; (b) analisis de mallas

Analisis de nodos :

. L . V-V o1 . dv
>i=0:  i—i,—iy =0, i = RA’ ’2ZZIVAdt> 13:Cd—;
v—v 1 dv dve. R
T"fz_[vAdtfc th =0 pero v, =v,, entonces : RC7;+ZJ.det+vC =v
dvc R _ R Vc(s) _
L{RC " +Zjvcdz+vc —v:} o RGV()+ V() =V )
R V. 1
VC,(S)(RCH—LH):V(S) S Gls)= ;(S) - =
§ () RCs +—+1
sL
Analisis de mallas :
Mallal:V=Ri1+LM
dt
0 — d(izfil)_ d(ilfiz) _ d(ilfiz) 7 .
Malla2:0=v, +L 7 =v.—-L 7 —>vC—LT—>J‘det—L(ll—lz)
. dve .1 v,
—>J.vcdt—Lll—LC 7 —>ll—zj.vcdt+C?
_ ! dv, . _ dv. R
DV—R{Ljvcdt+C & }+vc R v=RC i +zjvcdt+vc *
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W Ejemplo 3.9. Escribir el circuito eléctrico

analogo al sistema mecanico mostrado en la figura 6

Rama 1 Rama 2
3.11. o
Solucién. La analogia entre elementos mecanicos y

eléctricos es como  sigue:  resorte Pinductor;
amortignador Presistor, masa >capacitor, la fuerza F, es , ,

Figura 3.12 Sistema mecanico
analoga a la intensidad de corriente eléctrica i. Los
elementos de la rama 1 estin en paralelo con el
elemento de la rama 2, lo mismo ocurre en su
circuito dual. El resultado se muestra en la figura

3.12.

. Rama : | Ra!na 2
Figura 3.12 Sistema eléctrico

Transformada de ILaplace de impedancias

complejas

El analisis de circuitos eléctricos se facilita en gran medida cuando las

impedancias del circuito se transforman por la técnica de Laplace. La
impedancia se define como la razén Z(s)=V(s)/I(s); pata los elementos
resistor R, inductor L y capacitor C, se tienen las impedancias complejas R, Ls y
1/Cs respectivamente, el reciproco de la impedancia es la admitancia Y(s). El
equivalente de impedancias en serie es su suma algebraica, el equivalente de

admitancias en paralelo es su suma algebraica, es decir:
Z,()=22,(5) Y ()= Y (s)
k=1 k=1

W Ejemplo 3.10. Obtener la transformacién de

i R
Laplace del circuito RLC mostrado en la figura 3.13. H"_WTQ
Solucién. Se escribe la LVK para la malla y se “ > C'{‘ °
transforma: o o

Figura 3.13 Circuito RLL.C
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di . 1.
e, —v, —vp—v. =0, LE vy = Ri, VC—EIldt
e —L——Rz——.[zdt e, =Efidt

L[ —L%—Ri—zjidt=0}=Ei(s)—le(s)—RI(s)—Is(é) =Ei(s)—1(s)[Ls+R+$}=0

_lg 1(s)
L{eo —Ej.ldl‘:| E,(s )——
E,(s) _ 1(s)/sC _ 1/sC B 1

= 0= 1 I~ LCs® +RCs+1 *
i) 1(s){Ls+R1+—} Ls+RI[+— H&s TREs*
sC sC
A Ejemplo 3.11. Obtener el modelo por funcién de ° 4 1 <
transferencia del circuito mostrado en la figura 3.14, ¢ Z €,
|

empleando el concepto de impedancia compleja.
Siendo Zi(s)=Ls+R, Z(s)=1/Cs.

Figura 3.14 Circuito de impedancias

Solucién. Puesto que es un circuito de una sola  complejas

malla, se aplica la LVK y se tiene que:

E,(s)
E(s)=Z I V4 Z
() =2,1)=[2:()+ 2, x2S X
:G(S):Eo(s): Z,(s) _ 1/Cs _ i 1 N
E(s) Z/(s)+Z,(s) Ls+R+1/Cs LCs"+RCs+1

X Ejemplo 3.12. Obtener el modelo en espacio de estados del circuito RLC

mostrado en la figura 3.13.

Solucién. Se aplica el método para EDL con coeficientes constantes, antes
presentado, que consta de los siguientes pasos: (1) se obtiene la EDL y se
escribe en sui forma normal y se obtiene el orden 7 (2) se escriben las n
variables de estado x7...x,, que consta de la variable de salida y sus n-1
derivadas; (3) se escribe la variable de entrada #, y la variable de salida y=x;
(4) se escribe las ecuaciones matriciales de primer orden que representan el
estado del sistema de acuerdo al formato presentado; (5) se obtiene la

funcién de transferencia empleando la ecuacion antes presentada:
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di 1 1 de,
1 e.—L——Ri——|idt =0, e, =—|idt »i=C—<
O C T ar cI ¢ CI dt

d[cd%j d 1 (. d d’ d
e, —L%—R(CQJ—EI[Cﬁ}ﬁ:q —1cE % _pefo g, -

dt dt dt dt dt
wWRo1 1
—e,+t—e,t——e, =——e EDL en su forma normal de orden n = 2
L LC LC
R 1
a =—, a,=——
L LC
2) X, =e,, X, =e,' — variables de estado
3) u=e, ,y=e, =X “«— variables de entrada y salida
' 0 1 0
@ {x‘ } - {_1 _R}{X' } {1},,
2 e Ll e

Ey(s) 1/LC 1

¢ G= = =
E(s) s +R/Ls+1/LC LCs”+RCs+1

Sistemas fluidicos

Un liquido que fluye dentro de una tuberia se dice que tiene flujo laminar si su
niimero de Reynolds es menor que 2000, si es mayor se dice que es flujo

turbulento. El nimero de Reynolds es una cantidad adimensional que se

define por:
e =Y
u

donde : i = viscosidad [poise = dina - seg/cm® = g/seg - cm]
G = velocidad masica del flujo
D = diametro de la seccion transversal circular

Los sistemas con flujo laminar se modelan con EDL mientras que los de
flujo turbulento requieren EDP; los primeros son menester de nuestro

estudio.

A& Ejemplo 3.13. Para el sistema de nivel de liquidos con iteracién mostrado
en la figura 3.15, obtener las EDL que describen el cambio de las alturas de
los liquidos en los contenedores trespecto al tiempo, si la inertancia es

despreciable.
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Figura 3.15 Sistema de nivel de liquidos comunicantes

Solucién. Los elementos que componen el sistema mostrado son
basicamente dos tipos: los contenedores o capacitores y las vdlvulas; los primeros
tienen la propiedad de capacidad y los segundos de resistencia. Empleando las

ecuaciones definitorias se tiene que:

Para el contenedor 1:

dp dh
ql_q2=CIE3 p=hpg, C]:Al/pg—>q]—q2=A]7t'
Para la valvula1:
Ap = Rq,, Ap =hpg—h,pg — (b, —hy,)pg =R q, = q, :%(hl —h,)
1
Pg dh, dh, Pg 9,
=q, - -h)=4——>—+""(h —hy)) ="+
q, Rl( 1 2) Ca dt A]Rl( 1 2) 4,
Para el contenedor 2 :
dp dh
qz_qszczaa p=hpg, C2=A2/pg—>q2—q3=z427[2
Para la valvula 2 : (el liquido sale a presion atmosférica p = 0)
Ap = R,q;, Ap =h, g_O%thngzqzé%:%hz
2
rg dh, dh,  pg : :
—>q,-"2h,=4,— —> q, = A,—=+ == h,, sustituyendo q, en laecdela valvulal:
q, R, 2 > 9, > R, 2 Y q,
dh dh
=P —ny=a, P Py T PRy PR g .1.
R, dt R, dt RA, R, A,

X Ejemplo 3.14. Para el tubo en U, mostrado en la

Altura en algin
instante

figura 3.16, que contiene un liquido, obtener la EDL

- Altura inicial
VA

que describe el cambio de altura con el tiempo,
Densidad p

cuando se incrementa la presién por el extremo del

tubo indicado.

L

Solucion. Cuando se ejerce presion por el extremo
] p p Figura 3.16 ‘Tubo en U

izquierdo del tubo, desplazandose el nivel 1 una conteniendo liquido
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altura h, la diferencia de alturas entre niveles es 2h, y el volumen desplazado
es V=Ah, siendo A el area de seccién transversal. En cualquier instante, la
diferencia depresiones entre los dos extremos debe ser ignal a la caida de presion total a
través del sistema, si consideramos que el sistema tiene znertancia, resistencia y

capacitancia entonces se tiene que:

dyq 1 dv  d(4h) dh d*h dh A
=1—+Rq+—|qdl, =—= =A— > p=IA~—+RA—+ = |dh
p=1 R+ fa T w T a a P atcl
Idh = 2h « Diferencia entre los niveles, 1= ﬁ, C= A
4 rg
d’h dh
= pL +RA—+2pgh = L)
P i d pPg p
Sistemas térmicos
W Ejemplo 3.15. Considérese un termémetro de
temperatura T que se sumerge en un liquido de T T |[<—a
temperatura T1, mostrado en la figura 3.17, determinar la
EDL que describe la variacion de temperatura del
termometro. Figura 3.17 Termémetro

Solucion. El termémetro tiene una capacitancia térmica C, y existe un flujo de
calor del liquido al termémetro q, a través de una resistencia térmica es R, es

decir:

T, —T = Rq « resistencia térmica q=

qg=C 62—7; « flujo de calor del liquido al termometro

T, -T
L =cd—T—>Rcd—T+T=T, *»
R dt dt ’

& Ejemplo 3.16. La figura 3.18 muestra un sistema térmico 19

que consta de un calefactor eléctrico CE en una habitacién H. El c T

CE emite calor a la razén qiy H pierde calor a la razén q. Si V%

el aire en H estd a una femperatura uniforme Ty que no se

almacena calor en las paredes, obtener la EDL que describe  Figura3.18 Calefaccion

como cambia T.
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Solucién. El aire en H tiene una capacitancia térmica C, la temperatura
dentro de H es T y To fuera de ella, empleando las ecuaciones definitorias,

se tiene que:

dTr 1
‘I1_q2=czv R‘h:T_TO_)qZ:E(T_To)
1 dT dT
=q,-——\T-T,)=C— > RC—+T =Rq, T, L)
9, R( o) d dt 9, o

Sistemas electromecanicos

Gran parte de los dispositivos de aplicaciéon practica se componen de la
agrupacion de sistemas simples, el analisis de estos requiere la aplicacion de

leyes de conservacion de las energias que intervienen en su operacion.

W Ejemplo 3.17. Determinar el modelo matematico del motor de CD (a)
controlado por armadura; (b) controlado por campo. Dibujar el circuito,

realizar un diagrama de representativo del modelo.

Solucién. Un motor de CD es dispositivo que transforma energia eléctrica
en energfa mecanica. Se compone de partes principales un ewbobinado de
campo y un embobinado de armadura; el primero genera un campo magnético de
densidad de flyjo B, por circulacion de una corviente ir; cuando por el
embobinado de la armadura de N espiras, circula una corriente 1,, sobre cada
espira de Jongitud Ly anchura b, actban fuerzas F, que la hacen girar a velocidad
angnlar w; generando un par T. En las terminales de la armadura se induce
un voltaje denominado fuerga contraelectromotriz vy, y se opone al voltaje aplicado

Va y es proporcional a w.

(a) Para el motor controlado por armadura, la corriente de campo if, es constante
y el motor se controla ajustando el voltaje de la armadura v,. El circuito de la
armadura se puede considerar como una resistencia R, en setie con una
indnctancia L, y una fuerza contraelectromotriz v, opuesta el voltaje aplicado a la
armadura v,, como se muestra en la figura 3.19. Al par de la armadura T, se
opone el par de amortiguamiento Tr, proporcional a la velocidad de la

armadura.
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(b) Para el motor controlado por campo, la corriente de la armadura i, es
constante y el motor se controla ajustando el voltaje del campo vr. El circuito
del campo se puede considerar como una resistencia R, en serie con una
inductancia Lg, como se muestra en la figura 3.19. Al par de la armadura, se
opone el par de amortignamients, Ty proporcional a la velocidad de la

armadura. La figura 3.20 muestra el diagrama en bloques en funcién del

tiempo, la deduccion matematica se muestra a continuacion:

Figura 3.19 Circuitos
de la armadura y campo

para un motor de CD. .

Circuito de armadura carga
Comportami ento del motor de CD :
F =NBi L « fuerza magnética sobre N espiras
T =Fb=NBi ,Lb=kBi, < parsobre N espiras de la armadura
v, =k,Bo « fuerza contraelectromitriz inducida
Motor CD controlado por armadura :i, = constante .. B = constante
v, =k;o
di di
ZVZOI L, 13+Raiﬂ:va-vb—>La 1*‘+Raia:va-k3a)
dt dt
dw dw
ST=I—: T=ki, T,=co>I—=ki, —co
dt dt
Motor CD controlado por campo :i, = constante
di; .
ZV=02 LfE+R/z/=v/
dw dw
ST=I—: T=ki,, T,=co—>I—=ki, —co *
dt o dt

Circuito de_
campo
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- = dw
v, -¥ =L—-R4 F= ki, th’—:T-w
T Carga
v C Embobinado Carga
2 a de armadura rotacion o
Induccién
electromagnética
o=imentada
8 v, = ko
di, do
=R, i +L — . I—=T-cw
T gt T= ki, dt
i
Circuito de " | Embobinado Carga Gaiga
v —— campo de armadura [ 7| rotacion @
\
b)

Figura 3.20 Diagrama en bloques en dominio del tiempo, para el motor de CD controlado por:
(a) armadura: (b) campo.
A Ejemplo 3.18. Para el motor de CD del ejemplo 3.17, obtener la funcién
de transferencia por elemento, determinar la funcién de transferencia global

y dibujar el diagrama de bloques en el dominio de s.

Solucién. (1) Se obtiene la transformada de Laplace de cada elemento de la
figura 3.20 suponiendo condiciones iniciales iguales a cero; (2) se ordenan los
términos convenientemente y se obtiene la funcién de transferencia global.
El diagrama de bloques en el dominio de s, se muestra en la figura 3.21; los

calculos se muestran a continuacion:

Circuito de
armadura 1 Carga
Vals) 1| K 1 w(s)
Ls+R, - Is+c
K
3 ,7
a)
Circuito de - Embobinado
campo de armadura Carga
Vi(s) 1 K 1 w(s)
Ls+R, T ke
b)

Figura 3.21 Diagrama en bloques en dominio de s, para el motor de CD controlado por:

(a) armadura; (b) campo.
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1)
Circuito de la armadura :

I,(s) _ 1
V,(5)=V,(s) L,s+R,

V,($)=V,(s) = L,s,(s)+R,1,(5) =1, ()% (L, s +R,) = G(s) =

Embobinado de la armadura :

G(s) = IT((SS)) ~k,

Carga :

Isa(s) = T(s) - ca(s) — G(s) = % - 1+ -

Realimentacion :
H(s) = V,,(s) _
a(s)
@
Motor CD controlado por armadura :
1 1/R, 1/R, L
= = P
Ls+R, (L,/R)s+1 7z5s+1
1 1/¢ /e 1
= = ST, =—
Is+c (I/c)s+1 7,5+1

ks

Armadura :

Carga :

G (s)= U/ Rk, (/) NTs +D(T,s+1) [a/R )k, 1/ ) /(z,7,)
T by (U Rk, (L ) (s +D)(Tys +1) 8% +[(z, +7,) z,0))s + [k 1/ R DK, (1 ) +1]/(z,7,)

% & K =[/R ),/ )Nz7,), @, =Tk, (/R )k, (1/c)+1]Az,7,)
s* +28w,s + @,

G, (s)=

Motor CD controlado por campo :

1 1/R; 1/R; L,
Campo : = = o=
L,s+R; (L, /Rp)s+1 7;5+1 R,

1 1/ 1/ 1

Carga : ¢ ¢ T,=—

Is+c:(1/c)s+1:rzs+1
o) _UR; Ve _ (/R ks (1/ )

G(s) = S =
Vo(s) 7is+1 T,5+1  (T,s+1)(7,s +1)
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Sistermas de Control

En esta seccion se presentan los fundamentos de los sistemas

de control de procesos industriales.

¢Qué es un sistema de control automatico?
Sistema de control lazo abierto y lazo cerrado.
Tipos de sefiales de transmisién.
Componentes de un sistema de control
Dimensionamiento de valvulas

Tipos de controladores por realimentacioén

Controladores 16gicos programables PLCs
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Control automatico

El control de sistemas industriales existe por la necesidad de mantener constantes
algunas cantidades variables (figura 4.1), cuyo valor deseado se denomina
punto de control; a expensas de las perturbaciones o trastornos del medio

o inherentes al sistema.

Un sistema de control automatico puede
definirse como aquél que compara el valor de la
variable o condicién a controlar con un
valor deseado y toma una accién de Presion Nivel
correccion sin que el operador intervenga

en absoluto.
Velocidad
Los sistemas de control se clasifican en dos
grupos: en /ago abierto y en lago cerrado. El .
sistema de lago abierfo carece de realimentacién, el
sistema de lazo cerrado posee realimentacion, la sefial
de realimentacion es aquella que sale del ~ Figura4.1 Cantidades variables comtinmente
controlador con la finalidad de realizar ~ contoladas
ajustes en la seflal de entrada de manera

que se estabilice segiin convenga.

Sistema de lazo abierto

Los sistemas de control de lazo abierto son en general basados en
secuencias definidas y finitas o bien por temporizadores. Los componentes
basicos de un sistema de control de lazo abierto son los siguientes (véase
figura 4.2):
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(1) 2 3)
Entrada Elemento Elemento de Salida
de control P correccion P Proceso
Variable
- J controlada
~—
Controlador

Figura 4.2 Elementos de un sistema de control de lazo abierto

1.- Elemento de control. Es el elemento que determina que accién se va a tomar

dada la entrada al sistema.

2.- Elemento de correccion. Este elemento responde a la entrada que viene del
elemento de control e inicia la accién para producir el cambio en la variable

controlada al valor requerido.
3.- Proceso. Es el lugar donde se controla la variable.

Con los sistemas de control de lazo abierto los tipos de control mas
conocidos son de dos posiciones (ON/OFF) o secuencias de acciones

conmutadas por tiempo.

Sistema de lazo cerrado

Con el sistema de control de lazo cerrado se tiene una sefial de
realimentacion hacia la entrada desde la salida, la cual se utiliza para
modificar la entrada de modo que la salida se mantenga constante a pesar de

los cambios en las condiciones de operacion .

Los componentes de un sistema de control de lazo cerrado son los
mostrados en la figura 4.3. La entrada del sistema es el valor requerido de la

variable, y la salida es el valor real de la variable.
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Controlador
~ - ~
(1) Sefial de (2) (3) (4)
Entrada error Elemento Elemento de Salida
—> de control P correccion Proceso >
Valor de .
. Variable
referencia
controlada
(5)
Elemento de
medicion <

Figura 4.3 Elementos de un sistema de control de lazo cerrado

1.- Elemento de comparacion. Compara el valor requerido o de referencia de la
variable por controlar con el valor medido de lo que se obtiene a la salida, y
produce una sefial de error la cual indica la diferencia del valor obtenido a la

salida y el valor requerido.

error = valor de referencia - valor medido

2.- Elemento de control. Decide que acciéon tomar cuando se recibe una sefial de
error. A menudo se utiliza el término controlador para un elemento que

incorpora el elemento de control y la unidad de correccién.

3.- Elemento de correccion. Se utiliza para producir un cambio en el proceso al

eliminar el error, y con frecuencia se denomina actuador.

4.- Elemento proceso. El proceso, o planta, es el sistema donde se va a

controlar la variable.

5.- Elemento de medicion. Produce una senal relacionada con la condicién de la
variable controlada, y proporciona la sefial de realimentacién al elemento de

comparacién para determinar si hay o no error.

Todo sistema de control de lazo cerrado posee realimentacion; que es el medio
a través del cual una sefial relacionada con la variable real obtenida se
realimenta para compararse con la seflal de referencia. Se tiene una
realimentacion negativa cuando la sefial realimentada se sustrae del valor de

referencia:
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error = valor de referencia - valor de realimentacion

La realimentacion positiva se presenta cuando la sefial realimentada se adiciona

al valor de referencia:

error = valor de referencia + valor de realimentacion

Control de un proceso industrial

El bucle o lazo para un proceso industrial esta formado por los siguientes

elementos (figura 4.4): proceso, transmisor, controlador y valvula de

control.
Punto de
consigna > Error Controlador
y Fluido de
Medida y Elemento final | control
transmision de control <
Salida del Variable Variable
oroducto reailada Proceso ¢aninulada Entrada del
- producto
]
[ P, Perturbaciones

Figura 4.4 Elementos de un sistema de control industrial

El proceso consiste en un sistema que ha sido desarrollado para llevar a
cabo un objetivo de terminado: tratamiento del material mediante una serie

de operaciones especificas destinadas a llevar a cabo una transformacion.

El transmisor (figura 4.5) es un instrumento que capta la variable del
proceso y la transmite a distancia a un instrumento receptor indicador,

registrador, controlador o una combinacién de estos.
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Medio De

Receptor
Variable del Transmision Indicador
Transmisor ”| Registrador
proceso Sefial De 9
T s Controlador
ransmision

Figura 4.5 Elementos que intervienen en la transmision

Los tipos de sefiales de transmisién pueden ser una de las indicadas en la
tabla 4.1:

Tabla 4.1 Sefiales de transmision

No. Sefal Rango
1 Neumitica | 3-15 PSI, 0.2-1 Bar, 0.21-1 Kg/cm?
2| Electrénica | 4-20 mA CD, 0-20mA CD, 1-5 VCD

3 Digital 0y 1 en grupos de 8, 16 y 32 bits
4 Hidraulica Para transmision de grandes potencias
5 Telemétrica | Para transmision de grandes potencias

El controlador permite al proceso cumplir su objetivo de transformacion

del material y realiza dos funciones esenciales:

Compara la variable medida con la de referencia o deseada (punto de

consigna) para determinar el error.

Estabiliza el funcionamiento diniamico del bucle de control

mediante circuitos especiales para reducir o eliminar el error.

Los procesos presentan dos caracteristicas principales que deben

considerarse al automatizarlos:

Los cambios en la variable controlada debido a alteraciones en las

condiciones del proceso y llamados generalmente cambios de carga.

El tiempo necesario para que la variable del proceso alcance un
nuevo valor al ocurrir un cambio de carga. Este retardo se debe a
una o varias propiedades del proceso: capacitancia, resistencia y

tiempo de transporte.
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La valvula o elemento final de control esta en contacto directo con la
variable de campo y es la que ejecuta la accién de control de acuerdo a lo

indicado por el controlador.

Componentes de un sistema de control

Los cuatro componentes bdsicos de los sistemas de control son los sensores, los
transmisores, los controladores y los elementos finales de control; tales
componentes desempefian las tres gperaciones bdsicas de todo sistema de control:

medicion (M), decision (D) y accion (A).

Sensores y transmisores

Con los sensores y transmisores se realizan las operaciones de medicién en
el sistema de control. En el sensor se produce un fenémeno mecanico,
eléctrico o similar, el cual se relaciona con la variable de proceso que se
mide; el transmisor, a su vez, convierte este fendmeno en una sefial que se
puede transmitir y, por lo tanto, ésta tiene relacién con la variable del

proceso.

Existen tres términos importantes que se relacionan con la combinacién

sensor/transmisor S/T:

(1) La escala del instrumento la definen los valores superior e inferior de la
variable a medir del proceso; esto es, si se considera que un S/T se calibra
para medir la presion entre 20 y 50 psi de un proceso, se dice que la escala
de la combinacién S/T es de 20-50 psi.

) El rango del instrumento es la diferencia entre el valor superior y el
inferior de la escala, para el instrumento citado aqui el rango es de 30 psi. En
general, para definir la escala del instrumento se deben especificar un valor
superior y otro inferior; es decir, es necesario dar dos numeros; mientras que

el rango es la diferencia entre los dos valores.
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3) El valor inferior de la escala se conoce como cero del instrumento, este
valor no necesariamente debe ser cero para llamarlo asf; en el ejemplo dado

mas arriba el “cero” del instrumento es de 20 psi.

Para un instrumento la ganancia es la relacién del rango de salida respecto

al rango de entrada:

i
G= rango de salida Ejemplo: G =

20mA -4mA _ 16mA -0 08%
rango de entrada ’ ’ i

200psi - Opsi B 200psi - psi

Valvulas de control

La seleccién de la valvula se realiza tomando en cuenta la accién que esta
debe realizar en caso de que la energia que la acciona falle, como medida de
seguridad. Existen dos tipos abierta en falla (AF) y cerrada en falla (CF); la
primera se cierra y la segunda se abre cuando el suministro falla. La mayoria
de las valvulas de control se operan de manera nenmdtica y, consecuentemente, la
energfa que se les aplica es aire comprimido. Para abrir una valvula cerrada
en falla se requiere energfa y; por ello, también se les conoce como valvulas
de “aire para abrir” (AA). Las valvulas abiertas en falla, en las que se
requiere energia para cerrarlas, se conocen también como de “aire para
cerrar” (AC).

Dimensionamiento de la valvula de control

El dimensionamiento de la valvula de control es el procedimiento mediante
el cual se calcula el coeficiente de flujo de la vilyula, Cv; se define como “/a
cantidad de agua en galones U.S. que fluye por minuto a través de una vilvula
completamente abierta, con una calda de presion de 1 psi en la seccion transversal de la

valvula”.

La ecuacién basica para dimensionar una vdlvula de control que se utiliza con

liguidos es la misma para todos los fabricantes:

g
Cy=gq ﬁ
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donde:

g = flujo de liquido en gpm .S,
AP = caida de presion Py— P,, en psi en la seccion de la valvula
Py = presion de entrada a la vdlvula (corriente arriba), en psi
Py = presion de salida de la vélvula (corriente abajo), en psi
Gy = gravedad especifica del liquido a la temperatura en que fluye, para agua
=1 a 60°F.

Las ecuaciones para dimensionar una vdlula de control que se utiliza con gas,
vapor y vapor de agua difiere de fabricante en fabricante, para fluidos
comprensibles, debido a como se exprese el flujo critico. El flujo critico es la
condicién que se presenta cuando el flujo no es funcién de la raiz cuadrada
de la cada de presion en la seccién de la valvula, sino inicamente la presién
de entrada a la valvula. Este fenémeno ocurre después de que el fluido
alcanza la velocidad del sonido en la vena contracta; cuando el fluido se
encuentra en la condicion del flujo critico, los decrementos o incrementos
en la presion de salida de la valvula no afectan al flujo, sino Gnicamente a los

cambios en la presion de entrada. Asi se tienen las siguientes ecuaciones:

Fluyjo volumétrico de gas Flujo de gas por peso
C =-_Q_\/G_T— w
" 836G (r — 0.1489) Cv = 28C,PVG, (v = 014877

Vapor (de agua)

W+ 0.0007Tg)

Cv = RGP - 0.148)
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donde:

Q = tasa de flujo de gas en scfh; las condiciones estandar son de 147 psia y 60°F.

G = gavedad especifica del gas a 147 psia y 60°F (aire = 10} para los gases
perfectos es la relacion entre el peso molecular del gas v el peso molecular
del aire (29).

57
Gy = gravedad especifica del gas a la temperatura del flujo, Gy = G ( --‘j". )

T = temperatura en °R,
G = factor de flujo critico, el valor numérico.de este factor va de 0.6 a 095. En
la fioma C44 se muestia este factor para diferentes tipos de valvulas.
P, = presion de entrada a la valvula en psia
Py = presion de salida de la vdlvula en psia
AP = Py= Py
W= tasa de flujo, en Ib/hr
Tsy = grados de sobrecalentamiento,.en °F g

El término y se utiliza para expresar la condicion critica o subcritica del flujo y se
define por:

_ 163
y= Cf

El dimensionamiento de la valvula mediante el calculo de Cy se debe hacer

de manera tal que, cuando la véalvula se abra completamente, el flujo que
pase sea mas del que se requiere en condiciones normales de operacion; es
decir, debe haber algo de sobrediseiio en la vilvula para el caso en que se requiera

mas flujo, un factor de 2 es buena eleccién en la mayoria de los casos:

Yisclio = Z-O‘Irequerido

Consideraciones de caida de presion en la valvula

Una regla usual consiste en especificar la caida de presién de disefio en la
valvula al 25 % de la caida dindmica total de presioén en todo el sistema de
conductores, o a 10 psi, la que sea mayor; pero el valor real depende de la
situacién y del criterio establecido en la compafifa. Como se supone, la caida
de presion de disefio también tiene efecto sobre el desempefio de la valvula,

tal como se vera en la siguiente seccion.

W Ejemplo 4.1. Dimensionar una valvula que serd usada con gas; flujo
nominal 25,000 lbm/hr; presién de entrada 250 psi; caida de presion de
disefio 100 psi. Gravedad especifica del gas 0.4, temperatura de flujo 150°F,

peso molecular 12. Usar una valvula de acoplamiento (C¢=0.92).
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Solucién. Sustituyendo los valores en las ecuaciones se tiene que:

o Lo fAr_ 163 o,
: C, P 0924250

Wy = 2W o imina = 50,000 —
disefio I hr

w
2.8C,PVGyly ~ 0. 148y%)

50000
2.8(0.92)(250)\/0.4( 112 0.148(1. 12)%)
Cy = 134.6

Cy =

Controladores

El controlador es el “cerebro” del circuito de control; es el dispositivo que

toma la decision (D) en el sistema de control y, para hacetlo:

(1). Compara la sefial del proceso que llega del transmisor, la variable que se

controla, contra el punto de control y

). Envia la sefial apropiada a la valvula de control, o cualquier otro
elemento final de control, para mantener la variable que se controla en el

punto de control.

Escala da
Infcackr_de la variable .
n variable de  procesa

de oo

Indicador  da <.
la variable Canmutasar de
Escila @2
oot de  procaso  Bedien o
K uv}f;fv-— eonlolador

© =Conmuiadar remotoliocal

i _ sownomsal
!

aomond punto de contrl Conmulador
auto/manual Disco pata el punte de control
Indicador g

— Bot . Ja-saiioa
& st Botén de ajuste manual para ia-saho

Figura 4.6 Diferentes tipos de controladores de procesos
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IV-15 Capitulo 4. Sistemas de Control

Considérese ahora el circuito de control de nivel que se muestra en la figura
4.7, si el nivel del liquido rebasa el punto de fijacién, el controlador debe
abrir la valvula para que el nivel regrese al punto de control. Puesto que la
valvula es de aire para abrir (AA), el controlador debe incrementar su sefial
de salida (ver las flechas en la figura) y, para tomar esta decision, el
controlador se debe colocar en accidn directa. Algunos fabricantes denominan
a esta accion zncremento; es decir, cuando hay un zncremento en la sefial que
entra al controlador entonces existe un zuzcremento en la sefial de salida del
mismo. Para determinar la acciéon del controlador, el ingeniero debe
conocer: (1) los requerimientos de control del proceso; (2) la accién de la

valvula de control u otro elemento final de control.

g4t gpm
Figura 4.7 Circuito de

!

control para nivel de

”’
L

)

21/
T G,Mt) Bpm
AD

liquido A

T

Tipos de controladores por realimentaciéon

Control proporcional. El controlador proporcional es el tipo mas simple
de controlador, con excepcién del controlador de dos estados; la ecuaci6n

con que se describe su funcionamiento es la siguiente:

mit) = it + K A(r(r) = c(1) mit) = m + K.e()
donde:

m(t) = salida del controlador, psig o mA
() = punto de control. psig 0 mA
cr) = variable que se controla, psig o mA; ésta es la sefial que llega del transmisor.
e(ry = senal de error, psi 0 mA; ésta es la diferencia entre el punto de control y
la variable que se controla.
mA

. psi
K, = ganancia del controlador, =—— 0 ——

- pst .

m = valor base, psig o mA, El significado de este valor es la salida del controla-
dor cvando el eror es cero; generalmente se tija durante la calibracion del
controlador, en el medio de la escala, 9 psig 0 12 mA.
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Muchos fabricantes de controladores no utilizan el término ganancia para
designar la cantidad de sensibilidad del controlador, sino que utilizan el
término Banda Proporcional, PB. La relacién entre la ganancia y la banda
proporcional se expresa mediante:

B = L

En la figura 54.8 se explica graficamente la definicién de PB; en ella se ve
que una PB del 100% significa que, cuando la variable que se controla varia
en rango un 100%, la salida del controlador varfa 100% en rango; una PB
de 50% significa que, cuando la variable que se controla varfa un 50% en
rango, la salida del controlador varfa en rango 100%. También se debe notar
que, en un controlador proporcional con PB del 200 % , la salida del
controlador no se mueve sobre el rango completo; una PB del 200%

significa muy poca ganancia o sensibilidad a los errores.

25% PB
Punto de control r 50% PB
15 20
—} 100% PB
200% PB
12 16
Salida del 9 12

controlader

sig
6
3 / 4

r 5 56 75 100

Porcentaje de la variable controlada

Salida del controlador

3 psig 9 psig 15 psig

4 mA 12 mA 20 mA
PB = 100% 100C 200 ¢ 300 ¢
PB = 50% 150¢ 200 ¢ 250 C
PB = 25% 175¢ 200 ¢ 225 C
PB = 200% - 200 ¢ -

Figura 4.8 Definicién de la banda proporcional BP.
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La funcin de transferencia para este controlador es:

Misy _ -
E(s) K

En los casos en que el proceso se controla dentro de una banda del punto
de control, los controladores proporcionales son suficientes; sin embargo,
en los procesos en que el control debe estar en el punto de control, los

controladores proporcionales no proporcionan un control satisfactotio.

Control proporcional integral (PI). La mayoria de los procesos no se
pueden controlar con una desviacién, es decir, se deben controlar en el
punto de control, y en estos casos se debe afiadir inteligencia al controlador
proporcional, para eliminar la desviacién. Esta nueva inteligencia o nuevo
modo de control es la accién integral o de reajuste y en consecuencia, el

controlador se convierte en un controlador propotcional-integral

K
m(t) = m + K/[r(1) = c(t)] + T:ffr(f) = «o(n)dt

K.
mi)y =m + Ke() + T—‘l‘e(ndr
1

Donde 71 = tiempo de integracién o reajuste minutos/repeticién. Por lo

tanto, el controlador PI tiene dos parametros, K¢, y T1, que se deben ajustar

para obtener un control satisfactorio. A continuacién se muestran las

ecuaciones con que algunos fabricantes describen la operaciéon de sus

controladores:

Foxbora Co.
e %e(f} 4 %J’em w T“"IT Co,, Honeywell, Inc.

min =m+ Ken + K, -r,"jem dr

Fisher ‘Controls

—_ 100 1007F
m() = i + o) + [’_BI J-e(!) dt

La funcion de transferencia de este controlador esta dada por:

Mis) ( I )
okl +—
E(s) O ° 8

Principios fisicos y matematicos para el andlisis de sistemas dindmicos. Introduccion al control - Mayo 2007




Capitulo4. Sistemas de Control IV-16

En general: los controladores proporcionales-integracionales tienen dos
parametros de ajuste: la ganancia o banda proporcional y el tiempo de
reajuste o rapidez de reajuste; la ventaja de este controlador es que la accién

de integracién o de reajuste elimina la desviacion.

Controlador proporcional-integral-derivativo (PID). Algunas veces se
afiade otro modo de control al controlador PI, este nuevo modo de control
es:la accién derivativa, que también se conoce como rapidez de derivaciéon o
preactuacion; tiene como proposito anticipar hacia dinde va el proceso,
mediante la observacién de la rapidez para el cambio del error, su derivada.

La ecuacion descriptiva es la siguiente:

m(t) =m+ Ke(ty £ IE(fJ dt + K,TD@

T dr
Donde Tp es la rapidez de desviacidn en minutos. Por lo tanto, el controlador
PID tiene tres parametros, K, o PB, T1 o TR y Tp, que se deben ajustar para
obtener un control satisfactorio. Nétese que sélo existe un parametro para
ajuste de derivacion, Tp, el cual tiene las mismas unidades, minutos, para

todos los fabricantes.

Los controladores PID se utilizan en procesos donde las constantes de
tiempo son largas. Ejemplos tipicos de ello son los circuitos de temperatura

y los de concentracion.

La funcion de transferencia de un controlador PID “ideal” es:

M'(.f]l=‘,(r I+-L Ty + 1

E(s) s/ \atps + 1

Los valores tipicos de & estan entre 0.05 y 0.1. En general, los controladores
PID tienen tres parametros de ajuste: la ganancia o banda proporcional, el
tiempo de reajuste o rapidez de reajuste y la rapidez derivativa. La rapidez
derivativa se da siempre en minutos. Los controladores PID se recomiendan
para circuitos con constante de tiempo larga en los que no hay ruido. La
ventaja del modo derivativo es que proporciona la capacidad de “ver hacia

dénde se dirige el proceso”.
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Controlador proporciona/ derivativo (PD). Este controlador se utiliza en
los procesos donde es posible utilizar un controlador proporcional, pero se
desea cierta cantidad de “anticipaciéon’ *. La ecuacién que los define y la

funcién de transferencia estan dadas por:

— de(1y M(s)
mit) = w + Kel)+ Kemp @t E—(s']- = K1+ nps)
Una desventaja del controlador PD es que opera con una desviacién en la
variable que se controla; la desviaciéon solamente se puede eliminar con la
accion de integracién, sin embargo, un controlador PD puede soportar
mayor ganancia, de lo que resulta una menor desviacién que cuando se

utiliza un controlador tnicamente proporcional en el mismo circuito.

Controladores Iogicos programables

Un Controlador Loégico Programable es

una computadora industrial que controla maquinas Measures

9 procesos. Un PLC interactia con el exterior,

Inputs

por medio de médulos de entradas y salidas, WizraLoais

Process

or
Wachina

Clutputs

el programa de controlador reside en su

. . ., Control
memoria, la informacion de sus entradas, es

empleada para actualizar los estados de sus Figura 4.9 Operacion del PLC.
salidas, es decir un PLC implementa un

control de lazo cerrado para manejar maquinas y procesos. El proceso
conjunto de un PLC mostrado en la figura 4.9 es muy simple, el PLC mide o
censa sefiales provenientes de maquinas o procesos, entonces a través de su
programa interno proporciona realimentaciéon a la maquina o proceso
controlada. Los PLCs proporcionan muchos beneficios respecto a los

sistemas de control electromecanicos. Uno de los mejores beneficios es que

hacen mas facil y menos costosos los cambios en un sistema de control.
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Componentes del PLC

Un PLC esta conformado por dos componentes principales (figura 4.10): (1)
el sistema de Entradas Salidas (E/S); 2) la Unidad Central de Procesamiento
(CPU).

EL sistema de entradas/salidas es la parte

PLC

del PLC que interactda fisicamente con el

mundo externo. La unidad Central de

wmcoa—
wecT O

Procesamiento, es donde el PLC

almacena datos y realiza el proceso de \ /

110 System

computo. Figura 4.10 Componentes del PLC.

El Sistema de entradas/salidas se conforma de dos componentes, la

interfaz de entrada y la interfaz de salida (figura 4.11):

Interfaz de entrada: Es el banco de terminales de entrada que fisicamente
conectan los dispositivos de entrada, tales como botones, sensores,
interruptores de limite al PLC. Con el objetivo de traducir la informacién
desde los dispositivos de entrada de manera que la unidad de procesamiento

entienda.

La interfaz de salida: Es el banco de
terminales que fisicamente conectan los
dispositivos  de  salida, tales como 3

arrancadores, solenoides, valvulas al PLC. Plrapic Frompic| B
u

—o0— . —> — |

(a} ()]

Con el objetivo de traducir la informacién
proveniente de la unida de procesamiento

de manera que entiendan los dispositivos de ~ Figura 411 Interfaz 1/O de PLC.

salida.

La Unidad Central de Procesamiento se conforma de los siguientes
componentes (figura 4.12): (1) sistema de memoria; (2) procesador; (3) fuente

de alimentacién.
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El sistema de memoria almacena el programa de control del PLC, asi
como los datos recibidos o enviados al sistema de entrada/salida. También

conserva en memoria cuales dispositivos de E/S estin conectados a que
interfaces de E/S.

El procesador es la parte computarizada del CPU que ejecuta el programa
de control. Manipula los datos almacenados en el sistema de memoria y
determina cual es el estado de las terminales de

salida dado el estado de las terminales de

Processor

Wt

WMamary Power

para ambos el sistema de potencia y el o[ L

entrada.

La fuente de alimentacién provee la potencia

r r. maner n trabajar
procesador. De manera que puedan trabaja Figura 412 CPU del PLC.

eficientemente.

Operacion del PLC

Todos los PLCs, incluyendo el MicroLogix 1000, ejecutan una secuencia
continua de tres pasos llamada un escaneo (figura 4.13a), que consiste en lo
siguiente: (1) lectura de los datos de entrada que el PLC recibe desde los
dispositivos de entrada; (2) ejecucién del programa de controlo almacenado
en la memoria del PLC; (3) actualizacion de los dispositivos de salida basado

en el resultado alojado por la ejecucién del programa de control.

El escaneo puede ser dividido en dos partes, el escaneo de
entradas/salidas y el escaneo del programa (figura 4.13b). Durante el
escanco E/S, el PLC lee las entradas y actualiza las salidas. Durante el

escaneo de programa, el PLC ejecuta el programa de control.
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Service
Communicatic

Delay / De Ia)"

Program Execution Pragram Execution

(a) (b) ©

Program Execution

Figura 4.13 Escanco del PLC.

El tiempo de escaneo es la cantidad especifica de tiempo que requiere el
PLC para ejecutar ambos escaneos. Un MicroLogix 1000 puede ejecutar un
escaneo en milisegundos. Sin embargo cuando el PLC esta en linea con un
dispositivo programador, el MicroLogix experimenta dos retardos durante

su escaneo (figura 4.14c), que son los siguientes:

Retardo por setvicio de comunicacion. Es el tiempo requerido para
enviar los datos al dispositivo de programacién o monitoreo. Que puede ser

un PC o un programador manual.

Retardo por seguridad de transmisiéon de datos. Es el tiempo requerido
para operaciones como manejo de memoria y actualizacién de informacién

de temporizadores.

La norma IEC 1131

La norma IEC 1131 trata de unificar los lenguajes de programacion para
PLCs en un entorno integrado de programaciéon multiple similar a la
tendencia actual de multilenguaje en entornos de PC. Se consideran como
lenguajes validos los siguientes: (1) Instruction List, 1L; (2) Structured Text, ST
3) Function Block Diagram, FBD; (4) Sequential Function Chart, SFC; (5) Ladder
Diagram, 1.D.
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En la presente seccion se muestran los dispositivos basicos
usados en sistemas de control asi como las funciones de
transferencia que los representan. Se tienen los siguientes

objetivos:

Presentar los instrumentos basicos de control de medicién y

correccion.

Presentar la funcién de transferencia que representa el

instrumento de control.

Presentar el equipo basico de medicién altamente empleado

en centrales eléctricas.
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V-3 Capitulo D. Instrumentos de control

Instrumentos de control industrial

Un énstrumento es una herramienta o mecanismo para servicio cientifico y
profesional. Los instrumentos basicos de un sistema de control son de
medicion 'y correccion. Los instrumentos de medicion son aquellos que sensan
o miden las cantidades en los procesos industriales. Los instrumentos de

correccién son aquellos que ejecutan la accién correctiva.

Instrumentos de medicion

Potenciémetro X —p —

Un  potenciometro con una pista de resistencia

uniforme produce una sefial de voltaje

| oV Error

proporcional al desplazamiento del contacto
deslizante desde un extremo de la pista de  Figura 51 Sensor de error de

. . ., dos potenciémetros
resistencia del potenciémetro.

Salida [Volts] = K x Posicién de entrada

Donde K es la sensibilidad del potenciémetro en volts por radian.

Un detector de error de dos potenciémetros se puede construir con el
arreglo mostrado en la figura 5.1. Un potenciémetro convierte el
desplazamiento de entrada en un voltaje y el otro, el desplazamiento real
también en un voltaje. Si x e y son los desplazamientos angulares de cada

potenciémetro, la sefial de error en volts esta dada por:

Ve =K *(x-y)
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Transformador diferencial de variacion lineal

Es un detector de posicion LVDT (Linear VVariable Differential ‘T'ransformer).
Proporciona una salida de voltaje alterna que tiene una amplitud relacionada
con la posicién de un nicleo ferroso. La figura 5.2 muestra el principio
basico. Cuando al devanado primario de aplica una corriente alterna, se
inducen voltajes de CA en cada uno de los devanados secundarios de
acuerdo a la Iey de Faraday. Las salidas de los dos devanados estin
conectados de tal manera que la salida combinada es la diferencia entre ellos

figura 5.3.

Secundario 1
Voltaje de salida como la

diferencia entra los dos voltajes
B secundarios
o

Primario

Secundario 2

Voltaje de ca de
entrada al primario

Nucleo

ferra L .
erroso ¢EI movimiento desplaza el nicleo

de su posicion central

Figura 5.2 Transformador diferencial de variacién lineal

A fin de que no se produzca una misma salida para desplazamientos
diferentes, se usa un demodulador con filtro pasa-bajas sensible a la fase que
proporcione un valor uGnico para cada desplazamiento. La funcién de

transferencia se obtiene aplicando las Leyes de Kirchhoff a los circuitos:

[(M,-M,)/R,]s
w+1

G(s)=

Donde M; y M son las inductancias mutuas de ’g
/ I Salida
de ca

los devanados; M;-M; es la cantidad que varia en Voltaje g

forma  razonablemente  lineal con el

%

desplazamiento del nicleo Ry, la resistencia del
Figura 5.3 Conexién de los

devanados
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circuito primario, y # es el cociente de la inductancia del primario entre sus
resistencia. Se emplean principalmente en sistemas de control donde se
desean monitorear desplazamientos que estin en ele rango de +0.25 mm

hasta 250 mm.

Extensémetro (galga extensométrica) de resistencia eléctrica

Cuando se estira un alambre metdlico 0 una tira de semiconductor su resistencia cambia.
El cambio fraccional en la resistencia es proporcional al cambio fraccional

en la longitud, es decir el esfuerzo.

ATR = GxEsfuerzo

Diafragma

Voltaje
de salida

Presién aplicada

Figura 5.4 Celda de presion de galga extensométrica

Donde G es una constante denominada factor galga. Para metales el factor
galga es de alrededor de 2 y para semiconductores de aproximadamente 100.
Las galgas extensiométricas se basan en este principio y en se usan en
puentes de Wheatstone, donde el voltaje de desbalance es una medida del

cambio de resistencia.

La figura 5.4 muestra como emplear el arreglo de puente de Wheatstone
para monitorear la deformacién de un diafragma sujeto a cambios de

presion.
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Tacémetro

Los tacometros son sensores que producen una salida eléctrica en relacion con la velocidad

a la que se gira. Existen dos tipos principales de CD y CA.

Tacometro de CD. Es en esencia un generador de CD con un magneto
permanente que produce un campo magnético en el que puede girar un
devanado (figura 5.5a). Cuando el devanado gira, se induce una fuerza
electromotriz (fem) alterna en el devanado: mientras mas rapido gira el
devanado, mayor sera la magnitud de la fem alterna. Los anillos deslizantes

se usan para obtener una salida de CD proporcional a la velocidad angular.

Tacometro de CA. Es un cilindro giratorio y dos devanados en angulo rectos
(figura 5.5b). Al aplicar una corriente alterna a uno de los devanados,
entonces el otro produce una salida proporcional a la velocidad de rotacion
del cilindro.

N Salida

Salida L—'_ D Devanado

T_I— giratorio CA
Anillos @ aplicada

deslizantes| S

(@) (b)
Figura 5.5 (a) Tacémetro de CD. (b) Tacémetro de CA
El voltaje de salida de un tacémetro es proporcional a la razén de cambio en
la posicion angular 0 del eje del medidor, es decit:
de

V.=K—=kw
dt

Donde K es una constante y ®, la velocidad angular. De esta forma, la

funcién de transferencia esta dada por:
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Vis) _

=ks
a(s)

G(s)=

Codificador LED

Sensor
luminoso
El #rmino decodificador se usa para

un dispositivo que proporciona una

salida digital como resultado de un
5 ent neal. Un

de‘p /d{dﬁilé’ﬂ v angﬂ/ar o kinedl. U Figura 5.6 Codificador incremental

codificador incremental detecta los

cambios de desplazamiento angular o lineal de algiin dato de posicién y un

codificador absoluto proporciona la posicién angular o lineal real.

La figura 5.6 muestra la forma basica de un decodificador incremental que
podria usarse para medir el desplazamiento angular. En un disco se hace
incidir un haz luminoso proveniente de un diodo emisor de luz LED (Light
Emitting Diode), que es capaz de pasar a través de las ranuras para detectarlo
mediante un sensor luminoso, por ejemplo un fofodiodo o un fototransistor.
Cuando el disco gira, el haz de luz se transmite en forma intermitente

proporcionando una salida en forma de pulsos.

El numero de pulsos es proporcional al angulo por el que gira el disco. La
resolucién es proporcional al nimero de ranuras del disco. Por ejemplo, con
60 ranuras alrededor del disco el movimiento de una ranura a otra es un giro
de 6°. Con el uso de ranuras por compensacion, es posible tener mas de

1000 ranuras para una sola revolucién.

El codificador absoluto difiere del incremental en que solo tiene un patrén
de ranuras que sélo define cada posicion angular mediante un patrén de

sefiales encendido/apagado producidas.

Ejemplo. La figura 5.7 describe un decodificador absoluto con 3 conjuntos

de ranuras; los decodificadores por lo comun tienen hasta 10 o 12 pistas. El
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nimero de bits en la salida binaria

: . LED Sensores
resultante es igual al numero de
pistas, en este caso 3. De manera

que el numero de posiciones que se

pueden detectar sera de 23=8, es I_I
decir, una resolucion de

360°/8=45°. Con 10 pistas se

tendrian 10 bits, esto es 219=1,024 posiciones y una resolucién angular de
360°/1024=0.35°.

Figura 5.7 Codificador absoluto

Sincros

El sincro es un pequeiio transformador giratorio se Estator

de una sola fase que convierte el desplazamiento o
angular en voltaje de ca, o voltaje de ca en " R&%
desplazamiento angular. !

Estator Estator

La figura 5.8 muestra el principio basico >

de un elemento sincro. Consta de 3  Figura5.8 Elemento sincro
devanados de estator espaciados 120°

alrededor de un estator cilindrico, y de un devanado de rotor concéntrico
interior que gira en forma libre entre estos devanados del estator. Una
corriente alterna de entrada al devanado del rotor induce salidas en cada
devanado secundario. Las salidas de cada uno de los 3 devanados del estator
dependeran de la posicion angular del rotor, por lo tanto éstos son una

medida de la posicién angular.

Con frecuencia los sincros se usan en pares (figura 5.9) como un medio para
medir la diferencia entre el desplazamiento angular de dos ejes y asi
proporcionar una sefial de error para un sistema de control. Cuando las
posiciones de los rotores del sincro que se unas como transmisor y la del
sincro que se usa como transformador de control estan formando angulos

rectos, el voltaje generado a través de las terminales del rotor del
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transformador es cero. Cuando los dos estan en algin otro angulo, el voltaje
del rotor no es cero y es aproximadamente una funcién senoidal de la
diferencia entre los angulos de los dos ejes. Sin embargo para pequefias
desviaciones angulares, la salida se puede considerar proporcional a la

diferencia angulat.

Entrada ©

de CA Salida

Transfortmador
de control

Transmisor

Figura 5.9 Detector de error con sincros

Detector de temperatura por resistencia

El detector de temperatura por resistencia, RTD, es una forma muy comuin
para sensar temperatura. La resistencia eléctrica de los metales o semiconductores
cambia con la temperatura. La resistencia de los metales vatrfa en forma lineal
con la temperatura sobre un rango amplio de temperaturas, aunque el
cambio real en la resistencia por grado es ligeramente pequefio. Por lo
comun los RTD se hacen de platino, niquel o aleaciones de niquel. Los
semiconductores, como los Zemmistores, con la temperatura muestran en la
resistencia cambios muy grandes no lineales. Los RTD se pueden usar en
una rama de un puente de Wheatstone y la salida del puente se toma como
medida de la temperatura (figura 5.10a), o se puede usar una fuente de
corriente constante que pase a través del RTD y el voltaje se monitorea

mediante este (figura 5.10b).
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CcD Salida

Salid
RTD L alca

(a) (b)

Figura 5.10 Detector de temperatura por resistencia. (a) Con puente; (b) Corriente constante

Sensores de razdén de flujo de fluidos

Existen varias maneras de medir flujos, pero la mas comuin se basa en la
caida de presién que produce el flujo en una restricciéon (disminucién del
area de la seccién transversal) ubicada en la trayectoria del fluido. Cuando
un fluido que llena un tubo de seccién transversal A4 corre a lo largo de este
con una velocidad promedio », entonces el gasto, flujo, descarga o razon de flujo
volumétrico, esta dado por: J=Ap. Para fluidos incompresibles (densidad
constante) se cumple la siguiente relacion conocida como ecnacion de

continuidad:

O=A4yv, =4,

Siendo el fluido incompresible, y la corriente continua y estacionaria es

posible aplicar la ecuacion de Bernoulli:
1 2 1 2
p1+5,0\/1 +h1pg=p2+5pvz +h,pg

Donde los subindices 1 y 2 denotan dos puntos a lo largo de la tubetia, p, g
y b, son la densidad, la aceleracion debida a la gravedad y la altura
respectivamente. Si consideramos una tuberfa horizontal hi = hy,

simplificando y ordenando términos resulta:
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Empleando la ecuacién de continuidad, se tiene que:

4, 2(]92 _p1)
P

Puesto que las secciones transversales del instrumento (Aj, A2), la densidad
del liquido (p), son conocidas, la ecuacién permite conocer el flujo
volumétrico en términos de la presioén diferencial (p2-p1). Sin embargo esta
relacién en no lineal, y para efectos practicos el segundo miembro de la
igualdad se ve afectado por una constante C conocida como coeficiente de

descarga, que compensa las perdidas de energia como resultado de la friccion.

TubO Vel’ltul’i Presion de

entrada

. J Pres_ién_len la
El tubo Venturi mostrado en la \\jt”im—/

figura 5.11 se basa en el principio de

presién diferencial de la ecuacion T
(13). Consta de un tubo con un  Figura5.11 Tubo Venturi de presién diferencial

punto de restriccién central. La

diferencia de presion entre el flujo antes de la restriccion y en esta de puede

medir con un celda de presion de diafragma, las presiones se aplican en los lados

del diafragma, de modo que la deflexién del diafragma es una medida de la

diferencia de presion. El instrumento es de operacion sencilla, tiene una

exactitud de £0.5% y una confiabilidad a largo plazo.
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Medidor de flujo de boquilla

Una forma econémica de un tubo Venturi es el wedidor de flujo de boguilla. Los
dos tipos de boquillas que se usan son la boquilla Venturi (figura 5.12a) y la
boquilla de flujo (figura 5.12b). Las boquillas son mas baratas que los tubos
Venturi, proporcionan diferencias de presion similares y tienen una

exactitud de +0.5%.

—Jb—

(@) (b)

Figura 5.12 Medidor de flujo de boquilla. (a) Boquilla de Venturi; (b) Boquilla de flujo

Tubo Dall

El tubo Dall (figura 5.13a) es otra version del tubo Venturi, con una longitud
de casi dos diametros del tubo donde se monta. Una forma mas corta es el
orificio Dall cuya longitud es de 0.3 veces el diametro del tubo donde se
monta (figura 5.13b).

‘ ‘ Presién en la restriccion
Flujo i Flujo ]?

@ ®) Presién de entrada

Figura 5.13 Medidor de flujo Dall. (a) Tubo de Dall; (b) Orificio Dall
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Placa de orificio

La placa de orificio es un disco con un orificio (figura 5.14). El efecto de
introducitla es restringir el flujo a la apretura del orificio y el canal de flujo a
una regién ain mas angosta corriente abajo (después) del orificio. La
diferencia de presion se mide entre un punto de didmetro igual al tubo
corriente arriba (antes) del orificio y un punto de didmetro igual a la mitad

corriente abajo. La placa de orificio es sencilla y confiable, mas econémica

que el Venturi, pero menos exacta, alrededor de £1.5%.

Diferencia
de presién
‘ ‘ ‘ ‘ Remolinos
— 0.
Flujo H IS
Figura 5.14 Medidor de flujo ‘ Placa de ‘ ‘ Flujo
orificio restringido

basado en una placa con orificio

Instrumentos de correccion

Motores de CD

El motor de corriente directa, consta de bobinas de alambre montadas en ranuras
sobre un cilindro de material ferromagnético. Este se conoce como devanads
de armadura y esta montado a su vez sobre rodamientos de modo que gira
con una libertad en un campo

Polos del devanado de

magnético que se produce mediante campo

una corriente que pasa a través de Escobila E

las bobinas de alambre (figura 5.15)

Armadura

conocidas como bobinas de campo o °

Devanado de armadura

devanados de canmpo.
Conmutador %

Cuando una corriente pasa a través

Polos del devanado de
campo

del devanado de la armadura, sobre
Figura 5.15 Elementos basicos de un motor de CD
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el devanado actian fuerzas que hacen que este gire. Para invertir la
corriente, cada medio giro se usan escobillas y el conmutador a fin de
mantenerlo girando. Con el motor controlado por la armadura, la velocidad
se modifica al cambiar la magnitud de la corriente del devanado de
armadura. Con frecuencia esto se hace usando fuentes de alimentacién de
voltaje fijas al devanado y se varia el tiempo para el cual la fuente esta
encendida. De esta manera se controla el valor promedio del voltaje y, por
lo tanto, el de la corriente. Esto se conoce como modulacién por ancho de
pulso, PWM (Puise Width Modulation).

Otra forma de motor de CD es el motor de Devanado en

. . la ranura
CD sin escobillas. Este usa un magneto

permanente par a proveer el campo
Magneto
permanente

magnético, y gira dentro de un devanado ermar
giratorio

estacionario La figura 5.16 describe el
principio basico donde solo se muestra una  giguea 516 Motor de CD sin escobillas
bobina del devanado. El motor es en

esencia el arreglo del motor de CD basico “invertido”. La velocidad de
rotacién se puede controlar usando modulacién por ancho de pulso. Se usan

circuitos electrénicos para invertir la corriente y proveer la conmutacion.

Motor de CA

Los motores de corriente alterna constan de dos partes basicas: un cilindro
giratorio llamado rfor y una parte estacionaria denominada estator, el cual
circunda al rotor y tienen los devanados que producen un campo magnético
giratorio en el espacio que ocupa el rotor. Este campo magnético giratorio

hace que gire el rotor.

La figura 5.17 ilustra un motor de induccién monofasico de jaula de ardilla.
El rotor consta de barras de cobre o aluminio que se fijan en las ranuras de
dos anillos de los extremos para formar un conjunto de conductores

paralelos conectados, la llamada jaula de ardilla. Cuando una corriente
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alterna pasa a través del devanado de estator, éste produce un campo
magnético alterno; se induce una fuerza electromotriz (ferz) en los
conductores del rotor y fluye corriente a través de ecllos. En estos
conductores que transportan corriente actian fuerzas. El rotor gira a una
velocidad que determina la frecuencia de la corriente alterna aplicada al
estator. Una forma de variar la velocidad de rotacién es usar un circuito
electronico patra controlar la frecuencia de la corriente alimentada al estator.
conductores del rotor

Vista lateral de la jaula de ardilla que forman la jaula de
ardilla

Poo D)ﬁﬁ
\

‘ ‘ Anillos terminales que conectan los
extremos de los conductores para

formar los circuitos a través de los

Estator

Polo

Figura 5.17 Motor de induccion jaula de ardilla

Motor de pasos

El motor paso a paso produce una rotacion angular igual al angulo de paso de
cada pulso digital aplicado a su entrada que puede wusar para
posicionamiento angular exacto. Por ejemplo. Un motor de pasos puede dar
una rotacién de 1.8° por cada pulso de entrada, por lo tanto una entrada de

200 pulsos datfa una rotacién de 360°.
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La figura 5.18 muestra le principio basico del motor paso a paso de reluctancia
variable. Su rotor esta hecho de acero suave y tiene varios dientes; el numero
de dientes es menor al
numero de polos sobre el
estator. El estator tiene
pares de polos y cada par

: ) Figura 5.18 Motor de pasos
se¢ energlza mediante la de reluctancia variable de 4

corriente que pasa a través  dientesy 6 polos
de los devanados que los envuelven. Cuando un par de polos se activa, se
produce un campo magnético que atrae el par de dientes mas cercano del
rotor, de manera que los polos y dientes se alinean. Asi mediante la
conmutacion de la corriente al siguiente par de polos, se puede lograr que
gire el rotor. De esta manera el rotor puede girar en pasos mediante la

conmutacion secuencial de la corriente de un par de polos al siguiente.

La entrada de una secuencia de pulsos debe proporcionar las salidas a cada
par del devanado del estator en la secuencia correcta. El sistema de manejo
se puede obtener como un circuito integrado. La figura 5.19 ilustra el
circuito integrado 5447027 y sus conexiones que se usa con motores de
pasos que tienen cuatro pares de polos en el estator. La entrada para
accionar un solo paso de giro del motor de pasos es una transiciéon de
voltaje de bajo a alto para la entrada en la terminal 15. Las salidas del
circuito integrado son corrientes en secuencia a lo largo de las conexiones
café, negra, verde y amatrilla a los devanados del estator. El motor se movera
en el sentido de las manecillas del reloj cuando en la terminal 3 se tiene un
voltaje menor a 4.5V, y en el sentido contrario de las manecillas del reloj,
cuando es mayor a 7.5V. Cuando la terminal 2 estd en bajo, la salida se

restaura a su posicién normal.
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+12V

£

oi
isparo | 15 14 4 13 6 |cafe

negro

G0, | 3 SAA1027
9 |verde

Fijar estado amarillo

2 5 12
Figura 5.19 Circuito L L
integrado SAA1027 para el ————

motor de pasos

Relevador

En algunos sistemas de control se necesita que
la salida del controlador conmute de encendido
a apagado una corriente mucho mas grande que
la que requiere el elemento de correccion final,
por ejemplo la corriente que requiere un
calefactor eléctrico en un sistema de control de
temperatura. Esto se puede lograr mediante un
relevador. Los relevadores son interruptores que

operan en forma eléctrica y en los que al

Motor de pasos
con sus 4
devanados de
estator

contactos del
interruptor

contactos del
interruptor

NC NA

.

i

Figura 5.20 Relevador

cambiar una cottriente en un circuito eléctrico conmutan una cortriente en

otro circuito. En el relevador mostrado en la figura 5.20, cuando hay una

corriente a través del solenoide, se produce un campo magnético que atrae a

la armadura de hierro, mueve el rodillo de empuje y, de esta manera, cierra

los contactos del interruptor normalmente abierto, NO (Nommally Open) y

abre los contactos del interruptor normalmente cerrado, NC (Normally

Closed).
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Vilvula solenoide simple

Un solenvide es un nucleo de hierro suave, parcialmente en una bobina.
Cuando la corriente pasa a través de la bobina se establece un campo
magnético que atrae al nicleo de hierro un poco mas hacia el interior de la
bobina. ILa figura 5.21 muestra los elementos basicos de una vdlvula solenoide
simple nenmatica. Caando al solenoide se le aplica una corriente, la lanzadera
se mueve a la derecha. Esto cambia los puertos a través de los cuales fluye el
aire. Antes de activar el solenoide, la presion del aire de la fuente de
suministro ingresa a la valvula y sale a través del puerto de salida. Cuando el
solenoide se activa, el suministro del aire se apaga y el puerto de salida se

conecta al puerto de escape.

Cuando ya no se aplica corriente al solenoide, el resorte regresa la valvula a
su posiciéon original. De esta manera, en la valvula que se muestra, la

corriente al solenoide conmuta la presién de aire al puerto de salida de

encendido/apagado.
Nucleo de LaLm\dera
hierro suave \
= = |-
Resorte
de retorno
1 ]
Solenoide v 4
Puerto Puerto Suministro
Figura 5.21 Valvula de de de presion

solenoide simple hidrdulica escape  salida

Clasificacion de instrumentos de medicion

Con la finalidad de presentar el mayor numero de instrumentos de medicién
empleados en procesos industriales, a continuacién se presenta una lista de

los instrumentos de mediciéon ampliamente usados en centrales eléctricas, se
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hard una clasificacion en instrumentos que miden cantidades mecanicas o

termodindmicas e instrumentos gue miden cantidades eléctricas.

Instrumentos que miden cantidades mecanicas o
termodinamicas

Medicién de temperaturas

Termoémetros de mercurio con tubo de vidrio. Se usan para instalarse en
capsulas termométricas en las tubetfas; para medir la temperatura de agua
condensada, en circulaciéon de alimentacion, aceite de cojinetes, etc. Dan
lecturas locales, pero a manudo se instalan para comprobar las lecturas de

los termémetros de bulbo remoto y tubo.

Termoémetros de bulbo lleno de gas y tubo. Pueden usarse para medir la
temperatura de los gases y liquidos hasta 538 °C y marcan o registran lo

mismo hasta un lugar que diste 90 m del bulbo.

Termoémetros de vapor. Se usa para medir temperaturas hasta de 260 °C.
Consiste en un bulbo parcialmente lleno con un liquido, conectado con un
tramo de tubo. Tiene menos aplicaciones en la planta de fuerza motriz que

el tipo de gas.

Termoémetro de resistencia eléctrica. Es un termémetro para hacer
medidas precisas de la temperatura del agua de alimentaciéon y de la
condensada, y para medir la temperatura de los devanados de maquinas

eléctricas.

Termoémetro de par termoeléctrico o pirometro. El par termoeléctrico se
usa para medir temperaturas muy altas, como las de los hogares, el gas de los
tubos de las calderas, el aire precalentado, o las temperaturas del vapor
sobrecalentado.  Existen también potenciémetros multiples, tanto

indicadores como registradores.
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Medicion de presion

Manémetro para medir presion del vapor, del tipo con tubo de
Bourdon. Muy usado para medir presiones moderadas y altas de vapor. Los
tipos indicadores o registradores de accién remota pueden colocarse en
tableros, pero para obtener lecturas de primera mano se usaran siempte

manometros de conexidén corta montados sobre la misma caldera.

Manémetros del tipo de tubo helicoidal o de diafragma para medir
presiones bajas de vapor. Como los que se usan para medir la presién en

los grifos de purga, la presioén del vapor de escape, etc.

Vacuémetros o manometros. Estos se usan para medir el vacio de los

condensadores y las presiones en los calentadores.

Manémetros para medir el tiro (de tubo de vidrio inclinado, de
diafragma, de campanas sumergidas en un liquido). El manémetro
para medir el tiro se emplea para obtener y mantener las mejores
condiciones en el hogar, para comprobar la operacion del equipo
automatico de combustién, la instalacién de la caldera y sus tubos. Los
manémetros para medir el tiro también se emplean para medir el
funcionamiento de los ventiladores para el tiro forzado y el de las

chimeneas.

Medicién de gasto

Contadores de presion. Se usa para medir el rendimiento individual de una
caldera, grupo de calderas, de la toma de una turbina; el vapor auxiliar y el

vapor industrial.

Contadores de agua. Para medir el agua condensada, de alimentacion, la

descarga de una bomba etc.
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Contadores de aire. Cuando se usan tienen la forma de un mandémetro
diferencial para medir el tiro. El gasto del aire se mide sélo ocasionalmente

fuera del sistema de combustién.

Medida de combustible

Medida de carbén de piedra. El carbon de pierda se pesa generalmente
por cada carga, aunque algunas basculas de transportador de banda son
continuas. Las parrillas alimentadoras de cadena pueden equiparse con

medidores de volumen continuos.

Contadores de gas. Estos pueden ser de dos tipos, de desalojamiento

positivo, o de carga diferencial. Este tltimo tipo es el que predomina.

Contadores de aceite. Son del tipo de desalojamiento positivo.

Analisis de gas

Los instrumentos para medir la densidad del humo estan relacionados con
los que se usan para determinar el CO,. El abaco de Ringelman es un patrén
de referencia. Los instrumentos son electrénicos y operan con la luz que

recibe una celda fotoeléctrica.

Aparatos de Orsay e instrumentos para determinar el COz o el Oa. Los tipos
de instrumentos para determinar el CO, que se usan actualmente emplean

algunos de los siguientes principios:
Quimico. Modificaciones del aparato de Orsat.

Eléctrico. Que se basan en la medida de la conductividad del gas de los

tubos de las calderas.

Mecanico. Determinando la densidad del gas de los tubos de las calderas en

comparacioén con el aire.
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Medida de Velocidad

» Tacémetro de lenglieta vibratoria.

» Tacémetro eléctrico.

» Tacoémetro del tipo reloj.

» Tacdémetro centrifugo.

» Estroboscopio.

» Contadores de revoluciones. Los tacometros se emplean para

medir la velocidad de las turbinas; también la velocidad de algunos
equipos auxiliares de las plantas grandes.

Registradores de nivel

Para registrar el nivel de los liquidos en las calderas, tanques, canales, etc.

Para registrar el nivel de polvo de carbén en los silos.

Alarmas sonoras

Alarmas de timbres, con o sin anunciadores, se usan para advertir que se
tienen altas temperaturas en los devanados de los generadores vy
transformadores, en el aire de enfriamiento de los generadores, en el aceite
lubricante, alto nivel de agua en los depdsitos de los condensadores, o el

bajo nivel de agua en el tanque de alimentacién de la caldera.

Calorimetros para vapor y combustible

No se usan ordinariamente para la supervisién o guia de la operacién, sino
que se pone en servicio cuando se hacen pruebas especiales. Sin embargo,
para usarlos se necesita incluir las conexiones adecuadas en donde se podran

conectar para usarlos.

Medidas atmosféricas

Barémetros, higrémetros, termémetros.
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V-25 Capitulo D. Instrumentos de control

Instrumentos que miden cantidades eléctricas

Ampetrimetros

Los amperimetros se usan en las salidas de los generadores, circuitos de
alimentacién, en los circuitos auxiliares de fuerza motriz, y en los circuitos
de los campos de los generadores.

Voltimetros

Los voltimetros se usan para manejar el voltaje correcto, para comprobar el
trabajo de los reguladores de voltaje, para la sincronizacioén y, con las
conexiones adecuadas para descubrir tierras.

Vatimetros

Que indican la potencia en los circuitos de alimentacién o en los

generadores.

Sincronoscopios

Se usan para sincronizar y poner en paralelo los alternadores.

Indicadores de factor de potencia

Estos aparatos se usan en las salidas de los alternadores para comprobar la
excitacion y la distribucién de la carga, o en las barras colectoras si se usa un

condensador sincrénico para mantener el factor de potencia.

Detector de tierras

Empleados para la determinacion de la resistividad del terreno.
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