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Prodlogo

La idea fundamental de esta notas confecionadas a modo de resumen (personal) es la de tener a
mano un recordatorio de por donde iban los tiros. Sélo se demuestran los teoremas fundamentales y
se acompona el texto con una serie de ejercios mas o menos trabajados. En modo alguno pretenden
sustituir (porque es implosible) los manuales cldsicos o las notas de clase de un profesor. Es decir,
estas notas estan confeccionadas a modo de refrito entre las notas de clase y de distintos libros
clasicos como los siguientes:

1. Julidn de la Horra. Estadistica Apliaca. Diaz de Santos (2003)

2. M.A. Gémez Villegas Inferencia EstadisticaDiaz de Santos (2005)

3. Novo, V. Problemas de Célculo de Probabilidades y Estadistica UNED (1993).
4. Daniel Penia. Fundamentos de Estadistica. Alianza Editorial (2001)

5. R. Vélez Ibarrola et al. Principios de Inferencia Estadistica UNED (1993)

todo ello aderezado (como he indicado antes) con una serie de ejemplos (ejercicios donde se aplica
de forma inmediata los conceptos tedricos expuestos) desarrollados (eso espero) al final de cada
capitulillo (todos ellos muy sencillos).

Agradezco al Prof. Julian de la Horra el haberme pasado las secciones 3.4 y 4.4 de estas notas,
éstas son enteramente suyas.

ADVERTENCIA: No estan concluidas y es muy posible que hayan sobrevivido numerosas er-
ratas. Toda observacién en este sentido es bien recibida.



VI

INDICE GENERAL



Capitulo 1

Muestreo aleatorio.

1.1. Muestreo aleatorio simple.

Es el objetivo fundamental de la inferencia estadistica. Obtener conclusiones razonadas sobre una
caracteristica X de una poblacién a partir de los resultados de una muestra. Dicha caracteristica X
serd una variable aleatoria (v.a.) (discreta o continua) y por lo tanto estara descrita por su funcién
de masa o de densidad, escrita de forma genérica f.

Observacion 1.1.1 f no es completamente conocida.

Definicién 1.1.1 Una muestra aleatoria (m.a.) de una caracteristica X cuya distribucion es f (z)
i.e. X ~ f(x), es un vector aleatorio (X1, ...., Xy,) tal que

1. La distribucion marginal de cada X; viene dada por la misma distribucion que la caracteristica
ie. (Xo)iy ~ f(x).

2. (Xy);, son independientes.
Fl significado intuitivo es el siguiente.

a Las observaciones son representaciones de la poblacién que estoy estudiando.

b La muestra es con reemplazamiento.

1. por simplicidad matemé&tica (el caso no independiente es mucho més complejo)

2. la muestra es con reemplazamiento, significa que la muestra (su tamano) es pequenio en
comparacién con la poblacién.

Fundamentalmente por lo tanto la funcién de masa o de densidad de una muestra aleatoria ven-
dra dada por

fx1y o zy) = 'Hf(xi)‘ (1.1)
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Ejemplo 1.1.1 Supongamos que X es del tipo, estatura, etc... entonces es razonable pensar que
X ~ N(:“’? 02)7

donde falta por conocer p y o>.

Un problema de inferencia paramétrica es aquel en el que queremos estudiar una caracteristica
X ~ fp(x), donde 6 es el pardmetro a encontrar, § € © (espacio paramétrico). Nuestro propdsito
serd encontrar conclusiones sobre @ por lo tanto la eq. ([.1)) se reescribe como

fo (z1,..... er ;). (1.2)

Definicién 1.1.2 Un estadistico T es una funcion medible de la muestra T : R"— R". Formal-
mente T es un variable o vector aleatorio. T viene a ser el resumen de la muestra.

Ejemplo 1.1.2 Veamos algunos ejemplos de estadisticos:

1. Media muestral

%Z (1.3)

2. Varianza muestral
var(X) = lZ(XZ-—Y)QZ 1 ZXg—nY2 (1.4)
n 4 n \ < E ’

3. Cuasi-varianza muestral

52— ! Y (xi-X)'=

4. FEstaisticos de orden

donde

(1.7)
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Proposicién 1.1.1 Propiedades de los estadisticos. Sea (X1, ...., Xy,) una m.a. tal que E(X) =
y var(X) = o2, entonces:

1. E [ﬂ = U,
se observa que
1 " 1 - indp
E EZXZ :EZE[Xl] = —nB [Xi] = p
=1 =1
2
2. war W] =7,
Vemos que
1 1 - indp. 1 o?
var [7] = var <E ZX1> = ﬁvar (Z XZ') zp Em}ar(Xi) =
i=1 =1
5. E[S?] = o
Sea X = 23 X, 6 22?:1 X;. En general tenemos, a partir de la proposicién anterior, que
E [7] = u, var [7] = 2, etc... pero si estamos en la distribucién de X 6 en la de S Xi,
;qué podemos hacer?. Estudiar su funcién caracteristica. Sea (Xi,...., X;;,) una m.a. de X con
funcién caracteristica ¢y (t), entonces encontramos que
() = () = % (t), 1.8
exx®, = Tlex® 5 ¢k (1)

mientras que

t
— 1.9
- ) (19)

n b
() =91y ) = pxr, x () = k(-

basandonos en las propiedades de las funciones caracteristicas.

Ejemplo 1.1.3 Sea (Xi,....,X,,) una m.a. de X ~ N(u,0?), con funcién caracteristica ¢ (t),
£ qué podemos decir sobre la distribucion de la media muestral, X ?. Vemos que

px(t) = M3t

entonces teniendo en cuenta las formulas anteriores encontramos que:

t
n

ot 2 ) 5
olt) = (L) = eimtn-3 (£ itn—j£%0?

I

o2

donde observamos que E [7] = u, y var [Y] =

Volmemos otra vez sobre los estadisticos de orden.
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Teorema 1.1.1 Consideramos una muestra aleatoria (X1, ...., Xp,) , de X continua con una funcion
de densidad f y una funcion de distribucion F, entonces:

n!

i1l (n—j) [F@)P ™ f (@) [1 = F(2))" (1.10)

fxg) = (

Interpretamos esta férmula de la siguiente manera;
[F(z) ' f(z)[1— F ()] : probabilidad de cada posibilidad

n!
G —=DHn -5
y la podemos emplear de la siguiente forma.

numero de posibilidades.

Teorema 1.1.2 Sea (X1,....,X,,), de X continua con una funcion de densidad f y una funcién
de distribucion F, entonces:

| . . . .

i) 0) = T =y ) @) 1) = F @ ) L= F ).
(1.11)
Teorema 1.1.3 Sea (X1,....,X,,), de X continua con una funcion de densidad f y una funcion

de distribucion F, entonces:

FxaymXin) = ”!Hf(xi)~ (1.12)

1.2. Inferencia paramétrica.

Sea (Xi,....,X,) una m.a. de X ~ fy(X). Empezaremos repasando algunas de las propiedades
fundamentales sobre las principales distribuciones que se emplearan mas adelante y que se derivan
de la normal.

Definicién 1.2.1 x2. Distribucién Chi-cuadrado con n-grados de libertad. Consideramos (X1, ..., X,)
v.a.i.i.d. que siguen una N(0,1). Definimos

o= X7 (1.13)
=1

Definicion 1.2.2 t-Student, con n-grados de libertad, t,.
Considermos X € N(0,1) e Y € x2 de tal forma que (X,Y) son independientes, definimos

X _NOD (1.14)

MY AN




1.3. ESTADISTICOS SUFICIENTES. )

El célculo de la funcién de densidad es facil ya que al tratarse de v.a.i. entonces fxy = fxfy

Definiciéon 1.2.3 F Fisher-Snedecor. F,,,, con m yn grados de libertad. Sea X € X2, eY ex?
v.a.i. entonces definimos

X 2
=  Xn x5/m
T SO
Teorema 1.2.1 Fisher. Sea (X1, ...., X;,) una m.a. de X ~ N(u,0?), entonces:
1. X,eNu2),
2. X, y S? son independientes,
3.
(n—1)Sz > (Xi—p)’
S =S € X, (1.16)
El segundo apartado del teorema es el resultado realmente importante.
1.3. [Estadisticos suficientes.
Empezaremos con una idea intuitiva. Como siempre consideramos (X7, ...., X;;) una m.a. de X ~
fo(X). La muestra aleatoria (X, ...., X,,) quedara reducida a un determinado estadistico T', que

pasaremos a denominar estadistico suficiente. ;Cuéanta informacién perdemos al resumir la m.a. en
T7?. Llegamos a la conclusién de que si T' es suficiente entoncesno hay pérdida de informacién.

Definicién 1.3.1 FEstadistico suficiente. Sea (X1, ...., Xp) una m.a. de X ~ fo(X), Un estadistico
T es suficiente para 6 si (X1,....X, | T =t) no depende de 6.

Esta definicién no ayuda demasiado a encontrar un estadistico ademas el calculo de las distribu-
ciones condicionadas puede resultar algo pesado, por eso consideramos el siguiente teorema

Teorema 1.3.1 de Factorizacion. Consideramos (Xq, ...., X)) una m.a. de X ~ fg(X), entonces
T serd estadistico suficiente para 0 sii fg (x1,...,x,) puede factorizarse de la siguiente forma:

fo(z1,.yxn) =g (t,0) - h(x1,...,2p), (1.17)

donde t =T (x1,...,xy) .
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Ejemplo 1.3.1 Sea
log ) 0
f@—%f(on() 0>1,
entonces un estadistico sufiente puede ser

IT fo(zs) H< log9 9% Lio,1 (%)) = ((éog@ ) Zw’HIm ;)
=1

=1

por lo tanto

T:in

serd un estadistico suficiente en virtud del teorema de factorizacion.

Ejemplo 1.3.2 Si
2z

fo =" los) (), 0>0,

entonces un estadistico sufiente puede ser

=1

ya que en virtud del teorema de facotrizacion tenemos que:

;jlfm - ﬁ(;gw H )"; ﬁ -

por lo tanto

n
serd un estadistico suficiente y T = (H xi,X(n)> también.

1.4. Ejercicios.

Ejercicio 1.4.1 Sea (X1, ...., X;,) una muestra sin reemplazamiento de una poblacion finita
{z1,.....zn},
Probar que X1 y X2 no son independientes, pero tienen la misma distribucion.
(b) Sea (X1,...., X10) una muestra sin reemplazamiento de la poblacion finita:
{1,2,...... , 1000}

Calcular la probabilidad de que todas las observaciones sean mayores que 200, primero de
manera exacta y después de manera aproximada admitiendo independencia.



1.4. EJERCICIOS. 7

Solucién. Con respecto al primer apartado, vemos que las (X;)!" ; son v.a.i.d. pero no indepen-
dientes. Lo usual es trabajar con v.a.i.i.d. Por lo tanto vemos que

1
(X2 =c prob.totalz (Xi=y)P(Xo=2|X1=y)

y por lo tanto

P(Xo=2) = P(X1=$)P(X2=$|X1:33)+ZP(X1:y)P(X2:f’3|X1:y):
yF#

1 1 1 1 1 1
= . - —_(N—-1)— — — —
N0+ZN N -1 ( >N N—-1 N

de esta forma vemos que siguen igual distribucién.
Para ver la independencia i.e.

asi que
P(Xi=2,Xo=12)=0,

sin embargo
1 1
(Xi=2) B(X2=2)= 5+
por lo que no son independientes. ;Es grave esta pérdida?,jes importante?.

Sea (X1, ...., X19) una muestra sin reemplazamiento de la poblacién finita:
{1,2,...... , 1000}

queremos calcular
P (todas las observaciones sean > 200)

para ello definimos la v.a.

Y := numero de observaciones mayores que 200 entre las 10.

Calculo exacto: al no ser independientes los sucesos entonces las n—Bernoullis no forman una
Binomial sino una hipergeométrica

800 200
o CELE)
10

mientras que el calculo aproximado lo haremos considerando que los sucesos son independientes y
por lo tanto siguen un Binomial Bin (n,p), donde la probabilidad de éxito vendré dada por

~ (,10616,

. 800
= P (Ewito) = 7525 =0,
P zito 1000 0,8
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de esta forma llegamos al siguiente resultado:

10

P (Y =10) = Bin (10,0,8) = ( 10

) (0,8)" (0,2)° = (0,8)" ~ 0,107,

por lo que la moraleja del ejercio es que no hay mucha pérdida de informacién al considerar la
independencia. m

Ejercicio 1.4.2 Supongamos que (X1, ...., Xp+1) es una muestra aleatoria de una poblacion X con

E[X]=p, y V(X) = o2, sea
_ 1 &
X, = ﬁ.le"'
1=

Hallar la esperanza y la varianza del estadistico
n

= n——f'l (Xn+1 - Xn) .

Solucién. Vemos que

yaque B (Xp41)=F ()_(n) = u, mientras que

[ n _ n _
var [T] = war < ] (Xn+1 — Xn)> = 1var (Xn+1 — Xn)

T on i 1 (var (Xnt1) + var (Xn) = 2c00 (Xnt1, Xn))

ya que no sé de antemano si se tratade dos v.a. independientes, pero vemos que
(X1, Xnt1) — X,

Xn+1 — n+1,

son independientes por lo cov (Xn+1, )_{n) = 0, quedando la anterior expresién reducida a:

n

var [T] = g (var (Xp41) +var (X,)),
ahora es facil comprobar que
var (Xp41) = o2,
2
_ o
Xn) = —
var ( ) -

quedando por lo tanto

tal y como queriamos hacer ver. m
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Ejercicio 1.4.3 Sea (X1, ...., X;,) una muestra aleatoria de una N(0,1). Probar:

1. X12 ~ Gamma (a = %;p = % , esta distribucion es la X%

2. YL, X2~ Gamma(a=3;p=1%), que es la x2.

Solucién. Con respecto al primer apartado vemos que:

1 1
X? ~ Gamma (a =P —>

donde
1 x?
X1 GN(O,I) — le = —exp| ——

definimos la nueva v.a. Y = X?, viendose asi que X; = +v/Y". Teniendo en cuenta el jacobiano de
esta transformacion la funcién de distribucion de la nueva v.a. sera:

froxt = 7o (-5) 55+ 7= o0 (5) 55 = 7o o (5)
_yv2 = —F——€X — | —= — €X — | = = ex ——=
v=XET R P\ o  Ver P\ 2) 2y T Vamy P\ 2
donde

1

‘J’:Q_

VY

por lo que

fr = \/% exp <—%> y 2

ap
fryap) = T(p)

y si tenemos en cuenta que

exp (—az) xP71,
llegamos a la igualdad deseada puesto que (a = %7]9 = %) ,T(p) =7, yal = %

Con respecto al segundo apartado vemos que

ZH:XQ Gamma a—1 =0

i=1

operamos de forma parecida. Teniendo en cuenta las funciones caracteristicas etc... vemos que al

ser independientes
n
2
2 Xt =]lex
i=1

(entiéndase la expresion) de esta forma vemos que

it\ P it \ 2
@Z?:lxi?:H‘PXf:H 1—5 = 1—1—/2 ~ Gamma | a =

donde la funcién caracteristica de la funcién Gamma es:

it\ P
Py(ap) = (1 - g)

N —
=

Il
|3
N———

tal y como queriamos hacer ver. m
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Ejercicio 1.4.4 Sea (X3, ...., X;,) una muestra aleatoria de una poblacion U(0,1). Hallar la esper-
anza y la varianza de X jy.

Solucién. En primer lugar recordemos que

n!
F= D=3

v que las propiedades de la funcién Beta son: funciéon de densidad.

[F@) ™" f (@) [L = F ()"

fxg) = (

_ —1 -1
fX(t) - B (p’ q) z? (1 - x)q 1(071) (:E)v
y Su esperanza y varianza son:
E(X):L, var(X) = 2pq
pTq (p+a)(p+ag+1)

De esta forma vemos que necesitamos conocer la F'(z) y la f (z) de la distribucién uniforme siendo
éstas:

f=1, F:/ ldr = x, Vz € (0,1),

por lo que
fX(j) = G- 1)?('1”& ) [F(x)]j*1 f@)[1-F (I)]nfj _
B U—D%%JNM%HU_ﬂWHJMMRQ

obteniéndose de forma inmediata la analogia con la funcién beta

1 n! B L'(p+q)

B(p,q)  (G-1'(n—4! T{@T(g

con j =p,qg=n—j+ 1. De esta forma

% J
E[Xy] = /ﬂfme = ord nil
g _ jh=j+1)
pP+a)’p+a+1) (+1)°(n+2)

etc.... falta desarrollar todos estos calculos pesadisimos. m

Ejercicio 1.4.5 Si X es la media de una muestra aleatoria (X1, ...., Xy,) de una N(u,0? = 100),
hallar n para que
P(p—5<X <p+5)=0,0954.
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= 100 10

Solucién. Vemos que

por lo que
- —5— X - +5—
P(u—5<X<u+5)_P<M S E e 10M<” o M),
NG NG NG
donde

X — X —
K H cN
o 10/y/n
asi que la anterior expresién se reduce a:

5y/n 5v/n
P<_1—O<Z<T>’

Z = (0,1),

y por simetria se obtiene

g

(Z > 4) = w = 0,0230,

por lo que

mirar tablas

|5

tal y como queriamos calcular. m

Ejercicio 1.4.6 Sean (Xji,....,X25) e (Y1,....,Ya5) dos muestras aleatorias de dos Elistm'_buciones
independientes N(p = 0,02 =16) y N(u = 1,0? = 9) respectivamente. Calcular P (X >Y).
Solucién. Vemos que

(Xl,....,ng,) — XNN(MZO’OJ:lG)’
(Y1, ., Ya5) — Y ~N(u=1,0%=9),

y queremos calcular P (X > }7) . Lo que hacemos en este caso es lo siguiente:
P(X>Y)=P(X-Y >0)=P(Z>1)=0,1587

donde la nueva v.a. (X —Y) ~ N(u = —1,06? = 1) y la normalizamos a Z € N (0,1), obteniendo
el resultado requerido. Ver las propiedades de la distribucion normal en el ultimo capitulo. m

ESTADISTICOS SUFICIENTES

Ejercicio 1.4.7 Encontrar un estadistico suficiente en cada uno de los siguientes casos basado en
una muestra aleatoria de tamano n de:
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X ~ Beta(a, 3).

X ~ Gamma(p,a).

e ™0z e (,00),

fo (z) = { 0 resto,

1 1 )
=——exp| —log(z— ,
fuo Py = p<202 g ( M))

con z > 0.

Solucién. En todos los casos se trata de una aplicacion sistemaética del teorema de factorizacion.

1.

X ~ Beta(a, 3)

f9 — xa—l (1 o x)ﬁ—l ’

por lo que

1 " a—1 £—1
ey ) = i) = . 1—ux; R
fg(wla » & ) Hfa(fE) (B(Oé,ﬂ)) Hxl ( .’I,')
de esta forma
fo(x1,.o,zn) =K (H x?‘1> <H (1-— xi)ﬁ_1> =g(t,0)h (x1,....,xp)
donde elejimos A (x4, ....,x,) = 1. Definimos por lo tanto el estadistico

T=([T=""TT - =)

es el estadistico suficiente buscado para («, 3). No obstante debemos resaltar que no se trata
del 1nico estadistico suficiente, la muestra en si misma es un estadistico suficiente o

T= (Z:logasi7 Zlog (1-— 1:1)>
también es suficiciente ya que
H i = elog(l_‘[ :m) _ ez 1ogoci7

luego reescribiendo adecuadamente todas estas transformaciones biyectivas obtenemos lo mis-
mo, la moraleja estd en que dado cualquier estadistico suficiente (e.s.), entonces cualquier
transformacion biyectiva nos da otro e.s..
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2. X ~ Gamma(p,a), donde
ap

fv(a D) (p)

exp (—az) zP~1

siguiendo el anterior esquema vemos que

fo (@1, ymn) = [ [ fo (ws) = ( ) (HeXp —az;) [ pil)

de esta forma llegamos a la conclusiéon de que

- (S 11%)
es un estadistico suficiente para 6 = (p, a).

Observacién 1.4.1 En realidad se han omitido los detalles mds sangrientos, ya que hasta
que se llega al estadistico T, la verdad, hay que hacer unas cuantas cuentas:

Hexp(—axi) = exp (—naZa:i>,
Ha:f_l = .zf(n,p)Hxi

manipular

3. X ~e 9 con x> 6. Intentamos la misma argumentacién i.e.

fo(z1,.cyxn) = Hfg (x;) = [e_xﬁ'e ...... e_x”‘w} = M= 2

llegando a la conclusiéon de que
Jo (@1, ...,an) = g(t, 0)h(w:)
por lo que podriamos tomar
g(t,0) =€, h(z;) =e 2

de esta forma
T =nb

serd el estadistico suficiente. NO. Hemos operado mal intencionadamente. Aqui hay que tener
muy en cuenta que x > 6, por lo que empezamos reescribiendo la fy como

fo =" o) (@)

y volvemos a rehacer el ejercicio con esta nueva consideracién

fg (:Ul,....,acn) = Hfg (:L'l He $’+9I(goo) SL‘Z = HI(@OO iL‘z ZI’

donde
g(ta 0) = enel(G,oo)(X(l))a h(xl) = e—zl’i

observar que HI(H,oo) (z:) = I(p,00)(X(1)), donde X3y = min (21, ..., z,) por lo que podemos
definir el e.s. T' como
T= (X)),

sorprendente, ;jno?.
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4. En este caso

1 1 )
g = ———exp | —= log (z —
flh 33'0'\/% p<20_2 g( ,LL) >

i.e. el modelo log-normal. En este caso el estadistico sufiente sera

T= (Z logmi,Zbgz‘?) .

Para llegar a esta conclusién podemos considerar (X1, ..., X;,) m.a. de X una N(u,0?), por

T = (sz,2$?)

serd un e.s. para este caso, aplicando el teorema de Fisher, entonces T' = (X' , 52) es un e.s.
(falta probarlo).

lo que

Ejercicio 1.4.8 Sea (X1,....,X,) una muestra aleatoria de X ~ U(0,0), (0 > 0). Estudiar la
suficiencia de T'= Xy,

Solucién. Vemos que
1

fUzgv

aqui es donde esta toda la miga del problema, por lo que

fo = (%) T Ty @) T T T—c0.0) ()
y al igual que antes observamos que
0w (@) = Ipe(Xa),
[[cwon(@) = Icon(Xm),
de esta forma llegamos a la conclusién de que

fo(x1,.coyxy) = g(t,0)h(z;)

1
= Fo (21, ey 2n) = 51(0,00) (%)L (~o0,0) (1)

por lo que podriamos tomar

1 n
g(t,0) = <§> I—0.0)(X(n))5 h(zi) = L0,00)(X(1))

obteniendo asi T’
T =X

sera el estadistico suficiente. Lo principal del problema estd en ver
1
fo (1, s 2p) = 5-[(0,00) (73) I~ o0 0 (i),

lo cual no siempre es facil. m




Capitulo 2

Estimacion puntual

2.1. Introduccion

Sea (X;);, una muestra aleatoria (m.a.) donde X ~ fy(z), 6 € O, el pardmetro 6 es lo que
queremos estimar. El objetivo es por lo tanto intentar decir algo sensato sobre # a partir de los
datos que tenemos i.e. de la m.a. (X;);, . Para ello podemos seguir técticas:

1. Estimacién puntual (el objeto de este capitulo).
2. Los intervalos de confianza.

3. Contraste de hipotesis.

Los objetivos de la estimacién puntual son los siguientes: Estimar el pardmetro 6 (6 7 (6)) mediante
un tnico valor (un punto) a apartir de la muestra (X;);-; .

Definicién 2.1.1 Sea (X;)!; m.a. donde X ~ fop(z), 0 € O, un estimador puntual para 0 es
simplemente un estadistico T = T(x1,...,zy) cuyo objetivo es estimar lo mejor posible 6 (¢ 7 (0)).

Los métodos de construccién son los siguientes:

1. Método de los momentos,
2. Método de maxima verosimilitud,

3. Métodos bayesianos.

Tal y como veremos el metodo de méaxima verosimilitud es el método por excelencia.

15
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2.2. Meétodo de los momentos

Definicién 2.2.1 Sea (X;); m.a. donde X NNfg(IL‘), 0 € O, un estimador puntual para 6 por el
método de los momentos (MM) y denotado por 0, es el valor que se obtiene al resolver el siguiente
ststema de ecuaciones:

Ep[X] = %ZXi,

1
Bo[xt] = 230

Ejemplo 2.2.1 Sea (X;);_, m.a. donde X ~ fg(z), 0 € ©, donde X ~ Bernoulli(p), lo que
queremos estimar es p asi que

1
Eyp [X] = n Z Xi,
por lo tanto

Ver la seccion de ejercicios para aclarar este método con ejemplos mds complicados.

2.3. Meétodo de maxima verosimilitud

Definicién 2.3.1 Sea (X;);", m.a. donde X ~ fp(x), 0 € ©. Definimos para cada muestra fija
(Xi)i, la funcion de verosimilitud L (0) = probabilidad o densidad que los diferentes valores de 0

dan a (X;); | = folxi)f, = er(%)- Por lo tanto

=1

El estimador de mdzima verosimilitud 0 es el valor del pardmetro 0 que mazimiza L ().

Observacién 2.3.1 En la mayoria de los casos para la obtencion de 6 se mazimiza la funcion
log L(0) en vez de L(0)
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Ejemplo 2.3.1 Se trata del mismo ejemplo que el del MM i.e. sea (X;)! | m.a. donde X ~ fp(z),

0 € ©, donde X ~ Bernoulli(p), i.e.
X ~ Bernoulli(p) = p* (1 —p)' ™%,

lo que queremos estimar es p asi que

n

indp. ey n—%z;
L(p) = Pyl@1, ... z0) "2 ] Pols) = p> % (1 — p)" >
=1

tomamos logaritmos

log (L(p)) = Y wilog (n) + (n = Y i) log (1 - p)

y pasamos a calcular el mdzrimo i.e.

despejamos p, encontrandose que

Vemos que en tos ejemplos hemos obtenido que p = p, pero esto no siempre pasa.

2.4. Meétodos bayesianos.

2.4.1. Introduccién a los métodos bayesianos.

Sea (X;);_; m.a. donde X ~ fy(z), 0 € ©. En primer lugar advertir que en este caso cambia la

notacion y se emplea
fo(z) = f(x]0),

considerando a 6 como una v.a.

1. Disponemos de informacién muestral

n

fo(x1, ) = f (@1, n | 0) = [ [ f(=i | 0).

i=1

(2.2)

(2.3)

2. Nuevo. Disponemos de informacién previa sobre el parametro 6, que modelizamos mediante

una densidad a priori (no proviene de la muestra) = ().

3. Obtenemos la densidad conjunta

fai|0)m(0).

(2.4)
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4. Obtenemos la densidad o funcién de masa de @ condicionada por (X;)!" , densidad a poste-

riori,
Sy ae | 0) T (0)
f@ f (xla <y Iy ‘ 9) do

esta expresion no es més que la expresién de Bayes para el cidculo de la probabilidad condi-
cionada.

o f(z: | 0) 7 (0). (2.5)

(0] z1,...,xp)

Los métodos bayesianos obtienen todas sus conclusiones sobre 6 a partir de 7 (6 | ;) (densidad
condicionada) que recibe el nombre de densidad a posteriori.

El problema en la préctica estd en la eleccién de 7 (6) . A menudo se utilizan familias conjungadas
de densidades a priori facilitandose asi los calculos.

Definicién 2.4.1 Familia conjungada. Sea (X;); ; m.a. donde X ~ f(x|60), 6 € ©. Una
familia P = {m (0)} de densidades a priori es conjungada para muestras de X ~ f (x| 0) cuando
m(0) € P, entonces

70| x1,.yxp) x f(z; | 0)7(0) € P. (2.6)

La idea en la préactica es que cualquier técnica estadisitica basada en métodos bayesianos obten-
dré conclusiones a partir de 7 (6 | x;) .

2.4.2. Estimadores puntuales bayesianos.

Un estimador puntual bayesiano sera una medida de centralizacion de la densidad a posteriori. Los
mas habituales son:

1. Media a posteriori

/ O (0| z1, ..., ) dO, (2.7)
©
2. Mediana a posteriori
M 1
/ O (0 | x1,...,xp) dO = 7 (2.8)

Ejemplo 2.4.1 Estimacion de § = p = P(E), probabilidad de ézito. Disponemos de una m.a.

(Xi)i, donde
_J 1 P(E)
*={0 rm

0
1-6

por lo que X ~ Bernoulli(0), tal que 6 € (0,1), asi que sabemos que X ~ f (x| ) = 6" (1 —0)' .
Consideramos la siguiente densidad a priori

7 () ~ Beta (p = a,q =)
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por lo tanto la densidad a posteriori serd

1=1
ea—l (1 _ e)bfl
B(a,b)

entonces

77(9 | Z1, ,.In) X f(ml | 9)71-(9)
a—1 _ p\b—1
o (92“ (1 —e)n—zxi) <9 &aalj) )

x getiwi—l (1-— 0)"%72 zi—1 _ Beta (p,q)

ast llegamos a la conclusion de que
p=a+ZIL‘i, q=n+b—2x¢.

Entonces la media a posteriori serd

1
/97r(0]371,...,:cn)d0—/ OBeta (p,q) df
(C] 0

pero para hecharse esta cuenta uno debe considerar las constantes que hemos ido despreciando. Lo
mejor en estos casos es fijarse en los resultados ya conocidos, por lo que

P a+y

E [Beta (p,q)] = = .
[Beta (p. q) p+q a+b+n

Vemos que la densidad a priori era una Beta y que la densidad a posteriori ha salido otra Beta i.e.
hemos tomado una familia conjugada

P ={Beta(p,q), p,q > 0}

sip=gq=1= Beta(1,1) ~ U([0,1]), la uniforme seria el caso en el que no tenemos ni idea
sobre 0. Si P(E) =0 = 3 (o se aprozima mucho a este valor) entonces tomamos p, q tales que 1/2
sea el mdzximo para la funcion Beta (p,q) .

2.5. Propiedades deseables de los estimadores.

2.5.1. Error cuadratico medio. Estimadores insesgados.

Definicién 2.5.1 El error cuadrdtico medio de un estimador T para estimar T (0) es:

BOM = 15, [(T 7 (0)] = / Folw) (T — 7 (6))2 da™. (2.9)
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Si desarrollamos el formulén anterior entonces vemos que
ECM = Ey (T = 7(6))*] = var (T) + (B [T] - 7(8))%, (2.10)
donde se define el sesgo como
sesgo := Eg [T — 7 (0). (2.11)
Definicion 2.5.2 Un estimaodor es insesgado o centrado para estimar una funcion del pardmetro
st Bg|[T)=1(0), i.e. el sesgo, (Eg[I] —7(0) =0) es cero i.e.

ECM = Ey [(T _ (9))2] = var (T) + (Ey [T] — 7 (0))? = var (T). (2.12)

Ejemplo 2.5.1 Sea (X;);, m.a. donde X ~ N (,u,aQ), donde 6 = (,u,az) , entonces:

1. Ty =X, esinsesgado para estimar p =7 (0), ya que
E[X]=p=r1(0)
2. Ty =82 es insesgado para estimar o> = 7 (0), ya que
E[S?*] =0 =1(0)
recordar que S* = 253" (z; — X)2
3. T3 =wvar(X), es sesgado para estimar o = 7 (0), ya que
E [var(X)] # o = 7 ()

por lo tanto se trataria de un estimador sesgado.

Teorema 2.5.1 Cota de Frechet-Cramer-Rao. Sea (X;);; m.a. donde X ~ fo(x), 6 € ©.
para cualquier estimador T insesgado para T (0) se verifica:

ORI ) A

Ey [(%bg fo (x1, ,xn))Q} a nEy [(d% log fo (%))2:|

var (T') >

Lema 2.5.1
d 2 &
o | (gglonfo @) | = ~nEo | 5 tox o o) .14
por lo tanto
()’
var (T') > (2.15)

—nkyp [% log fo (ﬂf)}
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2.5.2. Estimadores eficientes.

Definicién 2.5.3 Un estimador T es eficiente para estimar un pardmetro 7 (6) si:

1. Es insesgado,

2. Su varianza alcanza la cota de FCR

En consecuencia si es eficiente tiene minima varianza. Al denominador de la cota de FCR (R.19)
recibe el nombre de informacién de Fisher.

Definicion 2.5.4 Informacion de Fisher.

()]

Obtencion de un estimador eficiente.

IF = E,

Si T es eficiente su varianza alcanza la cota de FCR por lo que
2 (T, Lrog fy (2) ) =1
" do ! ’

el coeficiente de correlacién vale uno, de este modo “casi seguro”

cov(zx,y) - 7)

you= var(z)

obtenemos la recta de regresion que traducimos en este caso como

cov(T, & log f (;)) ( d { d ])
T—FEylT)| = > df —1lo €T; —FEy|—1lo €T;
o (T var( log fo (z1)) \d6 & fo (xi) — Eg | -7 10g fo (zi)
de donde sabemos que Ejy [% log fo (.%1)] = 0, desarrollando el formulén obtenemos el siguiente
resultado: /(6)
-
T =1(0)+ = (log fo (z3))", (2.17)
—nky {Wlog o (x)}
i.e. iy /
T = — (1
observandose que
Ep[T] = 7(0),
d dr (0) ,
T, —1 i) = = ,
coo(T, Zlog fy () = =+ (0)
(o fo () = —nEp |10 1y (2)
var(—glog fo (z:)) = ngd92oggx,

asi que si T es eficiente entonces debe tener la pinta de (R.17). Si T no depende de 6, entonces
serd eficiente.
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2.5.3. Estimadores consistentes.

Sea (X;);—; m.a. donde X ~ fy(x), 6 € ©. Queremos estimar 7 (), Buscamos estimadores que se
aproximen todo lo posible a lo que queremos estimar a medida que el niimero de observaciones n
crece i.e. T (X;) =T (0) i.e. hay convergencia en distribucién (en Ley). Buscamos estimadores que

funcionen bien asintéticamente.

Definicién 2.5.5 Decimos que un estimador T,, es consistente para estimar 7 (0) si el estimador
converge en probabilidad a T (0) i.e.

T, 25 7 (0). (2.18)
Veamos las distintas formas de abordar el estudio de la consistencia.

1. Supongamos que la funcién de distribucién Fr,, es sencilla de obtener. Estudiamos entonces
si

Fr, L F(y) = { (1) z;:gz; (2.19)
entonces T}, — 7 (0) y por lo tanto se trata de un estimador consistente para 7 (6) .
Esta tactica suele ser util cuando estamos trabajando con maximos y minimos
2. Supongamos que ¢ (t) son faciles de obtener y estudiamos la convergencia
lim g, (t) = 70 (2.20)

n—oo

entonces T, —— 7 (0) y por lo tanto se trata de un estimador consistente para 7 (6) .

Esta tactica suele ser 1til cuando estamos trabajando con sumas y medias muestrales.
Teorema 2.5.2 Sea T,, un estimador tal que

1. limy,_eovarg (T,) =0,

2. limy_oo By [T =7 (0),
entonces T,, es consistente para estimar 7 ().

Teorema 2.5.3 Bajo ciertas condiciones de regularidad el estimador de mdrima verosimilitud es
consistente.
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2.6. Ejercicios

Ejercicio 2.6.1 Dada una m.a. de tamano n de una v.a. X calcular el estimador de mdzrima
verosimilitud y el del los momentos en los siguentes casos:

1. X ~ Poisson(\),

2. X ~ Ezxponencial()\),

3. X ~ N(u,0?), o conocido,
4. X ~ N(u,0?%), u conocido,
5. X ~ N(u,0?).

Solucién. Siguiendo el mismo esquema que el propuesto en los ejemplos de teoria vemos que:

1. X ~ Poisson()), Veremos los dos métodos

MM Sabemos que X ~ Poisson(\),= E[X]| =\

E[X]=A==)
e
por lo que
- 1<
A= — Zj.
n <
=1
MMV Tomamos como funcién de verosimilitud

e_n)‘)\z i=17Ti

tomando logaritmos entonces:

log (L(\)) = log <7

y por lo tanto

despejando se llega con facilidad a:

como era de esperar.
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2. X ~ Ezponencial()\), por lo que
f(z) = Xe 2,

MM Sabemos que X ~ exp(\), = E[X] = A"!
EX]=X1= lzn:x-
i l

por lo que
n

Doy T

MMV Tomamos como funcién de verosimilitud

L) =[] fla) = Ame B

A=

tomando logaritmos entonces:

log (L(\)) = log ()\”e*)‘zzlzlmi) =nlogA — A (i $Z>

i=1

y por lo tanto
n n
Oalog (L(N) =  + (z; x) =0

despejando se llega con facilidad a:

como era de esperar.
3. X ~ N(p,0?), o conocido,

MM Sabemos que X ~ N(u,0?),=> E[X]|=pu

MMV Tomamos como funcién de verosimilitud
L) = [ fe) = — e (5> - ?).
on (\/ 27T) 204 4
tomando logaritmos entonces:
log (L(1)) = Io L. L NS (s
= —  e&X —_—— "Ei —_ =
g (L(p g on ( /_27T)n P o2 . 1 I

= —nlogo —nlog (\/%) - (%‘2 i (i — M)2>



2.6. EJERCICIOS 25

y por lo tanto
1 n
Oplog (L)) = ) Zzl —npu =20
i=1

despejando se llega con facilidad a:

1 n

i=1
como era de esperar.

4. X ~ N(u,0?), u conocido,

MM Sabemos que X ~ N(u,0?) = E[X]=p
E[X]= —lzn:x
=Hp= n = i

no sirve en este caso pues este dato es conocido, por lo que tendremos que recurrir al
momento de orden 2 i.e.
n
1
E[X? == 4}
n

=1

de donde se obtiene que (recordar la definicién de varianza, var(X) = E [ X?] — E[X 1)
1 n
o? + ,u2 = E Z acf
i=1

despejando
1 n
S
i=1
pero este resultado nos lleva a obtener un absurdo pues puede ser negativa esta magnitud

li Por ejemplo tomando p = 3, z; = (1,2,4).

MMYV Tomamos como funcién de verosimilitud

1 1 « 5

L(o) = | | f(x;) = o
tomando logaritmos entonces:

—nlogo — nlog (\/ﬁ) — (% i (w5 — u)2>

log (L(0)) =

y por lo tanto
1 n

=1
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despejando se llega con facilidad a:

como era de esperar. Aqui se ve que no siempre &

serd el de MV i.e. 62.
5. X ~ N(u,02),

MM Sabemos que X ~ N(u,0?)

1 n
M= szla
i=1

L(p,0) =[] f@:) = o (o

tomando logaritmos entonces:

log (L(p,0)) = —nlogo — nlog (@) — (— ‘

y por lo tanto
Oy log (L(p,0))

0 log (L(p,0))

despejando se llega con facilidad a:

como era de esperar.

CAPITULO 2. ESTIMACION PUNTUAL

2 = 52, y que siempre el mejor etimador

—

S|

n 2
_;+ng(xz 1)? =0,
=1
o 1
2:E (J?Z—/.L)2
=1

Ejercicio 2.6.2 Para cada uno de los siguientes
hallar la distribucion a posteriori.

casos encontrar la familia conjugada natural y
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1. (X;)!, es una m.a. de X ~ Poisson(),
2. (Xi)i, es una m.a. de X ~ Gamma (p=1,a =0)
3 1

(Xi)i—, es una m.a. de X ~ N (H,Uar = ;) , donde r es conocido.

Solucién. Seguimos el guidn expuesto en el ejemplo de la teoria

1. (X;);—, es una m.a. de X ~ Poisson(f),

6—6’01

z!

fo(z)=P(x]|0)= , x=0,1

familia de muestras para una Pisson
Px|0)=]]P(xi]0) ce 0oz

P (z | 0) es el nicleo de una densidad tipo “Gamma”, entonces tomamos como posible familia
conjugada
P ={m(0) € Gamma (p,a)}

recordamos que

aP
I~ rm
por lo que
a’ —af gp—1
7 (0) ~ T e 0
asi que

0
™ (0 | T, 7-7371,) x P (xz | 9) ™ (9) XX e_”HOZ T —Fae) e—a@gp—l X e—(”+a)99P+Z r;—1
para 6 > 0, por lo tanto
w (0| z1,...,zn) ~ Gamma <p:a+zxi,a=ﬁ+n) .

Ademds podemos calcular la media a posteriori

/eﬂ(eyajl?"-7$n)d9:£:@
© a B+n

este seria un estimador puntual bayesiano.
2. (X;)!, esunam.a. de X ~ Gamma(p=1,a=10)
fo(x)=[f(@|0) = =7 x>0

familia de muestras para una Poisson

P(x|0)=]]P(zi]0) xome >
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P (x| 0) es el nicleo de una densidad tipo Gamma, entonces tomamos como posible familia
conjugada
P = {m(0) € Gamma (p,a)},

recordamos que

aP
Form
por lo que
a’ —af gp—1
7 (0) ~ me 0P,
asi que

7T(9 ‘ xlvn-;xn) X f(.fz ‘ 9)7‘((6) X €"6*92I¢’

para 6 > 0. por lo tanto

7 (0| x1,...,xy) ~ Gamma (p:a+2xi,a:ﬁ+n).

Ejercicio 2.6.3 Sea X una observacion de la densidad

2x
f(z]0)= 9—21(0,9) (), 6 >0,

supongamos que 6 tiene una distribucion a priori uniforme sobre (0,1). Hallar la mediana de la
distribucion a posteriori.

Solucién. Tenemos la siguiente situacion:

f@]0)=—Iog (), 6 >0,

y suponemos que
() =UI0,1] =1, 0e<(0,1),

entonces: 9 9
x x
7r(c9|xi)o<f(azi|9)7T(0)o<?1:?, 6 (0,1),
pero z € (0,1), = < 0, por lo que 8 € (z,1), asi que
i 16)7 (6 %
W(Q]xi)ocfl(x| )W(): 192 = — ’ , 0e(x1).
7 G [0)as [ a1

Para calcular la media a posteriori vemos que

M M
%:/ w(9|mi)d0:/ b

— oo 00 02 (1 — 1)
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por lo que

tal y como queriamos calcular. m

Ejercicio 2.6.4 Encontrar la cota de FCR vy el estimador eficiente (si existe) en los siguientes

casos:

1. m.a. de 1
x
fg(m)—gexp (—5>, 0 >0, x>0,
para estimar 0
2. m.a. de
fo(z) =0(1—-6)", z=0,1.., 0e€(0,1),

para estimar 0

3. m.a. de

3?2
o) = = en (5 ).

o121

para estimar o, lo mismo para estimar o?.

Solucién. Recordamos que

dr\2 2
o5 d-1
FCR = (ZZ? . LF.=-—nk [—Oja‘é@(x)]
og fo(x
—nFEy [—dQQ }
mientras que el estimador eficiente
dr /
ap  dlog fo(xi) T
df !
T= — (1
Tt T Fisher  d ™+ g los Jo),
asi que:
1. En este caso 1
fg(az):gexp (—%), 0 >0, x>0,

por lo que tomando logaritmos tenemos que

1 T T
log fo(z) = log (5 exp <—§>> = —logf — rk

y de forma inmediata se calculan las derivadas etc...

1 T
dolog fo(x) = —5+ .
1 2z

agzlogfe@) = ﬁ‘??
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de esta forma vemos que

ya que

Ex]=L=9¢
a
ya que I’ (p =1l,a= %) . Por lo tanto:
dr\2
[ |
> .
—nEy [d 1059]59(56)} n (_9%) n

Para calcular el estimador eficiente vemos que

fo(wi) =] folw:) = Gi” exp <_ E;,-)

tomando logaritmos

log (fo(:)) = log <0inexp <_Ewi>>  nlogp - ST

y por lo tanto

9y (10g (fo (1)) = O <_g _ _Z;i) n . Y

de esta forma llegamos a que

d
r oo sy dlogfa@) _

1.Fisher do
1 nooyx 02 [ n S >y
= 9+7<——+ >—6+—<——+ >_ :
(-1 0 62 n 0 6> n
n (=)
De forma mécanica vemos que
fo(z)=60(1—-06)", z=0,1.., 0e(0,1),
es una geométrica
E[X]:ﬂ7 [.F'ZQL
0 0°(1—0)
por lo que
2
1
FCR = 70 (n %)

sin embargo

. 02(1—0) (dlog fo(x;)\ 2 2
T=0— - < T >_20—e—ezxz
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i.e. no es un estimador eficiente. FALTA completar las cuentecillas.

log (folw:)) = log (0" (1-0)=).

dlog fo(xi) _ n Yo
do 6 (1-6)
En este caso
fole) = —— e (5 ) € (0.07)
-(x) = exp | —— L0,
oV 2w P o?

evitando pasos intermedios vemos que

(&)’ 1

FCR = do = =
—nE, (280 g, [L -] g+ B (X7

observandose que: var(X) = E, [X?] — E2 [X]
E, [XQ} = var(X) + E? [X] = var(X) = o2

ya que X € N (0,02), asi que
2
o

El estimador eficiente:

dr 2
o dlog fo(x;) o° (dlog fo(xi)
T — do _ - 2250\
T I.Fisher do 7 2n o
donde
dlog fo(x;) d 1 S a? n oS a?
—_ e —1 —_—T - L - - !
( do a8 "%\ (ovam)” P\ 202 oo
entonces

T:U+U—2<—E+Zx?>

2n o o3

por lo que no hay estimador eiciente para o.

Sin embargo si repetimos estas cuentecillas para o2, vemos que

dr\2
FCR = () _ 2.
By [7720] ey

mientras que el estimador eficiente verifica

o dlog fa(x;)

T = df =
T 1.Fisher do
20 (0 Y a? Soa?
_ 2 == _ 7 — 7
- o Zn < o + o3 ) n

2
Xy . .
luego T' = % es un estimador eficiente en este caso.

31
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Tal y comoqueriamos hacer ver. m

Ejercicio 2.6.5 Sea (X;);_, m.a. de una distribucidén tipo Poisson \.

1. Hallar la cota inferior de FCR para la varianza de los estimadores insesgados de e,

2. Determinar el valor de la constante c tal que el estimador exp (—c>_ X;) sea un estimador
insesgado de e~ .

Solucién. De forma inmediata vemos que

. (%\)2 B ) B Ne—2X
o [RgRe] en[Bgee]

no olvidar que estamos estimando e .

T = exp (—c>_ X;) insesgado para estimar e~*.?? Recordamos que insesgado significa:
Ey[T)—7(0)=0 <=  Ey[T]=¢*

por lo tanto

e = E[T= [exp( ZX )} HE exp (—cz;)] = (E [exp (—cx;)])"
= (exp (A (1 - €)" = exp (—An (1 - ¢))

1
—log <1——>.
n

veamos un paso delicado de la anterior cadenas de igualdades:

E [exp Z e—cxp Z —ca: —>\ Z 76)‘ —)\ —)\e’c_

tal y como queriamos hacer ver. m

despejando se obtiene

Ejercicio 2.6.6 Sea (X;);_, m.a. de una distribucion tipo uniforme U (0,6), 6 > 0.

1. Hallar la cota inferior de FCR para la varianza de los estimadores insesgados de 6.
2. Estudiar st X(,) es un estimador insesgado para 0.

3. Hallar el estimador de mdzxima verosimilitud para 6.
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Solucién. En este caso vemos que

E[T)=E X)) = /Rth(n) (t)dt

para calcular fX(n) (t) puedo mirar la funcién de densidad del méximo:

0 t<0,
Fx,,(t)=q g t€(0,0),
1 t>0,
vemos que
t n t 1 n o
=T sor= ([ ) = ([ ) -5
asi

t'n—l
— te (0,0

n
0 resto

de esta forma
n

0
E[T] = E [X(] :/Rtfx(n)(t)dt:/ ng—ndt

n
n—+1

0

por lo que no es insesgado para estimar 6. Recordatorio: Eg [T] — 7 (0) = 0.

Hallar el estimador de maxima verosimilitud para 6. En este caso

Jo(z) =2 z € (0,0),
por lo que la funcién
L( fG xz H fG

asi que
log L (6) = —nlog¥, = Oplog L (0) = —

|3

de esta forma llegamos a que

Oplog L (0) = —

T >
3

n
0

llegando asi a una cagada monumental.

33

Rehacemos el camino para hacer ver que en esta ocasién fy(x) = %, x € (0,0), pero L(0) = ein, si
0 > X (), en este caso el rango de las observaciones depende del pardmetro por lo que hay que ser

un poco més cuidadoso a la hora de escribir las cosas. Asi se llega a la conclusién de que

tal y como queriamos hacer ver. m
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Ejercicio 2.6.7 Sea (X;);, m.a. de la densidad
fo(x) =6fexp(—0bx), x>0,0>0.
Encontrar el estimador de mdzima versimilitud de 6. ;Es consistente para 07.

Solucién. En este caso fy(x) es una exponencial (ver primer ejercicio), ademds el rango no

depende del parametro. 6 = ﬁ, . Es consistente para 07 .i.e. 0 . 0.77 Para verlo tendremos

que comprobar si E [9} "0, y var [é} oo,

Por lo tanto:

E M = b {an} =E [% - /Ooo Zf(y) dy = /OoogFiq;)e—eyy”‘ldy:

0" [ _py n-o 0" T'(n—1) n
nF (n) /0 €y Y nF (n) o1 n—1

por lo tanto

Elf| =E|3| =220, B8] =0
Y n—1

en estos célculos hemos empleado los siguientes trucos: Y = Y x; ~ Gamma(p = n,a = 6). las

exponenciales son casos particulares de una Gamma y la suma de Gammas es otra Gamma. Si X

~ Gamma(p, a) entonces:

fla) = L emargr, /0 xdaz:w T(p)=@p-DT(p-1).

Mientras que
var [9] - (Zn:v> = n2var <%> = (E[y 2 - E2[v!]) =

([ ) = (s )

AN n—oo ; N .
de esta forma var [9] — 0, asi que 6 es consistente. m

Ejercicio 2.6.8 Sea (X;);; m.a. de una distribucion tipo uniforme U (0,6), 0 € (0,00). De-
mostrar que X(,) es consistente para 0. ;Es Y, = 2X, consistente para 67

Solucién. Seguimos los mismos que en ejercicios anteriores viendo que

0 t<0,
FX(n)(t) = g_" t€(0,0),
1 t>0,



2.6. EJERCICIOS 35

observamos que

0 t<0
FX(n)(t):{ 1 t>0

comprobando que
Xn) L. p (0) = X AN/ PN X(n) consistente para 0.

.Es Y, = 2X,, consistente para #?. Esperamos que 2X,, esté cerca de .

3% ~ 0 n—00
EY,] = FE|[2X,]=2E[X,]=2E[X] =2;=0""",
var(X) éH_Q B 9_2n—>ooo
n  nl2 3n ’

por lo que es consistente para 6. Sin embargo tiene una pequena pega pues si tomamos X ~ U(0, 10)
supongamos que X = 6, entonces Y, = 2X,, = 12, por lo que a veces sobre-estima. m

var(Y,) = wvar(2X,) = 4var(X,) =4

Ejercicio 2.6.9 Sea (X;);_, m.a. de una distribucién discreta con funcion de masa

Py X=x)=01-0)"", 2=12,..,0€c(0,1)

1. FEstudiar si T =Y X;, es un estadistico suficiente para 6.

2. Hallar el estimador de 0 por el método de los momentos,

3. Obtener el estiamdor de mdzrima verosimilitud de 6.

4. Calcular la media de la distribucion a posteriori cuando la distribucion a priori para el
pardmetro 6 € (0,1).

5. Calcular la cota de FCR para la varianza de los estiamdores insesgados para 7 (0) = %.

6. sHay estimador eficiente para estimar 7 (6) = %7.
Solucién. De forma telegréafica vemos que

1. Si, aplicando el teorema de facotrizacién obtenemos

[I(ea—oet)= (0 -p¥=)
por lo tanto T'= ) Xj, es un estadistico suficiente para 6

2. Sabemos que al tratarse de un geométrica

y por lo tanto
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Vemos que

L) = (0" (1 -0>")

asi que tomando logaritmos

log L = nlogf + (sz — n) log (1 —6)
calculamos el maximo, encontrando

no Qxi—n)
AU

de esta forma llegamos a:
n

0= S

7r(«9|xi)NBeta(p:n—i—l,q:Zmi—n—i—l)

La media a posteriori es:
P n+1
[X]

:p+q:Z$i+2

es eficiente para 7 = %, donde

E[X]=) 20(1-6)"" = %




Capitulo 3

Intervalos de confinaza

3.1. Introduccion
Disponemos de (X;);"; m.a. de X ~ fy(z) tal que § € ©. Como siempre queremos estimar 0.

Definicion 3.1.1 Un estimador por intervalos de confienza para estimar 6; es una funcion que a
cada muestra (X;);—; le asigna un intervalo

(L, U) = (L (i)izy , U (wi)izy) -

Definicién 3.1.2 EI nivel de confianza de un intervalo (L,U) es 1 — « cuando

Py{0 e (L,U)} =Pp{(zs);: L<O0<U}=1—a.
Consideramos los siguientes métodos de construccién

1. Método clasico (cantidad pivotal), intervalos de confianza més frecuentes en las aplicaciones.

2. Métodos bayasianos.

3.2. Meétodo de la cantidad pivotal.

Definicion 3.2.1 Una cantidad pivotal para estimar 0; es una funcion
T ((wi);—y = 64)

cuya distribucion no depende de 6;.

La idea es la de obtener una cantidad pivotal T" para 6;, que sea una funcién continua y mondétona
de 0;. Queremos hallar (¢ (a1),e (ag)) tales que

Py{(zi)i_ye(an) <T <e(ag)}=1—-a.

37



38

CAPITULO 3. INTERVALOS DE CONFINAZA

donde los (g (1), (a2)) no dependen de 6; por ser T' una cantidad pivotal.

Despejamos 6#; de la anterior ecuacion i.e.

E(Oél) <T
T<€(O£2)

obteniendo asi (L,U).

3.2.1.

1.

Cantidades pivotales e intervalos de confianza mas frecuentes.

(X)), ma. de X ~ fg(z) = N (p,03) donde o3 es una cantidad conocida. El objetivo es
estimar p mediante IC con un nivel de confianza (NC) 1 — a.

Para ello seguiremos la siguiente tactica:
_ 2

Consideramos X ~ N (,u, %) y tipificando i.e.

X —p

o) / \/ﬁ

~ N (0,1)

nos preguntamos si

_X—p
~ao/vn

es una cantidad pivotal para estimar p. Ademds, para una muestra fija jes T continua y
mondtona?. Ambas respuestas son afirmativas.

T

Py {(:L‘z)znzl : E(Oél) <T<e (042)} =1-—aq,

Py {(ml)?zl te(ag) < ji/_\/'% < E(ag)} =1-a,

vemos que T' ~ N (0, 1) entonces por simetria la dltima ecuacién la podemos reescribir como

Py {(131)?:1 : _Za/Q <T< Za/g} =1-aq,
asi que despejamos

a2 < T7
T < Za/2>

de donde obtenemos que

g0

_ o) _
< X 4 7,20, > X — 7,20
12 + a/2 n 12 a/Z\/ﬁ

vn

por lo que llegamos a:

— oo
Ilea == (L,U) == <XiZa/2ﬁ> .
Vemos de esta forma que al aumentar n la longitud del intervalo decrece (i.e. la estimacién es
méds precisa). De igual forma se observa que al aumentar el NC 1 — « entonces Z, /5 aumenta
i.e. la longitud del intervalo aumenta y por lo tanto la estimacién es menos precisa).
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2. (X)) madeX~N (u, 02). El objetivo es estimar y mediante IC con un nivel de confianza
_ 2

(NC) 1 — a. Podemos intentar seguir la tactica anterior i.e. consideramos X ~ N (u, %) y
tipificando i.e. -

X —p

a/vn

~ N (0,1),

y nos preguntamos si

_X—p

~a/yn

es una cantidad pivotal para estimar p. Ademds, para una muestra fija jes T continua y
mondétona?. En esta caso no, ya que T' depende de un parametro desconocido, o, por lo tanto
no puede ser cantidad pivotal.

T

En este caso deberemos apelar al teorema de Fisher (recordar el primer capitulillo) viendo

que
X—up (n—1)8? 2
~ N (0,1 —~
O'/\/ﬁ ( ) )7 o2 Xn—1
por lo tanto
X _
o/\/n X—p

N (0,1) _ _ -
\/Xifl/(”_l) \/(71_(7—12)52/(11—1) S/vn

por lo tanto si definimos -

_X-p

S/n

ahora si es cantidad pivotal para estimar u. Por lo tanto y siguiendo el procedimiento anterior
vemos que

T

P {_tn—l;a/Q <T< tn—l;a/Q} =l-a

donde hemos vuelto a tener en cuenta las simetrias de la distribucién. Asi que despejando se
llega a que

- S
IC1—o (1) = <X + tn—l;a/2%> -
Siguiendo los mismos paso, podemos ahora estimar o2. Para ello consideramos

(n—1)5?

T = 5 ,

g

como cantidad pivotal y obtenemos por lo tanto

161 (0?) = ((n—1)527 (n—l)S2>.

2 2
Xn—Lia/2 Xn—1;1-a/2

3. (X;);_, m.a. de X ~ Bernoulli(p). El objetivo es estimar p mediante IC con un nivel de
confianza (NC) 1 — a. En este caso seguremos las siguientes consideraciones:

T* De Moivre
~Y

n
ZXi = “# éxitos” ~ Bin (n,p) N (u = np, o’ = npq)
i=1
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por lo tanto
n

> Xi~ N (p=np,o® = npq)
=1

tipificando
> i1 Xi —np
np (1 —p)

arreglando las cuentecillas llegamos a

~ N(0,1)

X-p X-p

\/p(ln—m B \/ﬁ(ln—ﬁ) B

T —

\N\
<

B
|7
>

~ N(0,1)

asi que

\Xl

| >
:)—‘

—-p
-X

observamos que para llegar a este resultado hemos utilizado resultdos previos como p = X.
Por lo tanto y siguiendo los mismos pasos que los anteriores casos vemos que

_ X(1-X
1C 0 () = | X £ 20y T LK)

3.2.2. Cantidad pivotal general.

Sea (X;);—, m.a. de X ~ Fy distribucién continua. Podemos definir una cantidad pivotal genérica
como sigue:

T =- log Fy ()
=1

es cantidad pivotal para estimar el pardmetro 6, pues depende de (X;);; y € y se comprueba con
facilidad que la funcién de distribucién de T' no depende de 6.

Definicion 3.2.2 Definimos el error en la estimacion de un intervalo de confienaza como

P longitud del intervalo
B 2

En muchos estudios es muy interesante saber el tamano muestral necesario para obtener un error
en la estimacién inferior a FE.

Ejemplo 3.2.1 Sea (X;);_, m.a. de X ~ N (,u,ag) donde o es una cantidad conocida. ;Cudl es
el minimo valor de n para que el error en la estimacion de un intervalo con nivel de confianza 1 — «
seaq inferior a E?
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Sabemos que
_ oo
Ilea == (X + Za/2%) .

00

vn

por lo tanto
E — ZOc/Q

por lo que de aqui despejamos n
Za/200 < E\/ﬁ

Za/QJO 2
> — .

asi que

3.3. Intervalos de confianza bayesianos.

Sea (X;); ; m.a. de X ~ f (X | ) donde 0 € ©. Tenemos la informacién muestral (verosimilitud)

n

fx1, .y | 0) = Hf (zi ] 0)

y de la informacién a priori

asi que aplicando Bayes

w(0) []f (xi 10)

0| @y, ) = =L x 7 (0) f (21, | )
Jom @) ]I (@i 10)
i=1
y todas las conclusiones las obtendremos a partir de 7 (6 | 1, ...., x,) la distribucién a posteriori.

Definicién 3.3.1 Un intervalo de confianza bayesiano al nivel 1 —« es un intervalo (L,U) tal que

U
/ 70|z, ., zp)dd =1 — .
L

Definicién 3.3.2 El intervalo de confianza bayesiano con mdzima densidad a posteriori (HPD) al
nivel 1 — av es el intervalo (L,U) tal que

U
/ m(0] 21,y zn)dd =1 — a,
L

y Vo, € (L,U) yVls ¢ (L,U),

(01| 21,y xn) > (02| 214, ) -

El intervalo HPD es el de minima longitud para un nivel 1 — « fijado.
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3.4. Resumen de intervalos

INTERVALOS DE CONFIANZA

NOTACION:

(X1,...,X,) muestra aleatoria (m. a.) de X.

fz%sz sQZHiIZ(wi—i)Q.

3.4.1. X ~ N(u,0)

Intervalos de confianza 1 — o para u:

1. o conocida:
B o
I = X :l: Za/?% .
2. o desconocida

S
I - <f13 itnl;a/Q%) .

Intervalo de confianza 1 — o para o2

((n —1)s2  (n—1)s? )
I = 5 y 5 .
Xn—l;a/Z Xn—l;l—a/Z

3.4.2. X ~ Bernoulli(p) (muestras grandes).

Intervalo de confianza 1 — a para p:

1= <{Z‘:|:Za/2 @)

3.4.3. X ~ Poisson()\) (muestras grandes)

Intervalo de confianza 1 — o para A:

I = (a’::l:za/Q\/%).



3.4. RESUMEN DE INTERVALOS
3.4.4. Dos poblaciones Normales independientes
X ~ N(uy,01); (X1,...,Xp,) m. a. de X; se calcula T y s7.

Y ~ N(pg,02); (Y1,...,Y,,) m. a. de Y; se calcula 7 y s2.

2 (n1 —1)s7 + (ng — 1)s3

p ni+ng —2

Intervalos de confianza 1 — a para p; — us:

1. o1, o2 conocidas:

2 2
o o
I=|Z—§Ezup/ L+ 2
ni no
2. 01, 09 desconocidas, o1 = o9:
_ 1 1
I=(z- y + tn1+n272;a/2 Sp TL_1 + n—2 .
3. 01, 09 desconocidas, o1 # ga:
2 2
_ s s
I = x_y:l:tf;oc/Q _1+_2 3
ni ng

(s1/n1 + s3/n2)?

donde f = entero mas proximo a

(s3/m1)? n (s3/m2)% "
ni1—1 no—1
Intervalo de confianza 1 — o para o?/03:
272 27/.2
_ s1/85 s1/s3
I = , .
Fnl—l;ng—l;a/Q Fnl—l;ng—l;l—a/2

3.4.5. Comparacién de proporciones (muestras grandes e independientes)

X ~ Bernoulli(p); (X1,...X,,) m. a. de X.
Y ~ Bernoulli(ps2); (Y1,...Y,,) m. a. de Y.

Intervalo de confianza 1 — « para p; — ps:

43
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3.5. Ejercicios

Ejercicio 3.5.1 Sea (X1, X9, X3, X4) una m.a. de X ~ N (,LL,UQ = 1). Hallar el nivel de confianza

del estimador por intervalos [X —1, X+ 1] .

Solucién. Queremos calcular el NC que como sabemos
NC=PR{(X)bne [X-1,8+1]} = B{X-1<p<X+1}

si tenemos en cuenta que

_ X; _ 2 1
X:Z Z:/Jﬂ XNN(:UHO-_)_N(M?_)a - 0:1/27
n

n 4
entonces _
Pu{X—1<;L<X+1}:P{M_1}2_M < Xl/;“ < “i};“}
simplificando queda:
P{-2<Z<2}
donde como es habitual Z = % Teniendo en cuenta las simetrias de la N(0,1) la anterior

expresion queda reducida a:
2P (Z >2) =0,9544

donde dicho valor se ha obtenido de las tablas para la nornal tipificada. =

Ejercicio 3.5.2 Sea (X;);_, una m.a. de X ~ U (0,6),0 > 0.

1. Nivel de confianza del estimador por intervalos [aX(n), bX(n)] tal que 1 < a < b.

2. Hallar Py {9 € [X(n) + ¢, Xn) + d]} tal que 1 < ¢ < d.

Solucién. Para el primero de los apartados vemos que
[L, U] = [CLX(n), bX(n)] , 1<a<hb,
por lo tanto el NC sera

NC =P {(X)i_y : 0 € [L,U]} = Py {aX(n) <0 < bX(p)}

0 0
Pg{g < X(n) < —}

a

o lo que es lo mismo

recordar que X,y = max(X;). Ademads si rememoramos las cuentecillas del primer capitulillo vemos
que
fX(n) =nl[Fx (t)]n_l fx (t)
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asi que

2 s B e
0 0"

fX(n) =n |:5 n 5 Vt S (0,9)

por lo tanto
[

0 0 0 o 1 11
Pyl < Xy < b= dt = dt = — — —
0 {b < (n) < a} /Z fX(n) /z 9” am bpn

y como vemos en este caso no depende de 6.

En el segundo de los casos vemos que
[L,U}Z[X(n)—i-c,X(n)—l-d], 1<e<d,

asi que seguimos el mismo procedimiento por lo que llegamos sin problemas a:

Pg{X(n)+C<9<X(n)+d}:Pg{(g—d<X(n)<9—C}=<1—g>n—<1—g>

al depender de # no se le llama nivel de confienza. m

Ejercicio 3.5.3 Sea (X;);_, una m.a. de X cuya densidad viene dada por

e ™™ >0

flalA) = { 0 resto

probar que T = XY | X; es una cantidad pivotal y obtener los intervalos de confianza correspond-
intes.

Solucién. Observamos que T es funcion sélo de la muestra y del pardmetro y tenemos que ver que
la distribucién es funcién continua y mondtona.
X~ fi
definimos la v.a. Y = AX asi que aplicando el c.v.
n n
T = )\ZXZ- = ZYZ ~ Gamma (p =n,a =1)
i=1 i=1

vemos que si

Y dx 1
= XAy A
por lo tanto
dX 1
fY_fX‘W _AB_A%X =e Y, vy € (0, 00)

ademds se observa que fy ~ Gamma (p = 1,a = 1). De esta forma vemos que al solo depender de
(Xi)i_, se trata de una cantidad pivotal para el pardmetro X, igualmente se observa que es continua
y mondétona creciente en .
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Buscamos ahora (e1,e2) tales que
P{€1 <T<€2}=1—Ox
asi que teniendo en cuenta las simetrias de la funcién gamma etc... despejamos A y vemos que

P{€1<)\ZX¢<€2}=1—O£

=1

n
£1 (@)
g1 < A X, — = <A
; Z 2liey Xi
)\zn:X-<52 == )\<L(a)
i=1 Z ’ 2im1 Xi

por lo tanto el IC serd

_(_ala) e(a)
IC1_o (N) = (Z?:l X 5 Xz‘)

Para obetener los (1, e2) calculamos

e1(a) o 0 o
det:_v / det:_a
/o 2 e2(a) 2

donde

T:)\ZXiNGamma(p:n,azl)

=1

fr(t) = ——et"l vt 0,

T (n)

tal y como queriamos hacer ver. m

Ejercicio 3.5.4 Sea (X;);_, una m.a. de X cuya densidad viene dada por

e @0 2 >0>0

Flzl8)= { 0 resto

Hallar el intervalo bayesiano de mdzima densidad a posteriori con nivel 4/5 si la densidad a priori
viene dada por

F(g):{ e’ >0

0 resto

Solucién. Teniendo en cuenta resultados del capitulo anterior vemos que

m (0] X;) o< (0) Hf (i | 0) = e Ve mitnd — ((n=1)0=2 i o (n=1)0 Vo € (0, X (1)
i=1
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el término e~ 2% lo hemos suprimido al tratarse de una constante. Por lo tanto

(n—1)0
integrando vemos que
m (0] ) = — in;f v0 € (0, X(1))
TR

de esta forma el intervalo bayesiano viene dado por
(L,U) = (01, X (1)

tal que

X 4
/ 70| 2)d) =1 —a— 2
01 5

asi que

/X(l) e(n—l)O d9 _ 4
01 ﬁ (e(nfl)Xu) _ 1) 5

por lo tanto integrando obtenemos

4 e=DXa) _ yn—1)01

5 c—DX) _ 1

y tomando logaritmos

=g () (0 )

tal y como queriamos hacer ver. m

Ejercicio 3.5.5 Sea (X;);", una m.a. de X ~ N (,u, o’ = 1) y supongamos que la distribucion a
priori viene dada por N (0,1). Hallar el IC bayesiano (L,U) de mdzima densidad a posteriori con
NC1-a.

Solucién. Teniendo en cuenta resultados del capitulo anterior vemos que

Tu+nrX 1 >:N<Zm 1 >

T+nr T4+nr n+1 n+1

(0] z;) ~N (
vaque 7 =1 =1y u=0. Apelando a las simetrias de la normal entonces:

DT DT
L = = — = =
(L,U) <€1 n+1 @ &2 n+1+a
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asi que

€2
/ 70| z)dd=1—«

€1

P &—Q<Y<&+a =1—-«
n+1 n+1

i.e.

donde Y ~ 7 (6 | ;). Asi que tipificando vemos que

DT, LTy LT %fli_i_a_zf%

j2) n+1 n+1 n+1 n+1 -1

< <
f_1_ /1 [_1
n+1 n+1 n+1

P{-avn+1<Z<avn+1l}=1-a

—

simplificamos

o lo que es lo mismo

P{Z>avn+1} =3

por lo tanto despejando a

Z@/?

vn+1

avn+1="Z, — a=

de esta forma vemos que

(L U):<Z“”_ Zojp 2.ri Z“/2>
’ n+1l Vn+ln+l /n+l

tal y como queriamos hacer ver. m

Ejercicio 3.5.6 Sea X una observacion de la densidad
02=1 2€(0,1),0>0
fo(z) = { 0 resto ’
1. Hallar la densidad de la variable aleatoria Y = — log X.
2. Hallar el nivel de confianza del siguiente estimador por IC para 0

1 1
I = ,
[2(—logX) —log X

Estudiar si T = — Olog X es una cantidad pivotal para 0.

3. Hallar la densidad a priori para 0 si la distribucion a priori es la unifirme en (0,1) y el valor
observado es x = 1/e. Indicar cudl seria, en este caso, la forma del intervalo de confianza
bayesiano de maxima densidad a posteriori (para un NC' 1 — .
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Solucién. Vemos que Y = —log X, consideramos el c.v.
y = —logux, —y =logx, r=eY, 2 e

por lo tanto
dz

Fr(w) = fx@)| 5

=027 eV =9 (e*y)ef1 e Y = e

luego
fe=% 0 (0,00),

Ir(y) = { 0 resto

Para calcular el nivel de confianza seguimos los mismos pasos como en los ejercicios anteriores y
vemos que (se trata simplemente de despejar en y)

1 1 —1/2 -1
— —<y<Z)= —e L
NC P<29_Y_0> e e

De igual forma vemos que la densidad T'= — flog X (utlizando el c.v. anterior) se llega a
et t>0,
Jr= { 0 resto
Por ultimo

(0] z;) < Ber7?, sif e (0,1)

por lo tanto

0 resto

e179
77(“%‘)—{06—2 6 €(0,1), x=1]e

el=(a,1) m

Ejercicio 3.5.7 En una poblacion se desea conocer la probabilidad de que un individuo sea alérgico
al polen de las acacias. En 100 individuos tomados al azar se observaron 10 alérgicos. Hallar el
IC al 95% para la probabilidad pedida. ;Cudntos individuos se deberian observar para que con
probabilidad 0,95 el error mdximo en la estimacion de la proporcion de alérgicos sea del 0,01%

Solucién. La estrategia en estos casos es siempre la misma. Consideramos la v.a. X y queremos
estimar la probabilidad de ser alérgico i.e. si/no (Bernoulli(p), éxito/fracaso). Entonces tenemos
(X;);—, una m.a. de X ~ Bernoulli(p) (con n = 100 grande) y por lo tanto del resultado de teoria
sabemos que

_ 5(1 — 5 _
ICy 95 = (X:I:Za/2 pi( - p)) = X*+Z,)
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y lo tnico que hacemos es calcular

% > X _ alérgicos _ 10 _ 0.10,
n n 100

Zojo = Zoo2s = 1,96

asi que
(0,10) (0,90)

I = 10£1
Co,95 (O, 0 ,96 100

) = (0,04, 0,16)

i.e. la proporcién de alérgicos esté entre un 4% y un 16 %.

Queremos ahora estimar el valor de n para obetener un error maximo de 0,01 (1%) a un NC del
95 %. Sabemos que

X(1-X)
error = Zyja — < 0,01

y tomamos como estimacién para X la obetenida en la prueba piloto i.e. X = 0,10, por lo tanto

1,96

1

y despejamos n obteniendo
n > 3458

por lo que concluimos que necesitamos del orden de 3500 pruebas para hacer un buen estudio. m

Ejercicio 3.5.8 Se supone que el nimero de erratas por pdgina en un libro sigue una Poisson ().
Elegidas al azar 95 pdginas se obtienen los siguientes resultados

N° erratas O 1 2

3 45
N° pdgina 40 30 15 7 2 1

hallar intervalos de confianza al 90 % para el nimero medio de erratas por pdgina en todo el libro.

Solucién. Como en el ejercicio anterior podriamos modelizar la situacion de la siguiente manera:
X ~ Bernoulli(p)

errata,/correcto, pero como en este caso tenemos n paginas entonces n—Bernoullis se convierten en
Binomial (n,p) . Pero de forma operativa si n es grande y p pequena entonces es mejor aproximar
la binomial por una Poisson (A = np) de la que sabemos que E [X] = \.

Por lo tanto queremos estimar

_ b\ _ X
ICo90 () = XiZa/Q\/; =X xZap\l—

>
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en este caso tenemos que

Zoja = 1,64,
% ZnXi _ (40-0)+(30-915)+....+(1-5) 098,

por lo que
ICp 90 (A) = (0,82,1,16) .

Si queremos afinar mas entonces hacemos lo mismo que en el ejercicio anterior i.e.

P

error = Zg o\ —

y despejamos n. W

Ejercicio 3.5.9 Se mide el tiempo (en seqgundos) de duracion de un proceso quimico realizado 20
veces en condictones similares obteniéndose los siguientes resultados

93,90, 97,90, 93, 91,96, 94, 91,91, 88, 93, 95, 91, 89, 92, 87, 88, 90, 86

suponiendo que la duracidn sigue una dostribucién normal hallar los IC al 90 % para ambos pardmet-
T0S.

Solucién. Tenemos por lo tanto (Xi)?gl m.a.de X ~ N (,u, 02), para estimar p a un NC del 90 %
tenemos

_ o _ 5’
ICyy o (1) = <X itn—l;a/2%> = <X itn—l;a/Q%) = (90,11, 92,39)
ya que
DR
n
1 o1 _
2 _ _ = 2 2\ _ -
§ = —= 3 (- X) = (X7 -20%%) =861, —5=294

= 91,25

th—1;0/2 = t19,0,005 = 1, 729.

Como en ejercicios anteriores si queremos mas precision para estimar p entonces tendremos que
hacer més ensayos, de esta forma

o, 29, 20
\/ﬁ — “af2 \/ﬁ — 40,05 \/ﬁ

y despejamos n. Vemos que hemos cambiado de la t-student a la normal, esto es asi ya que cuando
n /" entonces t,_1,q4/2 ~ Za/2

error =t,_1.0/2

2 con un nivel de confianza del 90 %

_ 2 _ 2
ICops (07) = ((n2 s (721 1)8 ) _ <19(8,61)’ 19(8,61)> _ (5.43.16.19)
X2 tas Xt oy 30,144 ° 10,117

Para estimar o
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1090% (O') = (2,33,4,02)

tal y como queriamos hacer ver. m

Ejercicio 3.5.10 En una poblacion la altura de los individuos varones sigue una N (u,7,5) . Hallar
el tamano de la muestra para estimar i con un error inferior a £2cm con un NC' del 0,90.

Solucién. Como en los ejercicios ateriores la situacion es la siguiente:
error < 2

por lo tanto si

- o
ICh 90 = (X + Za/2%>
entonces
errorzZoé/zi <2 — n > 38

vn

tal y como queriamos hacer ver. m

Ejercicio 3.5.11 Se intenta estudiar la influencia de la hipertension en los padres sobre la presion
sanguinea de los hijos. Para ello se seleccionan dos grupos de ninos, uno con padres de presion
sanguinea normal (G1) y el otro con padres hipertensos (G2) obteniéndose las siguientes presiones
sistolicas:

G1 104 88 100 98 102 92 96 100 96 96

G2 100 102 96 106 110 110 120 112 112 90

hallar el IC para la diferencia de las medias suponiendo que las varianzas en las de los ninos son
tquales.

Solucién. La situacién es la siguiente. Disponemos de dos m.a.
(X;)!, ma. de X ~ N (uy,0%)
(Y))!; ma.deY ~ N (uy,03)

donde estamos suponiendo que o3 = 3. Queremos estimar la diferencia de presiones medias en las

poblaciones con un NC del 95 %.
ison las poblciones independientes? podemos tener estas dos situaciones:
1.- Datos estan emparejados, entonces las poblaciones NO son independeintes,

2.- Datos no emparejados, por lo tanto las poblaciones son independientes.
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En este caso seobserva que las dos poblaciones son independientes y por lo tanto utilizaremos el

siguiente formuldn:
S o 1 1
IC1—a (i = Hg) = | X =Y Etpin g0\ — +

52— (m—1)Sf+(n—-1)S5 9-(224)+9(78,6) _ 50,51
m+n—2 18

es la varianza residual. De esta forma

donde

11
IC) o (pty — o) = (97,2 — 1058+ (2,101) /50,51 5 + E) = (—15,28,-1,92).

Si las muestras no son independientes entonces lo que habria que hacer seria lo siguiente. Considerar
(X;—Y)l, ma.deD=(X—-Y)~N (u — py,0%)
y el formulén a aplicar en esta ocasién seria:

. Sy
Cha (= 1) = ((F7) £ 110> )

donde (X —Y) representa la media de las diferencias. m
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Capitulo 4

Contraste de hipo6tesis

4.1. Introduccion

Disponemos de (X;); m.a. de X ~ fy(z) tal que § € ©. Como siempre queremos estimar
0.Queremos elegir entre dos posibilidades

Hipdtesis nula: Hy : 0 € ©g C O,
Hipdtesis alternativa : Hy : 6 € ©; = ©f C O,

Definicion 4.1.1 Un test de hipdtesis para contrastar Hy : 0 € Og, frente a Hy : 0 € Oy consiste
en dividir el espacio muestral en dos regiones complementarias:
R : region de rechazo de Hy (Region Critica), si (x1,...,x,) € R, entonces rechazamos Hy.

A : region de aceptacion de Hy, si (x1,...,zy) € A, entonces acpetamos H.
Errores que se pueden cometer:

1. Error de tipo I: Rechazar la hipétesis nula, Hy, cuando 6 € ©,

2. Error de tipo II: Aceptar Hy, cuando 6 € O,
Se suelen elegir Hy, H; de modo que el error de tipo I sea el més serio.

Definicion 4.1.2 La funcion de potencia de un test con region critica R es la siguiente funcion
de 0 :
Br(0) = Py (R)

i.e. la probabilidad de rechazar Hy cuando el verdadero valor del pardmetro es 0.

Situacién ideal.
P (error de tipo I) =0,
P (error de tipo II) = 0,

95
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Definicion 4.1.3 El nivel de significacion o tamano de un test R para contrastar Hy : 0 € O
frente a Hy : 0 € ©1 es:

a= sup Py (R)
[AS(SH

i.e. mdxima probabilidad de rechazar Hy cuando Hy es cierta o lo que es lo mismo, la mdzima
probabilidad de cometer un error de tipo I

Se suelen utilizar test de hipdtesis que tienen un nivel de significacién, 0,01, 0,05, 0,1.

Veremos dos métodos de construccion de un test:

1. Método de la razén de verosimilitud,

2. Método bayesiano.

4.2. Método de la razon de verosimilitud.

El estadistico utilizado en este método es:

sup f (z1,...,z)  sup L (0)

)\ (.’L‘ x ) _ [USCH _ [ASCH
Lo supf (21, ..., Tp) supL ()
0cO USS]

i.e. el cociente entre la maxima verosimilitud que da a la muestra y la maxima verosimilitud de la
muestra. Vemos que A (z1, ..., x,) € [0,1] y que por lo tanto
A(z1, ..., Ty) estd préximo a cero, entonces rechazamos Hy,

A(z1,...,Ty) estd préoximo a uno, entonces aceptamos Hy,

Definicion 4.2.1 El test de razon de verosimilitud para contrastar Hy : 0 € ©q frente a Hy : 0 € ©4
al nivel de significacion o es:

R={(x1,....,zn) : A1, ..., xn) < ¢}

donde ¢ se determina a partir de « = sup Py (R).
UASISH)

Proposicion 4.2.1 Relacion con los estadisticos sufucientes. El test de razon de verosimilitudes
es funcion de cualquier estadistico suficiente T

Consideramos a continuaciéon un ejemplo que nos permite ver la relacién entre el contraste de
hipdtesis y los intervalos de confianza.

Considermos (X;)}; m.a. de X ~ fy(z) tal que 6 € ©. En este caso fy(z) := N (u,0?) donde
estamos interesados en estimar p (aquf o2 es un pardmetro perturbador). Consideramos el siguiente
contraste de hipdtesis

HU:IU’:,U’CH
Hl:/’l’%ﬂo7
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y fijamos un nivel de significacion a. Formalmente la situacion es la siguiente:
@:{9: (M,O'Q) :,uE]R,J>O}

O = {9: (u,02) :/,L:/,LO,U>0}

asi que
Osuep f(x1, ..y xn) esugp L(0)

A&,y ) = =2 = == 4.1

@) = o) supL () 1)
0cO 0cO
queda en este caso como sigue:
1 1 )
= eXp<—ﬁ($—M));
1 1 — 9
(-t r)
i=1

Jolx) = ovV2w
L(0) = fo(x1,...xn) = [ [ fo (z:)
=1

= —Jn (\/ﬁ)n exp

el supL () se alcanza en el EMV
0cO
1 n
=1, AQZEZ(%’—EV
i=1
(aqui estamos suponiendo que conocemos p = p, por lo que queremos estimar &2, de esta forma
() queda:
1 _ n n L 2
A )= GEhi o)) (V) oxb (=535 g i (21— )’)
Llyeeeyp) =
1 n n L =\2
Ey i @—0?) P (Vam) P (~ssr iy S (- 2)°)
simplificamos
n _ n/2 n _ n/2
A&y, an) = izt (2 =) - iz (2~ T) —
> i (@i — M0)2 iy (i =T+ 7— MO)Q
n _ /2
n/2 i (@i—7) "
Z?: Ty — T 2 ?_ Ti—T 2
- 1_(2 )_ AT D > YCT _
Yo (@i =)+ n (T — ) Lz (@i =2)"+n(T—pig)
P (zi—7)
"’L/2 n/2 ’I’L/2
_ 1 o 1 B 1
- T—pg)> B T—p1p)> - i 2
L e L+t 1+ ik (572)
por lo tanto llegamos a que
R:{(.Tl,...,.%'n) :A(Qfl, 7:1371) SC}
i.e.
n/2
1 T — [
(T1y ey ) - 5 <cp= {(a:l, ey Tp) > cl} (4.2)
v+ () S
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y a = sup Py (R). En esta tltima ecuacién ([.J) llegamos a ese resultado ya que
[US(SH

T — o

S/+/n

A(z1, ..., xy) es funcién decreciente de

Yy que

T — [

S/v/n

ya que cuando (X;);; m.a. de X ~ N (,uo, 02) sabemos que una cantidad para estimar p

a=supPy(R)=a= supFy ((371, ey )
0€Oo (JS(Ch

> Cl) = sup Pg ((3’,‘1, ,.I'n) : |tn_1‘ > Cl)
H=Ho

T — i

TN

de esta forma llegamos a la conclusién de que

C1 = tnfl;a/Q
y que por lo tanto

T — fig

S/v/n

serda la region de rechazo del test de razén de verosimilitud. Veamos ahora la relacion con el
IC1_4 (). La situacién hasta ahora es la siguiente:

X=RUA, A= {(z1, .. n) : |T — pol <tp_1.025/Vn},

R = {(xl,...,xn):

> tn—l;cx/2} = {(:Ela ,.’En) : ‘j - /‘LO| > tn—l;a/QS/\/ﬁ}

esto significa que aceptamos Hy :

Ho : p= pig <= [T — pol < ty—1,0/25/Vn <= —tn_1,0/25/Vn < T — pg < tp_1;0/25/Vn
=T - tn—l;a/QS/\/ﬁ < pog < T+ tn—l;oa/ZS/\/ﬁ <~ Mo € ('fz' + tn—l;a/?‘g/\/ﬁ)
= g € IC1_o (1) -

De forma alternativa vemos que

HO::U:,U(M
Hy oz # py,

y fijamos un nivel de significacién . Entonces IC1_q, (u) . = (f + tn,l;a/QS/\/ﬁ) , por lo tanto si

to € 1C1—q (1) = aceptamos H,
to & IC1—q (1) = rechazamos H

de esta forma hemos visto la relacién existente entre el contraste de hipdtesis y los intervalos de

confianza.

Si la distribucién de A (z1, ..., z,), bajo Hy, es desconocida o muy complicada de calcular entonces
existe una solucién aproximada (asintética) para contrastar Hy : 6 € O, frente a Hy : 6 € O.
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Teorema 4.2.1 Sea (X;)! | m.a. de X ~ fp(x) tal que 0 € ©, y dim © = k. Queremos contrastar
Hy : 0 € ©q, frente a Hy : 0 € O4, donde dim©g = k' < k, entonces bajo certas condiciones de
reqularidad

d
—21log A (1, .o, Tn) —— X34
bajo Hy.

De esta forma tenemos que

R ={(z1,....an) : —2log A (21, ..., zp) > Xz—k';a}

Con el ejemplo que venimos arrastrando, si (X;);; m.a. de X ~ fp(z) tal que 6 € ©. En este caso
fo(x) := N (p1,0%) donde estamos interesados en estimar p (aquf 0% es un pardmetro perturbador).
Consideramos el siguiente contraste de hipétesis

Ho : p= py,

Hy o # po,

y fijamos un nivel de significacién «. Formalmente la situacion es la siguiente:
@z{@z(u,a2):u€R,a>0} = dim© =2
@0:{9:(u,02):u:u0,0>0} == dim©y =1

asi que

—21og A (21, ..., Zn) — Y2

4.2.1. Asignacién de hipodtesis en la practica.

1. Disponemos de (X;);~; m.a. de X ~ fp(z) tal que § € ©. Es razonable aceptar que 6 = 6,7.
Elegimos entre 6 = 0y y 0 # 6y

La situacion es por lo tanto la siguiente:
HO 10 = 90,
Hy : 0 7& 907

y fijamos un nivel de significacién «. Los papeles, en la practica, de hipdtesis nula y alternativa
siempre se asignan igual, la igualdad para Hy y la desigualdad para H;. Por lo tanto

si aceptamos Hy concluimos que es razomable aceptar 6 = 6,

si rechazamos Hy concluimos que NO es razomable aceptar 6 = 6.
2. Disponemos de (X;);; m.a. de X ~ fy(z) tal que § € ©. jPodemos considerar estadistica-
mente probado que 6 > 647
La situacion es por lo tanto la siguiente:
Hy : 0 < 0,
Hy:0 > 0,
y fijamos un nivel de significacién «. Por lo tanto

si aceptamos H concluimos que No es razomable aceptar 6 > 6,

si rechazamos Hy concluimos que es razomable aceptar 6 > 6.
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4.2.2. Concepto de p-valor de los datos.

El p-valor o significacién de los datos es la méaxima probabilidad bajo Hy de obtener un resultado
mas desfavorable a Hy que el obtenido.

Veamos un ejemplillo.

Ejemplo 4.2.1 (X;)" | m.a. de X ~ fyp(z) tal que 0 € ©. En este caso fyo(x) == N (,u,aQ = 1).
Consideramos el siguiente contraste de hipdtesis

HOZ/LSlO,
Hy:p> 10,

y fijamos un nivel de significacion a. Hemos obtenido la muestra con n =9 y resulta que T = 12

p —valor = maxP {mds desfavorable a Hy que T = 12} = maxP{ z =12} = P,—jo{ = = 12}
<10 §<10

pero sabemos que

ast que

T — 10 12 —10 12 —10
P =P > ——3 =0
{1/3>1/3} {>1/3}

Interpretmos el p-valor como el apoyo de los datos a Hy

1. p-valor proximo a cero, entonces poco apoyo de los datos a Hy

2. p-valor alejado del cero, entonces apoyo suficiente de los datos a Hy

La regla practica que se sigue para tomar decisiones a un nivel de significacién « previamente fijado
es la siguiente:

1. p —valor < «, entonces poco apoyo de los datos a Hy, rechazamos Hy,

2. p — valor > «, entonces apoyo suficiente de los datos a Hy, aceptamos Hj.
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4.3. Métodos bayesianos.

Sea (X;)!, m.a. de X ~ f(X|6) donde § € ©. Queremos contrastar Hy : 6 € O, frente a
Hi : 6 € ©1 = 6. Tenemos la informacién muestral (verosimilitud)

n

f@r, | 0) =] (i ] 0)

=1

que recoje la informacién sobre 6 que llevan los datos y también disponemos de la informacion a
priori
™ (0)

que recoje la informacion sobre 6 antes que los datos, asi que aplicando Bayes obtenemos

m(0) [[f @i 10)

70| @y, ) = =L x 7 (0) f (x1,.crzn | )
Jom @) ] 7 @i 16)
i=1
y todas las conclusiones las obtendremos a partir de 7 (6 | 1, ...., x,) la distribucién a posteriori.

La decision de rechazar o aceptar Hy estara basada en;

PO | 1,y ) = / (0] 1,y ., xp) dO,
0o

P01 ]x1y.cyzp) = / 70|21,y xn)dd =1—P (00| 21, ) ,
01
por ejemplo podemos rechazar Hy : 0 € Oq si

P(eo | l’l,....,l‘n) <

4.4. Resumen de contrastes de hipdtesis

CONTRASTES DE HIPOTESIS

NOTACION:

a= nivel de significaciéon del contraste.
n= tamano de la muestra.

Hy= hipétesis nula.

R= regién critica o de rechazo de Hy.
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N(0,1)

n.a n_.n_a

4.41. X ~ N(u,o0)

1. Hy:p=py (o conocida);

g
R= {‘1’—#0’ > Za/2%}-

2. Hp:p=py (0 desconocida);

_ s
R= {|m — ol > tn—l;a/Qﬁ} :

3. Hp:p < pg (o conocida);

_ o
R:{x—u0>za%}.

4. Hy:p < pg (0 desconocida);

R {x_,m - tT}

5. Hp:pu > py (o conocida);

g
R = {I‘_MO<21—O¢%}'

6. Ho:p > pg (0 desconocida);

_ S
R = {37 — o < tnl;la%} .
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7. Hy:o0 = og;

_fn=1, 2 2
R= { 0.(2) § ¢ <Xn—1;1—a/2 ) Xn—l;a/Z)} :

8. Hy:o < og;

9. Hy:0 > og;

n—1 4 9
R= { 5 S < Xn—l;l—a} .
90

4.4.2. X ~ Bernoulli(p) (muestras grandes)

1. Ho:p=po;
_ po(l — po
R:{|:p—p0|>za/2 —( )}
n
2. Hy:p < po;
1_
Rz{x—po>za p40( po)}'
n
3 HO:p>p07
1 —
R:{x—p0<21_a pio( po)}.
n

4.4.3. X ~ Poisson(\) (muestras grandes)

1. Hy: A=)
R= {\:z — ol > za/m/)\o/n}.
2. Hy: <Ay
R= {i o > za\/)\o/n}.
3. Hy:)A> Ay

R={- <21-aVAo/n}.

4.4.4. Dos poblaciones Normales independientes

X ~ N(py,01); (X1,...,Xp,) m. a. de X; se calcula Z y s2.

Y ~ N(pg,02); (Y1,...,Y,,) m. a. de Y; se calcula § y s3.

2 (n1 —1)s2 + (ng — 1)33'

p ny+ng — 2
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10.

Hy

Hy

Hy

“H

“H1

‘i

‘T

“H

CH1

‘i

“H

“H

oAl
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= pgy (01,092 conocidas);
2 2
o
R=q|t =g > zapy =+ 2
72

= iy (01 = 02);

o 1 1
R = {‘x - y‘ > tn1+n2—2;a/2 SpA| — + _} .

ni no
= py (01 # 02);
R= {2 —9]>tpa Z—%1+Z—i
< gy (01,092 conocidas);
R=<Xz—9y>z, U—% + U—%
niy no

< o (0'1 :0'2)3

1 1
R = {j_g>tn1+n22;a Sp ——|——}

< pio (01 # 02);
2 2
s s
R=<z—9y>t 422
Y=t ny N2
> gy (01,02 conocidas);
2 2
o o
R={Z—7<zi_a\| ++ 2
ni na

> piy (01 # 02);
2 2
S S
R=KT—G<tri_ao\ =+ + =2
y fila ny no

= 09;

R={s7/s3 ¢ (Fay—1ms—1:1-a/2 » Fri—tima—1a/2) } -
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11. Hy:o0q1 < o9
R = {S%/S% > Fn1—1;n2—1;a} .

12. Hy:01 > o9;
R= {3%/35 < Fm—l;nz—l;l—a} )

(s1/n1 4 s3/n2)?
(s3/m1)? 4 (s3/n2)? "

ny1—1 no—1

donde f = entero mas proximo a

4.4.5. Comparacién de proporciones (muestras grandes e independientes)

X ~ Bernoulli(py); (X1,...,Xp,) m. a. de X.

Y ~ Bernoulli(p2); (Y1,...,Yn,) m. a. de Y.

1. Hp:p1=p2;

2. Hpy:p1 < po;

3. Hy:p1 > po;

n=fe-vcanfn (S5,

donde p— x4+ >y _ mT +n9y

niy + no9 ny + n9

4.5. Ejercicios

Ejercicio 4.5.1 Sea (X1, X2) una m.a. de

fp = 021 0<z<1
0= 0 resto

donde § € © = {1,2}. Para contrastar Hy : 0 = 1 frente a Hy : 0 = 2, definimos la region de
rechazo

R = {(z1,22) : 4z129 > 3}.

Hallar la funcion de potencia test.
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Solucién. Queremos contrastar Hy : § = 1 frente a Hy : 0 =2, en R = {(x1,x2) : 4x122 > 3}, por
lo tanto nos preguntamos si
Br (0) =Py (R), 0=1,2.

Represetamos la region, 4z1zo > 3, por lo tanto cuando # = 1, tenemos:

fo=1 (x1,22) = fo=1 (x1) fo=1 (x2) =1-1=1

de esta forma

r1=1 xo=1 1 3 3
Py—1 (R) = // fo=1 (z1,22) dx1dxe = / / ldzy | dxy = = + = log (—> ~ 0,03
R xz1=3/4 ro=3/4x1 4 4 4

y hacemos lo mismo para 6 = 2, obreniendo asi:

x1=1 ro=1 7 9 3
Py—1 (R) = / / dx1zodxs | dry = 6 + 3 log <Z> ~ 0,11.
z1=3/4 x2=3/4x;

Jo=2 (x1,22) = fo—2 (x1) fo=2 (x2) = 221 - 220 = 4x129.

ya que

El nivel de significacion es por lo tanto

supPy (R) = Py—1 (R) = 0,03
0cbo

tal y como queriamos hacer ver. m

Ejercicio 4.5.2 Sea (X;);, una m.a. de una poblacion N(u,1), donde p € © = {pg, 11} con
(g < pq) . Para contrastar Hy : p = p frente a Hy : p = p; se considera el test que rechaza Hy si
T > k. Hallar k para que el test tenga nivel de significacion «.

Solucidn. La situacién es la siguiente:

Ho:p=p
Hy:p=pm
R:{(xi)?:1:£>k}

queremos calcular k£ para un nivel de significacién «. Recordamos de teoria que

T — k— k—
a:SupPG(R):Pﬂl(R):PM1(‘i>k):P e - :P<Z> Ml)

recordar que
1
X ~N <N17 _>
n
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por lo tanto

k—
1 _ Z,
V1/n
obteniendo asi
Za

tal y como queriamos hacer ver. m

Ejercicio 4.5.3 Sea (Xl)zli1 una m.a. de una poblacion que sigue una Poisson (0), donde § € © =
(1,1/2]. Si la region de rechazo, para contrastar Hy : 0 = 1/2 frente a Hy : 6 < 1/2, definimos la

region de rechazo
R = {(wl)zlil : le < 2} :

Hallar la potencia del test en 0 =1/2, 0 =1/4, 6 = 1/12.

Solucién. La situacién es la siguiente: (X;)12, una m.a. X ~ Poisson (6)

H0:0:1/2,
H; 20<1/2,

— N2 -
R— (xz)izl.ngQ .

En6=1/2
12

Br (0) = Py (R) = Py_y /2 (R) = Py—12 (Z x1 < 2) = P{Poisson (A = 6) < 2} = «

ya que

y por lo tanto (mirando las tablas de la Poisson)

* = 0,0025 + 0,0149 + 0,0446 = 0,0620 ~ 0,06

Si hacemos lo mismo para los otros dos casos obtenemos:

tal y como querimos hacer ver. m
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Ejercicio 4.5.4 En una piscifactoria se desea contrastar la hipdtesis (Hy) de que el procentaje de
adultos que miden menos de 20cm es como mdzimo el 10 %. Para ello se va a tomar una muestra
de 6 peces y rechazamos Hy si encontramos mds de un pez con longitud inderior a 20cm.

1. sCudl es el nivel de significacion de este contraste?.

2. Calcular la potencia del contraste si en realidad hay un 20% de peces que miden menos de
20cm.

Solucién. Modelizamos mediante una Bernoulli(p) i.e. disponemos de una m.a. (Xi)?zl donde
X ~ Bernoulli(p)
Y { 1 siel pez mide < 20cm
0 siel pez mide > 20cm

asi que

Hy:p <0,10,
H; :p> 0,10,
R = {Més de un pez con longitud inferior a 20 cm} = {T > 1}.

el estadistico que estamos usando en este contraste es:

T = n° de peces, de entre los 6, que miden de 20cm ~ Bin(n = 6,p = 0,10).

Por lo tanto, el nivel de significacién de este contraste es:
sup P, (R) = Pp=0,10 (R) = Pp=0,10(T' > 1) = P (Bin(n =6,p = 0,10) > 1) =
p<0,10
=1-—P(Bin(n=6,p=0,10) <1)=1-0,5314 — 0,3543 = 0,114.

Con respecto a la segunda pregunta, i.e. Calcular la potencia del contraste si en realidad hay un
20 % de peces que miden menos de 20cm. vemos que

Py—o20 (T > 1) = P (Bin(n = 6,p = 0,20) > 1) = ... = 0,3447

tal y como queriamos hacer ver. m

Ejercicio 4.5.5 Para estudiar si una prueba de laboratorio puede resultar demasiado nociva para
la salud, contrastamos la hipdtesis Hy de que la probabilidad de que una persona sometida a esa
prueba resulte afectada sea como mdaximo 0,001. Para ello sometemos a esa prueba a 1000 personas
elegidas al azar y aceptamos Hy si como mdzximo ha habido un afectado.

1. ;Cudl es el nivel de significacion de este contraste?.

2. Si en realidad la prueba afecta a la salud de una persona con probabilidad 0,003 ;cudl es la
probabilidad deaceptar Hy?.
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Solucién. En este ejercicio disponemos de una m.a. (Xi)}g(io donde X ~ Bernoulli(p)

Y 1 si resulta afectada
“ 1 0 sino resulta afectada
asi que

Hy : p <0,001,
Hy :p> 0,001,
R = {Hay como maximo un afectado entre 1000} = {T" < 1}.

el estadistico que estamos usando en este contraste es:
T = n° de afectados entre 1000 ~ Bin(n = 1000, p = 0,001),
al ser n = 1000 y p = 0,001 entonces aproximamos la binomial mediante una Poisson

Bin(n = 1000, p = 0,001) ~ Poisson (A = np).

De esta forma encontramos que el nivel de significacién de este contraste es:
sup Pp (R) = Pp:()’()m (R) = Pp:()’()(n (T > 1) =P (Bm(n = 1000,p = 0,001)) > 1) =
p<0,001
=1— P (Poisson (A =np=1)) <1) =0,2642.

Con respecto a la segunda pregunta, i.e. Si en realidad la prueba afecta a la salud de una persona
con probabilidad 0,003 ;cual es la probabilidad de aceptar Hyp?. Vemos que
P (Poisson (A =np =3)) < 1) =0,1992

tal y como queriamos hacer ver. m

Ejercicio 4.5.6 Sea (X;);_; una m.a. de una poblacion con una densidad

f {6(19) z>60cR
0:

0 resto

Hallar el test de razon de verosimilitud, de nivel o, para contrastar Hy : 6 < 0y frente a Hy : 0 > 0.

Solucién. Tenemos

HQ:QSH(),
Hy:0 >0,

nivel de significacién o

queremos calcular ¢

R ={(xi)j_y : A@1,...,zn) < c}



70 CAPITULO 4. CONTRASTE DE HIPOTESIS

tal que
a = sup Py (R)
0<6o

de esta forma vemos que

wpf (21 s)  supL(0)

A (LU " ) _ 0<0o _ 0<6o
bt apf (21, -, 2n) | supL ()
feR 0eR

(4.3)

donde .
L(0) = fo(x1,....,20) = er (z;) = e 2, si 0<Xq
i=1

observamos que z > 6, significa (z;);-; > 6 y por lo tanto 6 < X(1), de este modo obtenemos la
siguiente funcion
nd ,—> x; <
I (0) _ ee 9 ~ X(l)
0 0 > X(l)

y por lo tanto

supL (0) = enXw— 2o
0eR

supL (0) =

{ e"Xom2 T Xy <6
6<00

en@g—zxi X(l) > O

asi que la ecuacién (L) queda

eZX(l)*Z;z‘ ="M Xy > 6o
entonces
R ={(z)i_y : A2,y n) < e} = {(i)j2; : Xy > Co} = (4.4)
donde
Co: a = sup Py (R) = supe™(#o—C0)
0<6o 0<6o
por lo tanto
Co = 0y — log
ya que
Py(R) = Py (Xay > Co) = [[Po (Xi > Cp) = (Py (X > Cp))" =
i=1
= < - fo (x) dx) = (/OO e(ze)dx> = ¢™fo—Co)
Co Co
asi que

n log
R = {(:Ui)izl : X(l) >0y — Tg‘L }

tal y como queriamos hacer ver. m
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Ejercicio 4.5.7 Sea (X;);, una m.a. de una poblacion con una densidad

fe—{ 0(1—2)1! 0<z<1,6>0

0 resto

Deseamos contrastar Hy : 0 = 2 frente a Hy : 0 # 2, al nivel de significacion 0,1. Sin = 60 y
H (1 —z;) = 0,0003. ;Cudl seria la decision adoptada utilizando el test de razon de verosimilitudes

T
asintdticamente?

Solucién. En este ejercicio queremos ver
R=R={(z;)}; : AN(@1,..., ) < c} ~ {(z1, ..., zp) : —21l0g A (z1, ..., ) > X%—k’;a = Xio,l}

en este caso

sup L (0) 2" (H (1 _3«"@))

USS)
)‘(1'17"'%%71,) = - =

ya que

i

n 0-1
L(0) = fo (x1, .., wn) = [ [ fo (2:) = ()" (H (1- wi)) :
i1

log L(0) = nlog (0) + (6 — 1) log (H (1-— xl)>

)

dlog L(§) n N ~ n
T—wlog(H(l—xz)) —0 — b—-

%

vemos que (en la muestra)

por lo tanto

S < 260 (0,0003)

,Tp) = —21In

" (7.3967)%° (0,0003)5-3967
X101 = 2,706

—2log A (x1, ... > = 69,39,

asi que rechazamos Hy, i.e. el valor § = 2 no es aceptable. m
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Ejercicio 4.5.8 Sea (X;);, una m.a. de una poblacion X con una funcién de densidad

fp = fe= 9% >0
o= 0 2<0

donde 0 > 0. Deseamos contrastar Hy : 0 > 1 frente a Hy : 0 < 1.

1. §i adoptamos como region de rechazo de Hy
R={(zi)iLy s 2y > ¢}
determinar el valor de c, para que el test tenga tamano a.

2. Si tomamos como densidad a priori para 0

w(ﬁ):{ e? 0>0

0 resto

calcular la probabilidad a posteriori de la region que constituye la hipdtesis nula, cuando la
muestra consta de una sola observacion.

Solucién. Tenemos

Hy:0>1,
Hy:0<1,

nivel de significacion «

queremos calcular ¢
R ={(zi)j—y : AM@1,...,zn) < ¢} = {(a:z)le LX) > c}

tal que
a =supPy (R)
0>1

de esta forma vemos que si

Py (R) =F (x(l) > C) = (Pg (33(1) > C))n = </ Geawdx) = ¢~ "0e

entonces |
o)
a=supFy(R)=FPy=1 (R) =e", = o= 8%
0>1 n

Con respecto al segundo de los apartados vemos que

{6_0 0>0

m(0) = 0 resto

por lo tanto
70| x) o< f(z]0)m(0) =0e e =g @) 950
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por lo que
70| x) ~Gamma(p=2,a=x+1) = —0PLe7¥ =
_ (=4 1)206—9(x+1)
I'(2)
encontramos asi que la probabilidad a posteriori de 6 es:
/ (z +1)?0e7 0@ dp = | —e 0@+ (9 4 260 + 1)}:0 = (z+2) e @D,
6=1

tal y como queriamos hacer ver. m

Ejercicio 4.5.9 Se van a probar dos medicamentos A y B contra una enfermedad. Para esto
tratamos 100 ratones enfermos con A y otros 100 con B. El numero medio de horas que sobreviven
con A es T = 1200 y para B § = 1400. Suponiendo normalidad en mabos casos se pide:

1. ;Se puede aceptar igualdad de varianzas si sabemos que
> (@i — 2)* = 900000, > (yi —9)° = 950000, 7.
(tomar o = 0, 10)

2. sFEs mds efectivo el medicamento B?. Plantear el contraste adecuado para estudiar esto con
un nivel de confianza del 95 %.

Solucion. Tenemos
XNN(:UQ?O-%)? YNN(N%J%)

donde ademads supondremos independencia.
i Se puede aceptar igualdad de varianzas? i.e.
Hy: 01 =09,

H13017502a
a=20,10

52
R = {S—é ¢ (Fm_1;n—1;1—a/2aFm—l;n—l;a/2)}
2
donde

2 L yi(@i—2)? 90

ol - m =~ 0,95,

Sy s iwi—g)” 95

Fo—1in—t1;0/2 = F99,99,0,05 =~ F120;120,0,05 = 1,3519,
1

F120:1200,05

Fotm—1:1—a/2 = F99,99,0,95 ~ =0,74
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donde estamos usando los valores méas cercanos y recordamos que

1

Fm;n;lfoz = F
m,n,a

de esta forma aceptamos Hy y podemos decir que o1 = 0.

Con respecto a la segunda cuestién vemos que nos preguntan si p; < p9. Asi que

Ho :py = po,
Hy = py < g,
a=0,05
con
_ _ 1 1
R=<KX-Y < tm+n_2;1_aSp — + —
m  n
donde
—1)82 —1)82
S:\/(m ) 1+(n ) 2’\‘96,66,
m+n-—1
tntn—21—a = £198:0,95 ~ 200,0,95 = —t200,0,05 = —1,65
asi que

R = {—200 < —22,60}

por lo rechazamos Hy : p1y > p9 y aceptamos Hj i.e. podemos afirmar que hay suficiente evidencia
muestral para asegurar que B es mas efectivo. m

Ejercicio 4.5.10 La duracion media de una m.a. de 10 bombillas es * = 1250 horas, con una
cuasidesviacion tipica muestral de sx = 115. Se cambia el material del filamento por otro nuevo
y entonces de una nueva m.a. de 12 bombillas se obtuvo una duracion media de y = 1340 con
Sy = 106.

1. ;puede aceptarse que las varianzas, antes y después del cambio de filamento sean iguales?

2. sHa aumentado la duracion media de las bombilla?

Solucidén. ;Se puede aceptar igualdad de varianzas? i.e.

Hy: 01 =09,
Hy:01 # 09,
a=0,10

S2
R = {S—é ¢ (Fm—l;n—l;l—a/Qv Fm_l;n—l;a/Q)}
2
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donde

57 (@i - 13225
2T Ly = =

Fo—tn—1:a72 = Fo1150,05 >~ 2,89,

Fotin-11-a/2 = Fo;1150,95 =~ ~ 0,34

2,89
donde estamos usando los valores més cercanos y recordamos que

1

Fm;n;l—a == F
m,n,o

de esta forma aceptamos Hy y podemos decir que o1 = 0.

Con respecto a la segunda cuestién vemos que nos preguntan si p; < po. Asi que

HO P > Mo,
Hywpy < pig,
a=0,10
con
_ 1 1
R=<X-Y< tm+n,2;1,aSp — + —
m n
donde
—1)85? —1)852
S:\/(m ) 1+(n ) 2;\4110714’
m+n—1
tm+n—2;1—o¢ = t20;0,10 = _17325
asi que

R = {—90 < —62,49}

por lo rechazamos Hy : 4 > py vy aceptamos Hj i.e. podemos afirmar que ha aumentado la duracién
media. m

Ejercicio 4.5.11 Con objeto de estudiar si las pulsaciones en los hombres (X ) pueden considerarse
menores que en las mugeres (Y ) se tomaron muestrasde 16 hombre y mujeres obteniéndose los
siguientes resultados (ya resumidos)

X 1248 97570
Y 1288 103846

¢ Qué podemos decir al respecto?
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Solucién. Los datos no estdn emparejados y por lo tanto tenemos
2 2
XNN(/’LDO—l)? YNN(M%O—Q)

donde ademas supondremos independencia. Vemos que

_ 1 1248 >
= — P = s = R
X - E T 16 78 Y =80,5

nos preguntamos si esta diferencia a favor de las mujeres es concluyente. jpodemos afirmar que
< po?. Ast que
Ho : py > pig,
Hy :py < g,
a=0,05

pero consideremos una cuestién previa: jpodemos aceptar o1 = 037, i.e.

Hy:o01 =09,
Hy:o01 # 02,
a=20,10

Al ser 01 = 3,7y 02 = 3,2, podemos concluir que son razonablemente idénticas (comprobar todas
estas cuentecillas) i.e.

16
1 _
var(X) = — [g L nX2] , etc..

por lo tanto al considerar igualdad de varianzas (si esto no fuese asi tendriamos que utilizar otro
modelo), tenemos

- - 1 1
R - {X -Y < tm+n72;1,aSp E + ﬁ} == {—2,5 < —2,16}

y por lo tanto al verificarse la condicién debemos rechazar Hy y aceptar Hi i.e. podemos concluir
que fy < fho.

Si hubiésemos aceptado Hp no podriamos concluir que p; > py (no seria coherente con los datos
obtenidos) y por lo tanto dirfamos que los datos no son concluyentes. m

Ejercicio 4.5.12 Se sospecha que en cierta estacion de servicio nos estafan en la gasolina. Para
comprobarlo se hacen 50 llenados de 30 litros cada uno. Llamando x; a cada uno de estos llenados,
los resultados obtenidos son 25’21 x; = 1475, 2?21 1‘22 = 43550. sSe puede considerar estadistica-
mente probado, al nivel 0,01 que nos sirven menos gasolina?.

Solucién. En este caso la situacién es la siguiente:
HO e > 307
Hy o p < 30,
a=0,01
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tenemos

- S
R = {X —-30 < t49;0799\/ﬁ} = {—0,5 < —0,30}

donde
, 1 50 , .,
$*=1 (;x — 49X ) = 0,76,
149,0,99 = —2,403

por lo que debemos rechazar Hy y aceptar Hj i.e. podemos concluir que p; < 30 i.e. que NO nos
estafan. m

Ejercicio 4.5.13 Un fabricante de lavadoras produce un determinado modelo en dos colores A y B.
De las 1000 primeras lavadoras vendidas 560 fueron de color A. ;Proporcionan estos datos suficiente
evidencia estadistica (al nivel 0,01) para concluir que los consumidores prefieren mayoritariamente
el color A?.

Solucién. Queremos estimar la proporcién de personas que prefieren A frente a B, para ello
modelizamos de la siguiente manera
1 A
X = {

0 B

i.e. una Bernoulli (muestras grande n = 1000). ;podemos concluir que p > 0,57 entonces haremos
las siguientes hipotesis

HO 'p < 07507
Hi:p> 0,50,
a=0,01
tenemos
R=d % —po> za/P=PO L 060 5 7,/ 2209 L v 06 0,037}
n ’ 1000 ’ :
donde

por lo que rechazamos Hy y aceptar H; i.e p > 0,50.

Antes de terminar veamos si el p — valor es mayor o menor que 0,01. Sabemos por definiciéon que
el p — valor es:

sup Pp, = {obtener un resultado mas desfavorable a Hy que el obtenido}
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i.e. apoyo de los datos a Hg?.

si p —wvalor < a entonces rechazamos Hy,

si p —walor > « entonces aceptamos Hy,

luego un p —valor < a <= rechazar Hy. Como nosotros hemos rechazado Hy entonces el p —valor
debe ser menor que o = 0,01 (esto nos evita el tener que calcular explicitamente el p — valor). m

Ejercicio 4.5.14 Una prueba de deteccidn de la hepatitis virica produce un 2% de falsos positivos
y un 5% de falsos negativos. Se aplica esta prueba a 800 personas tomadas al azar.

1. Hallar la relacion entre p = “Probabilidad de dar positivo” y r =Probabilidad de padecer
hepatitis virica”.

2. En 45 pruebas, de las 800, el resultado es positivo. ;Se puede considerar estadisticamente
probado que la enfermedad afecta a menos del 8 % de la poblacion? (tomando o = 0,01).

Solucién. Tenemos la siguiente situacion

P(positivo | sano) = 0,02
P(negativo | enfermo) = 0,05
n = 800
estamos interesados en calcular la proporciéon de personas enfermas, 7.
La probabilidad de dar positivo serd por lo tanto

p = P(positivo) = P(sano)P(positivo | sano) + P(enfermo)P(positivo | enfermo) =
= (1 —1r)(0,02) 4+ r(0,95)

luego
p =0,02+0,937.

Con respecto al segundo apartado modelizaremos de la siguiente manera:

Y- { 1 positipo
0 mnegativo

i.e. mediante una Bernoulli(p). {Cudndo podremos concluir que r < 0,087 i.e. jcudndo podremos
concluir que p < 0,02 + 0,93r = 0,0947, entonces haremos las siguientes hipdtesis

Hy:p > 0,094,
Hy:p <0,094,
a=0,01
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tenemos

_ 1—
R={X—p0<21_a Po ( . po)}

por lo tanto podremos concluir que p < 0,094 cuando

. 4(1—0,094 .
{X —(0,094) < Zl_a\/o,og (800 0,09 )} ={X —(0,094) > Z;_, (1,0318 x 107?) }

donde

Z1—a = 20,99 = —2,33,
- # de positivos
N 800

asi que despejamos X y obtenemos que
X < 55,92

por lo que podemos concluir que la proporcién de enfermos es menor que 0,08 cuando el ntimero
de positivos sea menor que 55. ®




80

CAPITULO 4. CONTRASTE DE HIPOTESIS



Capitulo 5

Distribuciones.

5.1. Distribuciones discretas

5.1.1. Bernoulli.

1. Funcién generatriz
Gx(s) =q+ps.

2. Funcién de masa
pr=P(X=k)= pEgt=F = pF (1 —p)l_k con k=0,1.
3. Funcién caracteristica y generatriz de momentos
ox(t) = q+ pe", Mx(t) = q + pe'.

4. Esperanza y varianza

EX|=p, wvar(X|=pq, o=./Dg

5. Resumen

pe | ox(t) | Mx(t) | E[X] | var [X]

PP [ g +pe [ g+pel | p pq

5.1.2. Binomial.

Probabilidad de obtener exactamente k — éxitos.

1. Funcién generatriz

Gx(s) = ( Z >pkq”_k8'“ = (q+ps)".
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2. Funcién de masa
Bin(n,p) = ( Z >pkq”_k con k=0,1,...

3. Funcién caracteristica y generatriz de momentos
ex () = (¢+pe™)", Mx(t) = (q+pe")".
4. Esperanza y varianza
E(X)=mnp, wvar(X)=npq, o=/npg

5. Resumen

Pk px(t) Mx(t) | E[X] | var [X]

< Z >p’“q”"“ (g+pe™)" | (¢+pe)" | np npq

Teorema 5.1.1 Suma de binomiales independientes es otra binomial.

ZXi € Bin (Zni,p) .

5.1.3. Geomeétrica.

Tiempo de espera hasta que aparece el suceso X por primera vez.

1. Funcién generatriz

oo
_ ps
Gx(s) =) oM ls" = st
k=1

2. Funcién de masa
Geo(p) = (1—p)* ' p con k=1,...

3. Funcién caracteristica y generatriz de momentos

it t

ox(t) =10 Mx(t) =125
4. Esperanza y varianza
E(X):%, var(X):Z%, a:\/g
5. Resumen
Pk px(t) | Mx(t) | E[X] | var [X]
G-p''p| | 2 | L | %
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5.1.4. Binomial negativa.

Si en vez de buscar la probabilidad de k éxitos en n ensayos (n—fijo) consideramos la variable X
igual al nimero de fallos antes del éxito n—ésimo entonces encotramos la binomial negativa.

Observacion 5.1.1 Geométrica es un caso particular de una binomial negativa

Geo ~ BinN (1,p).

1. Funcién generatriz

Gxlo) = <1fq8>n'

2. Funcién de masa

BinN(n,p) = ( n—H;_l >p”qk con k=0,1,....

3. Funcién caracteristica y generatriz de momentos

px(t) = (1 _pqez‘t>n’ Mx(t) = <1 —pqet>n'

4. Esperanza y varianza

n ng ng
E(X)=—, var(X) = —, o=4/—
(X) p (X) pe pe
5. Resumen
Dk ox(t) Mx(t) | E[X] | var[X]

1—ge®t

N\
3
+
Erali=N
|
—_
N— |
S
Q
kg
/N
S
N—
3
VS
—
hal‘
Chl*
N—
3
33
’t3|3
S

5.1.5. Poisson.

1. Funcién generatriz

Gx(s) = exp(A(s — 1)).

2. Funcién de masa .
A

Poisson(\) = exp(—)\)ﬁ

con k=0,....

3. Funcién caracteristica y generatriz de momentos

t

px(t) =€ (e —1), My (t) = M),
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4. Esperanza y varianza

EX)=X wvar(X) =\, o=V
Teorema 5.1.2 La suma de Poissones independientes es otra Poisson de pardmetro X = > \;

Observacion 5.1.2 Binomial ~Poisson

Bin(n,p) = Poiss(A\) /| A=np<5y p<0,lL

5.1.6. Hipergeométrica

1. Funcién de masa

()G

2. Esperanza y varianza

5.2. Variables continuas (v.a.c.).

5.2.1. Uniforme en [a,b)].

1. Funcion de distribucién.

0 t<a
Fx(t) = t tela,b
1 t>b

2. Funcién de densidad.

3. Funcién caracteristica y generatriz de momentos
eztb _ e'Lta etb _ eta

px(t) = th—a)’

4. Esperanza y varianza.

B(X) = %(a+b), var(X) = % (b—a)’.
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5.2.2. Gamma.

1. Funcién de densidad v (p, a).

I'(p)

fx(t) =

0 resto

P —1 —
{ a®_ypp—le=az 4~ ()

donde ~
I'(p) = / P le % dx
0

2. Funcién caracteristica y generatriz de momentos

ex0=(1-5)" - (1-1)

3. Esperanza y varianza.

85

p
B(X)=" X)="L.
()=, wer(x)= 2
5.2.3. Exponencial.
1. Funcién de distribucién.
1—exp(—=At) t>0
Fﬂﬂ:{ 0( )t<0

donde A\ > 0.
2. Funcién de densidad.

e ={ AT 206 ) = Aep(-M0 T 2)

vemos que
exp(A)=v(=12M).

3. Funcién caracteristica y generatriz de momentos

@x@)=<1—%>_i M&@):<1—2>4.

4. Esperanza y varianza.

Teorema 5.2.1 Sea X v.a. exponencial, entonces:
P(X>a+t|X >a)=P(A>t),

i.e. X tiene la propiedad de no memoria.
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Teorema 5.2.2 (X;)!" ; € exp (\) v.a.i.i.d., entonces

ZXZ-EW(n,)\).

5.2.4. Beta
1. Funcién de densidad. )
fx(t) = PP =) T, (),
0= g™ (=2 o (@)
2. Esperanza y varianza.
E(X):L7 var(X) = qu
p+q P+a) (p+aq+1)

5.2.5. Normal.

1. Funcién de distribucion.

1 t 1 /x—p 2
FX(t):a 27r/ exp[—§< . )]dw Ve e R

2. Funcién de densidad.

1 1 /fx—p 2
fX(t):U 27TeXP —§< . > Vre R

3. Funcién caracteristica y generatriz de momentos

2t2 1 2t2

px(t) = 2, My (t) = 2"
4. Esperanza y varianza.

EX)=p, wvar(X)=o>

Si X € N(u,0?), tipificando la variable i.e.

X—p
g

7 —

= Z € N(0,1)

Observaciéon 5.2.1 Aproxzimacion Normal de una binomial. Version mds simple del TCL (ver
capitulo 7)

Binomial =~ Normal.
Bin(n,p) = N(np,\/npq)
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Si Bin(n,p) tal que np > 5 y nqg > 5, entonces podemos aproximar dicha binomial mediante una
distribucion normal.

La probabilidad binomial P(k) puede aprozimarse por la probabilidad normal

P(k)~P(k—05< X <k+0,5)

Teorema 5.2.3 Si {X;}' | son v.a. independientes tales que X; € N(p;,0;) Vi =1,...,n entonces

ZXZ'GN Z/Li, /ZUZ'

Teorema 5.2.4 Si {X;};" | son v.a. independientes tales que X; € N(u,0) i.e. son v.a.i.i.d., en-

tonces )
> Xi €N</L,U—>.
n vn

5.2.6. Cauchy

1. Funcién de densidad.

1 1
)= —
fX( ) Toq 4 (H)Q
2.  Funcién caracteristica
px(t) = ol
3. Esperanza y varianza.
P EX)= 3 war(X)=
5.2.7. x2. Chi-cuadrado
X%- Distribucién Chi-cuadrado con n-grados de libertad. Consideramos (X7, ...., X,;) v.a.i.i.d. que

siguen una N(0,1). Definimos

X => X7 (5.1)
i=1

1. Funcion de densidad.

fx(t) 76723633%71[(0700)(1') Ve e R

viéndose que
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2. Funcién caracteristica y generatriz de momentos

ox(t) = (1= 2it)"2, Mx(t) = (1—2t)""2%.

3. Esperanza y varianza.

E(X)=n, wvar(X)=2n.

5.2.8. t-Student

t-Student, con n-grados de libertad, ¢,,.

Definicién 5.2.1 Considermos X € N(0,1) eY € x2 de tal forma que (X,Y) son independientes,
definimos
X N(0,1)

" Van

(5.2)

El céalculo de la funcién de densidad es facil ya que al tratarse de v.a.i. entonces fxy = fx fv.

1. Funcién de densidad.

2. Funcién caracteristica y generatriz de momentos

ox(t) = (1—2it)"2, Mx(t) = (1—2t)""2.

3. Esperanza y varianza.

E(X)=0,sin>1, wvar(X)=——, sin>2.
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5.2.9. F Fisher-Snedecor

F Fisher-Snedecor. F,, con m y n grados de libertad. Sea X € x2,, e Y € x2 v.a.i. entonces
definimos

X 2
= X
Frp = 2 = An X’g/m, (5.3)
L Ym  xg/n
1. Funcién de densidad.
F (—+n) m % m—2 m _mg_n
RO G i BYE L N A
LE)T(5) \n n
2. Esperanza y varianza.
2
n m+n—2
EX)=—— 2 X)=2 4
(X) — Mm>2 var(X) (n—2> 1) n >

3. Propiedades

a) SiX€Fn,= +¢cFn

Fm'n'lfa -
n Fn'm'l—a

Fm;n;l—a - Ja
min;o




