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Prélogo

La idea fundamental de esta notas confecionadas a modo de resumen (personal) es la de tener a mano un
recordatorio de por donde iban los tiros. Sélo se demuestran los teoremas fundamentales y se acompofia el texto
con una serie de ejercios mds o menos trabajados. Es decir, estas notas estan confeccionadas a modo de refrito
entre las notas de clase y de distintos libros clasicos como los siguientes:

1. Richard Durrett. Probability: Theory and Examples. Wadsworth & Brooks 1991.
Z. Brzezniak and T. Zastawniak. Basic Stochastic Processes. Springer SUMS 2005
Grinstead, C.M. Introduction to probability. http:/ /www.dartmouth.edu/.
Novo, V. Problemas de Calculo de Probabilidades y Estadistica UNED 1993.
Quesada, V. et al. Lecciones de Calculo de Probabilidad. Ed. diaz de Santos 1988.

S

Montero, J. et al Ejercicios y Problemas de Célculo de Probabilidades. Ed. diaz de Santos 1988.

ADVERTENCIA: No estan concluidas y es muy posible que hayan sobrevivido numerosas erratas.
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Capitulo 1

Variables aleatorias.

1.1. Eventosy Probabilidad. Axiomatica de Kolmogorov.

Definicién 1.1.1 Definimos espacio muestral Q) como el conjunto de resultados posibles.

Supondremos que Q) # &.

Ejemplo 1.1.1 1. En el lanzamiento de un dado Q) = {1,2,3,4,5,6} .

2. Cualquier proceso de contar, el niimero de coches que pasa por una calle (3 = IN.

Definicién 1.1.2 Se llama suceso aleatorio A, a cualquier subconjunto del espacio muestral ), i.e. A C Q.

Definicién 1.1.3 Suceso complementario A°,
suceso unién A U B, el suceso interseccion A N B.
Si AN B = @ entonces decimos que son incompatibles.

Dados {A;} decimos que forman un sistema completo de sucesos si son mutuamente excluyentes y UA; = Q.

Definicién 1.1.4 Espacio de sucesos, §.

Ideas intuitivas:

Son las combinaciones de los resultados del experimento que nos interesa.

El conjunto de los sucesos aleatorios asociados a un experimento aleatorio con espacio muestral ().
Definicion formal:

§ es una coleccién de subconjuntos de Q) (§ = p (Q)) que verifican:

1. @€§,
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2. SIAEF=A=Q\A€g,

3. (A))i24 € § es una coleccién numerable, entonces (U Ai) € 3.

Observacién 1.1.1 Una familia § que verifica estas tres propiedades de dice que forma una o—dlgebra.

Si la propiedad tres es finita (en vez de infinita “numerale”) entonces § es un dlgebra.

Propiedades 1.1.1 Vemos que se verifican las siguientes propiedades:

1. Si(Aj)i, € 3§, entonces ﬂAi €3.

2. Lainterseccion de o—dlgebras forma otra o —dlgebra, pero no asi la unién

c c .
En efecto. Vemos que (ﬂ Ai) € T, pero observamos que (ﬂ Ai) =JAf € 5, yaquecada (A));2; € §y por
lo tanto su complementario.

Con respecto a la segunda propiedad observamos que sélo tenemos que demostrar que en realidad se verifican
las tres propiedades de c—algebra. m

Definicién 1.1.5 Dado A € p (Q), donde A es una coleccion de subconjuntos de Q), definimos o (A) como la interseccion
de todas las o —dlgebras (y por lo tanto la mds pequefia) en Q) que contienen a A

Definicién 1.1.6 Ya fijados (Q), §) entonces P es una probabilidad sobre § si:
P:§F—[0,1] CR,

que verifica:

1. P(Q)=1,
2. si{A}l, €3 AiNAj =@ = P(UA;) = ¥ P(A)).
En otras palabras, P es una medida en (Q, §) con medida de Q, P (Q)) = 1.
La idea intuitiva de probabilidad viene de la de frecuencia i.e.

__ poblacién de A
~ poblacién total

frec(A)

Propiedades 1.1.2 1. P(O\A)=P(A°)=1-P(A),
» P(@)=1-P(Q)=0.
2. P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB),
= SiANB=® = P(AUB) = P(A)+ P(B).
3. Principio de inclusién-exclusion:

P(AUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC).

4. P(A\B) = P(A)\P(A N B), observar que: A = (A\B) U (AN B).



1.2. VARIABLE ALEATORIA.
5. SiACB,P(A) < P(B).
Observacién 1.1.2 A continuacién expondremos una lista de propiedades siguiendo el esquema de teoria de la medida.

Proposicién 1.1.1 Si {A;}!; € § (conjunto numerable de sucesos)

P(UA;) < ZP(Ai)

Teorema 1.1.1 Lema de continuidad. Si {A;};°, € § / A; C A;11, (sucesion mondtona creciente) entonces

lim P(A;) = P(UPA)
1—00

Corolario 1.1.1 Sea A; D A;1, sucesién mondtona decreciente, entonces

'lirn P(Al') = P(ﬂl-ooA,')

1—00
Corolario 1.1.2 Para un niimero infinito de sucesos:

P(UA)) < iP(Ai)

1.2. Variable aleatoria.

Definicion 1.2.1 V.A. Sea (Q), §, P). Decimos que X

X: (0,5 — (R,B)
tw— X(w) = x

(B representa los Borel de R) es una variable aleatoria si

X YB)={weQ:X(w)eB}F
i.e. la imagen inversa de cualquier intervalo de R es un suceso de Q).
X es una v.a. en (Q,§, P) sii X es una fucion medible de (Q), §, P) en (R, B)

Tenemos dos tipos de variables aleatorias:

1. Discreta.

2. Continua.

Ejemplo 1.2.1 La funcién indicadora de A. es v.a. i.e.
1,: 00— R
tal que

1. — 1 x€A
A710 x¢ A

ademds verifica las siguientes propiedades:
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1. Tpe =1-—1g,
2. 1a-1p =1ans,
3. si ANB = g, entonces, 14y = 14 + 15,

4. ]lAc . ]13: = ]lAcch =1- ]IAUB'

Proposicion 1.2.1 Si X, Y sonv.a. y A, u € R, entonces:

uX +AYesva.
XY es v.a.

i.e. es un anillo.

Proposicién 1.2.2 Criterio para determinar si X es v.a.

Sea Y : O — R una funcion cualquiera, definimos {B C R : Y~1(B) C §}, entonces este conjunto es c—dlgebra en RR.

X es va. significa que la c—algebra, {B C R: X1(B)CF }, contiene a los borelianos. Para comprobar que
contiene a los Borel, basta con probar que contiene a los intervalos o ain mejor, que contiene a los intervalos
(00, x] 6 (—o0,x) . En general se sigue el criterio:

Xesva.si{X<t}eF VicR6Xesvasi{X<t}eF ViteR

Propiedades 1.2.1 Si X es v.ay f una funcion medible, entonces la composicion es v.a. i.e. f - X es v.a.

Lo mismo sucede si consideramos (X;);_; v.a., entonces f (X;) es v.a.

Definicion 1.2.2 Limites de sucesiones.

Sean (X;)!_, v.aen (Q,§, P), entonces:

1. infX, =Yesva.
2. sup Xy es v.a.
3. limX, = inf {sup X,,} es v.a.,

4. limX, = sup {inf X, } es va.,
Lema 1.2.1 Sean X, Y dos v.a. definidas en (), §, P) , entonces{w : X (w) =Y (w)} € §.

Definicién 1.2.3 Convergencia casi segura. Sean (X;)!_; v.a en (Q,§,P), entonces decimos que X, converge casi
seguramente (c.s.) si

P ({mxn - an}) —1.

Definimos lim X, tal que IimX,, = limX,,.
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1.3. Distribuciéon de probabilidad de una v.a..
Sean X v.a. definida en (Q), §, P) . Lo que nos interesa de X es la probabilidad con la que toma valore en R.

Definicién 1.3.1 Decimos que iy es una distribucién de probabilidad si
uy(B)=P(X€B)=P({w: X (w) € B}) =P (X—l (B)) )

donde, claro estd, X1 (B) € §. iy contiene toda la informacién relevante de la v.a. X.

Ejemplo 1.3.1 Dado Q) = {1,2,3,4,5,6} i.e. descripcion del archiconocido ejemplo del dado, donde rescribimos ) como
Q = {w1, wy, w3, Wy, ws, we}, tomamos § =P (Q) y considermos que P ({w;}) = .

Consideramos ahora las v.a.

. 2 ie€[56
x)=i, v@)={ % [
viendo que las o—dlgebras que forman son
c(X) = P(Q)=3
U(Y) = {@, Q/ {wllw2/w3/w4}/{w5/w6}}/

Yy ahora nos preguntamos por pix, fy.

Vemos que
. #(Bn{1,2,3,4,5,6
B =P(XeB), e e = FEO0256),
por lo tanto
1 6
VX(B):EZ(Sir

i=1

donde 6; representa la delta-Dirac. Mientras que para la v.a. Y vemos que

4 2
}lY(B) = 65,1 + 6(52,

ya que
py@) = P(Y€2)=P(Y=2)=P({wswe)) =,
iy (-1) = P(YeE-1)=P(Y = 1) = P ({w1,wp w3 ws}) = =

6/
viendo ast que por ejemplo
py (R\{-1,2}) = 0.

En general se tiene
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Ejemplo 1.3.2 En (Q = [—1,1],5 =B, P = Lebesgue) , definimos la v.a. X (w) = w?, queremos calcular 1+,
jemp 8 q Hx

Para ello consideramos la definicion i.e.
px =P(X €B)

2
y vemos que pasa en los intervalos siguientes: pensar grdficamente i.e. [—1,1] <= [0,1]

1. 1,00
v px ([Leo]) = P(X 2 1) = P({£1}) =0,

2. deigual forma vemos que en el intervalo [—o0,0] , tenemos

px ([=00,0]) = P(X <0) = P({0}) =0,

3. por iltimo vemos que pasa en un intervalo [a,b] C [0,1]

px (ab]) = P(“SXSb)ZP({w:a§w2§b}>:
= S (~varve)+ 5 (Vi va) =
= Vb—+a,

En general tenemos que

para cualquier Borel B.

Ejemplo 1.3.3 En (Q = [~1,1],§ =B, P = Lebesgue/2) ,definimos lav.a. X (w) = w*, queremos calcular y, ([a, b]) .

Para ello consideramos la definicion i.e.
ix =P (X €B)

y seguimos los mismos que en el ejemplo anterior i.e.
iy ([a,b]) = P(angb):P({wGQ:a§w4§b}):
= P({weQ:—%§w4§%})UP({weQ:%Sw4S%})
- 3 (4 )4} (18- 48) - -4

Definicion 1.3.2 Sean X, Y dos v.a. definidas en (Q), §, P) , entonces decimos que son iguales en distribucion si piy, = py,

utilizdndose la notacién
d

X=Y.

Al ser la definicién de iy, distribucion de probabilidad, yy(B) = P (X € B), algo complicadilla de manejar, a
efectos practicos, consideraremos la siguiente deficion.
Definicion 1.3.3 La funcién de distribucién de lav.a. X, F : R — [0,1] C R, definida por

Fx(t) = px ((=oo,t]) = Px (X < #),  VIER,

la funcion de distribucién asigna a cada niimero real t, la probabilidad acumulada hasta ese valor t.
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Observacién 1.3.1 La idea que anda por detris es la siguiente.

Debemos pensar en X v.a. como una generalizacion de la funcion inversa de F, i.e.
X=r",

tal y como sospechdbamos a partir del ejemplo (1.3.2). Ver el ejemplo (1.3.4).

Propiedades 1.3.1 Si F es la funcién de distribucion de X entonces se verifica:

1. Va,beR,a<b;Px(a<X<b)=F(0b)—F(a)
2. Fes cont. por la derecha en cada punto de R

3. F es mondtona no decreciente
4

F(—00) =0,i.e. lim;, o F(t) =0,y que F(c0) =1.

Ejemplo 1.3.4 En (Q) = (0,1),§ =B, P = Lebesgue) , definimos la v.a.

X(w)=sup{y e R: F(y) < w}, we(0,1),
queremos calcular Fx. Vemos que

F : R—[0,1]
y—Fy el <o,

tenermos

{we(0,1): X(w)<t}={we(0,1):w<F(t)}
esto nos da la idea de X = F1,

Fx(t) : =P{we(0,1):X(w)<t})=P{{we(0,1):w<F(t)}) =
= Miebesgue((0, F(£))) = F(t) — 0= F(t)

por lo que
F = Fx.

Ejemplo 1.3.5 Sean (X;)!' ; va.iid. con funcién de distribucion comin F(x). Escribir la funcién de distribucion de la
v.a.
Z, =min (Xy, ..., Xn) .

Vemos que hay que calcular (por definicién)
an(t) = P(Z” S t)’

observindose que
P(Zy, >t) =P (min(Xy,..., Xu) > t),

al tratarse de v.a.i.i.d., entonces

P(Zy>t) = P(Xg>t..,Xy>t) :ﬁP(Xi >t) =
i=1
[T0- B (0] = (- F@),

i=1

y por lo tanto
Fz,(t)=1—(1—F(t)".
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Definicién 1.3.4 Si X es v.a. discreta se define la funcion de masa
p:R — [0,1]
tal que
p(x) =Px(x) =Plw € Q: X(w) = x|

Definicién 1.3.5 Si X es v.a. continua, se llama funcién de densidad f de X a cualquier funcion f : R — R, tal que

1. f(x)>0,VxeR,

2. f contiene a lo sumo un niimero finito de discontinuidades i.e. f es integrable Riemann

3. Jrfidx =1,

Apartirde f — F
t
pay:[mfumx

Teorema 1.3.1 Sea X v.a. continua, con funcion de densidad f y funcion de distribucion F

1. F es continua,
2. Si f es continua en x, entonces F es derivable en x, tal que F'(x) = f(x).
3. Va,b]
pmewﬁnzﬁﬁmmznm—nm

En general para modelizacion seran ttiles las siguientes observaciones.

Ejemplo 1.3.6 En (Q),F, P), definimos la va X (w;) = i donde QO = {1,2,3,4,5,6} i.e. descripcién del ejemplo del

dado, donde rescribimos Q) como Q = {wy, wy, w3, wa, ws, we}, tomamos § =P (Q) y considermos que P ({w;}) = ¢.

Definimos ahoralav.a. Y en (0 = (0,1),§ =B, P = Lebesgue), tal que X L Y Entonces sabemos que px = py (mismos
valores con las mismas probailidades) y que por lo tanto Fx = Fy.

Es decir, este ejemplo concreto del lanzamiento del dado lo hemos traducido a un problema de teoria de la medida y muchos
procesos aleatorios se ajustan a esta modelizacion.

Teorema 1.3.2 Toda v.a. es una transformacion de una uniforme. Dicho de otra forma. Sea X v.a. en (Q), §, P) entonces
existe G : (0,1) — R, tal que X Liye (U), donde U [0,1] es la uniforme y G es una funcién medible Borel.

Observacién 1.3.2 La moraleja de todo esto es:

1. para especificar una v.a. X basta con dar su funcion de distribucion, i.e. simplemente una funciéon F : R — [0, 1]
que verifique las propiedades del teorema (1.3.1).
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2. Sabemos que existe X tal que Fx = F,

3. para analizar X, sélo necesitaré conocer yy, (valores y probabilidades) o Fx (resumen de 5 ) donde X = F~1, y por
nltimo,

4. Todav.a. X, es una transformacion de una uniforme U [0,1], donde

con

0 u<0
f(u):{ 1 uel01] ,
0 u>1
por lo tanto
0 te(—o0,0]
Fu(t)y=49 t te]0,1]
0 te(l,0:)

Terminaremos mostrando algunos ejemplos.

Ejemplo 1.3.7 Tenemos unas variables Xy, Xa, ... i.i.d., uniformes en el conjunto [0,1] U [2,3]. Consideramos la variable
/Z = max (Xl, Xz, X3, X4)

queremos calcular
P(Z>3/2).

Solucién. Vemos que
P(Z <3/2) =P (méax (X1, X2, X3,X4) <3/2) =P (X1 <3/2,X,<3/2,X3<3/2,X4 <3/2),

pero al ser v.a.i.i.d. entonces

P(X<3/2)=P(X<1)= <;>4

y por lo tanto

P(Z>3/2)=1— (;)4

Consideremos ahora la variable
Z = méx (X1, X3, X5, X7, X9)
queremos calcular
P(Z>3/2).

Coémo antes vemos que

P(Z S 3/2) = P(méx (Xl,X3,X5,X7,X9) S 3/2) =
= P(XlSS/Z/Xf}§3/2rX5§3/2/X7§3/21X9§3/2)/

y por la misma razén que antes i.e. al tratarse de v.a.i.i.d entonces

P(X<3/2)=P(X<1)= (;)5
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asi que

P(Z>3/2)=1- (;)5

tal y como queriamos hacer ver. m

Ejemplo 1.3.8 Tenemos unas variables Xy, Xp, ... i.i.d., uniformes en el conjunto [0, 1]. Consideramos la variable
Z = min (max (X1, Xp) , méx (, X3, X4))
queremos calcular
P(Z>1/2).
Solucién. Vemos que

P(Z>1/2) =

= (1—P(méx (X, Xp) <1/2))?
= (1-P(x<1/2?)

1\* 9
- (-3-2

Si ahora consideramos
Z = méx (min (X1, Xp) ,min (, X3, X4))

entonces

P(Z2<1/2) = ax (min (X1, Xp), min (, X3, Xy)) < 1/2)

P (m

P(min (Xy,X3) <1/2,min (, X3,Xy) <1/2)
"4 p (min (Xp, Xp) < 1/2)?

= (1—P(min(X;,Xp) > 1/2))?

- (1 —P(X> 1/2)2)2

2
_ (1o 22
) " 16

tal y como queriamos hacer ver. m

Ejemplo 1.3.9 Sea X una v.a. tal que su cdf (cumulative distributuion function) es Fx y por lo tanto su pdf (probability
density function) es fx.Sea Y = aX + b, a,b € R". Calcular Fy, fy.

Solucién. Vemos que por definicién

asi que
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Seay = g (x) = ax+ b, entonces x = g~ (y) = h(y) = L,y g—; = 1/a, por lo tanto

_|dx y—b\ _1_ (y—b
fY(y)dny< p )afx< p >
Si X ~ U 0,1], entonces
|1 0x<1
fx = 0 resto /

de esta forma . . o b )
_ 1 y— . 1/a <y<a+

fY(y)an< a ){ 0 resto

tal y como queriamos hacer ver. m
y

Ejemplo 1.3.10 Sea X una v.a. tal que

e x>0
fX—{ 0 resto ’

1oo<y<1
fY—{z\Of =Y =

encontrar Y = g(X), tal que

<

resto

Solucién. Vemos que por definicién

Bo- [T pe@ag={ gt LA

resto

de esta forma vemos que Z = 1 — e~ *. Recordamos que si X es una v.a. tal que Y = Fx entonces Y estd uniférme-
mente distribuida en (0,1) ya que

dx 1 fx
fY*@fX*fXW*JTi*L

asi que la variable Z = 1 — e~ %, estd uniférmemente distribuida en (0,1).

Por otro lado vemos que

0 resto

0

encontrando por lo tanto que W = /Y, estd uniférmemente distribuida en (0,1) y que Z = W, llegando a
2
Y = (1 —e X ) ,
De igual forma podemos ver que si
1
X NfX = Eeilﬂl

entonces si definimos Y = X2, vemos que
P(Y>1),

se calcula de la siguiente forma
P(Y>1) :P(X2 > 1) =P(X>1)+P(X<-1)=2P(X>1) :/ e~tdt = %
1

tal y como querfamos hacer ver. m
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Capitulo 2

Esperanza y Varianza.

2.1. Esperanza.

Sea X una va.en (Q),F,P)yseag: R — R / g € C(R), f describe la funcién de masa o densidad si X es
discreta o continua respectivamente

Definicién 2.1.1 Esperanza. Si X > 0 (i.e. P ({w : X (w) > 0}) = 1) definimos la esperanza de la v.a. X como

E(X) = /Q XdP.

Este valor de la esperanza de X, puede ser co.

De forma andloga podemos definir la esperanza de X como sigue:

{ Y g(x)f(xi) X va.d.

2, g(x)f(x))dx X va.c.

donde esta tltima igualdad se puede formular mediante el siguiente teorema:

p=E[g(X)] =

Teorema 2.1.1 En las condiones anterores se tiene

Elg(X)] = [ g(tdpx(0).

Demostracién. La idea de la demostracién se sigue de los teoremas al uso en teoria de la medida i.e. definir la
integral para funciones indicatrices (simples) y luego y generalizando mediante los teoremas de convergencia
etc... para funciones mdas complejas. m

Si g(X) = X, entonces

() = Tof (), 6 EX) = [ xif(x)dx

En general si X = X+ — X, (analogia con la teoria de la medida) definimos E(X) de la siguiente forma:
E(X)=E(X")—E(X")
siempre y cuando alguna de estas dos partes no sea co.

13
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Observacion 2.1.1 Dada X, si E (|X]|) < oo, entonces al ser 0 < X < |X|y 0 < X~ < |X| entonces 3 E(X).

CAPITULO 2. ESPERANZA Y VARIANZA.

Si X € LY(P), entonces 3 E(X).

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.1.1 Como siempre consideramos el espacio de probabilidad (Q), F, P) y X v.a. en dicho espacio.

1.

Sea A € F,ysea X = 14 entonces definimos la esperanza de X como
Hm:/mwzmm.
Ja

Sea X = Z}’Zl )\jllAj, Aj € R, Aj € F entonces

E(X) = iAjp(Aj).
=

Q= {wy, ., wn}, F=P(Q)y P ({w]}) = pj donde obviamente Y p; = 1, p; > 0. Entonces definimos la

esperanza de X como

ﬂm:L&W:ZM%m
]

i.e. valores por probabilidades.

Proposicién 2.1.1 Sean X,Y va.ya,b € R

NS s

Ela] =a,
E[aX+b] =aE[X]+D,
E[X+Y] = E[X]+ E[Y], entonces
E[aX +bY] = aE [X]+ bE[Y],

X >0,— E[X] >0,
X>Y,= E[X] > E[Y],
E(IX+Y[) <E(IX])+E(]Y]),

Desigualdad de Jensen:
[EX]I < E[IX],

en general, sea ¢ : R — IR convexa, entonces

¢ (E[X]) < Elp(X)].

@.1)

1/
E(|X]) < E(\X|p)1/p < E(|X|1/q> T < p < q. En particular si p = 2 entonces E (|X|) <

c (|X|2>1/2.
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9. Desigualdad de Holder.

1/q
E(IXY]) < E (X)) E ("),

1,1 _
con 5+ 45 = 1.
En particular si p = q = 2 entonces obetenemos la desigualdad de Cauchy-Schwarz

E(xv)) < B (1x2) e (1v142)

10. Si X,Y son v.a.i. entonces:
E[XY]=E[X]E[Y].

mds abajo definiremos el concepto de independenia.

Observacién 2.1.2 Tener en cuenta que

P(X=x,Y=y)=P(X=x)P(Y=y)

E[XY] = nyP =x,Y=y)= nyP P(Y=y)=
= Y xP(X=x)yP(Y=y) =) xP(X —nyPY:y):E[X]E[Y].

Teoremas bésicos.

Teorema 2.1.2 Covergencia mondtona: Si (X,,) v.a. no decreciente tal que

lim X, =X =  E[X,] — E[X].

n—oo

Corolario 2.1.1

Y E[Xa] = E [} Xa].

Corolario 2.1.2 Si (X},) v.a. no decreciente tal que X, > Y, con Y integrable, entonces:

lim E [X,] = E [X].

n—oo

Teorema 2.1.3 Fatou.

1. Sea (Xy) v.a.tal que X,, > Y, con Y integrable, entonces:

(hm 1ann) limE [X,].

n—oo

2. Sea (Xy) va.tal que X, <Y, con'Y integrable, entonces:
E (mxn) > TfmE [X,)].

Teorema 2.1.4 Convergencia dominada (Lebesgue).

Sea (X,) v.a. tal que | X, | <Y, conY integrable, ademds, silim, .., X, = X, entonces X es integrable y lim, . E [Xy] =
E[X], 6 E[lim|X, — X|] = 0.

Sé6lo después de haber probado estos teorema se puede establecer el siguiente teorema que nos permite calcular
esperanzas.
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Teorema 2.1.5 Cilculo de esperanzas. Sea como siempre (Q), F, P) nuestro espacio de probabilidad y sea X una v.a..
Denotamos por p la distribucion de probabilidad de X. (uy, es probabilidad definida en (R, Borel)). Sea g : R — R/
g(x) >0,Vx € R obien E (|g (x)|) < +oo, entonces

E[g(X)] = [ g()ny(x),

en particular se tiene que

E[X] = /]Rxdyx(x).

La idea de la demostraciéon es muy parecida a las demostraciones al uso en teoria de la medida i.e. se prueba
para funciones indicadores y luego se extiende a funciones simples via teorema de convergencia etc...

Extendemos estos conceptos al caso multidimensional e introducimos el concepto de independencia.

Definicién 2.1.2 Distribucion conjunta de probabilidad. Sean (X;)_, una vs.as. en (Q, F, P) . Definimos la distribucién
conjunta de probabilidad

Hxy ) (B) = P (X4, ..., X)) € B),
i.e. como la probabilidad definida en Borel de R".

De forma anéloga al caso unidimensional podemos definir la esperanza i.e.sea f : R" — R una funcién medible,
entonces

E(f (X1, Xn)) = ]Rnf(ul,..., Un) Apx,, o x) (U1 e i)

si

~
—
=
<
=
2
S—
A\
o
o

f(Xq, ., Xn) € LY, de.  E(f(Xy, .., X)) < co.

2.2. Varianza.

Definicién 2.2.1 Varianza. Definimos E [X| = p y la varianza de la v.a. X como:
0% [X] = var(X) = E [(x —E [X])Z}
si desarrollamos esta expresion entonces obtenemos definiciones equivalentes:

var(X) = E [XZ} — E[X]?

var(X) = 3 (x = )* f(xi) = Lo f (i) — E(X)?
var(X) = [ (x =’ f(x)

R

Proposicién 2.2.1 Supongamos que son independientes, entonces
o laX +b] = a?0*[X]
var(aX +bY) = a*var (X) + b*var(Y) = var(X —Y) = var(X) + var(Y),
La varianza de la suma suma de v.a. pero que no son independientes

var(X +Y) = var(X) 4+ 2cov (X, Y) +var (Y),
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mds abajo definiremos el concepto de covarianza.

Si son independientes 2 a 2 entonces se verifica

var (Y X;) =) var (X;) +2)_cov (X;, X;),
si son independientes, entonces

var (Y a;X;) = Y a?var (X;) .

Proposicién 2.2.2
var(X) = E [XZ} —E[X]?

Demostracion.
var(X) = E [XZ — 2XE(X) + E(X)Z} = [XZ} —2E(X)E(X) + E(X)> =E [XZ} —E[X]?,

tal y como queriamos hacer ver. m

Definicién 2.2.2 Desviacion tipica

o = y/var(X)

Observacién 2.2.1 Sea X v.a. con funcién de distribucién F

aul
X
!

centro de gravedad,
var(X) == momento de inercia.

Definici6on 2.2.3 Sean X,Y v.a. tales que E(X) = u, E(Y) = . Definimos su covarianza como
cov(X,Y) = E((X-E(X))(Y—-E(Y))) =
E((X=u) (Y —7)) = E(XY) = E(X)E(Y).

Si son independientes entonces cov(X,Y) = 0.

Observacion 2.2.2
cov (X,X) = E ((X - E(X))z) =E [XZ} — E[X]? = var(X)

Definicién 2.2.4 Coeficiente de correlacion.

cov(X,Y)

var(X)/var(Y)

p verifica las siguientes propiedades:

1. pel-11],
2. p=0<«= cov(X,Y) = 0, decimos entonces que estin incorreladas (es mds débil que la independencia)

3. |p|=1<=cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y) = /var(X)/var(Y) <= Y = aX +b.
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2.3. Independencia.
Definicién 2.3.1 Independencia.
1. De sucesos (A, B) . Decimos que A, B son independientes si
P(ANB)=P(A)P(B).

2. De 2wva. Sean (X;)7_, una vs.as. en (Q, F, P), decimos que son independientes si
P(X;e€CX,eD)=P(X3€C)P(X,€D)
para C, D borel de R".

3. De g—dlgebras. Decimos que F,G, dos c—dlgebras son independientes si VA € F,VB € G, se tiene que A, B son
independientes.

Observacién 2.3.1 Significado de la independencia. Nocion de probabilidad condicionada.

Definicién 2.3.2 Independencia de familias.

1. De eventos.Sea A ={A;} familia de sucesos en (QQ, F,P). Decimos que son independientes si para cualquiera
subfamilia “finita” { Ay, } se tiene
P(NAy) = HP(A"i)
i

2. Dewva.Sean (X;)}_, una vs.as. en (Q), F, P), decimos que son independientes si

P (X1 € Ay, Xu € An) = [P (A € A))
i

para C, D borel de R".

3. Deo—dlgebras. Decimos que F;, o —dlgebras son independientes siVA; € F;, se tiene que A;, A; son independientes,
ie. P(NAy) =[P (An).

Definicién 2.3.3 Independencia y medida producto
Hixy) (C) =P((X,Y) €C)
Proposicién 2.3.1 Si X, Y son independientes entonces
Hixy)y = Hx) @ Hy)

Por ejemplo si n = 2, entonces
y(Xfy)(AxB) = P((X,Y)e AxB)=P(Xe€AYeB)=P(Xc€A)P(YeB)=

= M) (A (B) = (#(x) ® #(y)) (A x B)
Teorema 2.3.1 Sean X, Y dos v.a. independientes. Entonces

1o dpxyy = dpxy @ dpy),
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2. E(W(X,Y)) = [pe h(“/v)dl‘(x,y) = Jr (flR hd”(X)) i vy,

3. E(XY) = E(X)E(Y), este punto es un caso particular del anterior.

Corolario 2.3.1 Teorema de Fubinni. X,Y independientes entonces integral iterada.

Ejemplo 2.3.1 Veremos un ejemplo en el que E(XY) = E(X)E(Y), pero no al revés. Consideramos las v.a. X,Y tales
que

WX | -1] 0 | 1

-1 0 |1/5] 0 |1/5

0 |1/5(1/5|1/5|3/5

1 0 |1/5] 0 |1/5

1/513/5|1/5
en este caso
E(X) = 0= E(Y)
E(XY) = 0

pero no son independientes, asi que la moraleja es que hay que tener cuidado de antemano si no se advierte que dichas
variables sean independientes.

Observar que

Teorema 2.3.2 Sean X,Y dos v.a. independientes, entonces

P(X+Y<t)= ./H;Fx(t—y) dpy (y) = ./H;P(X < t—y)duy(y).

Teorema 2.3.3 Sean X,Y dos v.a. independientes y continuas y con funciones de densidad (fx, fy), entonces X +Y es
continua con funcion de densidad dada por

Fx+y(t) :/fo (t —z) fy(z)dz.

2.4. Desigualdades de Markov y Chebychev.

Teorema 2.4.1 Desigualdades de Markov y Chebychev.

» Markov: Sea X > 0, v.a. tal que 3, E(X), entonces Vt.

P(X > 1)

IN

7

E(X)
t

de forma genérica tenemos

e incluso
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= Chebychev: Sea X > 0, va. tal que 3, var(X), entonces denotamos, Z = (X — E(X))2 , de esta forma Z > 0y
E(Z) = var(X), para todo t

P(X—E()) > ) < 2rX)
y por lo tanto
var(X) 1
PIX-EX)| 20 < P55, PIX—E(X)| > (X)) < 5

o equivalentemente
var(X)

P(X—E(X)| <) > 1- 5

i.e. que la probabilidad de alejarse de la media estd controlada por la varianza.
Podemos encontrar otras versiones del teorema de Chebychev, como la siguiente:

Proposicién 2.4.1 Desigualdad de Chebychev". Sea el espacio de probabilidad (Q), F, P) y X v.a. en dicho espacio. Sea
p:R— IR, creciente. Entonces VA € R

P(X>A)¢(A) <E(¢(X)).

En efecto. Consideramos

@ (X) = @(X) (Ixsp +1x<p) 2 ¢ (X) Ixop > ¢ (X) Dxxyp,

al ser creciente, entonces
¢ (X) = ¢ (A) Ix=p,
tomando esperanzas entonces:

E(¢(X)) > E(¢(A)Ix>a) =E(9(A)) E(Ix>2),

por lo tanto
E(¢(X)) 2 E(9(A) P(X=A),

tal y como queriamos hacer ver. m

Veremos a continuacién algunos sencillos ejemplos.

Ejercicio 2.4.1 Chebychev: Supongamos que X es v.a. tal que E(X) = 25y 0(X) = 2, entonces estimar

Solucién. Consideramos la desigualdad de Chebychev para aproximar tales probabilidades:

1
P(u—ko <X <u+ko) zl—k—z.
Como sabemos que y = 25y ¢ = 2 entonces

X<3B <+ ut+kr=35+=k=5

1Algunos autores prefieren llamar a esta desigualdad, desigualdad de Markov en vez de Cheby.
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asi (k =5)

1 1
1—k—2:1—5—220,96

y (k=5)
u—ko=15

por lo tanto
P(15 < X <35) > 0,96 = P(X <35) > 0,96

ya que

Para contestar a la segunda pregunta operamos de igual forma:
X>0<«=pu—koc=20<= k=25

por lo tanto
P(X >20)>P(20 < X <30)>0,84

como queriamos hacer ver. m

Ejercicio 2.4.2 Sea X tal que E(X) = 80, utilizar Cheby para estimar la desviacién tipica si sabemos que

P(75 < X < 85) > 0,9

Solucién. Sabemos que Cheby nos dice:

1
P(y—ka§X§y+kU)21—k—2:0,9

por lo tanto

1- k17 =09 < k=110
y por consiguiente:
P(80 — V100 < X < 80+ v100) > 0,9

80 — v100 =75
80 + v100 = 85

por lo tanto

1
(7':5\/10

como queriamos hacer ver. m

Ejercicio 2.4.3 Una v.a. tiene de media 14 y o = /2. Encontrar una cota inferior de la prob. de que dicha variable
€ (10,18).

Solucién. Cheby nos dice:

1
P(y—kagXS;H—kff)Zl—k—z
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por lo tanto

P(14—k\f2§X§14+k\fz)zl—kl2
1
P0SX<18) 21~

por consiguiente:
V2=4+=k=2V2
1 7
PI0<X<18)>1— 5 =<
(10=X<18) 2 k2 8
como queriamos hacer ver. m

2.5. Ejemplos.

Ejercicio 2.5.1 Tenemos una miquina compuesta de 10 elementos independientes (Ci)}gl , con P(C; = fallo) = 0,05.
Estimar la probabilidad de que el valor absoluto de la diferencia entre el niimero de elementos que fallan y el niimero medio
de fallos en un periodo T resulte:

1) menor que 2.
2) mayor que 2.
Solucién. Si designamos por X el nimero de fallos en el periodo T, entonces X € Bin (10, p = 0,05), por lo que

su esperanza y varianza son
E[X]=np=05 wvar(X)=npq=0475.

si tenemos en cuenta la desigualdad de Cheby entonces encontramos que

X
P(X—E[X]|]<e)>1— U“rgg ),
de esta forma encontramos que:
1)
0,475

P(IX~05]<2)>1- "= ~088,

2)
0,475
P(|X—05]>2) < ~1-0,88.

4
tal y como queriamos hacer ver. m

Ejercicio 2.5.2 Sea P(A) = 3, queremos acotar la probabilidad de que X = #A, P (40 < X < 60), si n = 100.
Suponemos que los sucesos son independientes.

Solucién. Vemos que X € Bin(n = 100,p = %), de esta forma su esperanza y varianza son

E[X] =np =50, var(X) = npq = 25.
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por lo tanto y aplicando Cheby, vemos que

p(|X—E[XH<s)21—W€gX),
por lo que que
25
P(|X - 10) >1— —
(1X=50[ <10) 21~ 155

donde se ha tomado € = midxX — E(X) = 60 — 50 = 10. m

Ejercicio 2.5.3 Tenemos unas variables Xy, Xy, ... i.i.d., uniformes en el conjunto [0,1] U [2,3]. Calcular var(X3).

Solucién. Vemos que la funcién de densidad es:

fx(x) = % (]1[0,1] (x) + 1y (x)) ,

observandose que

por lo tanto

—00

o 1 3
E(X2> :/7 xzfX(x)dx:;</0 xzdx+/2 xzdx> :13—0,

de esta forma vemos que

E(X):/oo xfx(x)dx—;(/olxdx—i— 3xdx> :;

y calculamos ahora

tal y como querfamos hacer ver. m
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Capitulo 3

Funciones Generatrices.

3.1. Funciones generatrices de probabilidad.

Definicién 3.1.1 Definimos la funcién generatriz de probabilidad como:

[eo)

Gx(s) =[] = ¥ P(X = kst = /skfx.

k=0
Observacién 3.1.1 Vemos que
1.
Gx(1) = Y P(x=kit=Y P(x=k =1
k=0 k=0
Gx(0) = P(X=0)
2.
E(X) = G(1) = Y. P(X = K)k,
k=1
var(X) = Gi%(1) + Gx(1) — Gx(1)?
donde
Gx(s) = Z P(X = k)sk
k=0
Gx(s) = Y P(X=kks?,
k=1
Gx(s) = Y P(X=kk(k—1)s"?
k=2
3.

en genral se tiene

25
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th)() fpxxzkw@—4ymw—n+q):qux—1y4X—n+1»
5= k=2

Ejemplo 3.1.1 1. Sea X ~ Poisson(A), queremos calcular Gx(s).

0 0 0 k
Gx(s)= Y. P(X=k)s*=)e /\/\—ksk ey (As) _ e et = M)
X N B kU Kkt N '
k=0 k=0 k=0
2. Sea X ~ Geom(p), queremos calcular Gx(s).
Gx(s) = Y P(X= k)sk = Y p(1— p)flsk = Zp p)lsitt =
k=1 k=1

- 3 1-p)si = —FP°
; 1-(1—p)s’

vemos que la BN (n, p) , binomial negativa, es la suma de geométricas independientes entonces

Gimno®) = TT6w09) = (=5

3. Sea X ~ U(0,...,N), queremos calcular Gx(s) :

Teorema 3.1.1 Sean X,Y v.a. con valores {0,1,2,...} , X LY sii Gx = Gy.

Lema 3.1.1 Abel. Si u; > 0, entonces

s) = i us*, hmf Z Ug.
k=0

Ejemplo 3.1.2 Sea X ~ Poisson(A), sabemos que Gx(s) tiene la siquiente expresion.
Gx(s) = PACRDS
queremos calcular var(X) = E(X?) — E(X)?2. Sabemos que
var(X) = Gx(1) + Gx(1) — Gk (1)?,
asi que deberemos calcular estas derivadas i.e.

Gh(s) = Aer7D), G¥(s) = A2,
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y calculamos ahora su limite i.e.

lim Gy (s) = lim AN = A = E(X),

S— S—

lim G%(s) = A?=E(X(X-1))=E(X?) —E(X)
S—

por lo tanto
E(X?) =A%+ A,

entonces
var(X) = E(X?) —E(X)? = A2+ A - A2 =),

tal y como queriamos hacer ver.

Suma de v.a.i.
Teorema 3.1.2 Gyx,y = Gx - Gy.

Teorema 3.1.3 Sean (X;);_; v.a.iid. yseaY = Zfil X;. entonces

Gy(s) = Gn (Gx (s)) -

Ejemplo 3.1.3 1. Sean X; ~ Poisson(A;), sabemos que Gx, (s) tiene la siguiente expresion.Gx, (s) = e’i (s=1)

mos calcular la Gy x.,

, quere-

Gyx, = HGXi = eLAils—1) Poisson(Z)\i)

2. Sean X; ~ Bernoulli(p), queremos conocer la dostribucién de la suma de n — Bernoullis. Sabemos de antemano
que
Y X; ~ Bin(n,p)

i.e. se trata de una binomial. Pero con funciones generatrices vemos que

Gyx, =[]Gx = (Gx,)" = (ps+ (1-p))",

Convergencia'.

Definicién 3.1.2 Decimos que {X;} Lox convergencia en Ley) si {F,} — F tal que F, es la sucesion de funciones
de distribucion de X,,.

Observacién 3.1.2 No es suficiente que {F,} — F puntualmente para asegurar la convergencia en ley. Es preciso que
F sea funcion de distribucion.

Teorema 3.14 {X;} LX e Gx, (s) — Gx (s), Vs € (0,1).

De esta forma se puede demostrar por ejemplo que
B(n,p) — Poisson(A = np)

que es una version preliminar del TCL.
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3.2. Funcidn generatriz de momentos.
Extendemos la teorfa y definimos FGM.
Definicién 3.2.1 Definimos la funcion generatriz de momentos como:
My (0) :=E [eex} = [ fx(x)dx =Y P p; =) i E [Xk}

por lo tanto

Observacién 3.2.1 Sabemos que
E[g(X)) = [ g (x) fux

y por lo tanto

E [eex} = /eeXfX (x)dx

Ejemplo 3.2.1 Sea E (Xk) =0,8 k=1,2,3... Encontrar Mx(t)y P(X =0),P(X=1).

Vemos que por definicién
00 tk 00 i’k 00 tk

_ s k| _ — B t
My (t) _k;ok!E [X} —1—|—0,8k;k! —0,2+0,8k§)k! =0,2+0,8¢".

Igualmente vemos que por definicion
Mx (t) =} e™ipx(x)
por lo tanto

P(X=0) = 02
P(X=1) = 08
vemos que X ~ Bernoulli(p).
Observacién 3.2.2 Vemos que
4k
— k| —
a = E [ XF] e Mx (6) g
M/(O) = N = E [X] P
M'(0) = ap=E [XZ] ,
var (X) = E [XZ] —E[X]? = M" (0) — M'(0)2,
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Ejemplo 3.2.2 Por definicion sabemos que Mx () = E [e?X] y que Gx(s) = E [s¥], entonces se ve que si hacemos

s = é?, obtenemos:
My () = Gx(e?)

Teorema3.21 1. Mx () =My (f) <= X =Y,
2. X, Y va.i. entonces Mx.y (6) = Mx (0) My (0),

3. {X;} > X sii My, () — My (6).

Ejemplo 3.2.3 1. Bernoulli. Sea X ~ Bernoulli(p), queremos calcular Mx (t).
Mx(t) =) e™ipx (xi) = epx (0) + e px (1) = (1—p) +pe’,
i
vemos que
My (0)=p,  Mx(0)=p,
y por lo tanto
EX]=p var(X) = p(1—=p).
Sean ahora (X;) ~ Bernoulli(p), definimos, Y = Y_; X;, entonces

My (t) =TT (q+pe') = (9+pe')" ~ Bin(n,p),

1

tal y como veremos a continuacion.
2. Binomial. Sea X ~ Bin(n, p), queremos calcular Mx(t).

Mx(t) =k§et" ( L )P"q”"‘ -y ( ¢ ) (') " = (g +pe)",

k=0
vemos que
My (0) =np, My (0)=np+n(n—1)p
y por lo tanto
E [X] = np, var(X) = npq.

3. Poisson. Sea X ~ Poisson(A), queremos calcular Mx (t).
S k
oy M) aeton
Mx(t) =e kgoe e ,

vemos que
My (0) =27, MY (0)=A%2+24,

y por lo tanto
E[X]=A, var(X) = A.

Sean ahora (X;) ~ Poisson(A;), definimos, Y = Y_; X;, entonces

My(t) _ He/\i(e”fl) _ eA(e’tfl)’

donde A =Y A;.
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4. Exponencial. Sea X ~ exp(A), queremos calcular Mx (t).

Mx(t) :/0 Ae Mty = { e(t_’\)x} _ A A >t

t—A 0o t—=A

vemos que
My (0) =AY, MY (0) =2172,

y por lo tanto
E[X] =171, var(X) = A2,

Sean ahora (X;) ~ exp(A;), definimos, Y =Y _; X;, entonces

my(0=T1(25) = (5) ~rma).

i

5. Normal.Sea X ~ N (0,1), queremos calcular Mx(t).

1 100 2 2
My (t :—/ e et gy = ot°/2,
x(t) )

Sean ahora (X;) ~ N (u;,0%) , definimos, Y = Y_; X;, entonces
Y~N (Zyi,20%> )
1 1

6. Y=aX+b.
My () = E (e0XH0)) = My (at).

3.3. Funcion caracteristica.

Definicién 3.3.1 Funcidén caracteristica.
px(w) = /ei“’xfxdx =E (e”X)

i.e. se trata de la TF.
Observacién 3.3.1 Se verifica:

1. Siempre existe ¢(w),

2. ¢(0) =1, yaque p(0) = [ fxdx =1,
3. Je(w)| < 1.

Observacién 3.3.2 Vemos que

1. FGP
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2. FGM

Teorema 3.3.1 Si existe

3 90(0) = i"ay

ak:/xkfx - {

Teorema 3.3.2 Si existe (" (w), entonces

3ol (w) = i" [ e¥x" fydx

(@n(Q
El 06271 21,1( )/
Si existe p(2"=1(t), entonces
(2n-2((
3 Aon-2 = £ i2n72( )

Teorema3.3.3 1. ¢y(w)=¢y(w) <= X=Y,

2. X,Yva.i entonces py_y (w) = ¢x (w) ¢y (w),

3. {Xi} 5 Xsii gy (w) — py (w).

3.4. Ejemplos

Ejercicio 3.4.1 Dada la v.a. X con funcion de densidad, fx
_a —a|x|
fx(x) = Ee , a>0,

determinar su funcién caracteristica.

Solucién. Sea
p(t) =E [e”x} = /eit"fxdx

por lo tanto y atendiendo a la funcién fx, tenemos que:

a

2

(P(t)zﬁ /0 eitxeaxdx_’_/ooeitxefaxdx _4a 1 B 1 _
2 ) 0 2 \it+a it—a a2 + 12

Vemos que al ser fx(x) simétrica, entonces ¢(t) es real. m

31

Ejercicio 3.4.2 Calcular los valores de « que hacen que ¢ es funcion cardcteristica, donde.

Pla,t) =et.
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Solucién. Atendiendo a las propiedades de ¢(«, t) vemos que basicamente se debe cumplir:

¢a,0) =1, |p(a )] <1

asi que:

1. a=1,= ¢(a,0) = ¢!, de esta forma vemos que no se cumple la condicién |¢(1,¢)| < 1.

2. a=2,= ¢(a,0) =c ", de esta forma vemos que
p(a,t) = e € N(0,V2).
3. a > 2, Argumentamos de la siguiente forma:

4)/ — _atlx—le—t“, ¢/(0) — 0

9" = flat), ¢"(0) =0
de esta forma vemos que si fuera FC al existir, la segunda derivada y ser nula en cero, entonces el momento
de segundo orden seria cero y al ser cero la esperanza de de la v.a. seria nula, pero esto no puede ser por

la primera de las propiedades, por lo que llegamos a una contradiccién y por lo tanto no puede serlo para
o> 2.

Tal y como queriamos hacer ver. m

Ejercicio 3.4.3 Sea X una v.a. uniforme en [—1,1],i.e. X ~ U [—1,1]. Escribir su funcion de densidad fx(x) y calcula
su funcién generatriz de momentos.

Solucién. La funcién de densidad es:

fx(x) = 5= Ta(x) = %]1(|x|§1) (x),

y por lo tanto

My (t) =E [etx} = /]Retxfx(x)dx = %/_11 erdx = % (e —e™)

tal y como querfamos hacer ver. m

Ejercicio 3.4.4 Sea X ~ U [a,b]. Calcular su FGM y dada Y v.a. tal que fy = G, entonces Z = G(Y) ~ U[0,1],
Calcular la FGM de Z.

Solucién. Por definicién la FGM es:

donde

por lo tanto




3.4. EJEMPLOS 33

observando que si [4,b] = [0, 1], entonces

Con respecto a la segunda cuestién, vemos que

My (t) = E [etz} —F {etG(Y)} _ /]RetG(Y)g(y)dy

donde dG(y) = g(y), por lo tanto

tG(Y) 1% t_q
tG(Y) _|¢ e )
[ Mgy l . ]_w :

donde X ~ U[0,1]. m

Ejercicio 3.4.5 Sean X,Y v.a.i.id. que toman valores en IN. Sea G(s) su funcion generatriz de probabilidad comiin. Es-
cribir, en términos de G(s), la probabilidad de que X + Y sea un niimero par o cero.

Solucién. La funcién generatriz es:
Gxtv (s) = Gx () Gy (s) = G (s)".

los coeficientes de G (s)2 son las probabilidades de que X 4 Y tome sucesivos valores 0,1, 2, ... i.e.

G(s)?=)Y P(X+Y=n)s"=P(X+Y=0)s"+P(X+Y=1)s'+P(X+Y =2)s*+...,

n=0

por lo tanto
G(1)?* = P(X+Y=0)+P(X+Y=1)+P(X+Y=2)+..,
G(-1)> = P(X4+Y=0)—-P(X+Y=1)+P(X+Y=2)+..,
de esta forma llegamos a que
1
P(X+Y esparocero) = 5 (G (1) +G (—1)2) ,

tal y como querfamos hacer ver. m

Ejercicio 3.4.6 Sea E (Xk) = k%l, k =1,2,3... Encontrar Mx(t).

Solucién. Vemos que por definicién

k=0 k=1
1 1 1
= 14+ —t+ 4. =1+ I =
+2!+3' + t +2! +3! * >
1t 1
= s ra--1),
k=1""

y por lo tanto X ~ U [0,1]. m
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Ejercicio 3.4.7 Determinar la densidad cuya FC viene dada por
_p 1= <
Pt = { 0 |f>1 "

Solucién. Vemos que por definicién

1 ! —itx 1 !
fx(x)_ﬂ/f (1—|t|)dt—ﬂllcos(1—t)dt

y comprobamos que fx (x) > 0
dx =1,
/fo(x) x

al ser ¢ (t) continua y acotada entonces es caracteristica. m




Capitulo 4

Convergencia

4.1. Series aleatorias. Convergencia.
Sea {X;};*, v.a. definidas en (Q,§,P) .

Definicién 4.1.1 Decimos que {X;} ~> X (convergencia casi segura) si
PlweO: lim X,(w)=X(w)) =1.
n—-oo

En andlisis esta convergencia corresponde a la convergencia en casi todo punto.

Definici6én 4.1.2 Decimos que {X;} X ( convergencia cuadritica) si

E(|X, — X|*) — 0.

Definicién 4.1.3 Decimos que {X;} Lox (convergencia en probabilidad) si Ve > 0,
PlweQ:|X,—X|>¢) —0.

equivaléntemente
P(|Xn—X|<e) — 1.

En andlisis esta convergencia corresponde a la convergencia en medida.

Definicién 4.1.4 Decimos que {X;} Loxg convergencia en Ley) si {F,} — F tal que F,, es la sucesion de funciones
de distribucion de X,,.

Observacién 4.1.1 No es suficiente que {F,} — F puntualmente para asegurar la convergencia en ley. Es preciso que
F sea funcion de distribucion.

Ejemplo 4.1.1 Sea la sucesion de funciones de distribucion de X,,, dada por

0 x<n
F"(x)_{ 1 x>n

35
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L
como vemos F, — F = 0,Vx € R. Por lo tanto X,, /— X = 0, ya que F(x) = 0, no puede ser funcién de distribucion.

Sin embargo

0 x <0,
Fi(x)=¢ (3)" 0<x<0, 6>0
1 x>0,

que en realidad se reduce a

0 x<0,
Fn(x)_{ 1 x>0,

L
vemos que X, — X.

Proposicién 4.1.1 Si {X;} -5 X, entonces {Xi} X

Demostracién. Recordamos que la desigualdad de Markov nos dice:

P((X) > A) < @

entonces si definimos Z = |X,, — X|?,

E(|X, — X|?
P(IXy = X| > &) = P(IX, — X[ > &) < EX 2 XD)

este es precisamente el argumento de la ley débil de los grandes niimeros. m

Proposicién 4.1.2 Si {X;} <% X, entonces { X;} £x
Si{X;} L X, entonces {Xi} Lox

X)X = XX = {X}-5X

Teorema 4.1.1 (Bernoulli) En una serie de pruebas independientes, la frecuencia relativa del suceso A converge en prob-
abilidad a P(A) cuando el niimero de pruebas tiende a infinito.

Este teorema justifica la utilizacién de la probabilidad como modelo matematico de la frecuanecia relativa y da
consistencia tedrica a la ley de estabilidad de frecuencias.

Teorema 4.1.2 Sean {X, },_; va.iid. (independientes e identicamente distribuidas) definidas en (Q,§, P).Si E [X,] =
nyo[Xy] =0 < oo, ie. son finitas entonces
2 Xn P
= 5 —
n

Teorema 4.1.3 Levy-Cramer. Sean {X,}, _, v.a., tal que Fy es la sucesion de funciones de distribucion de X, y ¢,, las

funciones caracteristicas. Decimos que {X;} — X, sii ¢,, — ¢, donde ¢ es la funcién caracteristica de X.

Corolario 4.1.1 {X;} — ksii ‘
lim ¢, = e'**.

n——-o00
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Ejemplo 4.1.2 Se define para cada n = 1,2, 3... la variable aleatoria X, discreta con valores % y _71 y probabilidad

1 1
P(Xn_n>_p, p<Xn_—n>_q

talquep+q=1:

1 {X,} -5 x=0,

2. {X,} =X =0

En efecto. En primer lugar veamos { X, } Lo X=0,siVe>0 y V8 > 0 3ng = n(e, ) tal que Vn > ng se cumple
P(|Xy —0|>¢) <d<=P(|X,—0]<e) >1-9

considerando ngy > %Vn > 1y
1 1
P(|X,—0|<e)=P X":E +P| Xy=—)=p+gq=1>1-9

entonces {X, } Lox= 0.

En segundo lugar vemos que:

P(lim Xn—0>—P<Xn—711>+P(Xn_—1)_P+‘7_1

n——00
entonces {X,,} = X =0.

Ademas sabemos que si {X,,} 5 X = {X,} L. X m

Ejemplo 4.1.3 Sea X € N(0,1) y consideramos {X,}, tal que Xy 1 = —X, Xop = X; para todo k = 0,1,2....
Comprobar si:

1. {X,} X,
P
2. {X,} - X,

3. {X,} =X

Vedmoslo. Debido a la simetriade X € N(0,1) = —X € N(0,1) se estudia la convergencia teniendo en cuanta
las funciones caracteristicas, i.e.

—£2/2 —£2/2
ox( =% g (="
y por lo tanto
—2/2 : —12/2
g () =e "2 = lim ¢,()=e""?
que es continua en t = 0. Al ser funcién caracteristica de X € N(0, 1), entonces nos asegura la convergencia en
ley.
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Con respecto a la convergencia en probabilidad, vemos que:
Ve>0 lim P(|X,—X|>¢)=0
n—-o0o

si tomamos e =1

1
P(|X,—X|>1) = P(|-2X|>1) :P(|X| > 2) =
1 1
PIX|<5)+P(X>5) = 03830vk=0,1,.
por lo tanto
{Xu} - X

i.e. no converge en probabilidad.

e P S s :
Por tltimo vemos que como {X,} - X = {X,,} %% X i.e. tampoco converge casi seguro. m

4.2. Ejercicios.

Ejercicio 4.2.1 Consideramos {X, } v.a.i.i.d pertenecientes a una uniforme U(0,0). Demostrar que

max {Xy, ..., Xy} — 0.
Solucién. Sea

como Z,(w) < 0, Vw, tomamos Ve > 0,

P(|Z,—6|>¢) = P((0—Z2Zy) >¢e)=P(Z,<0—¢)=

viendo que % < 1. De esta forma concluimos que

P(|Zy—8]>¢) — 0

y que por lo tanto max { X, ....., X, } L, 0, tal y como queriamos hacer ver.

Para estudiar su convergencia en distribucion, vemos que si X es una representacion genérica de (X, ) su funcién
de densidad viene dada por

[ 1/6 Vxe(0,0),
fla) = { 0 resto, ¢

y F su funcién de distribuciéon

0 x <0,
F(x) =< x/0 x€(0,0),
1 x>0,

entonces la funcién de distribucién de Z,, serd

Gn(x) = P (max {X1, ., Xp} < x) = NP (X; < x) = (E(x))", ie.
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0 x <0,
Gu(x)=¢ (x/0)" x€(0,0),
1 x>0,
viendo que
lim Gu(x) = G(x) = { O ¥=9
n—oco 1 x> 9,
que es una delta-Dirac. m
Ejercicio 4.2.2 Sea {X,} tales que P (Xn = %) = %, k =1,...n. Estudiar la convergencia en ley.

Solucién. Vemos que X, toma los siguientes valores;

entonces la funcién caracteristica de X, sera
_ o Litxe] _ L ikt/n
4’)(,1_]5{‘3 "} _523 ’

, Vemos que

1l T fu(u"=1)\ et (et —1)
(PX"_EZM _n< u—1 )_n(eit/”—l)

entonces haciendo el c.v. u = ¢t/

por lo que

it
lim ¢ (£) = - 1

n—s00 it

que es la funcién caracteristica de la uniforme U(0, 1). Por lo tanto

X, U

tal y como queriamos hacer ver. m

c’c

Ejercicio 4.2.3 Sea T una v.a. U [— ! 1} ,yseaY = cT. Sea

0 —-1/k<Y <1/k,

-1 -1<Y<-1/k,
1 1/k<Y <1,

estudiar la convergencia en probabilidad y casi segura.

Solucién. Sea Y € U [—1,1], entonces Xj es

Skl 1/ 1
P(X=-1) = /_1 Sy = (1—k),

P(X,=0) = L S8 =0
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por lo tanto

0 x < -1,

1 1

511—¢) —1<x<0

2 k — ’
Fe(x) =19 .

5 1+E 0<x <1,

1 x>1,

por lo tanto
0 x < -1,

lim F(x)=4¢ 1/2 —-1<x<1,
n—oo 1 _X'Zl,

y por lo tanto
X - X, X:{ _11 ,  talque P(X=-1)=P(X=1)==,

supongamos ademds que X esta definida tal que

x_{ -1 —1<vy<o,
11, 0<y<l,

entonces X} SN X,
|Xi — X| = { 0, resto,

entonces para todo &€ > 0, tenemos

Jim P(U(|Xx—X|>€)) < lim P(U®(-1/k<Y<1/k))=

k—— 00

— lim P(—1/k<Y <1/k) = lim +
k——00 k—o0 k

de esta forma demostramos que hay convergencia casi segura y por lo tanto también en probabilidad. m

Ejercicio 4.2.4 Sea {X,} una v.a. con distribucion geométrica de pardmetro p = A/n. Calcular la funcién caracteristica
de Xy,. Si definimos ahora Z,, = X, /n, estudiar la convergencia en ley a la funcion T (p = 1,a = A).

Solucién. Vemos que X € Geo(p) y que por lo tantog =1 — p.
0 . s L\ X

ox)=p L g =pY (¢¢") =L

x=0 x=0

y de esta forma

-1
ox. () =2 (1 - He“)

n n

y por lo tanto y con respecto a la segunda de las cuestiones vemos que

-1
¢Zn(t) — & <1 _ n_/\eif/n>

n n

-1
lim ¢, (t) = lim My A A (1 —i;\) = ¢r(t),

n—oo n—oo 1 — @ez‘t/n - n—oo )\eit/i’l _ @el’t/nit - A — it -
n n

tal y como queriamos probar. m
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Ejercicio 4.2.5 Sea {X,} una v.a. tal que
1 1
P(Xp=42)=P(Xy=+1)=—, P(X,=0)=1-—=

estudiar la convergencia en probabilidad y casi sequra.

Solucién. Vemos que Ve > 0,
P(|Xu > €) < P(|Xa >0) =1 P(|Xs| =0) =

por lo que X;, — 0. Al tratarse de v.a.i. la convergencia c.s. a (X = 0) es equivalente a la condicién de convergen-
cia completa
Y P(|Xu| >¢) <oo, Y pp<oo  Ve>0,

viendo que
1
Y P(|Xu]| >¢) = ZE =00

y por lo tanto no hay convergencia casi segura. m

Ejercicio 4.2.6 Sea {X, } una v.a. tal que

1 1
E[X,] = p var(X,) = ey

estudiar la convergencia casi segura utilizando la desigualdad de Cheby.

Solucién. Teniendo en cuenta que la condicién de convergencia completa ) P (| X,| > €) < oo, es suficiente para
la c.s. y esto se cumple por Cheby i.e.

Y P (|Xa| > ¢) ZE [XZ} _ 1 Z(var(Xn)—f—E [X] ) Zznz 0o,

tal y como querfamos hacer ver.
También podemos pensar de la siguiente manera:

var(X
Y. P(|Xu| >€) =) P(|Xy—E[Xy]| >¢) < 8(2”)—>0

pero asi probarfamos la convergencia en probabilidad. m

Ejercicio 4.2.7 Sea {X, } una v.a. tal que

P(X,=+1)=

estudiar la convergencia en probabilidad y casi sequra.

Solucién. Vemos claramente que E [X,,] = 0.

1 1 it 1 1 _it 1 ot _onj
4)Xn(t):<2_2n+1)el+(2_2n+1)e 1+2n+1 (e Pte l)
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y de esta forma

lim ¢y () — 1 (eit —I—e*it)

1—00 2

por lo que X, es una v.a. discreta,.P (X = £1) = %, de esta forma llegamos a la conclusién de que
X, - X

sin embargo con respecto a los otros tipos de convergencias no podemos decir nada. m

Ejercicio 4.2.8 Sea { X, } una v.a. tal que

1 1

estudiar la convergencia en probabilidad y casi sequra.

Solucién. Vemos claramente que E [X,] = 0, var (X,) = E [X2] = 4. Aplicamos por lo tanto Cheby.

YR (%l > €)= P (X~ X[ >0 < 00 - 1,

pero asi probariamos la convergencia en probabilidad.

Con respecto a la convergencia c.s. aplicamos Borel-Canteli. X;,, — 0, consideramos A, = (| X,| > ¢).

1

P(An):P(Xn:1>+P(Xn:—1)=27

entonces 1
ZP(An) = 227 < 0o,

y BC nos dice que
P(A, oo veces) =0

y por lo tanto X,, — 0, c.s. tal y como queriamos hacer ver. m

Ejercicio 4.2.9 Sea {X,} una v.a.i. tal que

1
P(Xy,=42") = 3 Sn=Y X
estudiar la convergencia en probabilidad

Sn P

Solucién. Vemos claramente que E [X,] = 0,var (X,) = E [X2] = 24". Como las (X;) son v.a.i. entonces vemos
que

var(Sy,) = var () X;) =Y var(X;) = %24i 224i — -1

n 1 1 3 7 3 3 7

aplicamos por lo tanto Cheby.

11+171
S, var(S,) 5
ZP( ™ >£) ZZP(|Sn‘ >£4n) < £242n = £242n -0

probando asf la convergencia en probabilidad. m
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Ejercicio 4.2.10 Sea F, la funcion de distribucion uniformeen [k/2"] ,k = 0,1, 2, ... Probar que F,, — F (en distribucion).
F?.
¢

Solucién. Vemos que
et —1

1
_ it _
0= [0 = 5t

de tal forma que
it
lim @, (1) = — 1,

n—o00 it

por el teorema de continuidad de Levy, F, converge en distribucién a la uniforme en (0,1). m

Ejercicio 4.2.11 Considera la sucesion de variables i.i.d. (X;). Estas variables toman los valores +1y —1 con probabilidad
1/2. Sea ahora la siguiente variable aleatoria:

H, = Z;zfxi,

1. Comprobar que Ve > 0,y si « > 1, entonces

Hy

20611

dl

> e) =2 0.
2. ;Quépasasina =12.

Solucién. con probabilidad 1/2. Sea ahora la siguiente variable aleatoria:
E(X;) =0, var (X;) =1,
asi que que la variable H,, tendra

E(H,) = 0,
92(n+1)—2?

L noo_. noo
var (H,) = oar <Z 21X1-> = Z 2%ipar (X;) = Z 2%
i=1 i=1 i 3
por lo tanto utilizando la desigualdad de Cheby vemos que

var (Hy)
g202an 7

n

H
P(an >£>:P(|Hn|>€2067l)§

observandose que
var (H,
2 (2 ) o 0,
e 2 an
tal y como queriamos hacer ver.

Sia = 1, la desigualdad de Chebyshev no nos proporciona informacién ttil para & pequefio. Pero en realidad
es que P (|Hy,| > €2") no puede tender a 0 cuando n — oo para todo ¢ > 0. Argumentemos, por ejemplo, de la
siguiente forma: con probabilidad 1/4, los dos tltimos lanzamientos son +1 y, por tanto,

n—2
Hy, =Y 2'X;+2"1+2",
i=1



44 CAPITULO 4. CONVERGENCIA

de esta forma vemos que
n—2
2iX; < 2" -2,
i=1

y por lo tanto con probabilidad 1/4
Hy

S

>1

viendo asi que no hay convergencia. m




Capitulo 5

Leyes de los grandes numeros.

5.1. Leyes de los grandes ntimeros.

Ideas intuitivas.

1.

Supongamos que tenemos una cierta poblaciéon () y estudiamos una cierta caracteristica (el suceso A)
con frecuencia relativa p i.e. frec(A) = p. Obtenemos al azar e independientemente elementos de esta

poblacioén (Xj, ...., Xy ) , nos preguntamos la proporcion de {X;}"_; con caracteristica A i.e. %, laidea
intuitiva es que

#{Xi}io

#{Xibio ;l}’*l = p, ie. frec(A)=p

s6lo cuando 1 es muy grande.

Hemos partido de esta idea intuitiva para definir probabilidad y fundamentar las leyes de la probabilidad.
Las leyes de los grandes ntimeros transforma esta idea en un teorema.

Tenemos una cierta poblacion (). Si Z es una variable en () obtenemos una muestra de Q {w;}! ; y con-
sideramos
n
Y Z(wi)

? — “u = E(Z).

(1) es un caso particular de (2).

5.1.1. Ley débil.

Teorema 5.1.1 Sean {X;}}; una sucesién de v.a. i.i.d. entonces:

nx. nx.
%—Wt ya que P(’Z’nxl—y’>s>—>0

Ve > 0 cuando n — co. Equivalentemente

nx.
P(‘Zi}qxl—y’<s>—>1.

Demostracién. Los dos ingredientes necesarios para la demostraciéon del teorema son:

45
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1. Ladesigualdad de Cheby i.e.
var(Z)
22

P(|Z-E[Z]] > A) <

2. Como nuestras variables son independientes entonces
var (}_X;) =) _var(X;) = n - var(X)

ya que todas tienen la misma distribucién. En particular si var(X) = o2 entonces:

o (55) - 305

E<2X1> zl(n-u)zu

3. SiE[X]=upu
n

Por lo tanto aplicando Cheby a Z = %

P(|Z—u|>A) <

entonces: X
n A

dl

cuando n — co. Como queriamos demostrar. m

Observacién 5.1.1 La moraleja del teorema es la siguiente:

LXi |
n

E (Z)(I) — ]/[’ var (Z)(l) — 0-72
n n n

alejarse de la media tiene una probabilidad muy pequeria

cuando n — oo.

De forma alternativa pero similar pedemos ver esta ley como sigue (ver referencias del prélogo):

Definicién 5.1.1 Sea {X;};_, una sucesion de v.a. tal que E(X,,) = u, < 00,¥n € N. Definimos

Yn _ Z? Xi
n

decimos que {X;}_, obedece la Ley débil (LD) sii (X, — E(Xy)) L0, donde

E(Yn) _ Z? En(Xl)

Teorema 5.1.2 Sea {X;}}", una sucesién de v.a.i. (independientes) tal que

1. i.d. (identicamente distribuidas),

2. Xy tiene media y varianza finitas Vn € IN, entonces
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{X;}}_ obedece ln LD.

Teorema 5.1.3 (Chebychev). Sea {X;}}' | una sucesién de v.a.i. tal que
var(X,) = 0% <c VYneN,

entonces {X;}_; obedece la LD.

Teorema 5.1.4 Sea {X;}}, una sucesién de v.a.i. dos a dos, tal que, E [X;] = a;. Si var(X,) < ¢, Vn € N, entonces
1 1 P
SV X — =Y g .
(FEx-5Tn) 9
Observacion 5.1.2 Silas {X;}_; son va.iid. entonces E [X;] = a;, Vi € N y por lo tanto
&g = 1 )X L.a
no n ' '

Demostracion. Vi € IN, definimos la v.a.

X. .
z,=Y, =  Elzl=L%

al ser v.a. i. dos a dos, entonces
var (} | X;) =) _var(X;) < nc,

entonces aplicando Cheby, llegamos a

var(Zy)

P (}(iin—iZal)‘ zs> =P (|Z,—E[Zn]| > ¢) < s aani ﬁZW(Xi) — 0,

tal y como querfamos hacer ver. m

Teorema 5.1.5 (Markov). Sea {X;}}__, una sucesién de v.a. tal que

lim var(X,) =0

n——aoo

entonces {X;}_; obedece la LD.

Teorema 5.1.6 Sea {X;}} ; una sucesién de v.a.i. tal que, E [X;] = a;. Si

1
3 Y var(X;) — 0,

n—oo

entonces

1 1 P
-y Xi—— j 0.
(FEx- )
Teorema 5.1.7 (Khintchine). Sea {X;}}_; una sucesion de v.a. tal que

1. iid,
2. E(X,)=puVneN,

entonces {X;}!_, obedece la LD.
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Ejemplo 5.1.1 Sea p € (0,1) la probabilidad de que un votante vote a un candidato determinado y supongamos que la
respuesta de cada votante sea independiente. Determinar el niimero de votos que hay que escrutar de forma que exista una
probabilidad mayor o igual a 0,95 de que la discrepancia entre la frecuanecia relativa de votos favorables y la probabilidad
desconicida p sea menos o igual que 0, 1.

En efecto. Sea

1 si el votante vota al candidato
X; =
0 siel votante NO vota al candidato
definimos "
Yn _ Zi Xi
n

como la frecuencia relativa y
P(|Xn—p|<01)>095«< P (|X,—p| >0,1) <0,05.

Por otro lado si tenemos en cuanta la desigualdad de Cheby:.:

var(X,)  pq < 1 <005

P(|Xy—p[>01) < (012  n(001) ~ 4n(0,01)

entonces

1
> S 500
"= 4(0,05) (0,01)

asi pues n > 500 votos.
Observamos que 1 — Bernoullis — Bin(n, p) = var(Bin(n, p)) = npq y por otro lado sabemos que var(X,) =

var(X;) _ npq _ pq -
n? n2 n:

5.1.2. Ley Fuerte.

Proposicién 5.1.1 Borel-Cantelli.

= (sucesos)
[ee]

Y P(A;) < +00 = P(“en infinitos A;”") = 0
i=1
 (para v.a.). Sean {X;};° | v.a. positivas i.e. val(X;) C [0, 00)

Y E(Xj) < 400 = P(lim X; =0) =1

. —00
i=1 !

Lema 5.1.1 Sean {X;}!_, v.a. i.i.d.. Sequieremos la siguiente notacion.i=1,...,n
0=y, = E(X;), .ty = E(X?), iy = E(X?),....my = E(X}).
Sea S, = Y"1 X;. Entonces

E(Sy) =0,...,E(S2) = npy, ..., E(S3) = nps, ....,.E(Sy) < 3n’ud.
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Teorema 5.1.8 Sean {X;};-, va. i.id. tal que E(X}) < co. Entonces:
P ( lim LXi = y) =1
n—oo 1
De forma alternativa y mads clara:

Definicién 5.1.2 Sea {X;};_, una sucesion de v.a. tal que E(X,,) = p, < 00,¥Yn € N. Definimos

decimos que {X;}!"_, obedece la Ley Fuerte (LF) sii (X, — E(Xy)) —> 0, donde

Teorema 5.1.9 (Kolgomorov). Una condicion sufiente para que se verifique la LF (ley fuerte) es que {X;}!_ sucesion
deva.i./E(Xy) = p,, var(X,) = 0% ,Vn € N. Si

b

< ©

N

n=1"
entonces {X;} obedece la LF.

Corolario 5.1.1 Sea {X;}_; sucesion de v.a.i. tal que E(X,) = 0, var(X,) = 05 < ¢ Vn € N, entonces {X;} obedece
la LE.

Teorema 5.1.10 (Khintchine). Sea {X;}! | sucesién de va.iid /E(X,) = u < o, Vn € N, entonces {X;} obedece la
LF.

Resumen 5.1.1 Estos dos teoremas (leyes débil y fuerte) apoyan la idea de que cuando n — oo,

%:y y frec= P.

Si {X;}} verifica la LF entonces también la LD ya que la LF exige convergencia c.s. mientras que la LD en probabilidad
y como ya sabemos lo uno implica lo otro.

Ejemplo 5.1.2 Sean {X,} v.a.i. con funcion de masa
1 1 .
P(Xn:—na):P(Xn:na):@,y P(ano):l—ﬁsza>0

estudiar si { X, } verifica las LD y LF.

En efecto. Sabemos por Cheby que al ser { X, } v.a.i. entonces basta con que exista cierta constante M < oo tal
que var(X,) < M Vn € IN. Vemos que:

E(X,) = na(zlnz>+0(1nlz>+na(21nz>:0

E(X2) (na)? (21;12) +0 (1 - nlz) + (na)? (21112> = a?

var(X,) = E(X2)—-E(X,)=a?
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por lo tanto {X,, } verificala LD i.e.
Zn Xn P
=
n

0

Para ver si verificala ley Fuerte vemos que por Kolgomorov al ser { X, } v.a.i. entonces basta con probar que

i var(Xy,)

< 0
n2

n=1
en este caso y como ya hemos visto esta condicién se verifica trivialmente entonces { X, } verificala LF i.e.

Zn Xn C.S.
_—
n

0

tal y como queriamos hacer ver. m

Ejemplo 5.1.3 Sean {X,,} v.a.i. con funcion de masa

1 1
P(Xn S (1nn)1/2) :P(Xn :n(lnn)l/z) =53 ¥ P(Xy=0)=1-—

estudiar si { X, } verifica las LD y LF.

En efecto. Como en el ejemplo anterior por Cheby tenemos que ver si var(X,) < MVn € N,

E(X,) = -n(nn)'/? (21;12) +0 (1 - ]112) + 1 (Inn)'/? (21]12> -

™
—~
>
BN}
S—
Il
=
N
—
—
=}
=
SN—
S
&
N
S— \/
+
o
RS
—_
|
ol
~_
+
=
N
—
—_—
=}
=
S—
7N
N
&
N
N~~~
Il
—
|}
=

por lo tanto
var(X,) =Inn — oo

i.e. no se verifican las hipétesis del teorema de Cheby pero esto no significa que dicha sucesién no verifique la
LD.

Por el teorema de Kolmogorov. Puesto que { X, } v.a.i. es suficiente con que se verifique que

$or(Xy) _ g hnn

n=1 n

para verlo aplicamos el criterio integral

|
/ —nzxdx:1<oo
1 X

por lo tanto la serie converge. Asi { X, } verificala LF y también la LD. m

5.2. Ejercicios.

Ejercicio 5.2.1 Sean {X,} v.a.i. tales que
1
_ 1/4\ _ =
P (Xn =+n ) =5
estudiar si { X,, } verifica las LD y LF
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Solucién. Vemos que

E[X, =0, oar(X,) =E [Xﬂ - (2n1/2) — /2

N —

por lo que
var lZX - ). xi) = 1 iil/z
n ! n2 T

tenemos que demostrar que

Teniendo en cuenta que
1 2 1 nori\Yr1 ¢ 1 " 2
1/23, _ 1/2 _\i1/2 1/2 o ,,3/2
xdx = =, xdx =~ — — = e = it =n’ -,
) v () 5-Limn )3 5

de esta forma vemos que

_ 1 2 ) _
var (X,) = 723 = nlgrgo var (X,) =0
por lo que concluimos que verifica la LD.
En general si
1
P (X, ==+n") = 5>

vemos que por la condicién de suficiencia de Kolgomorov, si & < 1/2, entonces se verifica la ley fuerte (LF).
Recordamos que si
[e9)

Para analizar el cumplimiento de la LD utlhzaremos el criterio de convergencia degenerada. Por simetria vemos
que

& c.s. 0.
n

S
NSN

Y P(|Xy| >n) — 0, a <1,
1 2 1 2 1 2

donde
20+1

n
Zkz"‘«n , a>0
= 200+ 1 -

llegando a la conclusién de que sélo se cumple sia < 1/2.

En resumen:

(o) 2 S
1/2, = LF, e % < = =50
x < 1/ ie ; > . -
x> 1/2, # LD, e — i — ey
> s , .. 2 L . .
tal y como querfamos hacer ver. m
Ejercicio 5.2.2 Sean {X,} v.a.i. tales que
P(Xp=+41) = — = P(Xp=+2), P(Xy=0)=1—~
n — - 4]’[ - n — 7 n — - nl

estudiar si { X,, } verifica las LD y LF
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Solucién. Vemos que

10
E[X,]=0, var(X,)=E [X,ﬂ =4
por lo que si
o 2
Y U—g‘ <o = Sn es, g
n=1"

tenemos que demostrar que

00 2 00
7 _ 10
TP
viendo asi que si se verifica LF. m
Ejercicio 5.2.3 Sean {X,,} v.a.i. tales que
1 1
— p2n) —0) —
P(Xyo=He) =5, P(Xa=0)=1-—,
estudiar si { X, } verifica las LD y LF
Solucién. Vemos que
E[X,] =0,

y teniendo en cuenta el siguiente resultado:
Observacion 5.2.1 Sean {X,} v.a.i. tales que E [X,] = u, si {Xn} —2 u, entonces se verifica LE.

De esta forma sélo habrd que probar que {X, } £50,i.e. Ve > 0,

Jiry P (Uan > ) = Jim P (leni 7”) = P (Jim, (X, £0)) =0,
donde esta tdltima igualdad es consecuencia de que

VP (Xl #0) =Y 505 < 0

y por lo tanto se verica LE. m

Ejercicio 5.2.4 Sean {X,,} v.a.i. tales que

1 1
P(Xn::I:Z"):W, P(ano)zl_zﬂ/

estudiar si { X, } verifica las LD y LF

Solucién. Vemos que

E[X,]=0, war(X,)=E {x,ﬂ - zziﬂ (22" +22") -1,
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entonces teniendo en cuenta el teorema de Markov, lo tinico que tenemos que comprobar es % Yo 02 < oo,

o1&,
lim — ) 05, =0,
n—oo 1
n=1

por lo tanto
n—00 1’12 n—oo 1/12 n—oo 1

1 & 1
lim — Y 0% = lim — = lfim — = 0.
n=1

Para ver que también se verifica la LF aplicamos el teorema de Kolgomorov i.e. sélo nos queda por probar que

[=S) 2
(% Sn cs.
n=1
pero
ol Sn cs
n; nig =L 2 < — wo 0
por lo que X, verificalaLF. m
Ejercicio 5.2.5 Sean {X,,} v.a.i. tales que
T P(X,==1)=1 !
estudiar si { X, } verifica las LD y LF
Solucién. En este caso definimos
X1 — Xn |Xn|:1 XZZ{ 0 ‘Xn|:1
0 |Xu| #1 Xn |Xul #1
de esta forma
Xp =Xy + X;
si, X}, X2 verifican la LGN entonces X, también lo hara. Vemos que
12 1
E {X}J =0, oar(X))=E [Xn( ] =1-=Z,

entonces

N

_ 1
< o0 — 2171722"<2%<oo

N

n=1"
por lo que podemos asegurar que X}, verifica LF.

Para ver si Xﬁ verifica LF estudiamos si X% SN 0,Ve >0,

o 1 1 ) s,
>€>:1_H(1_2n>§22n<5' = X;—0,

de esta forma probamos que X;, verifica LE.

lim P (u°° ]Xﬁ

n—oo

De forma genérica, haciendo esta argumentacién lo que hemos conseguido en realidad es

Xy = Xn]l\Xn\<1r
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pero como
yp (X; ] Xn) < o0

entonces X;, X, tienen el mismo comportamiento pero (X;) v.a.ii.d. tales que E [X,’J =y < oo,y por lo tanto

Ejercicio 5.2.6 Sean {X,} v.a.i. tales que

1
P(Xo=42") = o, P(Xy=0)=1- -

estudiar si { X, } verifica las LD y LF
Solucién. En este caso utilizaremos un argumento completamente distinto, apelaremos al teorema de Borel-
Canteli.

Puesto que }_ P (X,; # 0) < oo, entonces por B-C, con probabilidad 1, X, = 0, salvo a lo mds un ntimero finito
de términos, y por lo tanto se verifica LEFGN.

Observamos que este razonamiento no exige la independenca de la sucesién.
De forma genérica si tenemos
P(Xy ==+n) = pu, P(Xy=0)=1-2py,,

si ), pn > o0, no cumpliria las condiciones necesarias pero si }_ p, < oo, entonces podriamos apelar a B-C. m

Ejercicio 5.2.7 Sean {X,} v.a.i.i.d. tales que siguen una Cauchy. Sea Yy

X
Yo=).""

estudiar si {Yy, } verifica las LD y LF.

Solucién. X; sigue una Cauchy, por lo que su funcién caracteristica es: ¢ = e~ I!l. La funcién carécteristica de Y;,

sera: ‘ | X, »
E [exp (itY,)] = E [exp <zt2n)] =t

por lo que Yy es otra Cauchy, pero JE [Y;] por lo que no se verifica ningua de las hipétesis de los teoremas de los
GN. m

Ejercicio 5.2.8 Sean {X,} v.a.i.i.d. tales que siguen una exp(n). Estudiar si { X, } verifica las LD y LF.

Solucién. X; sigue una exp(n), por lo que

1
var(X,) = pr

1
Y. <

lim iz Y wvar(X,) =0

n—oo 1
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por lo tanto verifica LD.

Para que verifique la LF bastara con probar que

Lk

por lo que podemos asegurar que X, verifica LF. m

.
!
N

Ejercicio 5.2.9 Sean {X,} v.a.i. tales que (Xp,) siguen una U [0, 1] Definimos

0 1
Xopy1 = { 17 P(X2y11=0)=P(Xopy1=1) = ;.

Definimos S, = Y X,, , estudiar si

.S.

Solucién. Vemos que E [X;| = %, Vi. Entonces LF nos dice que % =5 %, por lo tanto

Sn_ 1 1 X +X Xn—1+ Xy
= ﬁn<z+ ----- Ty
definimos Y; = %, Vi, viendo asi que
1 1
sl ZYi -z
n 2

donde (Y;) son v.a.i.i.d. tales que E [Y;] = 1/2, entonces LF garantiza la convergencia pedida. m

Ejercicio 5.2.10 Sea (ay) tal que Z < oo. Sean { X, } v.a.i. tales que

1 1
P(Xn:ﬂn)zl_z, P(Xn:bn)za

queremos calcular by, tal que E [X,,] = 0. Demostrar que asi (X ) verifica la LGN.

Solucién. Vemos que E [X;] =0, Vi, <~

(1—1>+b <;> =0<= b, =a,(1—n),

var(X,) = a; (1 — i) +a? ((1—11)2> =a’(n—1).

Si tenemos en cuenta Kolgomorov,

de esta forma vemos que

(X») verifica LE.Entonces:

N‘:qr\)
1
agh

i

por hipétesis, por lo tanto (X;,) verifica L
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Ejercicio 5.2.11 Vamos a ir apostando al resultado de una moneda que sale cara con probabilidad p. En cada jugada,
ganamos 1 euro o perdemos 1 euro dependiendo de si hemos acertado o no lo que sale en la moneda. En las jugadas “impares”
(1,3,5,...) apostamos a que sale cara, y en las jugadas “pares” (2,4,6, ...), a que sale cruz. Llamemos Py, al dinero que hemos
ganado (o perdido) tras n lanzamientos de la moneda. Prueba que

P P,
" H

cuando n — oo, y determina el valor de p.

Solucién. Llamamos X; a la ganancia o pérdida en el lanzamiento j. Las X; toman valores +1, pero con prob-
abilidad p de +1sijes pary 1 — p sijimpar. Asi que si escribimos P, como 2;121 Xj, se trata de una suma de
variables independientes, pero no idénticas.

Otra opcién es considerar unas variables Y; (éstas si, idénticas) que toman valores +1 (con probabilidad p de

+1), y escribir P, como 2;7:1 (—1)j 1 Y;. Pero ahora P, no es una suma de variables i.i.d.

Hay varias formas de sortear estas dificultades:

1. Enla version con las X; (que tienen media E(X;) = 1 —2p si j par y 2p — 1 si j impar; mientras que la
varianza es siempre 1), podemos escribir

2n  2n =

2n n
P2n7 1 ZX _ 2 X1+X2+ +X2n_1—|—X2n ZEZZ‘
I 2n n = 4

2n n| 2 2

donde las Z; ya son i.i.d. con media 0 (y una cierta varianza finita). La ley débil nos da entonces la con-
clusién (bueno, si el indice no es par, entonces “sobra” una variable en la suma, y hay que observar que
esa contribucién se hace pequena con n).

2. También podriamos aplicar directamente la versién de la ley débil en la que las variables no eran idénticas
pero los promedios de las medias de las variables tendian a un cierto ntimero (0, en este caso).

3. O, en cualquiera de las dos versiones (con las X; o las V), calcular directamente la media de P, (que
es 0, salvo la pequefia correccién si n no es par, pero que se hace tan pequefia como queramos si # es
suficientemente grande) y su varianza, y aplicar la desigualdad de Chebyshev.

Ejercicio 5.2.12 Vamos a ir apostando al resultado de una moneda My que sale cara con probabilidad p. En cada jugada,

1. lanzamos primero una moneda regular My, que nos dice si apostaremos a cara o a cruz en el siguiente paso.

2. Lanzamos la moneda M. Si en el primer paso ha salido cara, ganamos 1 euro si en My sale cara (y perdemos 1 euro
si sale cruz). Si ha salido cruz en la moneda My, entonces ganamos 1 euros si en My sale cruz y perdemos 1 euro si
sale cara.

Llamemos Py, al dinero que hemos ganado (o perdido) tras n lanzamientos de la moneda. Prueba que

Pn P,
" H

cuando n — oo, y determina el valor de p.
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Solucién. Si consideramos unas variables ¢; que toman valores +1 con probabilidad 1/2 (que recogen nuestra
apuesta) y unas variables X; que tambien toman valores +1, pero ahora con probabilidad p de +1 (éstas recogen
si sale cara o cruz en M), entonces la ganancia o perdida en la partida j se puede escribir como Z; = ¢;X;, que
es una variable de media 0, ya que

E(Z]') = E(&T]X]) = E(E])E(X]) =0
por la independencia y una cierta varianza finita

var(Zj) = E(Z}) = E(X?) = E(6)E(X}) =1x1=1

de nuevo por la independencia.
Asi, P, es una suma de variables i.i.d. y la ley débil nos permite concluir el resultado.

Alternativamente, si llamamos Z; a la ganancia o pérdida en la partida j, condicionando adecuadamente o enu-
merando los casos, podemos descubrir que Z; toma valores +1 con probabilidad 1/2. Por tanto tiene media 0 y
varianza 1. De nuevo aplicamos la ley débil para concluir. m
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Capitulo 6

Toerema del limite central.

6.1. Teorema central del Limite.

Estos teoremas expresan el hecho de que en condiciones muy generales la distribucién de la suma de n — v.a.i.
tienen una distribucién normal cuando n — co.

La versiéon mads bésica de este tipo de teoremas se debe a Moivre y nos dice que

Bin(n,p) — N(np, \/npq)

Veremos dos enunciados mds generales de este teorema:

Teorema 6.1.1 Sean {X;} | va.iid. tal que p := E(X;),0 := 0(X;) < +o0, cuando n — oo,

, LX) —

sy [ EE) -
= =

v var (ZHXI') = %2

Normalizando a la Gauss si y X
Z==2
" K

siendo X cualquier distribucion

ie.

donde Z € N(0,1).

Teorema 6.1.2 (Lévy-Lindeberg). Sea { X, } v.a.i.id.ysea S, =Y X;. Si X, tiene media y varianza # 0, finitas, entonces:

(S5882)_ =

Sipu=E(Sy) yo = o(Xy) entonces:

(S5a0) v

59
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i.e. cuando n — oo, la distribucién (}_ X;) © N(np, \/npq),

( % >—>N(O,1)
n

lo que significa que la v.a. media muestral

x, = S _ L%
n n

= N(p,0//n)

Teorema 6.1.3 Lyapunov. Sea { X, } v.a.i.ysea S, =Y X;. Si X, tiene

E[X,] =0, E{X,ﬂ:aﬁ<oo, E{X,ﬂ<oo,

Sea
Sp=3.0%
si 3
lim EllXl) Hi’("u =0
Sn
entonces
(Zi Xi) L N(0,1)
Sn Nn—-s00

Observacién 6.1.1 Como se puede observar este teorema es bastante restrictivo ya que exige la existencia de momentos
de orden 3. Los teoremas de Lindergerg y Feller dan condiciones suficientes para garantizar la convergencia de sumas
normalizadas de v.a.i. con media y varianza # 0, finitas tiendan hacia una N(0,1).

Ejemplo 6.1.1 Un juego consiste en apostar una cantidad c de dinero a un niimero de entre 10 (equiprobables) de forma
que si sale ese niimero entonces gana 5¢ y si no sale el niimero apostado entonces pierde la cantidad apostada c. Calcular la
probabilidad de no perder dinero después de 50 apuestas.

Definimos la variable

calculamos la esperanza y la varianza

w0 = <(3) () -

9 1 17¢2
2 _ 2 2 —
E(X*) = ¢ (10)+25c <1o> =

17¢2  4c>  81c?

ar(X) = 5 %5 = 5

Como n = 50, entonces la variable Y =Y X; tal que {X;} son i.i.d. entonces Y = N(u, ), entonces

p = 50 <_52C> = —20c

2
2 = 50 (821;> —162¢2 = ¢ = V1622 = 9¢\/2
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Y € N(—20c,29,01c)

por lo tanto

2) = 5,8056 x 1072

P(Y>O)—P<Y+2OC> 20c>_ <Y+20c>10

92 T 9cV2 9cv2 9
(190\6> ~1,5713

e}

1
P(Z 2 1,5713) = E 157138

1
Xp(—Exz)dx = 5,8056 x 102

Y420c _
donde o2 = Z e N(0,1).

6.2. Ejemplos

Ejercicio 6.2.1 Lalongitud Y de ciertas piezas en cm sigue una normal N (20, 0,30). El distribuidor acepta un lote de 1000
si después de elegir 10 piezas al azar encuentra que su longitud media no es menor que 19,85cm. Calcular la probabilidadde
que rechace el lote.

Solucién. Y; es la longitud de la pieza (i =1, ...,10) i.e. n = 10; Y; € N(20,0,30).

Definimos la variable media muestral Y,

Y= Z};Yi, p=EY;) y o=0o(Yi)
sabemos que:
EY) = 20
P2(Y) = "i;—a—zzwzi: 03 _ 0,00
2 Vi VI
definimos: .
X = Yo;)so € N(0,1)
P(Y<1985) = P (Yo,oso < 19’%?09 20) -
P(X < —1,66) = 0,0485
1 —166 1,
P(X < -166) = /_oo exp(— 5%)dx = 0,0485

también se puede llegar a este resultado mirando las tablas de la N(0,1). m

Ejercicio 6.2.2 Una fabrica produce ldmparas para motos mediante dos procesos A y B. Las lamparas producidas mediante
el proceso A tienen 3800h de media y una desviacion de 400h mientras que las de B tienen 4600 de media y 900 de desviacion.
La garantia esta fijada en 3000h. Si la vida media de la ldmpara es menor a las 3000h entonces el fabricante debe suministrar
otra lampara. Calcular:
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1. P(A),P(B) i.e. cual de los dos procesos cumple mejor las especificaciones de calidad
2. ¢que pasa si la vida media pasa de 3000 a 3600h?
3. Probabilidad de que una ldmpara elegida al azar de B tenga una vida mayor que otra de A.

Solucién. Sean x,y los valores de tiempo de vida de las ldmparas producidas por el proceso A y B respectiva-
mente, definimos:

X € N(3800,400), Y € N(4600,900), & &€ N(0,1)

1.
X —3800 _ 3000 — 3800
P (X < 3000) =P ( 200 < 200 ) =P (¢ < —2)=0,02275
P(¢ < -2) / expl( —7x 2)dx = 0,02275
\ﬁ
Y —4600 _ 3000 — 4600
P (Y < 3000) = < 900 < 900 > =P (¢ < —1,77) =0,0384
-1,77 1
P (&< —1,77) W/ exp(— 5%)dx = 0,0384
por lo tanto el proceso A se ajusta mejor a las especificaciones.
2.
X —3800 _ 3600 — 3800
P (X <3600) =P < 200 < 200 ) =P (¢ < —0,5) = 0,30854
P(& < —05) / (—2x2)dx = 0,30854
\ﬁ exp( > =0,
Y —4600 3600 — 4600
P (Y < 3600) = ( 900 < 900 > =P(¢ < —-1,11) =0,1335
-1,11 1 p
P(¢ < —111) W/ exp(—5%)dx = 0,1335

por lo tanto, ahora el proceso B se ajusta mejor a las nuevas especificaciones.

3. Y — X € N(4600 — 3800, v/4002 + 900%) = N(800,984.89)

Y — X —800 < 0 —800
984.89 984.89

P(Y—X>0):P< )zP(§>—O,81):O,791

P (¢ > —0,81) —fx 2)dx = 0,79103

\/ﬁ/om

tal y como querfamos hacer ver. m

Ejemplo 6.2.1 Ejercicio 6.2.3 El gasto mensual de una familia en un determinado articulo es unav.a. Y € N(4000,200).
Se seleccionan muestras de tamarios 4,9,25 y 100. En cada caso, calcular la probabilidad de que la media de gasto familiar
para los distintos tamafios esté comprendida entre 3900 y 4100.
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Solucién. Sea Y; € N(4000,200) entonces Y :=media muestral
- XY 200

Y = 4000, ==
N( \/ﬁ)
entonces _
Y — 4000
N
1. n=4=Y =LY c N(4000, 2%0) = N(4000,100)
- 3900 — 4000 4100 — 4000
P (3900 < Y < 4100) = P(100<X<100) =
P(-1 < X<1)=06826
P(-1< X <1) / exp( —fx 2)dx = 0,6826
2. n=9=Y =L} ¢ N(4000, 2%) = N(4000, 66,6)
. 3900 — 4000 4100 — 4000
P (3900 < Y < 4100) = P(66,6 <X<66,6> -

P(-150 < X <1,50)=0,8664

P(—15< X < 1,5) = / exp—fx)dx—08664
W
3. n=25=Y = 5% € N(4000, Z0) = N(4000,40)
- —4 4100 — 4
P (3900 < Y < 4100) = P(W<X<OO400%>:

P(-250 < X <250)=09876

2,50

1
P(—2,50 < X < 2,50) / (—53)dx = 0,9876
\/ 250
4. n =100 =Y = L} € N(4000, 280-) = N(4000,20)
- —4 4100 — 4
P (3900 < Y < 4100) = P(390020000<X<00200m> =

P(-5 < X<5)=1

P(—5< X < 5) exp(— 2)dx:1

- =1

como queriarnos hacer ver. m

Ejercicio 6.2.4 Un agricultor asegura que la calidad de las manzanas que vende es tal que el didmetro en mm sigue una
N(75,+/10). Se toma una muestra de 36 manzanas midiendo su didmetro. La partida se rechaza si la media no alcanza los
73mm.

1. Calcular la probabilidad de que sean aceptadas con u = 74 y o = /10.
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2. Calcular la probabilidad de que sea rechazada la partida con y = 75y o = /10.

Solucién. Como en los ejemplos anteriores vemos que:

1. Y e N(74, \/E) y n = 36, por lo tanto:

6
entonces
P(¥>73) — P Y — 74 . 7374\ _
V10/6 ~ V/10/6
P(X>-189) = 0,5+ 04706 = 0,97062
P(X > —1,89) / —7x dx = 0,97062
( \ﬁ 1,89 )

2. Y € N(75, \/ﬁ) y n = 36, por lo tanto:
YeEN (75, \/6?0)

entonces

Y —-74 > 73 =75

P(Y<73)=P = P (X < —3,79) = 0,000007
(¥ <73) <m/6—M/6> (X< )

3,79 1
P(X < —3,79) exp(—5x 2)dx = 7,5324 x 107°

=

como queriamos hacer ver. m

Ejercicio 6.2.5 EI niimero de piezas correctas que se elaboran en una seccién de cierta fabrica cuadruplica el niimero de
piezas defectuosas. Calcular aproximadamente:

1. La probabilidad de que de 200 piezas producidas en un dia haya entre 40 y 50 defectuosas.

2. Las piezas que deben producirse en un dia para con un 0.90 de probabilidades asequrar mds de 100 correctas.

Solucién. Sabemos que el nimero X, de piezas defectuosas, de entre n fabricadas sigue una distribucién
B in.(r%, %) y que e?l namero de piezas correctas ¥n € Bin(n, %) Suponiendo la independencia entre pieza y pieza,
definimos la variable Z como una normal tipificada, entonces:

39,5 — 200+ 50,5 — 2004
PA0<X<50) = P|——=<Z< 12| =

P(-0,0838 < Z <1,8562) = 0,50168

1 8562

0,08 < Z < 1,858) /
( \/271 00838

1
—Exz)dx = 0,50168
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2.
99,5 — n2
P(Y,>100) =P |Z>""—3] =090
20013
viendo las tablas .
99,5 — nz
"5 1284 — 995 — ns — 44/2 (1,284)
14 5
20012
—7,.24
L 5(=72408+4995) _ 115,33

4
por lo tanto n = 116.

Observa que en ambos casos hemos utilizado la correccién del 0,5. m

Ejercicio 6.2.6 ;Cuantos lanzamientos independientes de una moneda equilibrada serdn necesarios hacer para que se ver-

ifique:
P (0,49 < proporcién de caras < 0,51) > 0,99?.
Solucién. Sea n = # lanzamientos y p = g = }. Definimos

1 sisalecara
X; = ,
0 en otro caso

de esta forma tenemos que:

1., = Y X;
P(X;)=2Vi, X,= ,
(Xi) > 1 n n
Xy, (proporcién de caras).
Modelizamos el experimento mediante una Bernoulli, i.e. X; € Bernoulli, sabemos que E[X] = p, y que

var(X) = pq, por lo que ¢ = ,/pq,de esta forma E [X;] = 1np, y que var(X) = nl—anq, porloqueo = /B =

@. Asfi llegamos a que
a—p _(a—p)n

o NEZ)

y por lo tanto

p(o,49gxngo,51)_p<a49n—wgga5m—m>

(0,25)n (0,25)n
P (—0,02y/n <Y <0,02y/n) > 0,99

donde Y € N(0,1). Para evaluar esta integral tendremos en cuenta que:

exp( —fx ydx = ferf ( fx) =¢

=/ :

de esta forma

P (—0,02y/n <Y <0,02v/n) = ¢(0,02/n) — ¢(—0,02v/n)
si tenemos en cuenta la simetria de la funcién entonces:
9(0,02/n) — p(—0,02v/n) = $(0,02V/n) — [1 - $p(0,02V/n)] =

2¢(0,02y/n) —1 = 0,99 =
$(0,02v/n) = 099
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si tenemos en cuenta las tablas entonces vemos que
$(0,02¢/n) = 0,995 < (0,02y/n) = 2,58

de esta forma podemos calcular n

2,58 2
n= (0,02) = 16641

como queriamos hacer ver. m

Ejercicio 6.2.7 Supongamos que extraemos una muestra aleatoria simple de una poblacién que se distribuye segiin una
uniforme U (0,2] . Encontrar aproximadamente la probabilidad de que la media muestral se encuentre entre 0,8 y 1,1 si el
tamafio de la muestra es 48.

Solucién. Sea {X;}#*, va.iid. € U[0,2] entonces

E(X) =1, ovar(X;) = %
definimos X .
_ X _ 1

i A _ - =

=5 = E(X)=1 var(X) 5 = 14
entonces

PO8<X<11) = P(O,Sl—l X< 1,11—1) _
12 12
P(—24<X<12) = 087673

1 12 1
— / exp(—zxz)dx =0,87673
alternativamente mediante las tablas

P(-24<X<12) = $(12)— p(~24) = p(12) + p(24) ~ 1
= 0,8849 40,9918 — 1 = 0,8767

como queriamos hacer ver. m

Ejercicio 6.2.8 Se elige un punto aleatorio (X, ...., X,,) con n = 100 en el espacio aleatorio de dimension 100. suponien-
do que las variables aleatorias (Xy,...., Xy,) son idependientes e i.d. (v.a.ii.d.) segin la uniforme U [—1,1]. Encontrar
aproximadamente la probabilidad de que el cuadrado de la distancia del punto al origen sea menos que 40.

Solucién. Tenemos que calcular la
100
P (Z X? < 40)
i=1

haciendo Xl2 = Z,la funcién de densidad es:

Vx € [-1,1]
resto

ONI—

) = {
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entonces

por lo tanto

asi pues mediane el TCL

100 Yl 7. n 40 — np
P Z; <40 | =P < = P(Y <2,236
(Bem) -r (B2 < 2 < rovcamo

P(Y < 2,236) = 0,9873

como quer famos hacer ver. m

Ejercicio 6.2.9 Sean X; =1, ..., n los resultados de medir con un aparato una determinada magnitud p. Supongamos que

las v.a. {X;}, estdn idénticamente distribuidas i.d. con media y y varianza 2.

1. Calcular el n tal que el 95 % de los casos en que realizamos estas mediciones la diferencia entre yy i = (L. X;) /n
sea inferior a 0,010 i.e.

(y—p) <0,010.

2. Siestimamos la magnitud por i =Y p;X; con Y p; = 1. ;Cual debe ser ahora la condicion para que el 95 % de los
casos en que realizamos estas mediciones la diferencia entre y y fi sea inferior a 0,010 i.e.

(y—p) <0,010.

Solucién. Para calcular el # tal que (¢ — ji) < 0,010 pensamos en las siguiente estimacién:

—H
(‘ZX ‘ _ 00lng
Vno Vno

por el T.C.L la variable Z € N(0,1), debemos buscar un  tal que

’ <0 010) > 0,95

ie.

) > 0,95

P(Z <0,01y/n) > 0,95
encontrando que (mirando las tablas)

0,01y = 1,65 = n > (165)*

Con respecto a la segunda pregunta debemos observar que en este caso no podemos aplicar el T.C.L ya que las
v.a. no estan i.d. al haberse definido como {p;X;}, por esta razén recurrimos a la desigualdad de Cheby ya que

si E(Y_piXi)=n y var (Y piX;) =0> (Z”%)
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entonces (X)
var
P(X-E[2t)<—5
i.e. ) ( 2)
o (L p;
P X — > 0,0010) < —=*Z < 0,05

implica que
(Lp?) <5107

como queriamos hacer ver. m

Ejercicio 6.2.10 Sea (X;);°5 € U[—5,5], sea Sigg = Y. X;. Determinar aproximadamente la posibilidad de que la v.a.

S100 sea en valor absoluto mayor que 3.

Solucién. Vemos que

2
1= VoE[x2] = 657 _100_ 25 -5
E[X;] =0, Uar(Xl)—E[Xi]— n —m-3 —
teniendo encuenta el TCL la v.a.
Sn—nE[Xi] _ SiV3 € N(O1),
o\v/n 50
de esta forma llegamos a que
P(|S100| >3) = P (S100 < =3)+ P (S100 > 3) =
(SWE_ B 53 VB
- P( 50 <_350>+P< 50 ~ %50 |~
= P(Z< -0,103)+P(Z > 0,103)
por lo tanto
P (|S100| > 3) ~ 2P (Z > 0,103) = 0,9204
ta y como queriamos hacer ver. m
Ejercicio 6.2.11 Se lanzan tres monedas
A P(C) =1 B: P(C)=12/3 D P(C)=1/2
"1 P(X)=0 " "1 P(X)=1/3 "’ 1 P(X)=1/2 "

y denotamos por Yy, al niimero de caras total que han salido después de lanzar las tres monedas n—uveces. Determinar, n tal
que

1 1

Solucién. Llamaremos X; al namero de caras obtenidas en el lanzamiento i-ésimo.

11 1
P(X:i=1) = 1.-2.-—°-
(Xi=1) 32 6

21 11 1
PXi=2 = 133%33%%

21 1
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de esta forma tenemos que

Y, = LXi
n

y aplicando TCL, tenemos que

L Xi — Y E[X]]

== —+—— —N(01

o (XXi) @D
Calculamos la espe y la var de X;, siendo éstas:
X =g, (%)=

por lo tanto

entonces

de esta forma estimamos n

g — 1,645 —> n = (1,645)% - 17 > 46.

tal y como querfamos hacer ver. m

Ejercicio 6.2.12 ;Qué probabilidad de ganar tiene un individuo que apuesta a que el niimero de caras en 100 tiradas de
una moneda insesgada difiera de 50 al menos en 4?.

Solucién. Vemos que

Queremos calcular la probabilidad de que
P X 50 > 4)

El TCL nos dice que

T X; —50
i

4
> -] =0,7881
‘_5> 0,788

vemos que (%) = 0,8, asi que hechando mano de las tablas llegamos al resultado obtenido. m

Ejercicio 6.2.13 Se lanza una moneda 100 veces, calcular la probabilidad de que el niimero de caras total esté comprendido
entre (50,60) , i.e.
P (50 <) X; < 60) =??



CAPITULO 6. TOEREMA DEL LIMITE CENTRAL.

70
Solucién. SeaY, =) X;, donde Y, € Bin(n,p) = Bin(100,1/2), por lo que
var(X) = 25, o =5.

El teorema de Moivre permite aproximar Y mediante una dsitribucién N (50,5) o lo que es lo mismo
P(B0<Y <60)=P(0<Z<2)=04772

observar que Z = %. |

Ejercicio 6.2.14 Sea (X;) v.a.i. tal que
P(X, — 1 P(X, —
(X D) (Xn n) 2n3’

:E,

con n > 2. Estudiar si (X;) verifica el TCL.
) la v.a. truncadaen 1, i.e. X;l = Xnl|x, <1, entonces conseguimos que X,; sean v.a.i.i.d. tales

Soluciéon. Sea
Por el TCL se verifica

(%,
que var(X,) = 3

(;)MZX; L N(O,1).

Y P(Xy # X,,) < 00
2 L L N,1).

Como
. . o 1\V/
entonces ambas series son equivalentes en el limite, por lo que se cumple que (§> Y X

S
5. _E
n LN, 1),

o/\/n

S
n _)1’

2_7’1 .1 n
Sn_§+21 NE—i—logn

donde
por lo que
Sno L, N(0,1).
Sn
[
Ejercicio 6.2.15 Sea (Y;) v.a.i.i.d tal que
E[Y;]] =0, var(Y;) =1
1
P(Zn:O):l—ﬁ,

=2

Sea Z,, v.a.i. tal que
P(Zy = +n)
definimos X, = Yy, + Z, con S, = ¥ X;. Estudiar si (X;) verifica el TCL. y si existe a, tal que 2—3 — N(0,1)
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Solucién. Vemos que (Y;) verifica TCL. definimos S, = }_Y; entonces

S, L
— — N(0,1),
S LN

por otro lado
P(Z, #0) < o

entonces X;;, Y;; son equivalentes en el limite por lo que

Sn L
— — N(0,1),
T NO )

y como se verifivica que var(S,) = v/2n , no se verifica que f—: LN (0,1) y de aqui X, no cumple TCL. m

Ejercicio 6.2.16 Se lanza un dado simétrico 12000 veces. Sea S el niimero de veces que aparece el 6. Calcular (a,b) para
que

1 b 2
P (1900 < S < 2200) ~ 7/ e 2y,
vV 27t Ja

Solucién. Sea
12000

S=Y X
i=1

tal que
1
E[X;] = 6 H,
1 1 5
var(X;) = E{Xﬂ —E| 1]2_6_%:%’
s o V5
= 5
normalizamos
®oE 1 N(0,1)
—
(T/\/H 7 7
por lo que
Sy—mnp S5, —2000 N
o/n o/12000
- ~ 1 b 2
P(G<N<b :—/ e /24y
(@< N<b) V2r Ja
donde

i= (nu+aocyn), b= (nu+boyn)
donde ny = 2000, por lo que

100
= q— — —100, = ——,
aoc\/n a—ny a =
200
b = 200, b= ——
TV o/n

tal y como querfamos hacer ver. m
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Ejercicio 6.2.17 Sea (X;) v.a.i. tal que (X;) € Poisson(A, > 0), con YA, = o0, S, = Y Xy. Calcular la funcion
caracterisatica de

Sy — E[Sy]
var(Sy)

y estudiar si verifica TCL.
Solucién. Tenemos que
E [Xn] = var(Xn) = An,

¢x, (£) = exp (Au (exp (it) = 1)),

al ser las X, v.a.i. entonces
var(Sy) = Y Aw=B2,  0(Sn) =By,

las .
Yn ZZm(xn _)\n)

por lo que

ind ; ; ,
¢y, (1) m:p| I‘PX -\ 7 = | |eXP —Ani | o | Jexp | Anexp (i —1 =
! "\ By By By,
t t
= v (ow (i) ~ig, 1)
haciendo un desarrollo de Taylor e* =~ 1 4 x + %xZ....

Py, () — exp(—12/2) := Py (o1 (H)

tal y como querfamos hacer ver. m

Ejercicio 6.2.18 Lanzamos muchas veces una moneda de tal forma que la P(C) = 0, 1. Los lanzamientos son independi-
entes y llamaremos a la variable Ty al niimero de lanzamientos hasta que sale cara por primera vez. Contamos, desde ese
momento, el niimero de lanzamientos hasta que salga la siguiente. Sea T, ese niimero de lanzamientos asf hasta 40. Sea

T = Y10, T;, queremos calcular la probabilidad de que

P (400 < T < 490)

Solucién.
90 /g a0
P (400 < T < 490) = }_ ( 39 ) p(1-p)
i=400
utilizando el TCL tenemos que
T—E[T] L
(1) — N(0,1)
donde (T;)
1 1-
E[T]=-=10, oar(T;) = —5 = 90,
p p
y por lo tanto

E[T] =10-40 =400,  oar(T) =90-40 = 3600,  o(T) = 60,
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de esta forma

T—4
P (400 < T < 490) = P(OST_400§90):P<OS 6000§28):
T—-400 _3 1 b
= Plo<——<Z)x—— [ e 2qu=
(O_ 60 _2) 271/46 !

Il
ay|
N
| W
~
|
paz}
=
Q
=
=
@

sin embargo al ser n = 40, i.e. un nimero muy pequefio la aproximacién por el TCL no es muy buena en este
caso. m

Ejercicio 6.2.19 Una mdquina tiene i—piezas, que denotamos por C;, que son substituibles en cuanto se produce un fallo.
Cada pieza i tiene una vida media X; tal que

_J exp(A—x) x>A>0
fxi(%) _{ 0 resto

1. Comprobar que
B A SR}

2. Calcular el niimero de piezas de recambio necesario para asegurarnos el funcionamiento de la maquina durante T >
100A, con una probabilidad de 0,95.

Solucién. Aplicando Kolgomorov vemos que (X,,) verifica la LF tal que E [X;] = 1+ A, entonces

Ly e,

Con respecto a la segunda pregunta, vemos que tenemos que calcular un = tal que
P ()_X; > 100A) > 0,95.
Vemos que (X; — A) ~ exp (A = 1), por lo que
E[Xi]=1+A4, var [X;] =1,

y por lo tanto, definimos
_LXi—n (1+A)

Y 1

eN(0,1),

entonces (mirando las tablas) vemos que
100A—n(1+A) ~ —1,65,

de esta forma llegamos a que
(1,65 +100A)
- 1+A 7

tal y como queriamos hacer ver. m
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Capitulo 7

Camino aleatorio y martingalas

7.1. Camino aleatorio

El objeto matematico es (Xj, ..., X;) v.ai. talesque P (X;=1)=p, P(X;=—-1)=1—p,

n
Sn:SO+ZXi < Spn=5,1+X;,
i=1

donde S es un dato inicial.

Un primer ejemplo es el de la ruleta. Un jugador empieza con una fortuna 4, y apuesta cada vez siempres 1 al
rojo. Denotamos por S, la fortuna acumulada en tiempo 7. Por lo tanto Sg = a

1 rojo
Sl =a-+

—1negrooO0.

en general tenemos que

1 rojo
Sy = Sn—l +

—1negroo0.

1 rojo
X =
—1negro o 0.

Definicién 7.1.1 Si p = q = 1/2 entonces el camino es simétrico. Si p # q entonces asimétrico.

con

Nos interesa conocer la variable S, para un n—fijo, en el ejemplo anterior tenemos que S, € [—n, n]. Al mismo
tiempo queremos saber P (S, = 0) . Por ejemplo si n = 2

/
SN SN

75
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vemos que si n = 2 es par, entonces S, = {—2,0,2} s6lo puede tomar estos valores mientras que si n es impar no
puede tomar por ejemplo el cero, n = 3, entonces S, = {—3,—1,1,3}. Vamos tomando una idea de los posibles
valores

Sinespar P (S, =k) = 0, sikesimpar,
Sinesimpar P(S, =k) = 0, sikespar,
Siny kpar (n+k € Z,P(Sn:k):( ngrk )pwkq";k
2

Proposicién 7.1.1 Tenemos un camino asimétrico con So = 0. La probabilidad de regresar infinitas veces al cero, Sy = 0,
es 0. Si es simétrico entonces es 1.

Nos preguntamos ahora por

n
So+ Y Xi| =a+nE[Xi]=a+n(p—q),
i=1

Su) = X, | = D) —EXi)?) =n(1-(p—q)?) = 4npy,

var (Sy) var<i21X> n(E(Xl) E(Xl)) n(l (p q)) 4npq
o(Sq.) = 2ynpq

donde (p+¢)* =1,X2 = 1.

Teorema 7.1.1 Consideramos un camino aleatorio con Sg = 0.

1. Sies simétrico, i.e. p = g, entonces

i La probabilidad de regresar infinitas veces al cero es 1

ii La esperanza del tiempo del primer regreso es co
2. Siel camino es asimétrico entonces

i La probabilidad de regresar infinitas veces al cero es 0

ii La esperanza condicionada del tiempo del primer regreso condicionada con regresar alguna vez es

4pq
lp—ql(1—1Ip—ql)

Teorema 7.1.2
lsip=q
P (S, regrese al menos 1 veza 0) =
1—lp—aqlsip#q

La ruina del jugador.

Partimos de con una fortuna inicial 4, y apostamos 1 a rojo siempre hasta que la fortuna sea N o nos hayamos
arruinado.
lrojo p
Fo=Fa+Xp=F_ 1+
—1negroo0. g

queremos saber la probabilidad de que F,;, = O i.e. el jugador se arruine. Supondremos que p = g.
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7.2. Martingalas

Definicién 7.2.1 Esperanza condicionada. Partiendo de la definicién de probabilidad condicionada

P(ANB
P(A|B)—(P(B) )
definimos la esperanza condicionada
E(X|B) ISXHB - /XdP
E (141
E(14B) = 5,(/*3;3)=P<A|B>,
E(1lc) = P(C).

Ejemplo 7.2.1 Lanzamos tres monedas de 10, 20 y 50 céntimos. Definimos la v.a. ¢ que cuenta el valor obtenido de lasua
de las monedas que han salido cara i.e. val (§) € [0,80].;Cudl es el valor esperado si al lanzar las tres monedas sabemos
que han salido dos caras?.

Sea B la v.a. que define el evento salir dos caras, por lo tanto
B = {CCX,CXC, XCC}

son las tres posibiladades que tenemos con igual probabilidad i.e. 1/8 = (1/23) . De esta forma vemos que

¢(CCX) = 10+420=30,
¢(CXC) = 10450 =60,
¢(XCC) = 20+50=70,
por lo tanto
1 60 70 160

Definicién 7.2.2 Sea Q) = {Bj, ..., B, } definimos la probabilidad total

=) _P(A|B;)P(B;)
y la esperanza total como

=) E(X|B;)P(B)

Tenemos ahora una c-algebra, G, que estd generada por una particién finita P = {By, ..., B,}, donde #G =2N
eventos. Tenemos que

E(X|G)=Y E(X|B)1

Ejemplo 7.2.2 Boreles etc... P = {By,..., By} = {[0,1/3],(1/3,2/3),(2/3,1]}, donde G es la unién de elementos de
Py #G =2N = 8. Entonces

E(X]l[o,l/s]) 1 1 s, 1
EX1[0,1/3) = B 173 = BE) /Bxl:zpszo Py = o

donde X = x2.
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Ejemplo 7.2.3 Veremos una pequefia variacién del ejemplo anterior en la que X = ¢ = 2x2, pero esta vez condicionamos
con respecto a una v.a. 1 discreta que toma los siguientes valores

1 x€[0,1/3)
n=4q 2 x€[1/3,2/3)
0 x€[2/3,1]

B 1 - B 1 1/3 2. 2

1 2/3 14
E(f | [1/3,2/3) = m./1 | dx= o,

1 38
E(C | [2/3,1]):1/—3 2/32x2dx:E,

Ejemplo 7.2.4 Veremos una pequefia variacién del ejemplo anterior en la que & = 2x?, pero esta vez condicionamos con
respecto a una v.a. y continua que toma los siguientes valores

(2 x€[01/2)
T=1 x xe1/2,1]

la tdctica en este caso es algo diferente.

En primer lugar vemos que en [0,1/2) , 7 puede ser tratada como v.a. discreta por lo que

1 1 12 1
E@|[0,1/2)) = W/Bxlﬂ): m/O 2%dx = -,

observindose (y esto es fundamental) que

/AE(§|17)dP:/A§dP,

1/21 1 1/2
d :7:/ 2x2dx.
/O 6.7( 12 0 xX“ax

Sin embargo con respecto al segundo intervalo, debemos observar que si

EGln)=¢  Vxel[l/21]

ie.

entonces

J E@Imap= [ e,

por lo tanto llegamos a la conclusion de que

[ 1/6 x€e][0,1/2)
E(CU])—{ 2x2 xe[1/2,1]

Observacion 7.2.1 Detrids de todo esto estd el teorema de Radon-Nykodin.

/AgdP:/Agdp

con ¢ = E(Z | ).
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Vemos que podemos interpretar E(X | G) de dos maneras:

1. E(X|G)eslav.a.G—medible que mejor aproxima en sentido IL? a X. i.e. aquella que minimiza E (|X - Y|2) .

2. E(X | G) esla tnica v.a. que cumple
E(Y1,) = E(X1,)

ie. E(|X—Y|1,4) =0, condicién de perpendicularidad.
Proposicién 7.2.1 Se verifican las siguientes propiedades

1. Si X es G-medible, entonces E(X | G) = X,

Si X es independiente de G, entonces E(X | G) = E(X) = const,
E(E(X|G)|H)=E(X|H), HCG

E(E(X|9)) = E(X)

E(aX+b|G)=aE(X|G)+D.

A

Definicién 7.2.3 Filtracion de informacion.

Sean (X;)!_; v.a.i.d (no se exige independencia, sélo igualdad de distribuciones). Definimos Fy = 0(X4), i.e. las variables
que s eexpresan en funcion de X i.e. que si conocemos Xy tenemos el valor de esa variable. Fp = 0(X1,X2), ccoo., Fn =
(X1, eoey Xn). Afiadimos Fy = 0(2,Q),

Decimos que la sucesién (F;) de o-dlgebras es una filtracién asociada a (X;)!_, si

Ejemplo 7.2.5 Sean (X;) v.a.i. tales
1 rojo p
X; =
—1negroo0, q.

ysea S, =Y.' X;, entonces F; = 0 (Xq,..., X;) son las v.a. que quedan fijadas al conocer los resultados hasta el tiempo i.

Definicién 7.2.4 Martingala. Decimos que la sucesion (X;) de v.a. es una martingala si

1. X, es Fy—medible, paran =1,2, ...
2. E(Xps1| Fn) = X, paran =1,2, ...
Vemos que la primera de las propiedades nos dice que X, s6lo depende de la informacién disponible en tiempo

n. Mientras que la segunda nos dice que la mejor estimacién (aproximacién) de X, conocida la informacién
disponible en tiempo n es X;,. De esta forma, si

E(Xk|fn):X1’lr anr
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entonces
E(Xk | Fi1) = Xi—1,
si condicionamos sobre k — 2 entonces
E(Xg | Fk—2) = E(E(Xy | Fk—1) | Fr—2)) = E(Xp—1 | Fr—2) = Xx—2,

en particular sin = 0,
E(X | Fo) = Xo,

donde E(Z | Fy) = E(Z) asi que X = E (X) .

Veamos una serie de ejmplos para intentar aclarar este concepto.

Ejemplo 7.2.6 Sean (X;);_, va.i. tales gie E(X;) = 0, para todo i = 1, .., n. Definimos

y la filtracion asociada F,, = (X, ..., Xy). Veamos que S, es una martingala.
1. Sy es adaptada a la filtracion F, ya que E(|S,|) < oo, i.e.

X;
1

1

E(\SnD =E (

n

><§|E<xi>|<w.

2. Vemos igualmente que
E(Sn+1 | Fu) = Su,

donde

por lo tanto S, es martingala con respecto a la filtracion F,.

Ejemplo 7.2.7 En este ejemplo X es una v.a. y F1C......C F, uma filtracion donde definimos
Xu = E(X| Fu)
paratodon =1,2,..
Al igual que en el ejemplo anterior, vemos que
[ Xn| = [E(X | F)| < E((|Xnl [ Fn))

entonces
E(|Xa]) < E(E[Xa| | Fu)) = E(|X]) < co.

De igual forma vemos que
E(Xut1 | Fn) = E(E(X | Fuya) [ Fn) = E(X | Fu) = Xn

ya que F,C Fpi1 y por lo tanto X, es martingala con respecto a la filtracion F,.
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De la definicién de martingala se desprende con facilidad el siguiente resultado.

Lema 7.2.1 Si ¢, es martingala entonces
E@E) =E(g)
paratodoi # j,i,j=1,2,...

En efecto. Basta con observar que por definicién

& =E(&u1 | Fn),  para n=1,2,..

por lo que tomando esperanzas en ambos lados de la igualdad obtenemos

E(Gy) = E(E(Cui1 | Fn)) = E (§nr1)

siendo cierto el resultado para n=1,2,... m

Ejemplo 7.2.8 Sean (X;)!_; v.a.i. Definimos el camino aleatorio simétrico

tal que

Queremos hacer ver que
2
S, —n,

es martingala con respecto a la filtracién asociada F, = 0(Xq, ..., Xn).

2
n
S2—n= (2&) —n,
i=1

En primer lugar observamos que

donde
|Sn| -

n
) X
i=1

observar que la v.a. X; = £1. De esta forma vemos que

E(

n
<Y Xl <n,
i=1

S,zl—nD SE(S%)+n§n2+n<oo,

por lo tanto S2 — n es integrable.

De igual forma vemos que
2,1 = (Xps1+Sn)? = X2, 1 +2X,415n + S%,
por lo que
E(S3al Fa) = E(X3i1| %) +2E(XasaSu| Fu) +E (83| )

= E(X2,,) +25:E (Xus1) + 53,
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ahora bien, si tenmos en cuenta que
E (xﬁH) =1, E(Xys1) =0,

entonces
E (83| Fa) = 1482,

ast que
E (s§+1—(n+1) |]—‘n) =52 —n.

El siguiente ejemplo dara pié a una serie de resultados y teoremas.

Ejemplo 7.2.9 Sean (X;) v.a.i. tales P (X; = £1) = 1/2. La fortuna inicial es Xg = a. Tenemos una estrategia de
apuestas, regla para apostar en tiempo n (por rojo)

f (X1, Xp1) = An
donde Ay, es el montante de la apuesta en tiempo n. Obviamente A, es F,,_1 medible.

La fortuna en tiempo n es X,,. (A < 0 es apuesta por negro).

X1 = Xo+MXy,
2
X = X1+MX=Xo+MXg+AXp =X+ Z AiX;,
i=1
n
Xn = Xp1+MXn=Xo+ Z)Lixiu

i=1

Teorema 7.2.1 (Xj,) es martingala.

Corolario 7.2.1 Si X,, es la fortuna en tiempo n siguiendo cualquier estrategia entonces
E (Xi) = Xo

que es la fortuna inicial.

Definicién 7.2.5 Tiempo de parada asociado a una filtracion. T es una regla de parada, se trata de un v.a. en (QQ, F, P)
que toma valoresen N, (T = n) € F,.

7.3. Ejemplos.

7.3.1. Camino aleatorio.

Ejemplo 7.3.1 Dos particulas realizan caminos aleatorios simétricos simultineos e independientes que comienzan en el
origen. Demuestra que la probabilidad de que se encuentren en la misma posicién tras n pasos es

G E(L) weeme £(1) ()
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Solucién. Sean (X;)?_;, definimos
y sean (Y;);; , definimos

conp:%

Sabemos que

n n+k n—k
P(S"‘“‘(";")’”‘“

entonces si p = g = 1/2, la expresién anterior queda reducida a:
N\"/( n
o= (2)'( )
2

Consideremos el caso n = 3. Entonces tanto Uz como V3 s6lo pueden tomar los siguientes valores; {3,1, —1, =3},
entonces

sin y k son ambos pares o impares.

(=1 k:7327113 (th=k¥s=h i”dpe”d-k:fszflw (Lo =PV =6

s Lo = () G0 -G ()= EG)

de esta forma se completa para el caso general n m

Ejemplo 7.3.2 Considera un camino aleatorio en los enteros con barreras absorbentes en 0 y en N € IN, en el que en
cualquier tiempo la particula da un salto de —1 con probabilidad «, permanece donde estaba con probabilidad B, o da un
salto de +1 con probabilidad -y, donde «, B,y > 0y a + B+ v = 1. La condicién de absorcion significa que si en un tiempo
n la particula estd en nivel N (respectivamente, 0), en el paso siguiente continiia en ese nivel.

Supongamos que la particula comienza en tiempo 0 en el nivel a, 0 < a < N. Demuestra que la probabilidad de que la
particula quede atrapada en el nivel N es:

(a/7)" =

1 .
W (sia # y).

(sia =1y)

Demostracion. Se puede pensar en este problema como en una cadena de Markov. Pensemos en un caso sencillo

enelque N =5
1
X, = 0
-1

R ™
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Definimos las matrices como

01 2 3 45 1 2 3 4|0 5
0f1t o 0 0 0 O 1B v 0 O0Ofla O
lja B v 0 0 O 2la B v 0]0 O
2|10 «a By 0 O = 310 « B 4|0 O
3]0 0 a B v O 410 0 a« B|O0 v
410 0 0 o B v 0|0 0 0 0|1 O
5/0 0 0 0 0 1 5(/0 0 0 0|0 1

por lo tanto
100 0 By 0 0\\ "

RPTEA B 0100 | «apB v O

N=(-Q = 0 010 0 o B v
0 0 01 0 0 a« B

(v=3B+382— B>+ 7+ 77 — 207 — 2By — a7? — B7? + B2y + 2apy + 1)
(—02y +af? + By — 208 —ay +a — B+ B2y + 362 — pr? — 267 —3p+ 17+ 7 +1)

T=NI=u
—a®B+ a2 + P+ apy —2wp— a7? —wy +a— 2+ By + 362 2By —3p+7+1)
(#—3p+a2+a®+362 — B — 2B — 20y + ap? — a2f — a2y +20py +1)
- 1
donde y = 0292 3afy+6apy—3ay+pt—4p3+6p7—4B+1

0 N
P=NR=y o« (=70 + ap? ~ 20p + o) Thet :
(B 1) 7 (B =267 - a7’ +9) >
! — (3;3 —36% + B + 20 — 20py — 1) 4

esto quiere decir que la probabilidad de caer en el estado absorvente 0 estandoena = 1 es
—a (3[3 —3B% + B + 20y — 2aBy — 1)
22 — 3apPy + 6apy — 3ay + B —4p° + 6p% — 4B+ 1

mientras que la de caer en N estandoena = 1 es

,)/4

T 0292 — 3aBy + 6upy —Bay + B — 4% + 68 — 4B+ 1

mientras que los tiempos medios de caer en un estado absorvente vienen dados por la matriz T.

Si @ = v, entonces obtenemos

B-1
_g%_ 24~

B B 2 ﬁvfy%ﬁﬂl +r-1

_ —B—By+2B+72+7—1
T = P 77—;5 V-

B —Br+2ptatty-1
p1

—B*—pr+2p+ -1

B2 —3p% 2812 +3p+272—1 o
,54 4p% 362 2+6B2+6ﬁ72 4B+yt—342+1 B—4p% 3212 +687+6B12 —4p+r4—392+1
B2y —2Bv—7"+v _ A3 p-1
pP— VB a3 r6p 6P 42t 31 T sy OB +6Py2—4pt7t =372+
3 g1 B r—2B7—7"+v
Y Y Y N e N Y 2468 +677 4P+ ~372+1
4

v B> —3B2—2B7*+3p+29>—1
B —4p>—3p%2+6B7+6py2 —4P+71—372+1 L T Y RN NN R R R FE
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Estudiaremos el caso « = B = v = 1/3, obteniendo los siguientes resultados

Y 4'73+'3y273'2y+1 7 374 ) S e
=72y +3’y2 —4y+1 — Y297 +3y* =4y +1 4 1 3711 6
v 72y B - 2 3 1
P— — 7 4293 +37y2—4y+1 —74-&-273-&-%72—47—0—1 g g T — 72—%7—&-1 _ 9
_A3 7—1 Y—27 £ 2 |7 e — 9
U o B P S e o o S P | ? 3 73141 6
4 3 2 I3 = _ _
¥ - —3v+1 5 5 T 3011
7 +273 439747 +1 — Y 2934392~ 4y +1 Rl

tal y como querfamos hacer ver. m

Ejemplo 7.3.3 Una particula realiza un camino aleatorio en los enteros (con p = P(X, = +1)) comenzando desde
So = 0. Prueba (sugerencia: condicionar sobre el primer movimiento) que si p # 1/2 , entonces la probabilidad de alcanzar
el nivel N o el nivel —N antes de volver a visitar el nivel de partida O es

|
pN — N

N N

(p—9q)

¢ Cudnto vale esa probabilidad en el caso simétrico p = q?.

Solucién. Siguiendo la sugerencia vemos que condicionando sobre el primermovimiento
P(A) = P(A|S$=1)P(51=1)+P(A|S1=-1)P(51=-1) =
P(A|S1=1)p+P(A|S1=-1)q

donde
P(A|S$3=1)=P(B|Sy=1)

donde B representa el suceso llegar a N antes que a 0. (recordar la ruina del jugador).

P(A|S=1) = L @/ —(a/p)

(a/p)" —1
PN V7 ) Rl V24),
P(A|S =-1) = 1 ol

por lo tanto

p(4) = (1_(q/P)N—(q/p>>p+(1_(P/q)N—(p/q)>q:

(a/p)" -1 (r/N —1
—p+q —q+p (—p+a)p"  (—q+p) " pN +qN
= + = + —(p—gq) LT
@pN-1 (/9N -1 qN-=pN P A Ve

Si p = g entonces

tal y como querfamos hacer ver. m

Ejemplo 7.3.4 Denotemos por N el niimero de veces que un camino asimétrico (con p = P(X, = +1)) vuelve a visitar
el punto de partida. Denotemos por w la cantidad |p — q|. Demuestra que la variable aleatoria discreta N tiene funcién de
masa

PN =k) = a(1 —a)F
parak =0,1,2,...

Deduce que el niimero medio de visitasaOes 1 — a/a.
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Ejemplo 7.3.5 Damos un nivel N € IN. Consideremos un camino aleatorio en los enteros (con p = P(X, = +1)) que
parte de un nivel a, 0 < a < N, y que tiene una barrera absorbente en el nivel 0 y con una barrera retenedora en el nivel
N. Es decir:

P(Syy1 = N|Su=N)=p,  P(Si1=N-1[S,=N)=(1-p),
P(Sps1 = 0]S,=0)=1,  P(Syi1==41|S,=N)=0.

Denotemos por e(a) el tiempo medio que transcurre hasta que el camino aleatorio queda absorbido en el nivel 0. Demuestra
que
e(a)=a(2N —a+1)

sip=1/2.

Solucién. Planteamiento: e(a) es el tiempo medio que transcurre hasta que el camino aleatorio queda absorbido
en el nivel 0. Sea T la v.a. que registra el ntimero 7 en el que por primera vez se alcanza N 6 0.

Si se comienza en a

e(a) = E(Ty) = 5 (e(a +1) +1) + 5 (ela—1) +1)

N| =

por lo tanto, si manipulamos

0= 2 (e(a+t )—e(a)+1)+%(e(a—l)—e(a)+1)

N| =

de esta forma vemos que

donde
e(0) =0, e(N)=0
por lo que
e(1) —e(0) e(1) —e(0) —2-0,
e(2) —e(1) = e(1)—e(0)—2-1,
e(3) —e(2) e(l) —e(0) —2-2,
e(a) —e(a—1) = e(l)—e(0)—2(a—1)
asi que

conyYigi=a(a—1)/2

1

vemos igualmente que
0=e(N)=e(1)N-N(N-1) = e(l)=N-1

por lo que
e(a) =(N—1)a—a(a—1)=a(N—a).

Pero en este ejercicio estamos suponiendo que ¢(0) = 0y e(N) # 0 por lo que deberemos obtener la relacién
entre ¢(N) y e(N — 1), llegando asi a obtener la relacién buscada. m
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Ejemplo 7.3.6 Consideramos el camino aleatorio

n
Su=So+ Y X
i=1
que arranca en So = 0, para el que P (X]- =1)=p,Vj=1,2,... Calcular

P(S4=2,83=0,57=2).

Solucién. Consideramos sucesivamente

P(S4=255=0,5,=2) = P(S;=2]S4=2S3=0)P(S4=2,5=0) =
= P(S;2=2|54=2,S4=0)P(Sg=0|S; =2)P(S4=2)

y pasamos a calcular cada una de estas probabilidades

12 4 8
P(512:2S4:2,58:0):P<2Xi:2ZXi:Z,ZXZ-:0>
i=1 i=1 i=1

observamos que al ser Z?:l X; = 0, entonces en el sumatorio

12 8 12 12
Y Xi=)Y Xi+) Xi=) X;=2,
i=1 i=1 =9 =9

entonces

porlo tanto
P(Sy=2) =4pq
i.e. existen 4 formas de llegar hasta la posicion 2 empezando en Sy = 0 (pensar en los diagramss de arboles) por
ejemplo los caminos posibles son:
empezar en 0, pasar a 1, pasar a 2, pasar a 3 y de alli pasar a 2, i.e.p’g
empezar en 0, pasar a 1, pasar a 2, pasar a 1 y de alli pasar a 2, i.e.p?qp

empezar en 0, pasar a 1, pasar a 0, pasar a 1 y de alli pasar a 2, i.e.pqp?

Ll

empezar en 0, pasar a -1, pasar a 0, pasar a 1 y de alli pasar a 2, i.e.qp°.

De igual forma se prueba que
P(Ss =085y =2) =4pg°
y por ultimo
P(S4=2)=4p’q
asi que la probabilidad buscada es:

P(S4=2,8=0,51,=2) = (4p3q) <4pq3) (4p3q) = 43p7q5,

tal y como querfamos hacer ver. m
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7.3.2. Martingalas y todo eso.

Ejemplo 7.3.7 Calcular la esperanza condicionada cuando & = 2x?,y 11 toma los siguientes valores
n=1—2x—1|

para todo x € [0,1].

Solucidén. Eltruco esta en ver que existe una simetria en x = 1/2 de tal forma que
n(x) =n(1—x), A=1-A

por lo tanto

E(@C[m)(x) =E@[7)(1-x)

/2x2dx = /xzdx+/ x2dx =
A A A

= /xzdx+ (1—x)2dx:/x2dx+/ (1—x)*dx =
A 1-A A Ja

- /A(x2+(1_x)2)dx.

Ahora bien, si tenemos en cuenta que

asi que

/AE(C|17)dP:/A§dP,

entonces llegamos a la conclusién de que

E(E|n)(x) =2+ (1-x)7,

tal y como querfamos hacer ver. m

Ejemplo 7.3.8 Calcular la esperanza condicionada cuando & = 2x?,y 11 toma los siguientes valores

[ 2xx xe[01/2)
T=1 2x—1 xe[1/2,1]

Solucién. Detras de todo esto estd el teorema de Radon-Nykodin.

dp = &dp

/BU(B+§) /BU(B+§)
con{ =E( | n).ie.

Edp

/ 2x%dx = / 2x%dx + / 2x%dx =
BU(B+3) B JB+3

1)\2 1\2
= /2x2dx+/2<x+> dx:2/ x2+(x+> dx,
B B 2 B 2

de esta forma la funcién ¢ debe satisfacer la relacién

/BU(B+§)



7.3. EJEMPLOS. 89

para todo x € [0,1/2) . Entonces

/BU<B+%)CdP = /Bé(x)dx+/3+%g(x)dx:/Bg(x)dH/l;C(H;) Jr —
- /BC(x)dx—k/BC(x)dx:2/B§(x)dx,
por lo que 2
C(X)=x2+(x+§> ,

para todo x € [0,1/2). De igual forma procedemos cuando x € [1/2,1], por lo tanto llegamos a la conclusién
de que
2
x? + (x+ %) x €[0,1/2)
E(C[n) = 2
x? + (x — %) x €[1/2,1]

tal y como querfamos hacer ver. m

Ejemplo 7.3.9 Tenemos una baraja francesa, que consta de 52 cartas, la mitad rojas y la otra mitad negras. Las cartas estin
situadas boca abajo en un montén bien barajado. En cada movimiento, el jugador descubre una carta de la baraja, observa
su color y la deposita en la mesa. En cierto momento (y sélo una vez), el jugador dird “jroja en la siguiente!”. Ganard si,
efectivamente, la carta que se descubre es efectivamente roja. Llamemos (Fy) a la filtracién que recoge la informacion sobre
las primeras n extracciones. Llamemos Ry, al niimero de cartas rojas que quedan en el montén justo después de descubrir la
n—eésima carta. Calcula

E (Rn | F n—l)

y comprueba que la sucesion de variables aleatorias (X, ), dada por

Ry

_X p—
"T5—n

para cada n, es una martingala.

Solucién. Situémonos justo antes de la extraccion n: quedan 52 — n + 1 cartas (pues se han descubierto n — 1
de las 52 originales), de las cuales, R, — 1 son rojas. Asi que, si sale roja en la siguiente, lo que se produce con
probabilidad
Rp—1
52—n+1’
la variable R, toma el valor R,_1 — 1. Y si sale negra (esto tiene probabilidad 1 — R,,_1/(52 — n + 1)), entonces
R, vale R,,_1. De manera que

Ry Ry
ERe | o) = (Re = 1) ggoidg + Roy (1- ot ) =
Ry—1
R, _ a1
N T |

Obsérvese que (X, ) es F,—medible. Ahora calculamos

B Ry 1 __ R )
E(X, | Fu1)=E (52_n |]:n—1> =5 ERu [ Fu1) = 55— [R”‘l 52—n+1] B
Rn—l _
m _Xn—ll

por lo tanto X, es martingala para cadan. m
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Ejemplo 7.3.10 Sea Y1,Y>, ... una sucesién de variables aleatorias i.i.d., cada una de las cuales toma los valores 1 y —1
con probabilidades p y q. Llamemos S, = Y1 + ... + Yy, con Sg = 0. Comprueba que la sucesién de variables aleatorias

(Xn)5 dada por

Sn
()
q

es martingala con respecto a la filtracion (Fy) asociada a las Y; y deduce que

((5)7) -

Solucién. Vemos que las (Y;)"_; son v.a.i. tales que

Sp = ZYI'I

pero queremos hacer ver que X, es martingala con respecto a la filtracién F, = o (Y1, Y5, ...

ejemplos anteriores tendremos que ver que X, es medible y que E(X,, | F;—1) = X;—1-

Por lo tanto.

1. X, es F,,—medible
p Sp= :1:1 Y
Xn = (q) = w(Y1/Y2/-~-/YVl)

i.e. es una funcién de las v.a. Y1, Y5, ..., Yj,.

2. E(Xy|Fu-1) = Xy—1, vemos que

Sn Sn—l""Yn Sn—l Y Yn
w=(5) =0 =06 =)
q q q q q

por lo tanto

lineal

Y, es independiente de F,,_1,

E(Xy | Fu1) = Xy aE ((Z)Yn)

ahora veamos con un poco maés de detalle el calculo de

:((2)")

por lo tanto

,Yy) . Cémo en los

X, es F,, — medible,
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Sabemos que P (Y; =1) = p, P (Y; = —1) = g, por lo tanto

por lo tanto

de esta forma vemos que es martingala.

Tal y como queriamos hacer ver. m
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Ejemplo 7.3.11 De nuevo las Yy, son variables que toman valores 1, pero ahora con probabilidad 1/2 cada uno de ellos.

Tomamos una sucesion de niimeros (ay, ay, ...) y consideramos la sucesién de variables aleatorias (X, ) dadas por
Xo =0, Xn = Xp-1+anYn,

para cada n > 1. Comprueba que la sucesion (Z,,) dada por
anxﬁfbn, bn:Zﬂz
es Fy-martingala y deduce que

E(x2) =Y o

Solucién. Vemos que las (Y;)?_; son v.a.i. tales que

y que ademads hemos fijado Xy = 0, de tal forma que

Xp = Xy_1+anYy

pero queremos hacer ver que Z, es martingala con respecto a la filtracion F,, = o (Y3, Y>, ..., Ys) . Cémo en los

ejemplos anteriores tendremos que ver que Z, es medible y que E(Z,, | F,,_1) = Z,,_1.
Por lo tanto vemos que
E(X%_bn | Fu1) :E((anl‘f'anyn)z_bn | Fu-1) =
= E(Xpy 420Xy 1 Yu+ay Yy — by | Fyq) =
= X2, +alE (Y,%) + 20y Xy 1E (Yy) — by =
= Xp_q+ay—by
= X%—l —bn
Zyq

donde E (Y2) =1,y E(Y,) =0. m
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Ejemplo 7.3.12 Sean Y, variables aleatorias i.i.d., tales que Y,, > 0y E(Y;)"_; = 1. Comprueba que la sucesion (X)
dada por

n
XO = 0/ Xn = HY/
j=1
para cada n > 1, es martingala.

Solucién. Vemos que las (Y;)_; son v.a.iid. tales que Y,, > 0y E(Y) = 1. Por lo tanto

n
E(Xn | ]:nfl) =E (HY] | fnl)
=1

n—1
= 1—{ YE(Yy), por ser independientes de F,, 1
]:
n—1
= Y; yaque E(Y;) =1
j=1

I
>

n—1

por lo tanto es martingala. m

Ejemplo 7.3.13 Sean Y, variables aleatorias i.i.d. que toman valores £1 con probabilidad 1/2 cada una. Comprueba que
la sucesion (Xy,) dada por

X 0 X g”(zyi)
0= " cosh (a)"’

para cada n > 1, es martingala.

Solucién. Vemos cémo antes que

E(X F o B
( n ‘ nfl) - W | n—1 -

_ 1 a(LY)
~ cosh (a)nE (e | ]:”_1>

T a(m=iv)p (v
= e — i= i E n f -~
cosh (a)”e (e | F 1)

L a(msiv) g (v
—= - = i E n
cosh (a)" ¢ (e )

observamos ahora que

(e" +e™") = cosh(a)

N =

E (e“Y”> =

E(Xn | anfl) =

por lo tanto
1

cosh (a)"

A ) = x

demostrando de esta forma que es martingala. m




Capitulo 8

Distribuciones.

8.1. Distribuciones discretas

8.1.1. Bernoulli.

1. Funcién generatriz

2. Funcién de masa
pr =P(X =k)

3. Funcién caracteristica y generatriz de momentos

px(t) =g+ pe", Mx(t) =g+ pe'.

4. Esperanzay varianza

EX]=p, var[X]=pq, oc=/pq

5. Resumen

Pk

Px(t)

Mx(t) | E[X] | var [X]

qul_k

q+ pe

"lgtpe| p rq

8.1.2. Binomial.

Probabilidad de obtener exactamente k — éxitos.

1. Funcién generatriz

2. Funcién de masa
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3. Funcién caracteristica y generatriz de momentos
S\ 1
ox(t) = (q+pe"), Mx(t) = (9 + pe")".

4. Esperanzay varianza

E(X)=np, var(X)=npq, o= ./npq

5. Resumen

Pk Px(t) Mx(t) | E[X] | var[X]
(Z)qu"" (q+pe™)" | (g+pe')" | np | npg

Teorema 8.1.1 Suma de binomiales independientes es otra binomial.

Y X; € Bin()_n;p).

8.1.3. Geométrica.

Tiempo de espera hasta que aparece el suceso X por primera vez.

1. Funcién generatriz

2. Funcién de masa
Geo(p)=(1—p)"'p con k=1,..

3. Funcién caracteristica y generatriz de momentos

it t

_pe _pe
q)X(t)_ 1fq€it, MX(t) 1_q€t‘
4. Esperanzay varianza
q q
EX)=—, var(X)=—, o0=,/—5.
(X) (X) = 2
5. Resumen
P [ox() [ Mx(0) [ EX] [oar[X]
k—1 pe' pe 1 q
(1 - P) P 1—geft T—get I g

8.1.4. Binomial negativa.

Si en vez de buscar la probabilidad de k éxitos en n ensayos (n—fijo) consideramos la variable X igual al ntimero
de fallos antes del éxito n—ésimo entonces encotramos la binomial negativa.

Observacién 8.1.1 Geométrica es un caso particular de una binomial negativa

Geo ~ BinN (1, p).
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1. Funcién generatriz

2. Funcién de masa

Bi?’lN(Tl,p)I ( Tl+’li—1 ) n .k

3. Funcién caracteristica y generatriz de momentos

ox(t) = (1_pqeit>n, My (t) = (1_"17&)

4. Esperanzay varianza

5. Resumen

L
=
o
|
—_
v
e
=
()
3
VS
o=y
g\u
x|
N——
=
/
—
|
= B
m&
N———
=
<=
alE
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8.1.5. Poisson.

1. Funcién generatriz

Gx(s) =exp(A(s —1)).

2. Funcién de masa

/\k
Poisson(A) = exp(—/\)ﬁ con k=0,...
3. Funcién caracteristica y generatriz de momentos
px(t) = e (¢ —1), Mx(t) = ),

4. Esperanza y varianza
EX)=A, var(X)=A, oc=+VA

Teorema 8.1.2 La suma de Poissones independientes es otra Poisson de pardmetro A =Y A;

Observacion 8.1.2 Binomial ~Poisson

Bin(n, p) = Poiss(A) / A =np <5y p<0,1.
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8.1.6. Hipergeométrica

1. Funcién de masa

2. Esperanzay varianza

8.2. Variables continuas (v.a.c.).

8.2.1. Uniforme en [a, b].

1. Funcién de distribucién.

2. Funcién de densidad.

1
_ = [a,b]
fX (t) { 0 [ﬂ, b}
3. Funcién caracteristica y generatriz de momentos
eitb o eitu Etb etﬂ
= —— - t =
ox(t) = oy Mx() = 15 =a

4. Esperanzay varianza.

E(X) = %(a +b),  oar(X) = = (b—a)?.

8.2.2. Gamma.

1. Funcién de densidad v (p,a).

donde

2. Funcién caracteristica y generatriz de momentos

)= (1-2) " o= (1-1) 7

3. Esperanza y varianza.




8.2. VARIABLES CONTINUAS (V.A.C.).

8.2.3. Exponencial.

1. Funcidn de distribucién.

_f 1—exp(=At) t>0
FX(t) - { 0 +<0
donde A > 0.
2. Funcién de densidad.
Aexp(—At) t>0 p
ful) = { PO U2 6 ) = Aewp(-A0e

vemos que
exp(A) =v(p=1A7).

3. Funcién caracteristica y generatriz de momentos

o= (1) m=(1-5)

4. Esperanzay varianza.

Teorema 8.2.1 Sea X v.a. exponencial, entonces:
P(X>a+t|X>a)=PA>1t),

i.e. X tiene la propiedad de no memoria.

Teorema 8.2.2 (X;)i_; € exp (A) v.a.i.id., entonces

) (x)

97

Exi € (}’l, /\) .
8.2.4. Beta
1. Funcién de densidad. 1
t) = xP1 1—36‘7_11o X
2. Esperanzay varianza.
EX)= P, var(x)= e
p+q (p+a)(p+q+1)

8.2.5. Normal.

1. Funcion de distribucién.
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2. Funcién de densidad.

. 2
fx(t) = a\}z?exp [—; <x0y> ] Vx € R

3. Funcién caracteristica y generatriz de momentos
G 1.2.2 1,22
px(t) =27t Mx(t) = et 271,

4. Esperanzay varianza.
E(X)=pu, var(X)=c?
Si X € N(u,0?), tipificando la variable i.e.
X —
2:7(7” — Z € N(0,1)
Observacién 8.2.1 Aproximacién Normal de una binomial. Versién mds simple del TCL (ver capitulo 7)

Binomial =~ Normal.
Bin(n,p) = N(np,/npq)
Si Bin(n, p) tal que np > 5y nq > 5, entonces podemos aproximar dicha binomial mediante una distribucion normal.

La probabilidad binomial P (k) puede aproximarse por la probabilidad normal

P(k) ~ P(k—05 < X < k+0,5)

Teorema 8.2.3 Si {X;};_ son v.a. independientes tales que X; € N(p;,0;) Vi = 1, ..., n entonces

Zj;xi EN (;yi, \/E) ‘

Teorema 8.2.4 Si {X;}}" son v.a. independientes tales que X; € N(p,0) i.e. son v.a.i.i.d., entonces

Li Xi o
e (nm)

8.2.6. Cauchy

1. Funcion de densidad.

1 1
fx(t) = — 5
o xX—
1+ (?p)
2. Funcidén caracteristica
(P (t) = eitp_a‘tl_

3. Esperanza y varianza.




8.2. VARIABLES CONTINUAS (V.A.C.).

8.2.7. x2.Chi-cuadrado

99

X3 Distribucién Chi-cuadrado con n-grados de libertad. Consideramos (Xj, ..., X;) v.ai.i.d. que siguen una
8.1)

N(0,1). Definimos
Xn= 2 X7
i=1
1. Funcién de densidad. .
_ly n_
fX(t) - We Zxx2 11(0,00)(.7() Vx € R
2
viéndose que
2 _, (11
X}’l - ,Y 2/ 2
2. Funcién caracteristica y generatriz de momentos
Px(t) = (1—2it)""2, Mx(t) = (1—28)7"2.
var(X) = 2n.

3. Esperanza y varianza.
E(X) =n,

8.2.8. t-Student

t-Student, con n-grados de libertad, £,

Definicién 8.2.1 Considermos X € N(0,1) e Y € x2 de tal forma que (X, Y) son independientes, definimos

X N(0,1)

= ﬁ Vg /n

El célculo de la funcién de densidad es facil ya que al tratarse de v.a.i. entonces fxy = fx fy.

Funcién de densidad.

1.
fx(t) = = —
var(1)r)
2. Funcién caracteristica y generatriz de momentos
Py (t) = (1—2it) "2, Mx(t) = (1—2t)7""%.
3. Esperanza y varianza.
n
E(X) =0, si 1, X) =
(X) sin > var(X) —
tn;l—zx = —tn;tx

L TCR) (L) e

,sin > 2.

(8.2)
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8.2.9. F Fisher-Snedecor

F Fisher-Snedecor. F, , con m y n grados de libertad. Sea X € x2,, e Y € x2 v.a.i. entonces definimos

_ Xn _ x3/m

Ym  xX3/n’

Pm,n =

SIEEE

1. Funciéon de densidad.

F(m+n) m % "2 _ m+n
fx(t) = 2 —) X T4 —x
rrm ) <7 ()
2. Esperanza y varianza.
2
_ n m+n—2
E(X)—fz, m > 2, wvar(X) _z(n—Z) i (n— 1)’

3. Propiedades

) SiX € Fyy= % € Fum

Frrrn'l—a -
Y Fn'm‘lfuc

Fm;n;l—zx
Fm;n;a

(8.3)




