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Resumen

A partir de los resultados conocidos sobre el espacio de James y los espacios
de sucesiones y de funciones de p-variacién acotada y sus propiedades de dualidad,
en este trabajo se define un espacio de funciones de Tipo James y se estudian sus
propiedades, en particular su caracterizacion a partir de los espacios anteriormente
mencionados. Igualmente se propone una posible generalizacién de los espacios de
funciones de Tipo James con vistas al estudio del problema, ain abierto, de la dua-
lidad de los espacios de este tipo.

Abstract

Starting from the well-known results on the space of James and the spaces of
successions and of functions of bounded p-variation and their properties of duality,
in this work it is defined a space of functions of James Type and their properties are
studied, in particular their characterization starting from the previously mentioned
spaces. It propose a possible generalization of the spaces of functions of James Type
with a view to the study of the problem, even open, of the duality of the spaces of
this type.
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Introduccion

La idea de dualidad de espacios normados data de los origenes del problema de
momentos, en la Teoria de las Probabilidades. El presente trabajo tiene como base
la investigacion acerca de lo concerniente a la dualidad de los espacios de funciones
absolutamente p-continuas y de p-variacién acotada. Para ello se definen y estudian
ciertos espacios con alguna similitud métrica y estructural con los anteriormente
mencionados, constituyéndose esto en el objetivo principal de este trabajo.

El concepto de p-continuidad absoluta de una funcién real definida sobre el intervalo
la,b] para 1 < p < oo aparece por primera vez en el ano 1937, en los trabajos de E.R.
Love y L.C. Young (ver [14]), quienes desarrollaron también la nocién de funcién de
p-variacién acotada sobre el intervalo [a, b]. En esta linea se destacan ademés los po-
lacos Musielak y Orlicz (ver [17]), quienes en el ano 1959 demostraron en conjunto la
separabilidad del espacio C,[a, b] de las funciones absolutamente p-continuas en [a, b].

Paralelamente, en 1951 James (ver [4], [7]) presenté un ejemplo de espacio de Banach
que es isométricamente isomorfo a su bidual, pero no es reflexivo. Dicho espacio se
conoce desde entonces con el nombre de su creador y es un espacio de sucesiones
infinitesimales que juega un importante papel en la biisqueda de un teorema de re-
presentacion de los funcionales de Cj[a, b].

En 1984 aparece un trabajo del matemadtico ruso V.Kisliakov (ver [9]), donde se
demuestra de forma indirecta que el espacio (Cy[a,b])™, bidual a C,la,b] es iso-
morfo al espacio Vja,b] de las funciones de g-variacién acotada en [a,b] con p y ¢
conjugados. De esta forma, la buisqueda de una demostracion directa de la relacion
(Cpla, b])** ~ V,a, b] se convierte en la columna vertebral de las investigaciones ex-
puestas en la tesis de doctorado (ver [20]) de la cubana Rita Roldan, quien, sobre
la base del conocimiento del espacio de James, obtiene una representacion de los
funcionales sobre Cp[a,b] a través de integrales de Stieltjes respecto a funciones de
V,la, b] con % + % = 1, pero sin obtener la isometria buscada. Ademés se hace notar
que V,[a, b] no puede ser el espacio dual de C,[a, b], mostrandose, no obstante, una
condiciéon suficiente para la existencia de la integral de Stieltjes de manera tal que
esta representa un funcional continuo. De igual forma se tratan propiedades impor-
tantes de los espacios V,[a,b] y Cpla,b] como, por ejemplo, la relacién de estos con



el espacio Lip,[a, b] de las funciones a-lipchitzianas (0 < a < 1), al igual que la no
separabilidad de V,[a,b] y la separabilidad de C,|a, b].

Los estudios en esta direccion contintian en las tesis de licenciatura de los cubanos
Y. Puig del ano 2006 (ver [19]) y de R. Milian del afio 2008 (ver [16]), quienes gene-
ralizan las definiciones de los espacios de funciones de p-variacién acotada y estudian
su dualidad para funciones abstractas en el primer caso y desde el punto de vista de
la dlgebras de Banach en el segundo caso.

El espacio definido por James también ha sido de gran utilidad en la obtencion de
interesantes resultados. Uno de estos se encuentra en los trabajos de Lindenstrauss
y Stegall (ver [13]). En ellos se presenta una definicién de espacio de funciones de
James JF' como completamiento de la capsula lineal de las funciones caracteristicas
de subintervalos de [0, 1] con la norma

2) 3

donde el supremo se toma sobre todas las particiones 0 = t; < th, < ... < t, =1
de [0, 1]. Dicha definicién parece més cercana a la original de James que la de las
funciones de p-variacion acotada, por lo que su estudio pudiera permitir obtener
nuevos resultados en la bisqueda del teorema de representacion para (Cp|a, b])*. Sin
embargo, en los trabajos antes mencionados existen algunas inexactitudes que con-
ducen a la necesidad de definir un nuevo espacio a partir de la idea original.

o

11 = sup (Z

1=0

ti

En la busqueda bibliografica desarrollada para este trabajo se han encontrado otros
trabajos relacionados con estos espacios, los cuales dedican su atencién sobre todo
a problemas de aproximacion, por lo que no se incluyen en esta tesis.

En este trabajo se generaliza la idea de Lindenstrauss y Stegall, definiendo el es-

pacio JF,[a,b] de las funciones de p-variacién integral acotada sobre el intervalo
la, b], denominado espacio de funciones de Tipo James, y se estudia su relaciéon con
el espacio de las funciones de p-variacién acotada V,[a, b]. La tesis se estructura en
una introduccién y dos capitulos, cerrando la presentacién con las conclusiones y
recomendaciones del autor.

En el primer capitulo (“Preliminares”) se presentan los resultados basicos para el
desarrollo de la investigacién. En él se estudia el espacio v,(,o) de las sucesiones de
p-variacién acotada (el caso p = 2 corresponde al ya mencionado espacio de James)
como ejemplo de un espacio isométricamente isomorfo a su bidual sin ser reflexivo y
sus principales propiedades. También se presentan algunas propiedades de los espa-
cios Cpla,b] y Vpla,b] de las funciones absolutamente p-continuas y de p—variacién



acotada respectivamente, asi como sus relaciones de dualidad.

El segundo capitulo (“Un espacio de funciones de Tipo James”) estd dedicado al

estudio del espacio de funciones JF}a,b] anteriormente mencionado. Se muestran
interesantes propiedades de esos espacios, como su relacién con los ya mencionados
y su separabilidad o no separabilidad. Finalmente se proponen generalizaciones en
la forma de definir estos espacios de funciones, las cuales abren nuevas vias de in-
vestigacion.

Finalmente se presentan las “Conclusiones y Recomendaciones”, donde se resumen
los resultados fundamentales del trabajo, indicando posibles caminos de desarrollo
para el trabajo futuro.



Capitulo 1

Preliminares



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se exponen los resultados fundamentales necesarios para el desa-
rrollo posterior de este trabajo. Ellos incluyen el espacio de James, como ejemplo de
espacio semireflexivo de orden 1 y su generalizacion a los espacios de sucesiones y de
funciones de p-variacién acotada, asi como la relacion de éste tltimo con el espacio
de las funciones absolutamente p-continuas (ver, por ejemplo [20]).

1.1. EIl espacio de las sucesiones de p-variacion
acotada

Los resultados que se exponen en este epigrafe no tendran una aplicacién inmedia-
ta en esta investigacién, referida a espacios de funciones. Sin embargo, se presentan
aqui, pues las ideas que conducen a las definiciones de dichos espacios de funciones
parten en gran medida de estos resultados.

. 0 . . . s
1.1.1. El espacio vl(, ) de las sucesiones de p-variacion acotada
Se denota por J al espacio de todas las sucesiones reales infinitesimales z = (£,)52 4,
para las cuales se cumple

n
HxHJ = sup (Z |€k2i71 — hyi
" \i=1

donde el supremo se toma sobre todos los nimeros naturales n y sobre todas las
sucesiones crecientes finitas kq, ko, ..., ko, de ntimeros naturales. El espacio J se
conoce en la literatura como espacio de James y constituye un ejemplo clasico
de espacio normado semireflexivo de orden 1, quiere decir que la codimensién de
la proyeccién canénica 7 de dicho espacio sobre su bidual es igual a 1 (ver, por
ejemplo, [4]). El espacio de James J también puede ser nombrado espacio de las

2>2 < o0, (1.1)



sucesiones de 2-variacién acotada.

De modo andlogo se define el espacio de las sucesiones de p-variacion acotada:

DEFINICION 1.1 .
Una sucesion numérica real x = (&,)22, pertenece al espacio o (p > 1) de las
sucesiones infinitesimales de p-variacién acotada si y solo si se cumple

lim & = 0 (1.2)
n—oo
n P
fello = sup (Z o~ skw) <o 13
i=1
donde el supremo se considera como en la norma || x || o=l 2 |
2

El siguiente teorema, cuya demostracién se desarrolla de modo cldsico (ver [20]),
caracteriza a este espacio como normado.

TEOREMA 1.1
(U,SO), | = Hv(o)) es un espacio de Banach.
p

En la literatura se encuentran definiciones equivalentes de la norma en v (ver [12]),
por ejemplo:

2

n—1
I = sup (Zm—ém |2> , (1.4)
n i=1

@ _ 1 (< B 2
“ Y ||J = Ssup \/§ (ZZI ’ gki §ki+1 | ) ’ (15)

n

N

donde el supremo en ambos casos se toma sobre todos los niimeros naturales n y
todas las sucesiones crecientes finitas ki, ks, . . ., k, de ntiimeros naturales (en el caso
(14) €S kn—l—l = ]{?1)

De modo analogo se pueden definir normas equivalentes en el caso general del espacio
de las funciones de p-variacion acotada, a saber

n—1 D
o
H T H”z(?O) = Sup (Z | gkz - é-ki-ﬁ—l |p> ) (16)
n i=1

1
p

I »
Sgpﬁ (; ‘ &k _£k¢+1 | > ) (1'7)

donde el supremo se toma como en (1.4) y (1.5) respectivamente.

(2)
o)



En este punto se debe hacer notar lo siguiente: En la construccién del supremo en el

caso de la norma || - || ), de la sucesién finita creciente de indices ki, ky, ..., kan (1
D

fijo), se consideran bajo la suma solamente diferencias de la forma | &,, , — &k, P

En cambio, en las normas || - ||(t())> vyl - ||(2(())) se consideran todas las diferencias
Up Up

z : Z . . 2
de términos con indice consecutivo, donde en el caso de la norma || - ||((2)) aparece
Up

ademds el sumando | {, — &, |P que cierra el “ciclo”. (para la equivalencia de las
normas ver [20]).

Las bases de Schauder juegan un importante papel en el estudio de estos espacios.

DEFINICION 1.2
Sea (E, || - ||) un espacio de Banach.

Una sucesion (x,)>, de E se dice base de Schauder de E si para todo
elemento x € E existe una tinica sucesion numérica (a;)2,, tal que

oo
Tr = E a;x;.
i=1

Una base de Schauder (x,)32, de E se dice monétona si para todo sistema
de escalares (a;)32,, se cumple que

sup iaiasi =1.

neN i—1

Sea k un nimero entero positivo. Una base (x,)5°, del espacio de Banach E
es llamada k-contrahente si para la sucesion de funcionales biortogonales
(fn)o2, de (x,)22, se cumple

codimp~|f,] = k,

donde [f,] denota al subespacio cerrado de E* generado por (f,)5,. En par-
ticular, si k =0, entonces (x,)°, se llama base contrahente.

n=1

Para los espacios de sucesiones de p-variacién acotada se cumple (ver [20]):

TEOREMA 1.2

Los wvectores unitarios candnicos (e;)2, constituyen una base de Schauder

)

mondtona y contrahente de v respecto a las normas -l vl - H(l(()))
P vp



El siguiente teorema ofrece una importante aplicacién de las bases contrahentes (ver
[23]).

TEOREMA 1.3
Sea (x,)22, una base contrahente del espacio de Banach (E, || - ||). Entonces su

espacio bidual E** puede ser identificado con el espacio de todas las sucesiones
numéricas (a;)2,, para las que se cumple

n
E arx

=1

sup < 00.

n

A partir de este teorema se puede identificar al espacio bidual (UZ(,O)> de U,(JO) con

el espacio de todas las sucesiones numéricas ()2, para las cuales se cumple

n
E 7157
i=1

es decir, con el espacio de las sucesiones que cumplen que

n
sup § |ak2i—l — Oy,
n
n=1

Obviamente se deduce de esta ultima expresion la existencia del limite lim,,_, o, a,.

Entonces <UI(,0)> es la capsula lineal de vg(,o)

< 00,
(0)

Up

sup
n

p>” < 0. (1.8)

, 0 mas exacto, la capsula lineal de

la imagen candnica de vz(,o) en <v1(,0)> y de la funcional z{* sobre <v;(,0) > , que

esta definida por

7y () = 1

para toda n € N (es decir, zj* es la funcional que se identifica con la sucesién
(1,1,1,...)).

A partir de ello se obtiene el siguiente teorema:(ver [20])

TEOREMA 1.4
(0)

El espacio vy’ de las sucesiones infinitesimales de p-variacion acotada es

. o , - 0)\ ™
1sométricamente isomorfo a su espacio bidual (vp respecto a las normas

(1)
I o w11



En la literatura se define también en .J una cuarta norma que tiene la expresion

P

n
3
|| £ Hi}(yg): Sup <Z |£k2¢—1 - §k2i|p + |§k2n+1 |p> )
i=1

n

donde el supremo se toma sobre todos los niimeros naturales n y todas las sucesiones

crecientes finitas ki, ks, ..., ko1 de nimeros naturales. A menudo esta norma se

presenta sin diferenciar de la ya conocida || - || ). Algunos autores se basan para ello
2

en el articulo de R.C.James “Bases and reflexivity of Banach spaces” aparecido en
1950 en la revista “Annals of Mathematics”, la cual no hemos podido localizar. En

un trabajo posterior (ver [4]), James sélo analiza la isometria entre véo) y (véo)>
respecto a la norma || - || . Resulta importante sefialar en este punto que, respecto
2

®3) (0)

*ok
. . . 0 .
a la norma || - ||v(0)7 se obtiene también el isomorfismo v, ' y (UI(, )> , pero se pierde

la isometria (Verp[20] ).

El siguiente teorema presenta la semireflexividad del espacio de las sucesiones de
p-variacién acotada, en analogia a la cldsica propiedad del espacio de James ([20]).

TEOREMA 1.5 »
Sea 7 la inyeccion candnica de vf.o) en (v£0)> . Entonces es

COd’im(vl()O)>**7T ('Uéo)) =1.

1.1.2. El espacio dual del espacio vz(,o)

La via indirecta aplicada para determinar el espacio bidual de U;()O) induce a la pre-

gunta sobre la forma del espacio dual de UI(JO). Esta pregunta resulta totalmente

respondida en [20] a través del espacio u,, que se define a continuacién:

Partiendo del conjunto de las sucesiones reales de soporte finito (o sea, sucesiones
finitas) se introducen las siguientes denominaciones:

» Un escaldn es una sucesion de la forma (0,...,0,a,...,a,0,...,0), donde a
es un numero real no nulo que se denomina altura del escaldon y se llama
signo del escalén al valor sg(a).

» Se llama soporte del escalén = = (§;)°, al conjunto

supp(x) ={i € N; ¢ # 0}.

(Como se trata de sucesiones finitas, el soporte siempre tiene que ser acotado.)

10



= Dos escalones z e y se dicen disjuntos, si sus soportes son disjuntos, es decir,

supp(z) N supp(y) = @.

Ellos se dicen estrictamente disjuntos, si sus soportes son disjuntos y existe
al menos un nimero natural £ entre los soportes de x e y, es decir, para

Supp(x) - {i17 v 7in}7 Supp(y> = {jh cee 7jm}
con 1, < ji, existe un k € N con ,, < k < 7;.

= Se dice que un escalén x esta contenido en el escalén y, si se cumple
supp(x) C supp(y).

Sea ahora x = (&;)°, una sucesién de nimeros reales de la forma

ok e <t <itp _ B
§_{0 il (k=1,...,n—1) (1.9)

con {t1,ta...,t,} C Ny ap # apy parak =1,...,n— 1. Se define entonces (ver
[20])

|[2]]p = <§£:|akﬁ>]?- (1.10)

Nétese que el valor |[z]|, no constituye una norma, pues no cumple la desigualdad
triangular, como se puede comprobar facilmente con las sucesiones x = (1,0,...,0)

yy=(1,1,0,...,0).

Sin embargo, resulta obvio que toda sucesion finita x = (§;)°, (atn cuando no sea
suma de escalones estrictamente disjuntos) se representar en la forma (1.9) como
suma finita de sucesiones x; (j = 1,...,m), que son suma de escalones estrictamente
disjuntos. Para ello basta tomar la representacion

r=a1+1z con a= ()2, @ =(E)Z,

tal que
Qo o top <10 < oy <
S = { 0  en otro caso (2k+1<mn)
) o top—1 <1 <ty <
S { 0  en otro caso (2k < n)

Sin embargo, esta representacion no es unica.

11



Se denota por SD(x) al conjunto de todas esas representaciones y se define entonces

SD(z)

2 llu,= inf > |l (1.11)
k=1

tomando el infimo sobre el conjunto SD(x) de todas las representaciones de x de la
forma

n
T = E T,
k=1

de manera que las sucesiones x; son a su vez sumas de escalones estrictamente dis-
juntos para toda k =1,2,...,n.

Se cumple el siguiente teorema:

TEOREMA 1.6
El valor || x ||, es una norma en el espacio de todas las sucesiones finitas.

Si se denota ahora por u, al completamiento del espacio de las sucesiones con soporte
finito respecto a la norma || - ||,,, se cumple:

TEOREMA 1.7
Si la sucesion finita x es suma de escalones estrictamente disjuntos, entonces

I [, = [2]]p-

El siguiente teorema presenta la relacién de este espacio con el espacio de las suce-
siones de p—variacién acotada (ver [20]).

TEOREMA 1.8 .
El espacio dual de u, es isométricamente isomorfo al espacio v(g ) de las suce-

siones infinitesimales de q-variacion acotada con i—l—é = 1 respecto a la norma
|- Il o, ¥ la base candnica de u, es una base contrahente.
p

También se cumple:

TEOREMA 1.9
El espacio u, es isométricamente isomorfo al espacio dual (UZ(JO))* del espacio

0 . o S
vz(, ) de las sucesiones infinitesimales de p-variacion acotada con % + é = 1.
De esta manera se ha obtenido la relacién directa para i + é =1

(W) = (@) = o).

12



1.2. Las funciones de p-variacién acotada y abso-
lutamente p-continuas

En este epigrafe se presentan las definiciones y los resultados conocidos sobre los
espacios Vjla, b] de las funciones de p-variacion acotada y Cpla,b] de las funciones
absolutamente p-continuas (ver [20]), los cuales constituyen un modo de generalizar
los espacios de sucesiones del epigrafe anterior.

1.2.1. El espacio V,[a,b] de las funciones de p variacién aco-
tada

DEFINICION 1.3
Una funcion f definida sobre el intervalo cerrado |a,b] es de p-variacién

acotada (1 < p < o0) si el valor

Vo(f) = sup (Z |f(t:) — f(ti—1)|p>

es finito, donde el supremo se toma sobre todas las particiones m = {t;}I, de
la,b]. El espacio V,la,b] de la funciones de p-variacion acotada con el valor
inicial f(a) =0 es un espacio de Banach con la norma || - ||v,= V,(-).

Resulta sencillo comprobar que toda funcién de p-variacién acotada en el intervalo
cerrado [a, b] es acotada en ese intervalo.

Los siguientes teoremas presentan algunas importantes propiedades de estos espacios
(ver [20]):

TEOREMA 1.10
Toda funcion de p-variacion acotada en |a,b] es también de q-variacion acotada

para todo niumero real ¢ > p y tiene a lo sumo una cantidad numerable de
discontinuidades, todas evitables o no evitables de primera especie.

TEOREMA 1.11
El espacio Vyla,b] no es separable y contiene un subespacio isomorfo a co.

13



1.2.2. El espacio Cyla,b] de las funciones absolutamente p-
continuas

DEFINICION 1.4
El médulo de p-continuidad (1 < p < o0) de una funcion f definida en

la,b] estd definido por

P

wp(0)(f) = sup (Z £ (t:) — f(ti—1)|p) ,

donde el supremo se toma sobre todas las particiones s :a =ty < ... <t, =0b
del intervalo cerrado [a,b], para las que se cumple (t; — t;—1) < & para toda
1< <n.

Una funcion f se dice absolutamente p-continua si se cumple

1w, (8)(f) = 0.

El espacio Cpla,b] de las funciones absolutamente p-continuas con el valor
inicial f(a) =0 es un subespacio cerrado de Vy[a,b].

Un ejemplo interesante resulta la conocida funciéon de Weierstrass

o0

flz)= Z a”? cos(2maz)  x € 0,1],

n=1

para un numero entero cualquiera a > 1, la cual es de 2-variacién acotada y absolu-
tamente p-continua para todo ntimero real p > 2.

Para las funciones absolutamente p-continuas se cumple (ver [20]):

TEOREMA 1.12
Toda funcién absolutamente p-continua en [a,b] es continua en ese intervalo.

El reciproco no se cumple en general.

TEOREMA 1.13
Para toda funcion f de p-variacion acotada sobre [a,b] se define para todo x

del intervalo [a,b] la funcion ¢(x) = V,(f,a,x) como la p-variacion de f en el
intervalo [a,z] C [a,b], la cual es mondtona creciente. Si f es absolutamente
p-continua, entonces ¢ también es absolutamente p-continua en |a, b].

Una funcién f definida en el intervalo cerrado [a, b] se dice Lipschitz-continua del
orden « para 0 < a < 1, si para cualesquiera dos puntos z,y de [a,b] se cumple la
desigualdad

[f(x) = f(y)| < Mz —y[*,

con una constante M que sélo depende de f.

14



TEOREMA 1.14
Toda funcion Lipschitz-continua del orden o es de é—variacién acotada y ab-

solutamente p-continua en [a,b] para todo nimero real p > é

TEOREMA 1.15
El espacio Cyla,b] es separable.

TEOREMA 1.16
La inmersion Id, de C,la,b] (p > 1) en el espacio Cla,b] de las funciones

continuas sobre |a,b] no es compacta.

1.2.3. Estudios sobre el espacio dual de C[a, }]

Las integrales de Riemann-Stieljes, cuya definicion se presenta a continuacion, juegan
un importante papel en los teoremas de representacién de espacios de normados.

DEFINICION 1.5
Sean f,qg dos funciones cualesquiera definidas sobre el intervalo cerrado [a,b].

Seam:a=1ty<t; <...<t, =>buna particion cualquiera de [a,b] y sean los
puntos & € [ti—1,t;] para 1 <i <n. Entonces el valor

o(f,9) = Z F(&)(g(t:) — glti))

se llama suma de Riemann-Stieltjes de f respecto a g y .

Se dice que la funcion f es Riemann-Stieltjes integrable respecto a g
en [a,b|, si existe un nimero real I, tal que, para todo € > 0 existe un nimero
real 6. > 0 con

|0-7F(f7g)_]| <€

para cualquier particion ™ de norma menor que 0. y cualquier seleccion de los
puntos intermedios &. En ese caso, el numero real I se llama integral de
Riemann-Stieltjes de f respecto a g en [a,b]| y se denota por

= ' f(a)dg().

En [20] se presentan ciertas desigualdes de tipo Hélder, a partir de las cuales se
deduce el siguiente teorema.
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TEOREMA 1.17
Para dos funciones f, g de p-variacion acotada y q-variacion acotada respecti-

vamente en [a,b] con % + % > 1 y para una particion cualquiera © de [a,b] se
cumple la acotacion

otro < {1+ (S D nm

donde o,(f,g) es la suma de Riemann-Stieltjes de [ respecto a g y 7 y

=3

nt
n=1

es la funcion Zeta de Riemann.
A partir de esta acotacion, en [20] se presenta ademés la relacion de dualidad:
TEOREMA 1.18

Toda funcional lineal continua F sobre Cpla,b] para 1 < p < oo se puede
representar a través de una integral de Riemann-Stieltjes de la forma

b
szffm@w,

donde g es una funcién de q-variacion acotada en |a,b] con %+ % =11y se
cumple

1
lgllv,<2™ || Fl.

Reciprocamente, si f es una funcion absolutamente p-continua y g es una
funcién de g-variacion acotada en [a, b] con %—l—% > 1, entonces existe la integral
de Riemann-Stieltjes de [ respecto a g en |a,b] y se cumple la acotacion

[ st

<l (2 D bvom,

donde ((t) es la funcion Zeta de Riemann.

Sin embargo, el espacio dual del espacio C)a, b] no puede ser identificado con V,[a, b],
lo cual se comprueba facilmente a partir de sue relaciones con ¢y y [; respectivamente.

En un intento por responder a la pregunta sobre la existencia de un espacio de

Banach, cuyo espacio dual sea isomorfo al espacio Vj[a,b] de las funciones de p-
variacién acotada en el intervalo cerrado [a, ], y en analogia al caso de los espacios

16



v, de las sucesiones de p-variacién acotada (ver [20]), R.Roldan define (generalizando
la idea del espacio w,) el espacio fp[a, b] como completamiento de las funciones
escalonadas definidas en [a, b] con una norma adecuada que denota por ||.||z,. En el
trabajo citado se estudian las propiedades de este espacio, como su separabilidad
y, a pesar de no obtener tampoco por esta via la deseada relaciéon de dualidad, se
demuestra el siguiente importante resultado:

TEOREMA 1.19
El dual de IL,a,b] es isomorfo al espacio Vy[a,b] de las funciones g—wvariacion
acotada con % + é =1
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Capitulo 11

Un espacio

de funciones de Tipo James
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Capitulo 2

Un espacio de funciones de Tipo
James

2.1. Definiciones y propiedades preliminares

En capitulo 1 han sido presentadas las principales propiedades del espacio de
James como espacio no reflexivo de codimensién 1 y su generalizacién a los espa-
cios de sucesiones y de funciones de p-variaciéon acotada. Sin embargo, se observa
que la interpretacion de los espacios de funciones de p-variaciéon acotada como gene-
ralizacion de los correpondientes espacios de sucesiones no permite prolongar las
propiedades de dualidad. Otra forma de generalizar dichos espacios lo constituyen
el espacio JT “James tree” y espacio JF' de las funciones de James que aparecen
en los trabajos de Lindenstrauss y Stegall (ver [13]), como ejemplos de espacios de
funciones de Banach separables no reflexivos, que contienen una copia de ¢y, mien-
tras su dual no contiene a [;.

Conviene comentar la definicién de estos autores. Para Lindenstrauss y Stegall el
espacio de funciones de tipo James se considera como el completamiento de la capsula
lineal de las funciones caracteristicas de subintervalos de [0, 1] con respecto a la

“norma”
2\ 3
> ) (2.1)

Sin embargo, una sencilla comprobacién permite verificar que la expresiéon anterior
no constituye una norma en la cédpsula lineal de las funciones caracteristicas de
subintervalos de [0, 1], pues para la funcién no nula

1 z=a
[“(x):{() x#a

" Ft)at

IfIl = sup (Z

1=0

t;

se obtiene || f|| = 0.
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En este trabajo se pretende definir con rigor un nuevo espacio de funciones que
generalice al espacio de sucesiones de James y estudiar sus propiedades. Para ello
se toma como punto de partida al espacio I,[a,b] de las funciones indicadoras de
intervalos [a, b], que se define de la manera siguiente:

DEFINICION 2.1
Se denota por I,[a,b] a la cdpsula lineal de las funciones indicadoras de subin-

tervalos de |a,b]; es decir, si {c,d) denota a un subintervalo de cualquier tipo
de [a,b] (aceptando (c,c) = {c}) y X(ca) denota a la funcion indicadora de
(c,d), entonces

Ip[a,b] = span{x ca; (c,d) C [a,b]}.

Resulta facil comprobar que cualquier funcién f de I,]a,b] se puede escribir de la
forma

f(z) = Zakxlk (ap € R), (2.2)

donde (Ix)}_, es una particién de intervalo [a,b] (es decir, (I})}_; es un sistema de
intervalos disjuntos dos a dos, cuya unién es todo el intervalo [a,b]). Esta repre-
sentacién no es unica, pero si se considera ademas que los I, estan ordenados de
izquierda a derecha y la condicién oy # agy1 para todo k = 1,...,n, se logra la
unicidad deseada. Esta forma de escribir la funcién f € I,[a,b] se denomina re-
presentacion candnica de f, siendo los «; sus coeficientes y n el orden de la
representacion.

Una representacién canénica de la forma (2.2) se dice alternada si los coeficientes
forman una sucesién de nimeros reales de signos alternos, es decir, si agag; < 0
para todo k =1,...,n.

A continuacién se estudia la expresion (2.1) para algunos tipos de funciones del
espacio I,[a,b]. Para ello se considera una funcién || - ||, : I,[a, b] — R tal que

1
p)p

donde a = tg < t; < ... < t, = b es una particién cualquiera de intervalo [a,b].
Entonces se tienen los siguientes resultados.

" i

n—1
1flp = sup (Z

=0

ti
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TEOREMA 2.1
Sea f € I,]a,b] una funcidn de signo constante con la representacién candnica

f(x):ZQkXIk (g >0 6 <0, Vk=1,....,n—1),
k=1

entonces se cumple que

1fll =Y lewlv (L),
k=1

donde v(1},) representa la longitud del intervalo Ij.

Demostracion:

Sea m:a =ty < tj... < t,, = b una particién cualquiera de [a,b] y sea J; = [t;, t;11]
para?=0,...,m — 1. Entonces se tiene

m—1 tit1 p % m—1 tit1
S| swal ) <X\ [ .
i=0 1/t i=0 1/t
Si f es no negativa, es decir, ap > 0 para todo kK =1,...,n — 1, entonces se cumple
m—1 tiv1 m—1 tivy M m—1 n
f(t)dt‘ - / D apr(l)dt =Y (I N ;)
i=0 1Vt i=0 Yt g=1 i=0 k=1
n m-—1 n m—1
= Z OékI/(IkaZ) = . I/(IkaZ)
k=1 =0 k=1 =0
= a(le) =Y lonlv(Ly)
k=1 k=1
Por otra parte, si f es no positiva, es decir, ap < 0 para todo k = 1,...,n — 1,

resulta sencillo comprobar que

n

1l =11 = flls = D lowlv (L),

k=1

quedando asi demostrado el teorema. Q.e.d

En el caso particular en que la representacién candnica de la funcién f € I,[a, ] es
alternada se tiene la relacion siguiente:
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TEOREMA 2.2
Sea f € Iy]a,b] con la representacion candnica

f= Z Qe XIy>
k=1

tal que g1 < 0 para todo k=1,...,n— 1. Entonces se cumple que

1l = (Zuwm»p) N (2.3)

donde v(Iy) representa la longitud del intervalo Iy.

Demostracién: (Por induccién).

» En el caso n = 2 se tiene que f = ayxy, + a2x1,, donde ajan <0, I1 NI, =)
y Il U[Q = [a,b].

Seam:a =1t <t <..<t, = buna particion cualquiera del intervalo
la,b] vy sea ¢ € [a,b], tal que (a,c) = I}, entonces c tiene que estar en algin
subintervalo de la particién 7 de [a, b]. Sea k tal que ¢ € (¢, tx41), entonces es

/tt+ fe| < /t | /:k“ o

Luego, se tiene

p
+

m—1 tit1 p k-1 tit1 p tet1 p m—1 tit1 p
fydt| = F)dt] + / fdt| + F(t)dt
i—o |/t i ti tk i=k+1
k—1 tiv1 P c p trg1 P n—1 tit1 P
< + / fo)dt| + / fydt| + > Ft)dt
i=0 1/t te ¢ i=k+1

Pero, como f tiene signo constante en el subintervalo I, se cumple

g /t:f(t)dtp < (% /f )dt

k—1 tiv1

z

i+1
o] +

i=0 1/t ti

>p

< |[ sat] = (oot
De modo analogo se obtiene para el subintervalo I,
tet1 p n-l ti+1
JARCCIEDS <[ 0 0| = (laslu(1))
¢ i=k+1 1t
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Entonces es

s

” i=0

tit1

F(t)dt

t;

)p < ((Jon (1) + (laa (D))

por lo que el teorema es vélido para n = 2

Ahora si (2.3) es cierta para todo orden m < n—1 con n—1 > 2, entonces se
debe demostrar que (2.3) es también valida para una representacién de orden
n. Para ello, sea f =Y ;| arxr,, con agagrr < 0, I, = (s,_1, sk) para todo
k=1,...,n—1lyseam:a=ty <t <..<t,=D>0una particién de [a,b].

Esta claro que siempre existe t; tal que ¢; € (sx_1, k) para algun k. Si se
particiona el intervalo [a,b] en los dos subintervalos [a,t;] y (%, b], entonces
en cada subintervalo la funcién f tiene ahora una representacion candnica
alternada de orden menor que n. Al aplicar la hipétesis de induciéon para f en
cada subintervalo [a, ;] y (¢, b] se obtiene que

m—1 tit1 p -1 tit1 p m-l tit1 p
> fydy = Y fydt] +>° F(t)dt
i=0 1Vt i=0 1Vt i=l Yt
k—1
< D law (TP + aw(t — s
i=1
Haw(sipr — )P+ eav (L)
i=k
k—1 n
< Y a4 lak(sie — so)P + Y law (L)
i=1 i=k
< > law (L)
i=1
Con esta desigualdad queda demostrado el teorema. Q.e.d

Ya se ha comprobado que la expresién (2.1) no constituye una norma de este espacio.
Por tanto, se debe buscar otra norma o una manera de construir una norma parecida
a la expresién (2.1). Para ello se considera (de manera andloga a los espacios Ly[a, b])
una relacién de equivalencia en I,[a,b], la cual estd dada por

1
P\ r
> :0’

/ ) = gt

%

n—1
f~g &  sup (Z

4 i=0
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donde el supremo se toma sobre el conjunto de todas particiones de [a, b] de la forma
Tia=ty<ty<..<t,=0b.

[13 7

Esta claro que “~” es una relacion reflexiva y simétrica. Luego, para justificar que
“~” es una relacién de equivalencia basta demostrar que es transitiva. Para ello sean
f,9.h € Iy]a,b], tales que f ~ gy g ~ h. Por la desigualdad de Minkowski es

I ool - )

< (ij / ) — ()t ) ,

=0
A partir de esto, tiene sentido de considerar el espacio cociente Ip[a,b]/ ~, el cual
se denota por JE}[a, b].

/ ) = g(8) + 9() — b))t

i

) +(i / gt) - e

=0

/ ) = ho)e

i

« 7

por lo que f ~ h, siendo asi “~” una relacién de equivalencia en I,[a, b].

Nétese que si dos funciones f,g € Iy[a,b] pertenecen a una misma clase de equi-
valencia de JF,[a,b], ellas son iguales casi donde quiera. Ello permite identificar al
espacio J F,[a, b] como espacio de funciones, al identificar a cada clase de equivalencia
con uno cualquiera de sus representantes. Igualmente, resulta sencillo comprobar que
el valor de la expresion (2.1) se mantiene constante dentro de cada clase. Entonces
se define:

DEFINICION 2.2 R
Se llama p—variacién integral de f € JF,[a,b] a la funcion

|- 1lp = JFpla, 0] — R,
definida por

tit1

F(t)dt

t;

p) ' : (2.4)

A partir de lo anteriormente mencionado y para simplificar la notacién, se denotaré a
partir de ahora a || f||, por || f||,- Respecto al espacio JF,[a,b] se cumple el siguiente
teorema.

n—1
17l = sup (z
1=0

siendo f un representante de la clase f

TEOREMA 2.3
El espacio JFy[a,b] es un espacio normado respecto de la norma (2.4), pero

no es de Banach.
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Demostracion:
Es obvio que para comprobar que (2.4) es una norma, sélo resta demostrar la de-
sigualdad triangular, la cual se deduce directamente de la desigualdad de Minkowski,
pues para todos f, g € JF,[a,b] se tiene

p) p

>p _ (Z "t + / " gt)at
/t lti“ o(t)dt

i=0 t; t;
1

. <ni tit1 oy p) P . (ni p> »

i=0 7t
Para la segunda afirmacién se considera por simplificar al intervalo [0, 1] y se cons-
truyen las funciones ¢,(x)(n = 1,2,3,...) segun el siguiente esquema:

JREIY

1 1
o - {} 228
. & k=1 k _ 0
Pn(z) = { T v € [ ’237;)€,([]§7;;1,1’1j“72 1)

Esté claro que esas funciones pertenecen al espacio JF,[0,1] v ¢pyr(x) < ¢y (x) para
todo x € [0, 1]. En particular, para r = 1 es

wr ve | S B, (k=120 - )
(d)n - ¢TL+1)($) = 2k—1 2k , 2n+1_1 ?
0 S [W’W) oxE |:2"T71:|

por lo que la funcién ¢,, — ¢,11 toma sélo los valores cero y 2,1%, y alcanza esos
valores 2" veces en intervalos de longitud # Entonces aplicando el teorema (2.1)
para calcular la p—variacién integral de ¢,, — ¢, 1 se cumple

1 1 1

”qbn - ¢n+1”p =2" on+1 on+1 - gn+2 '

Aplicando ahora la desigualdad triangular para r € N se obtiene

||¢n - an—i-r”p S ||¢n - ¢n+1”p + Hgbn—i—l - ¢n+2||p +.oo+ ||¢n+r—1 - ¢n+r||p

- 1 1 1
- on+2 + on+3 ..t ontr2
1 — 1
- on+2 Z ?
k=0
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Pero la suma en el miembro derecho de esta expresién representa la suma parcial
de orden r de una serie geométrica de razén 3, por lo que puede ser acotada por el
valor 2, entonces

2 1

“¢n - ¢n+THP S 2n+2 - 2n+1'

De ese modo, para todo € > 0 existe un nimero natural N > log, % tal que para
todo n > N se cumple

| n — ¢n+er <g,

siendo asf la sucesiéon {¢,,} de Cauchy en JF},[0, 1].

Por otra parte, resulta obvia la convergencia puntual de la sucesién {¢,} a la funcién
f(z) =z en [0,1], la cual no pertenece a JF,[0, 1], por no ser combinacién lineal de
funciones indicadoras en ese intervalo. Con esto de observa que JF,[0,1] no es un
espacio de Banach. Q.e.d

2.2. El espacio pr[a\,b] de Tipo James

El dltimo teorema conduce a la necesidad de definir el espacio de funciones de Tipo
James del siguiente modo:

DEFINICION 2.3
Se define el espacio de funciones de tipo James como el completamz’ento del

espacio JF,|a,b] respecto la norma (2.4) y se denota por JE, [a b). Es decir,

JF, [a b es el espacio de las clases de equivalencia gb de sucesiones de Cauchy
{pn} de JF,la,b], dadas por la relacion

{¢n} ~ {¢n} Ag H¢n - wan — 0,
con la norma
10]lp = Hm |||,
siendo {¢n} un representante de la clase 5

Primeramente resulta importante observar que si f € JF,[a, b, entonces f € Ly[a, b],
lo cual se comprueba facilmente, considerando en (2.4) la particién canénica 7 : a < b
de [a,b], lo que implica la integrabilidad de |f| en [a,b]. Se debe hacer notar que
esto no implica necesariamente que se cumpla que |||, < ||f]],-
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Por otra parte, si f € Lifa,b] y 7 :a =ty < t; < ... < t,, = b es una particién
cualquiera de [a, b], se tiene que

n—1 tiv1 p % n—1 tit1 i+l
(2: jﬁMt) < 2: f‘d4 }:/ (1)t
i=0 1/t ti

- /|f Jdt = 11110,

—

Més adelante se comprobard que los espacios JF}[a,b] y Li[a,b] no son iguales.

o sea [[fllp < [ fllz.- -

Si se denota por JV,(f;a, ) a la p-variacién integral de la funcién f en el
intervalo [«, 3], entonces se cumple:

TEOREMA 2.4
Sea f € JFyla,b], c € (a,b) yVp > 1. Se cumple la acotacion

(JVP(fia,¢) + TVPI(fie,b)7 < TV, (f)

Ademds si p € N entonces se tiene también la relacion

TVo(f) < (20 = )7 (JV,(f5a,¢) + JVy(f;c,b))

Demostracidn:

(i) Por la definicién de JV,(f), para cada e > 0 existen particiones

mia=th<ti<.. <t =c y 7lic=tl<t!<..<t'=b

de [a, c] y [a, b] respectivamente, tales que

m— z+1

t

> JVE(f;a,c¢)+ 5

1+l

)dt

>ﬂgﬁmw+—

Si se unen estas particiones se obtiene una nueva particion

Tra=tg<t1 <...<t,=2b
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de [a, b], para la cual se cumple

-1 p

E:

fdt

/
tll

7.+1 ‘

) + Z

> J‘/;yp(fa a,c) + J‘/pp(facvb> o

Pero esto es valido para cualquier € > 0, por lo que
JVp(f3a,0) > (JVE(fra,¢) + JVE(fre,b))»
de donde se deduce la primera parte del teorema.

Sea ahora 7 :a =ty < t; < ... < t, = b una particién del intervalo [a, b] que
contiene al punto ¢ = t;,. Entonces

1=0

tiy1

F(t)dt

t;

=
~_—
-}
VAN
VRS
™~
—
E
=
=
~—
=)

N
. 3
Il |
B —
o~
- s
+
=
~
—~
~
SN—
QL
~
=
\_/
S =

o sea,
n—1 tit1 p %
ST rwde] ) < Vfiae) + (e b)), 2.5)
i=0 I/t

Sea ahora 7 : a =ty < t; < ... < t, = b una particiéon cualquiera de [a, b].

Entonces existe un nimero natural 0 < k < n, tal que t,_1 < c <t;.

Notese primeramente que de la monotonia de la funcién exponencial se deduce
que si 1 < k < p—1, entonces para todo par de ntimeros reales a, b es

al*[o["~* < |al” + [b]P.

Para comprobar esta desigual basta reescribirla en la forma

De esto se deduce que

p—1
a0 < (al + B = a4+ S ()l

k=1
p—1
< (la|” + |b]?) <1+Z )
k=1
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Pero por el teorema binomial es

de donde

a4 61" < (laf + [o])* < (27 = 1)([al” + [b").

Entonces para t;_; < ¢ < t; se cumple

p p

tit1

F(t)dt

c tit1
/ F(t)dt + F(t)dt

L " rdr p) |

Luego, si se denota a la suma correspondiente a la particién « de [a, b] por S,
y por S a la suma correspondiente a la particion 7 U {c}, es decir

n—1 p %
= (&L o)
tit1

=0
F(t)dt

n—1
S = <Z
i=0,i#k

se cumple

ti
p
+

tit1

< (2P-1) ( f(t)dt

c

tit1

F(t)dt

t;

p

p
+ +

/C "

/t: ()t

S, < (2P —1)8.

ti

1
p)p
)

Aplicando ahora la acotacién (2.5) se obtiene

n—1 tit1 P\ p
(Z Ft)dt ) < (@ = )P (IV(fia,0) + Ty e.b),
i=0 17t
con ello queda demostrado el teorema. Q.e.d

Partiendo de la primera parte del teorema anterior, es facil demostrar por induccion
la relacién

n—1 %
(Z J‘/pp(f3tiati+1)> < JV,(f;a,b), (2.6)

=0

donde 7 :a =1ty < t; < ... <1, = b es una particién cualquiera de [a, b]. Entonces
se cumple el siguiente teorema.
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TEOREMA 2.5
Sean p,q > 1 con }—17 + % =1 dados. Entonces se cumple la desigualdad

n—1

S IVt tie) TVigi i) < TVy(fr0,0)TV,(g:.)

=0

para toda particion de m @ a = tg < t; < ... < t, = b de [a,b] y para dos
funciones cualesquiera f € JFy[a,b] y g € JF,a,b]

Demostracion:
La esencia de este teorema se deduce de la desigualdad (2.6) y la desigualdad de
Holder, pues

D=

n—1

n—1
Z JVp(fstis tivn) IVe(gi ti tiga) < (Z JVy(fits, tz’+1)>
i=0

0

n—1 é
<Z JVi(g:ti, ti+1)> ~

=0
Entonces por (2.6) se tiene

n—1

D IVl fitistia) TVa(gitistisa) < TV (f3.0,6)JVi(g5a,b)

=0
Q.e.d

La siguiente es una importante propiedad que se extiende a estos espacios desde los
conocidos espacios de funciones de variacién acotada.

TEOREMA 2.6
Si f € JF,a,b], x € [a,b], entonces la funcion JVP(f;a,x) es mondtona
creciente en [a,b].

Demostracién:
Sean 7 y x5 puntos cualesquiera de [a, b] con z7 < x9. Por el teorema 2.3 es

TVp(fia,22) 2 (JV7(fr0,21) + J‘/})p(f;xbxz))%,
o sea,
TV (fra,m2) 2 TV (f; 0, 20),

con lo cual queda demostrado el teorema. Q.e.d

—

Una relacién entre los espacios JF,[a, b] esta dada por el teorema siguiente.

TEOREMA 2.7 . P
Para 1 < p < 00, cada elemento de JF,[a,b] es también elemento de JF,[a, b
para todo numero real ¢ > p.
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Demostracién:
Sea la funcién f de JF,[a,b] dada y sea

M = sup
z,y€(a,b]

/x ’ f(t)dt‘ |

Entonces es

1 1
n—1 tit1 q 1 7.+1 p tit1 q=p\ ¢
(}j fioyi ) (}j na | [ piey )
i=0 1Vt o0 1/t t;

para toda particién 7 :a =ty <t; < ... <t, =0bde [a,b], 0 sea,

n—1 tit1 q % ) -1 z+1 p %
> f(t)dt (MP)a Z .
i=0 1/t =0 I/t

De aqui se deduce entonces

1fllg < MIFlp < o0,

siendo
M=M5,
y por tanto f pertenece también a JF,[a,b|.
Esta condicién se extiende sin dificultad al espacio JF,[a, b], quedando asi demostra-
do el teorema. Q.e.d

En este punto conviene definir un subespacio de Vj[a,b] (funciones de p-variaciéon
acotada) que tiene mucha relacién con el estudio de espacio de las funciones de Tipo
James.

DEFINICION 2.4
Se denota por LCV,[a,b] al subespacio de Vyla,b] de las funciones continuas

lineales a trozos y por LCV,[a,b] a su completamiento respecto la norma de
p—variacion, es decir, respecto a la norma de Vy|a, b

1
n P
lgllv;, = sup (Z l9(t:) — g(ti—1)|p> :
4 k=1

donde el supremo se toma sobre todas las particiones m : {t;}_, de [a,b].

Una relacién entre estos espacios se muestra en el siguiente teorema, que juega un
papel importante en este trabajo.
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TEOREMA 2.8

o — —

El espacio JFyla,b] es isométricamente isomorfo al espacio LC'V,[a,b].

Demostracién:
Para demostrarlo se considera la funciéon ® : JFE,[a,b] — LCV,[a,b] tal que

B/ =9(t) Vf € IR0t con o) = [ fludu

Para comprobar que g¢(t) € LCV,[a,b], sea f € JF,[a,b] con la representacién
canénica

f<t> = Z QX (ti-1,t:)
i=1

cona=ty<t; <...<t,=> (sepuede considerar que f se anula en los extremos
de los intervalos (t;_1,;), pues ello no influye en el calculo de su norma en JF[a, b]).
Entonces para k fijo, tal que ¢t € (tx,tx11), se cumple

g(t) = / f(u)du = Zai(ti — ti—l) + ak+1(t — tk),

lo que implica la linealidad de g y su continuidad en todo t # t; para todo i =
1,...,n. La continuidad de g en t = t; para ¢ = 1,...,n se comprueba a partir de
la coincidencia de los limites laterales

k-1 k
lim g(t) = Z ait; —tic1) +ap(ty — tr1) = Z a;i(t; —tio1)
=t i=1 i=1
k
lim t = a; tz — ti— .
Jim o) = 3ot —ty

Sea ahora f € JF},[a,b] cualquiera, entonces

MW&%E >ZM%Emewmﬁzwmm

i=0
por lo que ® es una isometria de JF,[a,b] en LCV,|a,b].

3=

tit1

f(t)dt

ti

Por la linealidad de la integral, es obvio que ® también es una funcién lineal de
dichos espacios.

Para demostrar la inyectividad de @, sean fi, fo en JF,[a,b] tales que

(f1) = ®(f2) = g(t) € LCVy[a, b].
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Entonces se cumple que

t
[ i) = stuu o
lo que implica que f; ~ fs, es decir, que ® es inyectiva.

Para comprobar la sobreyectividad nétese que toda g € LCV,[a,b] tiene la forma
g(a) =0y

g(a) 0,
g(x) = ax+b para z€ (ti-1,t;] (i=1,...,n)
donde m : a =ty < t; < ... < t, = b es una particién de [a,b]. Ademds, por la

continuidad de g, los coeficientes (a;)!,, (b;)I, tienen que satisfacer las condiciones
aja+b; =0; ait;+b;=at;+byr (i=1,...,n),

0 sea
aja+b=0; by —b=at;—aqt; (i=1,...,n). (2.7)

Sumando en (2.7) desde i = 1 hasta i = k se tiene

k
bk+1 - bl = Z(altz — CLZ'Jrlti). (28)

i=1

Construyendo ahora la funcién f(x) = a; para © € (t;_1,t;] v f(a) = 0, es decir,
flz) =371 ar1X(t,_,4)» para t € (tg_1,tx), se obtiene que

t t n i—1 t
/ fluw)du = / Z agxr,du = Z agXr,du + / a;xr,du
a @ k=1 k=1 tiz1

i—1

= Z(aktk — aktk,l) + CLit — CLiti,1
k=1
-1 %

= Z aktk — Z aktk_l + ait
k=1 k=1
i—1

= Z(aktk — (Zk+1tk) —aia+ Clit (29)
k=1

De (2.7),(2.8)y(2.9) tenemos que

t
/ flw)du =b;—b —aja+ a;x =b; + a;t (2.10)
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con lo que se demuestra la sobreyectividad de ® y, por tanto, la isometria entre
JF,la,b] y LCV,a,b].

Ahora, para cualquier ]/‘\ € JF/p[Zb], sea (f,)> ; una sucesion de Cauchy de funciones
de JF,[a,b] en la norma || - ||,, tal que (f,)32, € f. Como f, € JF,|a,b] para todo
n, entonces por lo anteriormente demostrado va a existir una tnica sucesion (g, ),
de funciones de LCV,a,b] tales que ®(f,) = g,. Para comprobar que la sucesién
(gn)5>; es de Cauchy en LCV,[a,b], dado € > 0 sea N > 0 tal que || f, — full, < €
para todos n,m > N. Esto es equivalente a

k—1 i1 P
supz / (fo — fo)(w)du| <€
=0 Mt
k—1 tit1 tit1 p
& sup Z fo(u)du — fm(u)du| < €.
T =0 t; t;

Sustituyendo por la expresion de g se tiene
k—1
SUPZ [(gn(tis1) = gn(ti)) = (gm(tiv1) — gm (L))" < €
T =0

k—1
< sup Z |(gn - gm)(ti-i-l) - (gn - gm)(tl”p < 6p7
T =0

de donde se deduce que

Hgn - gmHVp <€

para todos n,m > N. Con esto se demuestra que la sucesién (g,)22, es de Cauchy

en LCV,[a,b], por lo que corresponde a una clase g € LCV,[a, b].

—

El mismo proceso en sentido inverso muestra que a cada elemento g0 € LC'V)[a, b]

corresponde un tnico elemento fE JF,[a,b], lo que demuestra el teorema.

Q.e.d

Resulta sencillo comprobar que el sistema de las funciones indicadoras de subinter-
valos de [a,b] de extremos racionales es un conjunto numerable siempre denso en
—_—

JF,[a,b]. De ello se deduce el siguiente teorema:

TEOREMA 2.9
El espacio JF,y[a,b] es separable.

Sin embargo, el siguiente teorema muestra que esta propiedad no se extiende al
espacio dual correspondiente.
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TEOREMA 2.10 .
El espacio dual de JFy[a,b] no es separable.

Demostracién: o
Sea M un conjunto siempre denso en (JF,[a,b])*. A continuacién se de demuestra que

M no es numerable. Para ello se consideran las funciones W 4y : JF, [a b] — R tales
que

Voo (f) = /d f®)dt donde (e,d) C [a,b] ¢ d.

Esta claro que ||V q | UEan- < 1 por definicién de ||.|[,. Particularmente para las
pla;
funciones f = -y (.4 se tiene || fll, =1y [¥q(f)| = 1. Por lo tanto

JEE: = 1

1V (.ol v(¢,d) C [a,d].

Sean ahora dos funciones ¥, y ¥, cualesquiera con s < t. Como que M es denso

n (me])*, entonces existen Fy; Fy € M tales que
1 1
1Wa = Bl gz <7 v W — Blogm <3
Por otra parte que es

W0 — Vol = || V(s gl =1

JFp[a b])* (JF [a b])*

Aplicando la desigualdad triangular se obtiene

“\I/[a,t] —\IJ[ 5] (JF ) ||\I][at] F1+F1—F2+FQ—\I/[GS||(JF [a b])*
< [ — Fi JEEb) T IFy = B JEEb) T £ — Wia g (JFp[ab)*
de donde se deduce la desigualdad
1
[y — Bl Tyl ~ 9

Esto muestra la existencia en el conjunto M de al menos tantos elementos como
las funciones de tipo Wi, con t € (a,b], lo cual implica la no numerabilidad del
conjunto M. Q.e.d

Nétese que este teorema implica que los espacios JFy[a,b] y Ly]a, b] son diferentes,
pues en caso contrario (J F,|a, b]) tendria que ser separable.

—

Las siguientes propiedades muestran la relacién del espacio JF}|a, b] con los conoci-
dos espacios de sucesiones ¢y y [;.

TEOREMA 2.11
El espacio JFyla,b] contiene un subespacio isomorfo a cy.

En ([13]) se demostr6 un caso particular sélo para el caso p = 2, aqui se presenta
una demostracién mas general y sencilla para 1 < p < co. Para ello resulta necesario
introducir primeramente los siguientes resultados (ver[20]):
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DEFINICION 2.5
Sea B un espacio de Banach cualquiera. Una serie infinita

o)
>
n=1

conx, € B (n=1,2,...), se dice incondicionalmente convergente débil,
st para toda funcional f del espacio dual B* de B es finita la suma

> 1)l

LEMA 2.1 BESSAGA/PELCZYNSKI
Sea B un espacio de Banach cualquiera. Una serie infinita

>
n=1
de elementos x, (n =1,2,...) de B es incondicionalmente convergente débil,

si y solo si existe una constante real positiva C, tal que para toda sucesion
()22 € loo se cumple la acotacion

o0
E ATy

n=1

sup

n

< C'sup |ay|.
n

Sean B; y Bs espacios de Banach cualesquiera con bases (z;)7°, v (y;):2, respecti-
vamente. Decimos que (x;)32, v ()32, son equivalentes, si la convergencia de la
serie

[e.9]

E Ap Ty

n=1

es equivalente a la convergencia de la serie

)
g AnYn;
n=1

es decir, si existe un isomorfismo de B; sobre By que a cada elemento x,, asigna el
elemento y,,.
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COROLARIO 2.1
Dada la sucesion (x,)32, del espacio de Banach B, sea la serie infinita

o
>
n=1
incondictonalmente convergente débil, y supongamos ademds que
inf || z, ||> 0.
n

Entonces (2,)%, es equivalente a la base candnica de cy.

A continuacién se presenta la demostracién del teorema.
Demostracién: (del teorema 2.11)

El principio de esta demostraciéon consiste en presentar una sucesién (f,)5, de

elementos de j]*:p que cumple la condicién inf, || f, [[> 0 y cuya serie infinita es
incondionalmente convergente débil, de modo que del corolario anterior se deduce
la tesis del teorema.

(i) Para simplificar la demostracién se consideran las funciones de p-variacién
integral acotada sobre el intervalo cerrado [0, 1].

Se construyen las funciones g,(z) (n = 1,2,...) segin el siguiente esquema:

wo) = {2, TE 0

[\

-2 ze (31
4 xE[O,ﬂ
—4 11
29
—4 xe(%,l}
o on ve0,4]
gnl®) = {(—1)’@” re (kB (k=120 1)

Para toda n € N la funcién g,(z) es obviamente elemento de jF\’p. Ademas si
se denota por s; = 57 para i = 0,...,2" y J; = (si_1,si], (i > 1), J1 = [0, 5],
entonces g, tiene la representacién canénica alternada
on
Gn = Z(_1>k2nXJk+1' (2'11)
k=0
Por tanto, del teorema (2.2) se deduce que

1

2n—1 1P\ ”
lgnllp = (Z (—1)*2" ) =2 (2.12)
k=0
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Si ahora se considera f, = 27 g,, de (2.12) resulta que || f,||, = 1, entonces

nf || fallp = [ fally = 1. (2.13)

(ii) Sea ahora ()22 ; una sucesién acotada cualquiera de nimeros reales, es decir
()92, € loo. Se busca una cota superior para el valor

2 % g, (2.14)
p
Primeramente conviene calcular G, ( fo gn(u)du. Aplicando la férmula
(2.8, 2.9) con x € (S, Sk41] = Ji se obtlene
- 2 —1
Gn(z) = / gn(u)du = / 2"X Ji, du
0
Z z 1 on / ( 1) XJkduv
=1 Sk
de donde para z € [, £t se tiene (ver figura 2.1)
[ 2 —21 para k = 2[;x € [2, ZLt1]
Ghn(2) = { —2"x 4+ 2l parak=2—1;x €| 2n1, 3—,{] ' (2.15)
Figura 2.1:
F 3
b & J"
1 1
T i 1 PR i R ™
}l.lk
1 : v
] % 1 P
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Seanm:0=1t <t <...<t, =1una particién cualquiera del intervalo
cerrado [0, 1]. Entonces es claro que
p> %

)0 (Ger)ef) - (£ )
)

1=0

k tit1
S [ antua
ti

n=1

41

k B ¢
Z 2P / gndu
¢

n=1 i

es decir, para o = sup,, |a,,| se tiene

p % m—1
i=0
Sea ahora 1 <7 < m fijo. Se divide la suma

2.2

n=1

tit1 k
/ g a fndu
t n=1

5

=0

33

(Gn(t;) — Gu(ti—1)) = S1+ So (2.17)

en dos sumas S, Sy, donde

S1 = Z 277 (Gn(t:) — Gn(tioy) (2.18)
Sy = > 275 (Gulti) — Gultiz). (2.19)

nit;—t;—1>27"

Obviamente se cumple para t; — t;_1 < 2% la acotacion

t;
/ gn(u)du
ti—1

Sy < Z 27%2”(@' —ti1)

n:ti—ti_IZQ*"

“(t—t) Y 2R (2:20)

n:it;—t;_1>2—"1

|G (t;) — Gultizr)| = < 2™(t; — tiq).

Entonces es

Reescribiendo esta desigualdad es

Si< (ti—tim) Y 2", (2.21)
n=0
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donde

2Mi < (2.22)

ti—tioq
pero

1

L —
ti — 11

(2.23)

Pero la suma en la parte derecha de (2.21) es una progresién geométrica finita.
Entonces

2(mi+1)(1_%) -1

ol=p — 1

L pemna-b)
20-3) 1

(1-1)
_ 2T gmep,
o=3) _ 1

m; 2n(1_£) _
; v

De ello se deduce entonces por (2.22) la acotacién

Sy < CO(t; —t, 1) (2.24)
con
(-1
cw__2 "
p 2(1—%) -1

Por otra parte, de (2.15) es facil de ver que 0 < G,,(z) < 1 para todo = € [0, 1],
entonces

|Gn(2) — Gu(y)] < 1
para todos z,y del intervalo cerrado [0, 1] y todo nimero natural n. Por tanto
S< > 2w
nit;—t;1<2™"n

Se reescribe nuevamente la desigualdad, a saber

o0

Sy < (t; —ti—1) Z 277, (2.25)
donde
L oom (2.26)
ti —ti1 ’ '
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(i)

pero

> gmitt, (2.27)

ti —ti1

Pero la parte derecha de la desigualdad (2.25) corresponde a la serie geométri-
ca. Entonces

i T :

n=n; - 21_5 .

De ello se deduce entonces por (2.26) la acotacién

Sy < CO(t; —t, 1) (2.28)
con
1
@__ 1
© 1—20=%)

De (2.17), (2.24) y (2.28) se deduce entonces

m k P % m %
(Z > 275 (G(t:) = Gultio)) ) < <Z((C;) +(Co))P(t: — ti—l))
i=1 |n=1 i=1
= C,+C; =0,
Entonces, por (2.16), se cumple
Zanfn < Cpsup || (2.29)
n=1 P n

Ahora, por (2.29), la serie
>t
n=1

es incondicionalmente convergente débil (ver Lema 2.1). Con ello la sucesion

—

(fn)ee, de JF,[0,1] es equivalente a la base canénica de ¢y, quedando asi de-

mostrado el teorema. Q.e.d
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TEOREMA 2.12 .

El espacio dual de JFyla,b] no contiene un subespacio isomorfo a l;.
Demostracion:
Esta propiedad también se deduce de la propiedad correspondiente para C[a, b
(que no contiene un subespacio isomorfo a ;) (ver [4]), pues como LCV,[a,b] es
subespacio de C), entonces, con mas razén, éste no contiene un subespacio isomorfo
aly.

Q.e.d

A partir de estos dos ultimos teoremas se puede concluir que el espacio dual de

JF,|a,b] no es isomorfo al espacio JF,[a,b] para % + % = 1. De hecho, a partir de

esto se concluye también que el espacio JF,[a,b] no coincide con el espacio Ly[a, b]
de las funciones p—integrales.

2.3. Una integral de tipo Riemann-Stieltjes y la
acotacion de ciertos funcionales

En la busqueda de una representacion para los funcionales lineales continuos sobre

—

JF,|a,b] conviene definir una variante “comoda” de la integracién de Riemann-
Stieltjes.

Sea f una funcién cualquiera definida sobre el intervalo cerrado [a,b] y sea g un

elemento de JF,[a,b]. Sea m:a =1ty < t; < ... <t, = b una particién cualquiera
de [a,b] y sean los puntos &; € [t;—1,1;] para 1 <i < n. Entonces el valor

ri(f0) = Y0 1(6) [ atwdu (2:30

se llama suma de tipo Riemann-Stieltjes de f respecto a la funcién de Tipo
James g y 7.

Se dice que la funcién f es integrable tipo Riemann-Stieltjes respecto a la

funcién g € JF,[a,b] si y sélo si existe un nimero real I, tal que para todo € > 0
existe un namero real 6. > 0 con

‘O-ﬂ'(fvg) _I‘ <,

para cualquier particiéon 7 de [a,b] de norma menor que J. y cualquier seleccién
de los puntos intermedios ;. En ese caso el valor I se llama integral de tipo
Riemann-Stieltjes de f respecto a g en [a,b] y se denota

[ syt
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—

Nétese que si en lugar de funcién g € JE)[a, b] se considera la funcién

entonces por (2.30) se tiene

79 = 0 0(6) [ awdu =3 FIE)(G(E) — Glt))

Por tanto, se deduce que existe la integral de tipo Riemann-Stieltjes de f respecto

a una funcién g € JF,[a,b] en [a,b] si y sélo si existe la integral cldsica de Riemann-
Stieltjes de f respecto a la funcién G en [a, b].

Por otra parte, se tiene que

n(f.0) =356 [ gwin=3" [ f@(win
i=1 tiv1 i=1 Y ti-1
Ahora, dada la relacién entre las funciones g y G, obviamente es

lglls = 1IGllv, = Va(9)

y aplicando el teorema 1.17 se obtiene entonces:

TEOREMA 2.13
Sean f, g dos funciones definidas en el intervalo cerrado [a,b], tal que f(a) =0

y g € JF,a,b] y sean p,q tales que % + % > 1. Entonces para toda particion
7 de [a,b] se cumple

ot < {1 ¢ (S D A vlal,

donde

es la funcion Zeta de Riemann.

Este teorema permite afirmar que si la funcién f, de p-variacién acotada en [a, b],
—_—

es integrable de tipo Riemann-Stieltjes respecto a la funcién g € JF,[a, b], entonces

a p q
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para i + é > 1. De hecho, la integrabilidad de f respecto a g queda garantizada si

f es absolutamente p-continua en [a,b] (ver ([20]), de donde se deduce el siguiente
teorema:

TEOREMA 2.14 .

Sean las funciones f € Cyla,b] y g € JF,a,b] con ]lj +é > 1. Entonces [ es
integrable de tipo Riemann-Stieltjes respecto a g en [a,b] y se cumple

/ab fDg < {1 +¢ Gg * é) } el

donde C es la funcion Zeta de Riemann.

Este teorema permite identificar al espacio JFy[a,b] como subespacio del espacio
dual de Cjla,b]. Sin embargo, la obtencién de un teorema de representacién para
los elementos de (C,|a, b])*, exige un estudio mas profundo de la relacién entre estos
espacios, lo cual queda como objetivo de trabajos futuros. Es en esta linea que se
definen también en el siguiente epigrafe ciertas variaciones en la definicién del espacio
de funciones de tipo James, las cuales pudieran apoyar en dicha investigacion.

2.4. Sobre posibles generalizaciones del espacio
de funciones de tipo James

La siguiente constituye una variacién de la definicién del espacio de funciones de
tipo James a partir de la misma idea original de Lindenstrauss y Stegall (ver [13]):

DEFINICION 2.6
Se llama p-variacién integral de una funcion f : [a,b] — R al valor

1
p) P
(el supremo se toma sobre todas las particiones m:a =ty <ty <...<t,=b
de la,b]).

Se denota por IV,]a,b] al espacio de las funciones de p-variacién integral
acotada. Es decir,

tit1

f(u)du

T \i=0 IVt

JVy(f) = sup (Z

IV,ja,b) ={f : [a,b] = R; JV,(f) < oo}
En IV,[a,b] se define la relacidn
frg e JV(f—g)=0.

Resulta sencillo comprobar que ésta define una relacidn de equivalencia en
IV,]a,b]. Se denota por IV ,[a,b] al espacio cociente IV,]a,b]/~.
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De manera analoga al comentario desarrollado en la definicién de JF)[a, b] se com-
prueba que este espacio (de clases de equivalencia) puede ser facilmente identificado
como un espacio de funciones. Entonces se cumple el siguiente teorema.

TEOREMA 2.15
El espacio IV ,[a,b] es un espacio de Banach con la norma

1Fllp = JVi(f)-

Demostracion:
La demostracion de las propiedades de la norma es totalmente andloga a la desa-
rrollada en el teorema 2.3.

Para comprobar que % pla,b] es un espacio de Banach, sea {f,} una sucesién de
Cauchy en IV, [a,b], es decir, para todo £ > 0 existe N > 0 tal que

an - fm”p <

para todos n,m > N. De aqui que (obviamente) para todo x € [a, b] fijo sea

[f(2) = f(z)] <

para todos n,m > N, por lo que la sucesién numérica { f,(z)} es de Cauchy y por
tanto convergente en R. Sea para todo z € [a, 0]

f(x) =1lim f,(z).

z+1
/ — fulu M
t.

K3

Entonces se cumple

-1

Z

=0

n—1

<eP Z z+1

=0

Considerando, sin perder generalidad, a la particion © = {¢;}?_, de norma menor
que 1, la suma de la parte derecha de la desigualdad anterior es acotada por una
constante C, de donde se deduce (hallando el supremo sobre todas las posibles
particiones) que

If = fullp < Ce.

De esa manera se ha demostrado que la sucesiéon de Cauchy {f,,} C IV,[a,b] es con-
vergente. Resta comprobar que su limite es también elemento de IV, a, b], lo cual se
deduce directamente de la desigualdad triangular. Q.e.d.
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Surge ahora de manera natural la pregunta sobre la relacién entre los espacios
IV la,b) y JF,[a,b].

Revisando las demostraciones correspondientes, es dﬂerar que las propiedades
de la norma se trasladen sin diferencias del espacio JF,[a, b] a este espacio. Lo mis-
mo sucede respecto a su separabilidad. En cuanto a las relaciones de este espacio y
su dual con los espacios ¢y y [; respectivamente, se hace necesario un anélisis mas
exhaustivo y diferenciado.

El modo mas natural de establecer una relacion entre esos espacios es a partir de

—

una aplicaciéon @ : I'V,]a,b] — JF,[a,b], que a cada f € IV,[a,b] haga corresponder
una sucesién de Cauchy {f,} C JF,[a,b] tal que f,, — f en la norma || - ||,. Sin
embargo, el estudio de dicha aplicacion implica desarrollar estudios de aproximacién
de funciones de IVj[a, b], lo cual se sale de los objetivos de esta tesis.

Una nueva posibilidad de generalizacién surge al considerar funciones abstractas, es
decir funciones f : [a,b] — X, donde X representa un espacio normado. En este
sentido surge de manera natural la definicién siguiente.

DEFINICION 2.7
Sea X wun espacio normado. Se llama p-variacion integral abstracta de una

funcion f: |a,b] — X al valor
JVAL(f) = sup |Fo fll, < oo, 2:31)
Fex*
donde el supremo se toma sobre todos los funcionales lineales continuos F' de
X*.

Aqui se observa que la expresién (2.31) no define una norma en el espacio de las
funciones abstractas f : [a,b] — X (con X no trivial) tales que JV A,(f) < oo. Para
comprobarlo basta considerar la funcion

_Jy z=a,y#0
“0“(9”)_{0 T #a ’

la cual es diferente de cero, mientras que su p—variacién integral abstracta es igual
a cero.

Sin embargo, en este espacio se podia definir, de manera analoga a todo lo desa-
rrollado hasta ahora, la relacion

f~g & sup [[Fo(f—g)ll,=0
FeX*

Resulta facil comprobar que “~” constituye una relacién de equivalencia en el es-
pacio de las funciones abstractas f : [a,b] — X tales que JVA,(f) < 0o, de manera
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que conviene definir el espacio JV,([a,b], X) como el espacio cociente correspon-
diente a dicha relacion de equivalencia. Entonces, a partir de las propiedades de la
norma de la p-variacién integral (|| - ||,) y de la linealidad de F' € X* se deduce el
siguiente teorema.

TEOREMA 2.16
El espacio JV,([a,b], X) es un espacio normado con la norma ||-||,a = JVA,(+).

Este nuevo espacio merece un estudio aparte para determinar cuales de las propiedades
de los espacios de funciones de tipo James se pueden generalizar y cuales no. La ven-
taja de este tipo de definiciéon es que se basa en una cierta convergencia débil, lo
cual pudiera conducir a buenos resultados en relacién con su dualidad.
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Conclusiones y Recomendaciones

Conclusiones

En esta tesis se ha definido un espacio de funciones de tipo James a partir del
estudio del espacio de funciones de James definido por Lindenstrauss y Stegall y de
generalizar los conocidos espacios de sucesiones y de funciones de p-variacion acota-

da.

Entre las propiedades mas importantes del espacio pr[a\,b] aqui definido, se desta-
can las férmulas para el célculo de la p-variacién integral de cierto tipo de funciones
y, sobre todo, la relacién de este espacio con el espacio de las funciones lineales
continuas a trozos de p-variacién acotada y con el conocido espacio Lq[a,b]. De
gran importancia resulta también la definicién en este capitulo de la integracién
de tipo Riemann-Stieltjes y la acotacién de la integral de tipo Eﬂlann-Stieltjes de

funciones absolutamente p- continuas respecto a funciones de JFj|a, b] con %—l—é > 1.

En los estudios por la obtenciéon de un teorema de representacion para este espacio,
se proponen ademads dos posibles generalizaciones, de las cuales una se refiere en
particular a funciones abstractas f : [a,b] — X, siendo X un espacio normado. La
ventaja de este tipo de definicién es que se basa en una cierta convergencia débil, lo
cual pudiera conducir a buenos resultados en relacién con la dualidad.
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Recomendaciones

Al obtener en esta tesis una coleccién considerable de resultados acerca de la
estructura del espacio JF,[a,b] surge como inquietud natural la cuestién sobre la
dualidad de este; dejandose esta tltima como linea de trabajo para dar continuidad
a la investigacion.

También, dada la naturaleza de algunas técnicas de demostracién utilizadas se im-
pone la idea de buscar apoyo en la teoria de aproximacién para esclarecer y establecer

relaciones entre los espacios que aqui se estudian y otros ya conocidos.

Tampoco resultaria ocioso trabajar sobre las ideas de generilacion expuestas, con-
siderando X un espacio con determinadas caracteristicas prefijadas.
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