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Resumen

A partir de los resultados conocidos sobre el espacio de James y los espacios
de sucesiones y de funciones de p-variación acotada y sus propiedades de dualidad,
en este trabajo se define un espacio de funciones de Tipo James y se estudian sus
propiedades, en particular su caracterización a partir de los espacios anteriormente
mencionados. Igualmente se propone una posible generalización de los espacios de
funciones de Tipo James con vistas al estudio del problema, aún abierto, de la dua-
lidad de los espacios de este tipo.

Abstract

Starting from the well-known results on the space of James and the spaces of
successions and of functions of bounded p-variation and their properties of duality,
in this work it is defined a space of functions of James Type and their properties are
studied, in particular their characterization starting from the previously mentioned
spaces. It propose a possible generalization of the spaces of functions of James Type
with a view to the study of the problem, even open, of the duality of the spaces of
this type.
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Introducción

La idea de dualidad de espacios normados data de los oŕıgenes del problema de
momentos, en la Teoŕıa de las Probabilidades. El presente trabajo tiene como base
la investigación acerca de lo concerniente a la dualidad de los espacios de funciones
absolutamente p-continuas y de p-variación acotada. Para ello se definen y estudian
ciertos espacios con alguna similitud métrica y estructural con los anteriormente
mencionados, constituyéndose esto en el objetivo principal de este trabajo.

El concepto de p-continuidad absoluta de una función real definida sobre el intervalo
[a, b] para 1 < p < ∞ aparece por primera vez en el año 1937, en los trabajos de E.R.
Love y L.C. Young (ver [14]), quienes desarrollaron también la noción de función de
p-variación acotada sobre el intervalo [a, b]. En esta ĺınea se destacan además los po-
lacos Musielak y Orlicz (ver [17]), quienes en el año 1959 demostraron en conjunto la
separabilidad del espacio Cp[a, b] de las funciones absolutamente p-continuas en [a, b].

Paralelamente, en 1951 James (ver [4], [7]) presentó un ejemplo de espacio de Banach
que es isométricamente isomorfo a su bidual, pero no es reflexivo. Dicho espacio se
conoce desde entonces con el nombre de su creador y es un espacio de sucesiones
infinitesimales que juega un importante papel en la búsqueda de un teorema de re-
presentación de los funcionales de Cp[a, b].

En 1984 aparece un trabajo del matemático ruso V.Kisliakov (ver [9]), donde se
demuestra de forma indirecta que el espacio (Cp[a, b])∗∗, bidual a Cp[a, b] es iso-
morfo al espacio Vq[a, b] de las funciones de q-variación acotada en [a, b] con p y q
conjugados. De esta forma, la búsqueda de una demostración directa de la relación
(Cp[a, b])∗∗ ' Vq[a, b] se convierte en la columna vertebral de las investigaciones ex-
puestas en la tesis de doctorado (ver [20]) de la cubana Rita Roldán, quien, sobre
la base del conocimiento del espacio de James, obtiene una representación de los
funcionales sobre Cp[a, b] a través de integrales de Stieltjes respecto a funciones de
Vq[a, b] con 1

p
+ 1

q
= 1, pero sin obtener la isometŕıa buscada. Además se hace notar

que Vq[a, b] no puede ser el espacio dual de Cp[a, b], mostrándose, no obstante, una
condición suficiente para la existencia de la integral de Stieltjes de manera tal que
esta representa un funcional continuo. De igual forma se tratan propiedades impor-
tantes de los espacios Vp[a, b] y Cp[a, b] como, por ejemplo, la relación de estos con
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el espacio Lipα[a, b] de las funciones α-lipchitzianas (0 < α < 1), al igual que la no
separabilidad de Vp[a, b] y la separabilidad de Cp[a, b].

Los estudios en esta dirección continúan en las tesis de licenciatura de los cubanos
Y. Puig del año 2006 (ver [19]) y de R. Milián del año 2008 (ver [16]), quienes gene-
ralizan las definiciones de los espacios de funciones de p-variación acotada y estudian
su dualidad para funciones abstractas en el primer caso y desde el punto de vista de
la álgebras de Banach en el segundo caso.

El espacio definido por James también ha sido de gran utilidad en la obtención de
interesantes resultados. Uno de estos se encuentra en los trabajos de Lindenstrauss
y Stegall (ver [13]). En ellos se presenta una definición de espacio de funciones de
James JF como completamiento de la cápsula lineal de las funciones caracteŕısticas
de subintervalos de [0, 1] con la norma

‖f‖ = sup

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
2
) 1

2

,

donde el supremo se toma sobre todas las particiones 0 = t1 < t2 < ... < tn = 1
de [0, 1]. Dicha definición parece más cercana a la original de James que la de las
funciones de p-variación acotada, por lo que su estudio pudiera permitir obtener
nuevos resultados en la búsqueda del teorema de representación para (Cp[a, b])∗. Sin
embargo, en los trabajos antes mencionados existen algunas inexactitudes que con-
ducen a la necesidad de definir un nuevo espacio a partir de la idea original.

En la búsqueda bibliográfica desarrollada para este trabajo se han encontrado otros
trabajos relacionados con estos espacios, los cuales dedican su atención sobre todo
a problemas de aproximación, por lo que no se incluyen en esta tesis.

En este trabajo se generaliza la idea de Lindenstrauss y Stegall, definiendo el es-

pacio ̂JFp[a, b] de las funciones de p-variación integral acotada sobre el intervalo
[a, b], denominado espacio de funciones de Tipo James, y se estudia su relación con
el espacio de las funciones de p-variación acotada Vp[a, b]. La tesis se estructura en
una introducción y dos caṕıtulos, cerrando la presentación con las conclusiones y
recomendaciones del autor.

En el primer caṕıtulo (“Preliminares”) se presentan los resultados básicos para el

desarrollo de la investigación. En él se estudia el espacio v
(0)
p de las sucesiones de

p-variación acotada (el caso p = 2 corresponde al ya mencionado espacio de James)
como ejemplo de un espacio isométricamente isomorfo a su bidual sin ser reflexivo y
sus principales propiedades. También se presentan algunas propiedades de los espa-
cios Cp[a, b] y Vp[a, b] de las funciones absolutamente p-continuas y de p−variación
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acotada respectivamente, aśı como sus relaciones de dualidad.

El segundo caṕıtulo (“Un espacio de funciones de Tipo James”) está dedicado al

estudio del espacio de funciones ̂JFp[a, b] anteriormente mencionado. Se muestran
interesantes propiedades de esos espacios, como su relación con los ya mencionados
y su separabilidad o no separabilidad. Finalmente se proponen generalizaciones en
la forma de definir estos espacios de funciones, las cuales abren nuevas v́ıas de in-
vestigación.

Finalmente se presentan las “Conclusiones y Recomendaciones”, donde se resumen
los resultados fundamentales del trabajo, indicando posibles caminos de desarrollo
para el trabajo futuro.
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Caṕıtulo I

Preliminares

5



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se exponen los resultados fundamentales necesarios para el desa-
rrollo posterior de este trabajo. Ellos incluyen el espacio de James, como ejemplo de
espacio semireflexivo de orden 1 y su generalización a los espacios de sucesiones y de
funciones de p-variación acotada, aśı como la relación de éste último con el espacio
de las funciones absolutamente p-continuas (ver, por ejemplo [20]).

1.1. El espacio de las sucesiones de p-variación

acotada

Los resultados que se exponen en este eṕıgrafe no tendrán una aplicación inmedia-
ta en esta investigación, referida a espacios de funciones. Sin embargo, se presentan
aqúı, pues las ideas que conducen a las definiciones de dichos espacios de funciones
parten en gran medida de estos resultados.

1.1.1. El espacio v
(0)
p de las sucesiones de p-variación acotada

Se denota por J al espacio de todas las sucesiones reales infinitesimales x = (ξn)∞n=1,
para las cuales se cumple

‖x‖J = sup
n

(
n∑

i=1

|ξk2i−1
− ξk2i

|2
) 1

2

< ∞, (1.1)

donde el supremo se toma sobre todos los números naturales n y sobre todas las
sucesiones crecientes finitas k1, k2, . . . , k2n de números naturales. El espacio J se
conoce en la literatura como espacio de James y constituye un ejemplo clásico
de espacio normado semireflexivo de orden 1, quiere decir que la codimensión de
la proyección canónica π de dicho espacio sobre su bidual es igual a 1 (ver, por
ejemplo, [4]). El espacio de James J también puede ser nombrado espacio de las
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sucesiones de 2-variación acotada.

De modo análogo se define el espacio de las sucesiones de p-variación acotada:

Definición 1.1
Una sucesión numérica real x = (ξn)∞n=1 pertenece al espacio v

(0)
p (p ≥ 1) de las

sucesiones infinitesimales de p-variación acotada si y sólo si se cumple

ĺım
n→∞

ξn = 0 (1.2)

‖x‖
v
(0)
p

= sup
n

(
n∑

i=1

|ξk2i−1
− ξk2i

|p
) 1

p

< ∞ (1.3)

donde el supremo se considera como en la norma ‖ x ‖
v
(0)
2

=‖ x ‖J .

El siguiente teorema, cuya demostración se desarrolla de modo clásico (ver [20]),
caracteriza a este espacio como normado.

Teorema 1.1(
v

(0)
p , ‖ x ‖

v
(0)
p

)
es un espacio de Banach.

En la literatura se encuentran definiciones equivalentes de la norma en v
(0)
2 (ver [12]),

por ejemplo:

‖ x ‖(1)
J = sup

n

(
n−1∑
i=1

| ξki
− ξki+1

|2
) 1

2

, (1.4)

‖ x ‖(2)
J = sup

n

1√
2

(
n∑

i=1

| ξki
− ξki+1

|2
) 1

2

, (1.5)

donde el supremo en ambos casos se toma sobre todos los números naturales n y
todas las sucesiones crecientes finitas k1, k2, . . . , kn de números naturales (en el caso
(1.4) es kn+1 = k1).

De modo análogo se pueden definir normas equivalentes en el caso general del espacio
de las funciones de p-variación acotada, a saber

‖ x ‖(1)

v
(0)
p

= sup
n

(
n−1∑
i=1

| ξki
− ξki+1

|p
) 1

p

, (1.6)

‖ x ‖(2)

v
(0)
p

= sup
n

1√
2

(
n∑

i=1

| ξki
− ξki+1

|p
) 1

p

, (1.7)

donde el supremo se toma como en (1.4) y (1.5) respectivamente.
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En este punto se debe hacer notar lo siguiente: En la construcción del supremo en el
caso de la norma ‖ · ‖

v
(0)
p

, de la sucesión finita creciente de ı́ndices k1, k2, . . . , k2n (n

fijo), se consideran bajo la suma solamente diferencias de la forma | ξk2i−1
− ξk2i

|p.
En cambio, en las normas ‖ · ‖(1)

v
(0)
p

y ‖ · ‖(2)

v
(0)
p

se consideran todas las diferencias

de términos con ı́ndice consecutivo, donde en el caso de la norma ‖ · ‖(2)

v
(0)
p

aparece

además el sumando | ξkn − ξk1 |p que cierra el “ciclo”. (para la equivalencia de las
normas ver [20]).

Las bases de Schauder juegan un importante papel en el estudio de estos espacios.

Definición 1.2
Sea (E, ‖ · ‖) un espacio de Banach.
Una sucesión (xn)∞n=1 de E se dice base de Schauder de E si para todo
elemento x ∈ E existe una única sucesión numérica (ai)

∞
i=1, tal que

x =
∞∑
i=1

aixi.

Una base de Schauder (xn)∞n=1 de E se dice monótona si para todo sistema
de escalares (ai)

∞
i=1, se cumple que

sup
n∈N

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

aixi

∥∥∥∥∥ = 1.

Sea k un número entero positivo. Una base (xn)∞n=1 del espacio de Banach E
es llamada k-contrahente si para la sucesión de funcionales biortogonales
(fn)∞n=1 de (xn)∞n=1 se cumple

codimE∗ [fn] = k,

donde [fn] denota al subespacio cerrado de E∗ generado por (fn)∞n=1. En par-
ticular, si k = 0, entonces (xn)∞n=1 se llama base contrahente.

Para los espacios de sucesiones de p-variación acotada se cumple (ver [20]):

Teorema 1.2
Los vectores unitarios canónicos (ei)

∞
i=1 constituyen una base de Schauder

monótona y contrahente de v
(0)
p respecto a las normas ‖ · ‖

v
(0)
p

y ‖ · ‖(1)

v
(0)
p

.
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El siguiente teorema ofrece una importante aplicación de las bases contrahentes (ver
[23]).

Teorema 1.3
Sea (xn)∞n=1 una base contrahente del espacio de Banach (E, ‖ · ‖). Entonces su
espacio bidual E∗∗ puede ser identificado con el espacio de todas las sucesiones
numéricas (ai)

∞
i=1, para las que se cumple

sup
n

∥∥∥∥∥
n∑

l=1

alxl

∥∥∥∥∥ < ∞.

A partir de este teorema se puede identificar al espacio bidual
(
v

(0)
p

)∗∗
de v

(0)
p con

el espacio de todas las sucesiones numéricas (αi)
∞
i=1, para las cuales se cumple

sup
n

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

αiei

∥∥∥∥∥
v
(0)
p

< ∞,

es decir, con el espacio de las sucesiones que cumplen que

sup
n

(
n∑

n=1

∣∣αk2i−1
− αk2i

∣∣p
) 1

p

< ∞. (1.8)

Obviamente se deduce de esta última expresión la existencia del ĺımite ĺımn→∞ αn.

Entonces
(
v

(0)
p

)∗∗
es la cápsula lineal de v

(0)
p , o más exacto, la cápsula lineal de

la imagen canónica de v
(0)
p en

(
v

(0)
p

)∗∗
y de la funcional x∗∗0 sobre

(
v

(0)
p

)∗
, que

está definida por

x∗∗0 (e∗n) = 1

para toda n ∈ N (es decir, x∗∗0 es la funcional que se identifica con la sucesión
(1, 1, 1, . . .)).

A partir de ello se obtiene el siguiente teorema:(ver [20])

Teorema 1.4
El espacio v

(0)
p de las sucesiones infinitesimales de p-variación acotada es

isométricamente isomorfo a su espacio bidual
(
v

(0)
p

)∗∗
respecto a las normas

‖ · ‖
v
(0)
p

y ‖ · ‖(1)

v
(0)
p

.
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En la literatura se define también en J una cuarta norma que tiene la expresión

‖ x ‖(3)

v
(0)
p

= sup
n

(
n∑

i=1

|ξk2i−1
− ξk2i

|p + |ξk2n+1|p
) 1

p

,

donde el supremo se toma sobre todos los números naturales n y todas las sucesiones
crecientes finitas k1, k2, . . . , k2n+1 de números naturales. A menudo esta norma se
presenta sin diferenciar de la ya conocida ‖ · ‖

v
(0)
2

. Algunos autores se basan para ello

en el art́ıculo de R.C.James “Bases and reflexivity of Banach spaces” aparecido en
1950 en la revista “Annals of Mathematics”, la cual no hemos podido localizar. En

un trabajo posterior (ver [4]), James sólo analiza la isometŕıa entre v
(0)
2 y

(
v

(0)
2

)∗∗

respecto a la norma ‖ · ‖
v
(0)
2

. Resulta importante señalar en este punto que, respecto

a la norma ‖ · ‖(3)

v
(0)
p

, se obtiene también el isomorfismo v
(0)
p y

(
v

(0)
p

)∗∗
, pero se pierde

la isometŕıa (ver [20]).

El siguiente teorema presenta la semireflexividad del espacio de las sucesiones de
p-variación acotada, en analoǵıa a la clásica propiedad del espacio de James ([20]).

Teorema 1.5

Sea π la inyección canónica de v
(0)
p en

(
v

(0)
p

)∗∗
. Entonces es

codim(
v
(0)
p

)∗∗π
(
v(0)

p

)
= 1.

1.1.2. El espacio dual del espacio v
(0)
p

La v́ıa indirecta aplicada para determinar el espacio bidual de v
(0)
p induce a la pre-

gunta sobre la forma del espacio dual de v
(0)
p . Esta pregunta resulta totalmente

respondida en [20] a través del espacio ûp, que se define a continuación:

Partiendo del conjunto de las sucesiones reales de soporte finito (o sea, sucesiones
finitas) se introducen las siguientes denominaciones:

Un escalón es una sucesión de la forma (0, . . . , 0, a, . . . , a, 0, . . . , 0), donde a
es un número real no nulo que se denomina altura del escalón y se llama
signo del escalón al valor sg(a).

Se llama soporte del escalón x = (ξi)
∞
i=1 al conjunto

supp(x) = {i ∈ N; ξi 6= 0}.
(Como se trata de sucesiones finitas, el soporte siempre tiene que ser acotado.)
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Dos escalones x e y se dicen disjuntos, si sus soportes son disjuntos, es decir,

supp(x) ∩ supp(y) = ∅.

Ellos se dicen estrictamente disjuntos, si sus soportes son disjuntos y existe
al menos un número natural k entre los soportes de x e y, es decir, para

supp(x) = {i1, . . . , in}, supp(y) = {j1, . . . , jm}

con in < j1, existe un k ∈ N con in < k < j1.

Se dice que un escalón x está contenido en el escalón y, si se cumple
supp(x) ⊆ supp(y).

Sea ahora x = (ξi)
∞
i=1 una sucesión de números reales de la forma

ξi =

{
αk tk ≤ i ≤ tk+1

0 i ≥ tn
(k = 1, . . . , n− 1) (1.9)

con {t1, t2 . . . , tn} ⊂ N y αk 6= αk+1 para k = 1, . . . , n − 1. Se define entonces (ver
[20])

|[x]|p =

(
n∑

k=1

|αk|p
) 1

p

. (1.10)

Nótese que el valor |[x]|p no constituye una norma, pues no cumple la desigualdad
triangular, como se puede comprobar fácilmente con las sucesiones x = (1, 0, . . . , 0)
y y = (1, 1, 0, . . . , 0).

Sin embargo, resulta obvio que toda sucesión finita x = (ξi)
∞
i=1 (aún cuando no sea

suma de escalones estrictamente disjuntos) se representar en la forma (1.9) como
suma finita de sucesiones xj (j = 1, . . . , m), que son suma de escalones estrictamente
disjuntos. Para ello basta tomar la representación

x = x1 + x2 con x1 = (ξ
(1)
i )∞i=1, x2 = (ξ

(2)
i )∞i=1,

tal que

ξ
(1)
i =

{
αk t2k ≤ i ≤ t2k+1

0 en otro caso
(2k + 1 ≤ n)

ξ
(2)
i =

{
αk t2k−1 ≤ i ≤ t2k

0 en otro caso
(2k ≤ n)

Sin embargo, esta representación no es única.
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Se denota por SD(x) al conjunto de todas esas representaciones y se define entonces

‖ x ‖up= inf
SD(x)

n∑

k=1

|[xk]|p, (1.11)

tomando el ı́nfimo sobre el conjunto SD(x) de todas las representaciones de x de la
forma

x =
n∑

k=1

xk,

de manera que las sucesiones xk son a su vez sumas de escalones estrictamente dis-
juntos para toda k = 1, 2, . . . , n.

Se cumple el siguiente teorema:

Teorema 1.6
El valor ‖ x ‖up es una norma en el espacio de todas las sucesiones finitas.

Si se denota ahora por ûp al completamiento del espacio de las sucesiones con soporte
finito respecto a la norma ‖ · ‖up , se cumple:

Teorema 1.7
Si la sucesión finita x es suma de escalones estrictamente disjuntos, entonces

‖ x ‖up= |[x]|p.

El siguiente teorema presenta la relación de este espacio con el espacio de las suce-
siones de p−variación acotada (ver [20]).

Teorema 1.8
El espacio dual de ûp es isométricamente isomorfo al espacio v

(0)
q de las suce-

siones infinitesimales de q-variación acotada con 1
p
+ 1

q
= 1 respecto a la norma

‖ · ‖
v
(0)
p

, y la base canónica de ûp es una base contrahente.

También se cumple:

Teorema 1.9
El espacio ûq es isométricamente isomorfo al espacio dual (v

(0)
p )∗ del espacio

v
(0)
p de las sucesiones infinitesimales de p-variación acotada con 1

p
+ 1

q
= 1.

De esta manera se ha obtenido la relación directa para 1
p

+ 1
q

= 1

(v(0)
p )∗∗ ∼= (ûq)

∗ ∼= v(0)
p .
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1.2. Las funciones de p-variación acotada y abso-

lutamente p-continuas

En este eṕıgrafe se presentan las definiciones y los resultados conocidos sobre los
espacios Vp[a, b] de las funciones de p-variación acotada y Cp[a, b] de las funciones
absolutamente p-continuas (ver [20]), los cuales constituyen un modo de generalizar
los espacios de sucesiones del eṕıgrafe anterior.

1.2.1. El espacio Vp[a, b] de las funciones de p variación aco-
tada

Definición 1.3
Una función f definida sobre el intervalo cerrado [a, b] es de p-variación
acotada (1 ≤ p < ∞) si el valor

Vp(f) = sup
π

(
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p
) 1

p

es finito, donde el supremo se toma sobre todas las particiones π = {ti}n
i=0 de

[a, b]. El espacio Vp[a, b] de la funciones de p-variación acotada con el valor
inicial f(a) = 0 es un espacio de Banach con la norma ‖ · ‖Vp= Vp(·).

Resulta sencillo comprobar que toda función de p-variación acotada en el intervalo
cerrado [a, b] es acotada en ese intervalo.
Los siguientes teoremas presentan algunas importantes propiedades de estos espacios
(ver [20]):

Teorema 1.10
Toda función de p-variación acotada en [a, b] es también de q-variación acotada
para todo número real q > p y tiene a lo sumo una cantidad numerable de
discontinuidades, todas evitables o no evitables de primera especie.

Teorema 1.11
El espacio Vp[a, b] no es separable y contiene un subespacio isomorfo a c0.
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1.2.2. El espacio Cp[a, b] de las funciones absolutamente p-
continuas

Definición 1.4
El módulo de p-continuidad (1 < p < ∞) de una función f definida en
[a, b] está definido por

ωp(δ)(f) = sup
πδ

(
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)|p
) 1

p

,

donde el supremo se toma sobre todas las particiones πδ : a = t0 < . . . < tn = b
del intervalo cerrado [a, b], para las que se cumple (ti − ti−1) < δ para toda
1 ≤ i ≤ n.
Una función f se dice absolutamente p-continua si se cumple

ĺım
δ→0

ωp(δ)(f) = 0.

El espacio Cp[a, b] de las funciones absolutamente p-continuas con el valor
inicial f(a) = 0 es un subespacio cerrado de Vp[a, b].

Un ejemplo interesante resulta la conocida función de Weierstrass

f(x) =
∞∑

n=1

a−
n
2 cos(2πanx) x ∈ [0, 1],

para un número entero cualquiera a > 1, la cual es de 2-variación acotada y absolu-
tamente p-continua para todo número real p > 2.

Para las funciones absolutamente p-continuas se cumple (ver [20]):

Teorema 1.12
Toda función absolutamente p-continua en [a, b] es continua en ese intervalo.
El rećıproco no se cumple en general.

Teorema 1.13
Para toda función f de p-variación acotada sobre [a, b] se define para todo x
del intervalo [a, b] la función φ(x) = Vp(f, a, x) como la p-variación de f en el
intervalo [a, x] ⊂ [a, b], la cual es monótona creciente. Si f es absolutamente
p-continua, entonces φ también es absolutamente p-continua en [a, b].

Una función f definida en el intervalo cerrado [a, b] se dice Lipschitz-continua del
orden α para 0 < α ≤ 1, si para cualesquiera dos puntos x, y de [a, b] se cumple la
desigualdad

|f(x)− f(y)| ≤ M |x− y|α,

con una constante M que sólo depende de f .
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Teorema 1.14
Toda función Lipschitz-continua del orden α es de 1

α
-variación acotada y ab-

solutamente p-continua en [a, b] para todo número real p > 1
α
.

Teorema 1.15
El espacio Cp[a, b] es separable.

Teorema 1.16
La inmersión Idp de Cp[a, b] (p > 1) en el espacio C[a, b] de las funciones
continuas sobre [a, b] no es compacta.

1.2.3. Estudios sobre el espacio dual de Cp[a, b]

Las integrales de Riemann-Stieljes, cuya definición se presenta a continuación, juegan
un importante papel en los teoremas de representación de espacios de normados.

Definición 1.5
Sean f, g dos funciones cualesquiera definidas sobre el intervalo cerrado [a, b].
Sea π : a = t0 < t1 < . . . < tn = b una partición cualquiera de [a, b] y sean los
puntos ξi ∈ [ti−1, ti] para 1 ≤ i ≤ n. Entonces el valor

σπ(f, g) =
n∑

i=1

f(ξi)(g(ti)− g(ti−1))

se llama suma de Riemann-Stieltjes de f respecto a g y π.
Se dice que la función f es Riemann-Stieltjes integrable respecto a g
en [a, b], si existe un número real I, tal que, para todo ε > 0 existe un número
real δε > 0 con

|σπ(f, g)− I| < ε

para cualquier partición π de norma menor que δε y cualquier selección de los
puntos intermedios ξi. En ese caso, el número real I se llama integral de
Riemann-Stieltjes de f respecto a g en [a, b] y se denota por

I =

∫ b

a

f(x)dg(x).

En [20] se presentan ciertas desigualdes de tipo Hölder, a partir de las cuales se
deduce el siguiente teorema.
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Teorema 1.17
Para dos funciones f, g de p-variación acotada y q-variación acotada respecti-
vamente en [a, b] con 1

p
+ 1

q
> 1 y para una partición cualquiera π de [a, b] se

cumple la acotación

|σπ(f, g)| ≤
{

1 + ζ

(
1

p
+

1

q

)}
Vp(f)Vq(g),

donde σπ(f, g) es la suma de Riemann-Stieltjes de f respecto a g y π y

ζ(t) =
∞∑

n=1

1

nt

es la función Zeta de Riemann.

A partir de esta acotación, en [20] se presenta además la relación de dualidad:

Teorema 1.18
Toda funcional lineal continua F sobre Cp[a, b] para 1 < p < ∞ se puede
representar a través de una integral de Riemann-Stieltjes de la forma

F (f) =

∫ b

a

f(x)dg(x),

donde g es una función de q-variación acotada en [a, b] con 1
p

+ 1
q

= 1 y se
cumple

‖ g ‖Vq≤ 21+ 1
q ‖ F ‖ .

Rećıprocamente, si f es una función absolutamente p-continua y g es una
función de q-variación acotada en [a, b] con 1

p
+ 1

q
> 1, entonces existe la integral

de Riemann-Stieltjes de f respecto a g en [a, b] y se cumple la acotación

∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dg(x)

∣∣∣∣ ≤
{

1 + ζ

(
1

p
+

1

q

)}
Vp(f)Vq(g),

donde ζ(t) es la función Zeta de Riemann.

Sin embargo, el espacio dual del espacio Cp[a, b] no puede ser identificado con Vq[a, b],
lo cual se comprueba fácilmente a partir de sue relaciones con c0 y l1 respectivamente.

En un intento por responder a la pregunta sobre la existencia de un espacio de
Banach, cuyo espacio dual sea isomorfo al espacio Vp[a, b] de las funciones de p-
variación acotada en el intervalo cerrado [a, b], y en analoǵıa al caso de los espacios
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vp de las sucesiones de p-variación acotada (ver [20]), R.Roldán define (generalizando

la idea del espacio ûp) el espacio Îp[a, b] como completamiento de las funciones
escalonadas definidas en [a, b] con una norma adecuada que denota por ‖.‖Ip . En el
trabajo citado se estudian las propiedades de este espacio, como su separabilidad
y, a pesar de no obtener tampoco por esta v́ıa la deseada relación de dualidad, se
demuestra el siguiente importante resultado:

Teorema 1.19
El dual de ̂ILp[a, b] es isomorfo al espacio Vq[a, b] de las funciones q−variación
acotada con 1

p
+ 1

q
= 1.
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Caṕıtulo II

Un espacio

de funciones de Tipo James
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Caṕıtulo 2

Un espacio de funciones de Tipo
James

2.1. Definiciones y propiedades preliminares

En caṕıtulo 1 han sido presentadas las principales propiedades del espacio de
James como espacio no reflexivo de codimensión 1 y su generalización a los espa-
cios de sucesiones y de funciones de p-variación acotada. Sin embargo, se observa
que la interpretación de los espacios de funciones de p-variación acotada como gene-
ralización de los correpondientes espacios de sucesiones no permite prolongar las
propiedades de dualidad. Otra forma de generalizar dichos espacios lo constituyen
el espacio JT “James tree” y espacio JF de las funciones de James que aparecen
en los trabajos de Lindenstrauss y Stegall (ver [13]), como ejemplos de espacios de
funciones de Banach separables no reflexivos, que contienen una copia de c0, mien-
tras su dual no contiene a l1.

Conviene comentar la definición de estos autores. Para Lindenstrauss y Stegall el
espacio de funciones de tipo James se considera como el completamiento de la cápsula
lineal de las funciones caracteŕısticas de subintervalos de [0, 1] con respecto a la
“norma”

‖f‖ = sup

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
2
) 1

2

. (2.1)

Sin embargo, una sencilla comprobación permite verificar que la expresión anterior
no constituye una norma en la cápsula lineal de las funciones caracteŕısticas de
subintervalos de [0, 1], pues para la función no nula

Ia(x) =

{
1 x = a
0 x 6= a

se obtiene ‖f‖ = 0.
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En este trabajo se pretende definir con rigor un nuevo espacio de funciones que
generalice al espacio de sucesiones de James y estudiar sus propiedades. Para ello
se toma como punto de partida al espacio Ip[a, b] de las funciones indicadoras de
intervalos [a, b], que se define de la manera siguiente:

Definición 2.1
Se denota por Ip[a, b] a la cápsula lineal de las funciones indicadoras de subin-
tervalos de [a, b]; es decir, si 〈c, d〉 denota a un subintervalo de cualquier tipo
de [a, b] (aceptando 〈c, c〉 = {c}) y χ〈c,d〉 denota a la función indicadora de
〈c, d〉, entonces

Ip[a, b] = span{χ〈c,d〉; 〈c, d〉 ⊂ [a, b]}.

Resulta fácil comprobar que cualquier función f de Ip[a, b] se puede escribir de la
forma

f(x) =
n∑

k=1

αkχIk
(αk ∈ R), (2.2)

donde (Ik)
n
k=1 es una partición de intervalo [a, b] (es decir, (Ik)

n
k=1 es un sistema de

intervalos disjuntos dos a dos, cuya unión es todo el intervalo [a, b]). Esta repre-
sentación no es única, pero si se considera además que los Ik están ordenados de
izquierda a derecha y la condición αk 6= αk+1 para todo k = 1, . . . , n, se logra la
unicidad deseada. Esta forma de escribir la función f ∈ Ip[a, b] se denomina re-
presentación canónica de f , siendo los αk sus coeficientes y n el orden de la
representación.

Una representación canónica de la forma (2.2) se dice alternada si los coeficientes
forman una sucesión de números reales de signos alternos, es decir, si αkαk+1 < 0
para todo k = 1, . . . , n.

A continuación se estudia la expresión (2.1) para algunos tipos de funciones del
espacio Ip[a, b]. Para ello se considera una función ‖ · ‖p : Ip[a, b] → R tal que

‖f‖p = sup

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

donde a = t0 < t1 < ... < tn = b es una partición cualquiera de intervalo [a, b].
Entonces se tienen los siguientes resultados.
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Teorema 2.1
Sea f ∈ Ip[a, b] una función de signo constante con la representación canónica

f(x) =
n∑

k=1

αkχIk
(αk ≥ 0 ó αk ≤ 0, ∀k = 1, . . . , n− 1),

entonces se cumple que

‖f‖p =
n∑

k=1

|αk|ν(Ik),

donde ν(Ik) representa la longitud del intervalo Ik.

Demostración:
Sea π : a = t0 < t1... < tm = b una partición cualquiera de [a, b] y sea Ji = [ti, ti+1]
para i = 0, . . . , m− 1. Entonces se tiene

(
m−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

≤
m−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣ .

Si f es no negativa, es decir, αk ≥ 0 para todo k = 1, . . . , n− 1, entonces se cumple

m−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣ =
m−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

n∑

k=1

αkν(Ik)dt =
m−1∑
i=0

n∑

k=1

αkν(Ik ∩ Ji)

=
n∑

k=1

m−1∑
i=0

αkν(Ik ∩ Ji) =
n∑

k=1

αk

m−1∑
i=0

ν(Ik ∩ Ji)

=
n∑

k=1

αkν(Ik) =
n∑

k=1

|αk|ν(Ik).

Por otra parte, si f es no positiva, es decir, αk ≤ 0 para todo k = 1, . . . , n − 1,
resulta sencillo comprobar que

‖f‖p = ‖ − f‖p =
n∑

k=1

|αk|ν(Ik),

quedando aśı demostrado el teorema. Q.e.d

En el caso particular en que la representación canónica de la función f ∈ Ip[a, b] es
alternada se tiene la relación siguiente:
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Teorema 2.2
Sea f ∈ Ip[a, b] con la representación canónica

f =
n∑

k=1

αkχIk
,

tal que αkαk+1 ≤ 0 para todo k = 1, . . . , n− 1. Entonces se cumple que

‖f‖p =

(
n∑

k=1

(|αk|ν(Ik))
p

) 1
p

, (2.3)

donde ν(Ik) representa la longitud del intervalo Ik.

Demostración: (Por inducción).

En el caso n = 2 se tiene que f = α1χI1 + α2χI2 , donde α1α2 ≤ 0, I1 ∩ I2 = ∅
y I1 ∪ I2 = [a, b].

Sea π : a = t0 < t1 < ... < tm = b una partición cualquiera del intervalo
[a, b] y sea c ∈ [a, b], tal que 〈a, c〉 = I1, entonces c tiene que estar en algún
subintervalo de la partición π de [a, b]. Sea k tal que c ∈ (tk, tk+1), entonces es

∣∣∣∣
∫ tk+1

tk

f(t)dt

∣∣∣∣
p

≤
∣∣∣∣
∫ c

tk

f(t)dt

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣
∫ tk+1

c

f(t)dt

∣∣∣∣
p

.

Luego, se tiene

m−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p

=
k−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣
∫ tk+1

tk

f(t)dt

∣∣∣∣
p

+
m−1∑

i=k+1

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p

≤
k−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣
∫ c

tk

f(t)dt

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣
∫ tk+1

c

f(t)dt

∣∣∣∣
p

+
n−1∑

i=k+1

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p

.

Pero, como f tiene signo constante en el subintervalo I1, se cumple

k−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣
∫ c

tk

f(t)dt

∣∣∣∣
p

≤
(

k−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∫ c

tk

f(t)dt

∣∣∣∣
)p

≤
∣∣∣∣
∫ c

a

f(t)dt

∣∣∣∣
p

= (|α1|ν(I1))
p.

De modo análogo se obtiene para el subintervalo I2

∣∣∣∣
∫ tk+1

c

f(t)dt

∣∣∣∣
p

+
n−1∑

i=k+1

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p

≤
∣∣∣∣
∫ b

c

f(t)dt

∣∣∣∣
p

= (|α2|ν(I2))
p.
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Entonces es

sup
π

(
m−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

≤ ((|α1|ν(I1))
p + (|α2|ν(I2))

p)
1
p ,

por lo que el teorema es válido para n = 2

Ahora si (2.3) es cierta para todo orden m ≤ n− 1 con n− 1 ≥ 2, entonces se
debe demostrar que (2.3) es también válida para una representación de orden
n. Para ello, sea f =

∑n
k=1 αkχIk

, con αkαk+1 ≤ 0, Ik = 〈sk−1, sk〉 para todo
k = 1, . . . , n− 1 y sea π : a = t0 < t1 < ... < tm = b una partición de [a, b].

Está claro que siempre existe tl tal que tl ∈ 〈sk−1, sk〉 para algún k. Si se
particiona el intervalo [a, b] en los dos subintervalos [a, tl] y (tl, b], entonces
en cada subintervalo la función f tiene ahora una representación canónica
alternada de orden menor que n. Al aplicar la hipótesis de indución para f en
cada subintervalo [a, tl] y (tl, b] se obtiene que

m−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p

=
l−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p

+
m−1∑

i=l

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p

≤
k−1∑
i=1

|αiν(Ii)|p + |αk(tl − sk)|p

+|αk(sk+1 − tl)|p +
n∑

i=k

|αiν(Ii)|p

≤
k−1∑
i=1

|αiν(Ii)|p + |αk(sk+1 − sk)|p +
n∑

i=k

|αiν(Ii)|p

≤
n∑

i=1

|αiν(Ii)|p

Con esta desigualdad queda demostrado el teorema. Q.e.d

Ya se ha comprobado que la expresión (2.1) no constituye una norma de este espacio.
Por tanto, se debe buscar otra norma o una manera de construir una norma parecida
a la expresión (2.1). Para ello se considera (de manera análoga a los espacios Lp[a, b])
una relación de equivalencia en Ip[a, b], la cual está dada por

f ∼ g ⇔ sup
π

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

(f(t)− g(t))dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

= 0,
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donde el supremo se toma sobre el conjunto de todas particiones de [a, b] de la forma
π : a = t0 < t2 < ... < tn = b .

Está claro que “∼” es una relación reflexiva y simétrica. Luego, para justificar que
“∼” es una relación de equivalencia basta demostrar que es transitiva. Para ello sean
f, g, h ∈ Ip[a, b], tales que f ∼ g y g ∼ h. Por la desigualdad de Minkowski es

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

(f(t)− h(t))dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

=

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

(f(t)− g(t) + g(t)− h(t))dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

≤
(

n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

(f(t)− g(t))dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

+

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

(g(t)− h(t))dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

,

por lo que f ∼ h, siendo aśı “∼” una relación de equivalencia en Ip[a, b].

A partir de esto, tiene sentido de considerar el espacio cociente Ip[a, b]/ ∼, el cual
se denota por JFp[a, b].

Nótese que si dos funciones f, g ∈ Ip[a, b] pertenecen a una misma clase de equi-
valencia de JFp[a, b], ellas son iguales casi donde quiera. Ello permite identificar al
espacio JFp[a, b] como espacio de funciones, al identificar a cada clase de equivalencia
con uno cualquiera de sus representantes. Igualmente, resulta sencillo comprobar que
el valor de la expresión (2.1) se mantiene constante dentro de cada clase. Entonces
se define:

Definición 2.2
Se llama p−variación integral de f̂ ∈ JFp[a, b] a la función

‖ · ‖p : JFp[a, b] → R,

definida por

‖f̂‖p = sup

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

, (2.4)

siendo f un representante de la clase f̂ .

A partir de lo anteriormente mencionado y para simplificar la notación, se denotará a
partir de ahora a ‖f̂‖p por ‖f‖p. Respecto al espacio JFp[a, b] se cumple el siguiente
teorema.

Teorema 2.3
El espacio JFp[a, b] es un espacio normado respecto de la norma (2.4), pero
no es de Banach.
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Demostración:
Es obvio que para comprobar que (2.4) es una norma, sólo resta demostrar la de-
sigualdad triangular, la cual se deduce directamente de la desigualdad de Minkowski,
pues para todos f, g ∈ JFp[a, b] se tiene

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

(f + g)(t)dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

=

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt +

∫ ti+1

ti

g(t)dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

≤
(

n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

+

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

g(t)dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

Para la segunda afirmación se considera por simplificar al intervalo [0, 1] y se cons-
truyen las funciones φn(x)(n = 1, 2, 3, . . .) según el siguiente esquema:

φ1(x) =

{
1
2

x ∈ [
0, 1

2

)
1 x ∈ [

1
2
, 1

]
. . .

φn(x) =

{
k
2n x ∈ [

k−1
2n , k

2n

)
, (k = 1, . . . , 2n − 1)

1 x ∈ [
2n−1
2n , 1

] .

Está claro que esas funciones pertenecen al espacio JFp[0, 1] y φn+r(x) ≤ φn(x) para
todo x ∈ [0, 1]. En particular, para r = 1 es

(φn − φn+1)(x) =





1
2n+1 x ∈

[
2(k−1)
2n+1 , 2k−1

2n+1

)
, (k = 1, . . . , 2n+1 − 1)

0 x ∈ [
2k−1
2n+1 , 2k

2n+1

)
ó x ∈

[
2n+1−1
2n+1 , 1

] ,

por lo que la función φn − φn+1 toma sólo los valores cero y 1
2n+1 , y alcanza esos

valores 2n veces en intervalos de longitud 1
2n+1 . Entonces aplicando el teorema (2.1)

para calcular la p−variación integral de φn − φn+1 se cumple

‖φn − φn+1‖p = 2n 1

2n+1

1

2n+1
=

1

2n+2
.

Aplicando ahora la desigualdad triangular para r ∈ N se obtiene

‖φn − φn+r‖p ≤ ‖φn − φn+1‖p + ‖φn+1 − φn+2‖p + . . . + ‖φn+r−1 − φn+r‖p

=
1

2n+2
+

1

2n+3
+ . . . +

1

2n+r+2

=
1

2n+2

r∑

k=0

1

2k
.
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Pero la suma en el miembro derecho de esta expresión representa la suma parcial
de orden r de una serie geométrica de razón 1

2
, por lo que puede ser acotada por el

valor 2, entonces

‖φn − φn+r‖p ≤ 2

2n+2
=

1

2n+1
.

De ese modo, para todo ε > 0 existe un número natural N > log2
1
2ε

tal que para
todo n ≥ N se cumple

‖φn − φn+r‖p < ε,

siendo aśı la sucesión {φm} de Cauchy en JFp[0, 1].

Por otra parte, resulta obvia la convergencia puntual de la sucesión {φn} a la función
f(x) = x en [0, 1], la cual no pertenece a JFp[0, 1], por no ser combinación lineal de
funciones indicadoras en ese intervalo. Con esto de observa que JFp[0, 1] no es un
espacio de Banach. Q.e.d

2.2. El espacio ̂JFp[a, b] de Tipo James

El último teorema conduce a la necesidad de definir el espacio de funciones de Tipo
James del siguiente modo:

Definición 2.3
Se define el espacio de funciones de tipo James como el completamiento del

espacio JFp[a, b] respecto la norma (2.4) y se denota por ̂JFp[a, b]. Es decir,
̂JFp[a, b] es el espacio de las clases de equivalencia φ̂ de sucesiones de Cauchy
{φn} de JFp[a, b], dadas por la relación

{φn} ∼ {ψn} ⇔ ‖φn − ψn‖p → 0,

con la norma

‖φ̂‖p = ĺım ‖φn‖p,

siendo {φn} un representante de la clase φ̂.

Primeramente resulta importante observar que si f ∈ JFp[a, b], entonces f ∈ L1[a, b],
lo cual se comprueba fácilmente, considerando en (2.4) la partición canónica π : a < b
de [a, b], lo que implica la integrabilidad de |f | en [a, b]. Se debe hacer notar que
esto no implica necesariamente que se cumpla que ‖f‖L1 ≤ ‖f‖p.
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Por otra parte, si f ∈ L1[a, b] y π : a = t0 < t1 < ... < tm = b es una partición
cualquiera de [a, b], se tiene que

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

6
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣ 6
n−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

|f(t)|dt

=

∫ b

a

|f(t)|dt = ‖f‖L1 ,

o sea ‖f‖p 6 ‖f‖L1 . .

Más adelante se comprobará que los espacios ̂JFp[a, b] y L1[a, b] no son iguales.

Si se denota por JVp(f ; α, β) a la p-variación integral de la función f en el
intervalo [α, β], entonces se cumple:

Teorema 2.4
Sea f ∈ ̂JFp[a, b], c ∈ (a, b) y ∀p > 1. Se cumple la acotación

(JV p
p (f ; a, c) + JV p

p (f ; c, b))
1
p ≤ JVp(f)

Además si p ∈ N entonces se tiene también la relación

JVp(f) ≤ (2p − 1)
1
p (JVp(f ; a, c) + JVp(f ; c, b))

Demostración:

(i) Por la definición de JVp(f), para cada ε > 0 existen particiones

π′ : a = t′0 < t′1 < . . . < t′m = c y π′′ : c = t′′0 < t′′1 < . . . < t′′s = b

de [a, c] y [a, b] respectivamente, tales que

m−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p

> JV p
p (f ; a, c) +

ε

2

s−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p

> JV p
p (f ; c, b) +

ε

2
.

Si se unen estas particiones se obtiene una nueva partición

π : a = t0 < t1 < . . . < tn = b

27



de [a, b], para la cual se cumple

n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p

=
m−1∑
i=0

∣∣∣∣∣
∫ t′i+1

t′i

f(t)dt

∣∣∣∣∣

p

+
s−1∑
i=0

∣∣∣∣∣
∫ t′′i+1

t′′i

f(t)dt

∣∣∣∣∣

p

> JV p
p (f ; a, c) + JV p

p (f ; c, b)− ε.

Pero esto es válido para cualquier ε > 0, por lo que

JVp(f ; a, b) ≥ (JV p
p (f ; a, c) + JV p

p (f ; c, b))
1
p

de donde se deduce la primera parte del teorema.

(ii) Sea ahora π : a = t0 < t1 < . . . < tn = b una partición del intervalo [a, b] que
contiene al punto c = tk. Entonces

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

≤
(

k−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

+

(
n−1∑

i=k

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

o sea,

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

≤ (JVp(f ; a, c) + JVp(f ; c, b)). (2.5)

Sea ahora π : a = t0 < t1 < . . . < tn = b una partición cualquiera de [a, b].
Entonces existe un número natural 0 < k ≤ n, tal que tk−1 ≤ c ≤ tk.

Nótese primeramente que de la monotońıa de la función exponencial se deduce
que si 1 ≤ k ≤ p− 1, entonces para todo par de números reales a, b es

|a|k|b|p−k ≤ |a|p + |b|p.
Para comprobar esta desigual basta reescribirla en la forma

∣∣∣a
b

∣∣∣
k

− 1 ≤
∣∣∣a
b

∣∣∣
p

.

De esto se deduce que

|a + b|p ≤ (|a|+ |b|)p = |a|p + |b|p +

p−1∑

k=1

(
p
k

)
|a|k|b|p−k

≤ (|a|p + |b|p)
(

1 +

p−1∑

k=1

(
p
k

))
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Pero por el teorema binomial es

p−1∑

k=1

(
p
k

)
= 2p − 2,

de donde

|a + b|p ≤ (|a|+ |b|)p ≤ (2p − 1)(|a|p + |b|p).

Entonces para tk−1 ≤ c ≤ tk se cumple
∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣
∫ c

ti

f(t)dt +

∫ ti+1

c

f(t)dt

∣∣∣∣
p

≤ (2p − 1)

(∣∣∣∣
∫ c

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣
∫ ti+1

c

f(t)dt

∣∣∣∣
p)

.

Luego, si se denota a la suma correspondiente a la partición π de [a, b] por Sπ

y por S a la suma correspondiente a la partición π ∪ {c}, es decir

Sπ =

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

S =

(
n−1∑

i=0,i6=k

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣
∫ c

tk

f(t)dt

∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣
∫ tk+1

c

f(t)dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

,

se cumple

Sπ ≤ (2p − 1)S.

Aplicando ahora la acotación (2.5) se obtiene

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

≤ (2p − 1)
1
p (JVp(f ; a, c) + JVp(f ; c, b)),

con ello queda demostrado el teorema. Q.e.d

Partiendo de la primera parte del teorema anterior, es fácil demostrar por inducción
la relación

(
n−1∑
i=0

JV p
p (f ; ti, ti+1)

) 1
p

≤ JVp(f ; a, b), (2.6)

donde π : a = t0 < t1 < ... < tn = b es una partición cualquiera de [a, b]. Entonces
se cumple el siguiente teorema.
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Teorema 2.5
Sean p, q > 1 con 1

p
+ 1

q
= 1 dados. Entonces se cumple la desigualdad

n−1∑
i=0

JVp(f ; ti, ti+1)JVq(g; ti, ti+1) ≤ JVp(f ; a, b)JVq(g; a, b)

para toda partición de π : a = t0 < t1 < ... < tn = b de [a, b] y para dos
funciones cualesquiera f ∈ JFp[a, b] y g ∈ JFq[a, b]

Demostración:
La esencia de este teorema se deduce de la desigualdad (2.6) y la desigualdad de
Hölder, pues

n−1∑
0

JVp(f ; ti, ti+1)JVq(g; ti, ti+1) ≤
(

n−1∑
i=0

JV p
p (f ; ti, ti+1)

) 1
p
(

n−1∑
i=0

JV q
q (g; ti, ti+1)

) 1
q

.

Entonces por (2.6) se tiene

n−1∑
i=0

JVp(f ; ti, ti+1)JVq(g; ti, ti+1) ≤ JVp(f ; a, b)JVq(g; a, b)

Q.e.d

La siguiente es una importante propiedad que se extiende a estos espacios desde los
conocidos espacios de funciones de variación acotada.

Teorema 2.6
Si f ∈ ̂JFp[a, b], x ∈ [a, b], entonces la función JV p

p (f ; a, x) es monótona
creciente en [a, b].

Demostración:
Sean x1 y x2 puntos cualesquiera de [a, b] con x1 < x2. Por el teorema 2.3 es

JVp(f ; a, x2) ≥ (JV p
p (f ; a, x1) + JV p

p (f ; x1, x2))
1
p ,

o sea,

JV p
p (f ; a, x2) ≥ JV p

p (f ; a, x1),

con lo cual queda demostrado el teorema. Q.e.d

Una relación entre los espacios ̂JFp[a, b] está dada por el teorema siguiente.

Teorema 2.7
Para 1 ≤ p < ∞, cada elemento de ̂JFp[a, b] es también elemento de ̂JFq[a, b]
para todo número real q > p.
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Demostración:
Sea la función f de JFp[a, b] dada y sea

M = sup
x,y∈[a,b]

∣∣∣∣
∫ y

x

f(t)dt

∣∣∣∣ .

Entonces es

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
q
) 1

q

=

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p ∣∣∣∣

∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
q−p

) 1
q

para toda partición π : a = t0 < t1 < . . . < tn = b de [a, b], o sea,

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
q
) 1

q

≤ (M q−p)
1
q

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

.

De aqúı se deduce entonces

‖f‖q ≤ M̂‖f‖p < ∞,

siendo

M̂ = M
q−p

q ,

y por tanto f pertenece también a JFq[a, b].

Esta condición se extiende sin dificultad al espacio ̂JFp[a, b], quedando aśı demostra-
do el teorema. Q.e.d

En este punto conviene definir un subespacio de Vp[a, b] (funciones de p-variación
acotada) que tiene mucha relación con el estudio de espacio de las funciones de Tipo
James.

Definición 2.4
Se denota por LCVp[a, b] al subespacio de Vp[a, b] de las funciones continuas

lineales a trozos y por ̂LCVp[a, b] a su completamiento respecto la norma de
p−variación, es decir, respecto a la norma de Vp[a, b]

‖g‖Vp = sup
π

(
n∑

k=1

|g(ti)− g(ti−1)|p
) 1

p

,

donde el supremo se toma sobre todas las particiones π : {ti}n
i=0 de [a, b].

Una relación entre estos espacios se muestra en el siguiente teorema, que juega un
papel importante en este trabajo.
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Teorema 2.8

El espacio ̂JFp[a, b] es isométricamente isomorfo al espacio ̂LCVp[a, b].

Demostración:
Para demostrarlo se considera la función Φ : JFp[a, b] → LCVp[a, b] tal que

Φ(f)(t) = g(t) ∀f ∈ JFp[a, b] con g(t) =

∫ t

a

f(u)du.

Para comprobar que g(t) ∈ LCVp[a, b], sea f ∈ JFp[a, b] con la representación
canónica

f(t) =
n∑

i=1

αiχ(ti−1,ti)

con a = t0 < t1 < . . . < tn = b (se puede considerar que f se anula en los extremos
de los intervalos (ti−1, ti), pues ello no influye en el cálculo de su norma en JFp[a, b]).
Entonces para k fijo, tal que t ∈ (tk, tk+1), se cumple

g(t) =

∫ t

a

f(u)du =
k∑

i=1

αi(ti − ti−1) + αk+1(t− tk),

lo que implica la linealidad de g y su continuidad en todo t 6= ti para todo i =
1, . . . , n. La continuidad de g en t = ti para i = 1, . . . , n se comprueba a partir de
la coincidencia de los ĺımites laterales

ĺım
t→t−k

g(t) =
k−1∑
i=1

αi(ti − ti−1) + αk(tk − tk−1) =
k∑

i=1

αi(ti − ti−1)

ĺım
t→t+k

g(t) =
k∑

i=1

αi(ti − ti−1).

Sea ahora f ∈ JFp[a, b] cualquiera, entonces

‖f‖p = sup

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(t)dt

∣∣∣∣
p
) 1

p

= sup

(
n−1∑
i=0

|g(ti+1)− g(ti))|p
) 1

p

= ‖Φ(f)‖Vp ,

por lo que Φ es una isometŕıa de JFp[a, b] en LCVp[a, b].

Por la linealidad de la integral, es obvio que Φ también es una función lineal de
dichos espacios.

Para demostrar la inyectividad de Φ, sean f1, f2 en JFp[a, b] tales que

Φ(f1) = Φ(f2) = g(t) ∈ LCVp[a, b].
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Entonces se cumple que

∫ t

a

(f1(u)− f2(u))du = 0,

lo que implica que f1 ∼ f2, es decir, que Φ es inyectiva.

Para comprobar la sobreyectividad nótese que toda g ∈ LCVp[a, b] tiene la forma
g(a) = 0 y

g(a) = 0,

g(x) = aix + bi para x ∈ (ti−1, ti] (i = 1, . . . , n)

donde π : a = t0 < t1 < . . . < tn = b es una partición de [a, b]. Además, por la
continuidad de g, los coeficientes (ai)

n
i=1, (bi)

n
i=1 tienen que satisfacer las condiciones

a1a + b1 = 0; aiti + bi = ai+1ti + bi+1 (i = 1, . . . , n),

o sea

a1a + b1 = 0; bi+1 − bi = aiti − ai+1ti (i = 1, . . . , n). (2.7)

Sumando en (2.7) desde i = 1 hasta i = k se tiene

bk+1 − b1 =
k∑

i=1

(aiti − ai+1ti). (2.8)

Construyendo ahora la función f(x) = ai para x ∈ (ti−1, ti] y f(a) = 0, es decir,
f(x) =

∑n
i=1 a1χ(ti−1,ti], para t ∈ (tk−1, tk], se obtiene que

∫ t

a

f(u)du =

∫ t

a

n∑

k=1

akχIk
du =

i−1∑

k=1

akχIk
du +

∫ t

ti−1

aiχIi
du

=
i−1∑

k=1

(aktk − aktk−1) + ait− aiti−1

=
i−1∑

k=1

aktk −
i∑

k=1

aktk−1 + ait

=
i−1∑

k=1

(aktk − ak+1tk)− a1a + ait (2.9)

De (2.7),(2.8)y(2.9) tenemos que

∫ t

a

f(u)du = bi − b1 − a1a + aix = bi + ait (2.10)
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con lo que se demuestra la sobreyectividad de Φ y, por tanto, la isometŕıa entre
JFp[a, b] y LCVp[a, b].

Ahora, para cualquier f̂ ∈ ̂JFp[a, b], sea (fn)∞n=1 una sucesión de Cauchy de funciones

de JFp[a, b] en la norma ‖ · ‖p, tal que (fn)∞n=1 ∈ f̂ . Como fn ∈ JFp[a, b] para todo
n, entonces por lo anteriormente demostrado va a existir una única sucesión (gn)∞n=1

de funciones de LCVp[a, b] tales que Φ(fn) = gn. Para comprobar que la sucesión
(gn)∞n=1 es de Cauchy en LCVp[a, b], dado ε > 0 sea N > 0 tal que ‖fn − fm‖p < ε
para todos n,m ≥ N . Esto es equivalente a

sup
π

k−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

(fn − fm)(u)du

∣∣∣∣
p

< εp

⇔ sup
π

k−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

fn(u)du−
∫ ti+1

ti

fm(u)du

∣∣∣∣
p

< εp.

Sustituyendo por la expresión de g se tiene

sup
π

k−1∑
i=0

|(gn(ti+1)− gn(ti))− (gm(ti+1)− gm(ti))|p < εp

⇔ sup
π

k−1∑
i=0

|(gn − gm)(ti+1)− (gn − gm)(ti)|p < εp,

de donde se deduce que

‖gn − gm‖Vp < ε

para todos n,m ≥ N . Con esto se demuestra que la sucesión (gn)∞n=1 es de Cauchy

en LCVp[a, b], por lo que corresponde a una clase ĝ ∈ ̂LCVp[a, b].

El mismo proceso en sentido inverso muestra que a cada elemento ĝ0 ∈ ̂LCVp[a, b]

corresponde un único elemento f̂ ∈ ̂JFp[a, b], lo que demuestra el teorema.
Q.e.d

Resulta sencillo comprobar que el sistema de las funciones indicadoras de subinter-
valos de [a, b] de extremos racionales es un conjunto numerable siempre denso en
̂JFp[a, b]. De ello se deduce el siguiente teorema:

Teorema 2.9

El espacio ̂JFp[a, b] es separable.

Sin embargo, el siguiente teorema muestra que esta propiedad no se extiende al
espacio dual correspondiente.
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Teorema 2.10

El espacio dual de ̂JFp[a, b] no es separable.

Demostración:
Sea M un conjunto siempre denso en ( ̂JFp[a, b])∗. A continuación se demuestra que

M no es numerable. Para ello se consideran las funciones Ψ〈c,d〉 : ̂JFp[a, b] → R tales
que

Ψ〈c,d〉(f) =

∫ d

c

f(t)dt donde 〈c, d〉 ⊂ [a, b] c 6= d.

Está claro que ‖Ψ〈c,d〉‖( ̂JFp[a,b])∗ ≤ 1 por definición de ‖.‖p. Particularmente para las

funciones f = 1
d−c

χ〈c,d〉 se tiene ‖f‖p = 1 y |Ψ〈c,d〉(f)| = 1. Por lo tanto

‖Ψ〈c,d〉‖( ̂JFp[a,b])∗ = 1; ∀〈c, d〉 ⊂ [a, d].

Sean ahora dos funciones Ψ[a,t] y Ψ[a,s] cualesquiera con s < t. Como que M es denso

en ( ̂JFp[a, b])∗, entonces existen F1; F2 ∈ M tales que

‖Ψ[a,t] − F1‖( ̂JFp[a,b])∗ <
1

4
y ‖Ψ[a,s] − F2‖( ̂JFp[a,b])∗ <

1

4
Por otra parte que es

‖Ψ[a,t] −Ψ[a,s]‖( ̂JFp[a,b])∗ = ‖Ψ[s,t]‖( ̂JFp[a,b])∗ = 1

Aplicando la desigualdad triangular se obtiene

‖Ψ[a,t] −Ψ[a,s]‖( ̂JFp[a,b])∗ = ‖Ψ[a,t] − F1 + F1 − F2 + F2 −Ψ[a,s]‖( ̂JFp[a, b])∗

≤ ‖Ψ[a,t] − F1‖( ̂JFp[a,b])∗ + ‖F1 − F2‖( ̂JFp[a,b])∗ + ‖F2 −Ψ[a,s]‖( ̂JFp[a,b])∗ ,

de donde se deduce la desigualdad

‖F1 − F2‖( ̂JFp[a,b])∗ >
1

2
Esto muestra la existencia en el conjunto M de al menos tantos elementos como
las funciones de tipo Ψ[a,t] con t ∈ (a, b], lo cual implica la no numerabilidad del
conjunto M . Q.e.d

Nótese que este teorema implica que los espacios ̂JFp[a, b] y L1[a, b] son diferentes,

pues en caso contrario
(
̂JFp[a, b]

)∗
tendŕıa que ser separable.

Las siguientes propiedades muestran la relación del espacio ̂JFp[a, b] con los conoci-
dos espacios de sucesiones c0 y l1.

Teorema 2.11

El espacio ̂JFp[a, b] contiene un subespacio isomorfo a c0.

En ([13]) se demostró un caso particular sólo para el caso p = 2, aqúı se presenta
una demostración más general y sencilla para 1 < p < ∞. Para ello resulta necesario
introducir primeramente los siguientes resultados (ver[20]):
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Definición 2.5
Sea B un espacio de Banach cualquiera. Una serie infinita

∞∑
n=1

xn

con xn ∈ B (n = 1, 2, . . .), se dice incondicionalmente convergente débil,
si para toda funcional f del espacio dual B∗ de B es finita la suma

∞∑
n=1

|f(xn)|.

Lema 2.1 BESSAGA/PELCZYNSKI
Sea B un espacio de Banach cualquiera. Una serie infinita

∞∑
n=1

xn

de elementos xn (n = 1, 2, . . .) de B es incondicionalmente convergente débil,
si y sólo si existe una constante real positiva C, tal que para toda sucesión
(αn)∞n=1 ∈ l∞ se cumple la acotación

sup
n

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

αkxk

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ ≤ C sup
n
|αn|.

Sean B1 y B2 espacios de Banach cualesquiera con bases (xi)
∞
i=1 y (yi)

∞
i=1 respecti-

vamente. Decimos que (xi)
∞
i=1 y (yi)

∞
i=1 son equivalentes, si la convergencia de la

serie

∞∑
n=1

anxn

es equivalente a la convergencia de la serie

∞∑
n=1

anyn;

es decir, si existe un isomorfismo de B1 sobre B2 que a cada elemento xn asigna el
elemento yn.
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Corolario 2.1
Dada la sucesión (xn)∞n=1 del espacio de Banach B, sea la serie infinita

∞∑
n=1

xn

incondicionalmente convergente débil, y supongamos además que

inf
n
‖ xn ‖> 0.

Entonces (xn)∞n=1 es equivalente a la base canónica de c0.

A continuación se presenta la demostración del teorema.

Demostración: (del teorema 2.11)

El principio de esta demostración consiste en presentar una sucesión (fn)∞n=1 de

elementos de ĴFp que cumple la condición infn ‖ fn ‖> 0 y cuya serie infinita es
incondionalmente convergente débil, de modo que del corolario anterior se deduce
la tesis del teorema.

(i) Para simplificar la demostración se consideran las funciones de p-variación
integral acotada sobre el intervalo cerrado [0, 1].

Se construyen las funciones gn(x) (n = 1, 2, . . .) según el siguiente esquema:

g1(x) =

{
2 x ∈ [

0, 1
2

]
−2 x ∈ (

1
2
, 1

]

g2(x) =





4 x ∈ [
0, 1

4

]
−4 x ∈ (

1
4
, 1

2

]
4 x ∈ (

1
2
, 3

4

]
−4 x ∈ (

3
4
, 1

]
. . .

gn(x) =

{
2n x ∈ [

0, 1
2n

]
(−1)k2n x ∈ (

k
2n , k+1

2n

]
(k = 1, . . . , 2n − 1)

Para toda n ∈ N la función gn(x) es obviamente elemento de ĴFp. Además si
se denota por si = i

2n para i = 0, . . . , 2n y Ji = (si−1, si], (i > 1), J1 = [0, s1],
entonces gn tiene la representación canónica alternada

gn =
2n∑

k=0

(−1)k2nχJk+1
. (2.11)

Por tanto, del teorema (2.2) se deduce que

‖gn‖p =

(
2n−1∑

k=0

∣∣∣∣(−1)k2n 1

2n

∣∣∣∣
p
) 1

p

= 2
n
p (2.12)
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Si ahora se considera fn = 2−
n
p gn, de (2.12) resulta que ‖fn‖p = 1, entonces

inf
n
‖fn‖p = ‖fn‖p = 1. (2.13)

(ii) Sea ahora (αn)∞n=1 una sucesión acotada cualquiera de números reales, es decir
(αn)∞n=1 ∈ l∞. Se busca una cota superior para el valor

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
k∑

n=1

αnfn

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
k∑

n=1

αn2−
n
p gn

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
p

(2.14)

Primeramente conviene calcular Gn(x) =
∫ x

0
gn(u)du. Aplicando la fórmula

(2.8, 2.9) con x ∈ (sk, sk+1] = Jk se obtiene

Gn(x) =

∫ x

0

gn(u)du =

∫ x

0

2n−1∑
i=0

(−1)i2nχJi+1
du

=
k−1∑
i=1

(−1)i−12n 1

2i
+

∫ x

sk

(−1)k2nχJk
du,

de donde para x ∈ [ k
2n , k+1

2n ] se tiene (ver figura 2.1)

Gn(x) =

{
2nx− 2l para k = 2l; x ∈ [ 2l

2n , 2l+1
2n ]

−2nx + 2l para k = 2l − 1; x ∈ [2l−1
2n , 2l

2n ]
. (2.15)

Figura 2.1:
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Sea π : 0 = t0 < t1 < . . . < tm = 1 una partición cualquiera del intervalo
cerrado [0, 1]. Entonces es claro que

(
m−1∑
i=0

∣∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

(
k∑

n=1

αnfn

)
du

∣∣∣∣∣

p) 1
p

=

(
m−1∑
i=0

∣∣∣∣∣
k∑

n=1

∫ ti+1

ti

αnfndu

∣∣∣∣∣

p) 1
p

=

(
m−1∑
i=0

∣∣∣∣∣
k∑

n=1

αn2
−n
p

∫ ti+1

ti

gndu

∣∣∣∣∣

p) 1
p

,

es decir, para α = supn |αn| se tiene

(
m−1∑
i=0

∣∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

k∑
n=1

αnfndu

∣∣∣∣∣

p) 1
p

≤
(

m−1∑
i=0

∣∣∣∣∣
k∑

n=1

2−
n
p (Gn(ti−1)−Gn(ti))

∣∣∣∣∣

p) 1
p

(2.16)

Sea ahora 1 ≤ i ≤ m fijo. Se divide la suma

k∑
n=1

2−
n
p (Gn(ti)−Gn(ti−1)) = S1 + S2 (2.17)

en dos sumas S1, S2, donde

S1 =
∑

n:ti−ti−1≤2−n

2−
n
p (Gn(ti)−Gn(ti−1) (2.18)

S2 =
∑

n:ti−ti−1>2−n

2−
n
p (Gn(ti)−Gn(ti−1). (2.19)

Obviamente se cumple para ti − ti−1 ≤ 1
2n la acotación

|Gn(ti)−Gn(ti−1)| =
∣∣∣∣
∫ ti

ti−1

gn(u)du

∣∣∣∣ ≤ 2n(ti − ti−1).

Entonces es

S1 ≤
∑

n:ti−ti−1≥2−n

2−
n
p 2n(ti − ti−1)

= (ti − ti−1)
∑

n:ti−ti−1≥2−n

2n(1−n
p
) (2.20)

Reescribiendo esta desigualdad es

S1 ≤ (ti − ti−1)

mi∑
n=0

2n(1−n
p
), (2.21)
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donde

2mi ≤ 1

ti − ti−1

, (2.22)

pero

2mi+1 >
1

ti − ti−1

. (2.23)

Pero la suma en la parte derecha de (2.21) es una progresión geométrica finita.
Entonces

mi∑
n=0

2n(1−n
p
) =

2(mi+1)(1− 1
p
) − 1

21− 1
p − 1

≤ 1

2(1− 1
p
) − 1

2(mi+1)(1− 1
p
)

=
2(1− 1

p
)

2(1− 1
p
) − 1

2mi(1− 1
p
).

De ello se deduce entonces por (2.22) la acotación

S1 ≤ C(1)
p (ti − ti−1)

1
p (2.24)

con

C(1)
p =

2(1− 1
p
)

2(1− 1
p
) − 1

.

Por otra parte, de (2.15) es fácil de ver que 0 ≤ Gn(x) ≤ 1 para todo x ∈ [0, 1],
entonces

|Gn(x)−Gn(y)| ≤ 1

para todos x, y del intervalo cerrado [0, 1] y todo número natural n. Por tanto

S2 ≤
∑

n:ti−ti−1<2−n

2−
n
p .

Se reescribe nuevamente la desigualdad, a saber

S2 ≤ (ti − ti−1)
∞∑

n=ni

2−
n
p , (2.25)

donde

1

ti − ti−1

< 2ni , (2.26)
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pero

1

ti − ti−1

≥ 2ni−1. (2.27)

Pero la parte derecha de la desigualdad (2.25) corresponde a la serie geométri-
ca. Entonces

∞∑
n=ni

2−
n
p = 2−

ni
p

1

1− 21− 1
p

.

De ello se deduce entonces por (2.26) la acotación

S2 ≤ C(2)
p (ti − ti−1)

1
p (2.28)

con

C(2)
p =

1

1− 2(1− 1
p
)
.

De (2.17), (2.24) y (2.28) se deduce entonces

(
m∑

i=1

∣∣∣∣∣
k∑

n=1

2−
n
p (Gn(ti)−Gn(ti−1))

∣∣∣∣∣

p) 1
p

≤
(

m∑
i=1

((C1
p) + (C2

p))p(ti − ti−1)

) 1
p

= C1
p + C2

p = Cp,

Entonces, por (2.16), se cumple

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

αnfn

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
p

≤ Cp sup
n
|αn|. (2.29)

(iii) Ahora, por (2.29), la serie

∞∑
n=1

fn

es incondicionalmente convergente débil (ver Lema 2.1). Con ello la sucesión

(fn)∞n=1 de ̂JFp[0, 1] es equivalente a la base canónica de c0, quedando aśı de-
mostrado el teorema. Q.e.d
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Teorema 2.12

El espacio dual de ̂JFp[a, b] no contiene un subespacio isomorfo a l1.

Demostración:
Esta propiedad también se deduce de la propiedad correspondiente para Cp[a, b]
(que no contiene un subespacio isomorfo a l1) (ver [4]), pues como LCVp[a, b] es
subespacio de Cp entonces, con más razón, éste no contiene un subespacio isomorfo
a l1.

Q.e.d

A partir de estos dos últimos teoremas se puede concluir que el espacio dual de
̂JFp[a, b] no es isomorfo al espacio ̂JFq[a, b] para 1

p
+ 1

q
= 1. De hecho, a partir de

esto se concluye también que el espacio ̂JFp[a, b] no coincide con el espacio Lp[a, b]
de las funciones p−integrales.

2.3. Una integral de tipo Riemann-Stieltjes y la

acotación de ciertos funcionales

En la búsqueda de una representación para los funcionales lineales continuos sobre
̂JFp[a, b] conviene definir una variante “cómoda” de la integración de Riemann-

Stieltjes.

Sea f una función cualquiera definida sobre el intervalo cerrado [a, b] y sea g un

elemento de ̂JFp[a, b]. Sea π : a = t0 < t1 < . . . < tn = b una partición cualquiera
de [a, b] y sean los puntos ξi ∈ [ti−1, ti] para 1 ≤ i ≤ n. Entonces el valor

σπ(f, g) =
n∑

i=1

f(ξi)

∫ ti

ti−1

g(u)du (2.30)

se llama suma de tipo Riemann-Stieltjes de f respecto a la función de Tipo
James g y π.

Se dice que la función f es integrable tipo Riemann-Stieltjes respecto a la

función g ∈ ̂JFp[a, b] si y sólo si existe un número real I, tal que para todo ε > 0
existe un número real δε > 0 con

|σπ(f, g)− I| < ε,

para cualquier partición π de [a, b] de norma menor que δε y cualquier selección
de los puntos intermedios ξi. En ese caso el valor I se llama integral de tipo
Riemann-Stieltjes de f respecto a g en [a, b] y se denota

∫ b

a

f(x)Dg(x).
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Nótese que si en lugar de función g ∈ ̂JFp[a, b] se considera la función

G(x) =

∫ x

a

g(u)du,

entonces por (2.30) se tiene

σπ(f, g) =
n∑

i=1

f(ξi)

∫ ti

ti−1

g(u)du =
n∑

i=1

f(ξi)(G(ti)−G(ti−1)).

Por tanto, se deduce que existe la integral de tipo Riemann-Stieltjes de f respecto

a una función g ∈ ̂JFp[a, b] en [a, b] si y sólo si existe la integral clásica de Riemann-
Stieltjes de f respecto a la función G en [a, b].

Por otra parte, se tiene que

σπ(f, g) =
n∑

i=1

f(ξi)

∫ ti

ti−1

g(u)du =
n∑

i=1

∫ ti

ti−1

f(ξi)g(u)du.

Ahora, dada la relación entre las funciones g y G, obviamente es

‖g‖p = ‖G‖Vp = Vp(g)

y aplicando el teorema 1.17 se obtiene entonces:

Teorema 2.13
Sean f, g dos funciones definidas en el intervalo cerrado [a, b], tal que f(a) = 0

y g ∈ ̂JFq[a, b] y sean p, q tales que 1
p

+ 1
q

> 1. Entonces para toda partición

π de [a, b] se cumple

|σπ(f, g)| ≤
{

1 + ζ

(
1

p
+

1

q

)}
Vp(f)‖g‖q,

donde

ζ(t) =
∞∑

n=1

1

nt

es la función Zeta de Riemann.

Este teorema permite afirmar que si la función f , de p-variación acotada en [a, b],

es integrable de tipo Riemann-Stieltjes respecto a la función g ∈ ̂JFq[a, b], entonces
se cumple

∫ b

a

fDg ≤
{

1 + ζ

(
1

p
+

1

q

)}
Vp(f)‖g‖q,
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para 1
p

+ 1
q

> 1. De hecho, la integrabilidad de f respecto a g queda garantizada si

f es absolutamente p-continua en [a, b] (ver ([20]), de donde se deduce el siguiente
teorema:

Teorema 2.14
Sean las funciones f ∈ Cp[a, b] y g ∈ ̂JFq[a, b] con 1

p
+ 1

q
> 1. Entonces f es

integrable de tipo Riemann-Stieltjes respecto a g en [a, b] y se cumple

∫ b

a

fDg ≤
{

1 + ζ

(
1

p
+

1

q

)}
Vp(f)‖g‖q.

donde ζ es la función Zeta de Riemann.

Este teorema permite identificar al espacio JFp[a, b] como subespacio del espacio
dual de Cp[a, b]. Sin embargo, la obtención de un teorema de representación para
los elementos de (Cp[a, b])∗, exige un estudio más profundo de la relación entre estos
espacios, lo cual queda como objetivo de trabajos futuros. Es en esta ĺınea que se
definen también en el siguiente eṕıgrafe ciertas variaciones en la definición del espacio
de funciones de tipo James, las cuales pudieran apoyar en dicha investigación.

2.4. Sobre posibles generalizaciones del espacio

de funciones de tipo James

La siguiente constituye una variación de la definición del espacio de funciones de
tipo James a partir de la misma idea original de Lindenstrauss y Stegall (ver [13]):

Definición 2.6
Se llama p-variación integral de una función f : [a, b] → R al valor

JVp(f) = sup
π

(
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

f(u)du

∣∣∣∣
p
) 1

p

(el supremo se toma sobre todas las particiones π : a = t0 < t1 < . . . < tn = b
de [a, b]).
Se denota por IVp[a, b] al espacio de las funciones de p-variación integral
acotada. Es decir,

IVp[a, b] = {f : [a, b] → R; JVp(f) < ∞}.

En IVp[a, b] se define la relación

f ∼ g ⇔ JVp(f − g) = 0.

Resulta sencillo comprobar que ésta define una relación de equivalencia en
IVp[a, b]. Se denota por ĨV p[a, b] al espacio cociente IVp[a, b]/∼.

44



De manera análoga al comentario desarrollado en la definición de JFp[a, b] se com-
prueba que este espacio (de clases de equivalencia) puede ser fácilmente identificado
como un espacio de funciones. Entonces se cumple el siguiente teorema.

Teorema 2.15
El espacio ĨV p[a, b] es un espacio de Banach con la norma

‖f‖p = JVp(f).

Demostración:
La demostración de las propiedades de la norma es totalmente análoga a la desa-
rrollada en el teorema 2.3.

Para comprobar que ĨV p[a, b] es un espacio de Banach, sea {fn} una sucesión de
Cauchy en IVp[a, b], es decir, para todo ε > 0 existe N > 0 tal que

‖fn − fm‖p < ε

para todos n,m ≥ N . De aqúı que (obviamente) para todo x ∈ [a, b] fijo sea

|fn(x)− fm(x)| < ε

para todos n,m ≥ N , por lo que la sucesión numérica {fn(x)} es de Cauchy y por
tanto convergente en R. Sea para todo x ∈ [a, b]

f(x) = ĺım fn(x).

Entonces se cumple

n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ ti+1

ti

(f(u)− fn(u))du

∣∣∣∣
p

≤ εp

n−1∑
i=0

(ti − ti+1)
p.

Considerando, sin perder generalidad, a la partición π = {ti}n
i=0 de norma menor

que 1, la suma de la parte derecha de la desigualdad anterior es acotada por una
constante C, de donde se deduce (hallando el supremo sobre todas las posibles
particiones) que

‖f − fn‖p < Cε.

De esa manera se ha demostrado que la sucesión de Cauchy {fn} ⊂ IVp[a, b] es con-
vergente. Resta comprobar que su ĺımite es también elemento de IVp[a, b], lo cual se
deduce directamente de la desigualdad triangular. Q.e.d.
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Surge ahora de manera natural la pregunta sobre la relación entre los espacios

ĨV p[a, b] y ̂JFp[a, b].

Revisando las demostraciones correspondientes, es de esperar que las propiedades

de la norma se trasladen sin diferencias del espacio ̂JFp[a, b] a este espacio. Lo mis-
mo sucede respecto a su separabilidad. En cuanto a las relaciones de este espacio y
su dual con los espacios c0 y l1 respectivamente, se hace necesario un análisis más
exhaustivo y diferenciado.

El modo más natural de establecer una relación entre esos espacios es a partir de

una aplicación Φ : IVp[a, b] → ̂JFp[a, b], que a cada f ∈ IVp[a, b] haga corresponder
una sucesión de Cauchy {fn} ⊂ JFp[a, b] tal que fn → f en la norma ‖ · ‖p. Sin
embargo, el estudio de dicha aplicación implica desarrollar estudios de aproximación
de funciones de IVp[a, b], lo cual se sale de los objetivos de esta tesis.

Una nueva posibilidad de generalización surge al considerar funciones abstractas, es
decir funciones f : [a, b] → X, donde X representa un espacio normado. En este
sentido surge de manera natural la definición siguiente.

Definición 2.7
Sea X un espacio normado. Se llama p-variación integral abstracta de una
función f : [a, b] → X al valor

JV Ap(f) = sup
F∈X∗

‖F ◦ f‖p < ∞, (2.31)

donde el supremo se toma sobre todos los funcionales lineales continuos F de
X∗.

Aqúı se observa que la expresión (2.31) no define una norma en el espacio de las
funciones abstractas f : [a, b] → X (con X no trivial) tales que JV Ap(f) < ∞. Para
comprobarlo basta considerar la función

ϕa(x) =

{
y x = a, y 6= 0
0 x 6= a

,

la cual es diferente de cero, mientras que su p−variación integral abstracta es igual
a cero.

Sin embargo, en este espacio se pod́ıa definir, de manera análoga a todo lo desa-
rrollado hasta ahora, la relación

f ∼ g ⇔ sup
F∈X∗

‖F ◦ (f − g)‖p = 0

Resulta fácil comprobar que “∼” constituye una relación de equivalencia en el es-
pacio de las funciones abstractas f : [a, b] → X tales que JV Ap(f) < ∞, de manera
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que conviene definir el espacio JVp([a, b], X) como el espacio cociente correspon-
diente a dicha relación de equivalencia. Entonces, a partir de las propiedades de la
norma de la p-variación integral (‖ · ‖p) y de la linealidad de F ∈ X∗ se deduce el
siguiente teorema.

Teorema 2.16
El espacio JVp([a, b], X) es un espacio normado con la norma ‖·‖pA = JV Ap(·).

Este nuevo espacio merece un estudio aparte para determinar cuáles de las propiedades
de los espacios de funciones de tipo James se pueden generalizar y cuáles no. La ven-
taja de este tipo de definición es que se basa en una cierta convergencia débil, lo
cual pudiera conducir a buenos resultados en relación con su dualidad.
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Conclusiones y Recomendaciones

Conclusiones

En esta tesis se ha definido un espacio de funciones de tipo James a partir del
estudio del espacio de funciones de James definido por Lindenstrauss y Stegall y de
generalizar los conocidos espacios de sucesiones y de funciones de p-variación acota-
da.

Entre las propiedades más importantes del espacio ̂JFp[a, b] aqúı definido, se desta-
can las fórmulas para el cálculo de la p-variación integral de cierto tipo de funciones
y, sobre todo, la relación de este espacio con el espacio de las funciones lineales
continuas a trozos de p-variación acotada y con el conocido espacio L1[a, b]. De
gran importancia resulta también la definición en este caṕıtulo de la integración
de tipo Riemann-Stieltjes y la acotación de la integral de tipo Riemann-Stieltjes de

funciones absolutamente p- continuas respecto a funciones de ̂JFq[a, b] con 1
p
+ 1

q
> 1.

En los estudios por la obtención de un teorema de representación para este espacio,
se proponen además dos posibles generalizaciones, de las cuales una se refiere en
particular a funciones abstractas f : [a, b] → X, siendo X un espacio normado. La
ventaja de este tipo de definición es que se basa en una cierta convergencia débil, lo
cual pudiera conducir a buenos resultados en relación con la dualidad.
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Recomendaciones

Al obtener en esta tesis una colección considerable de resultados acerca de la
estructura del espacio ̂JFp[a, b] surge como inquietud natural la cuestión sobre la
dualidad de este; dejándose esta última como ĺınea de trabajo para dar continuidad
a la investigación.

También, dada la naturaleza de algunas técnicas de demostración utilizadas se im-
pone la idea de buscar apoyo en la teoŕıa de aproximación para esclarecer y establecer
relaciones entre los espacios que aqúı se estudian y otros ya conocidos.

Tampoco resultaŕıa ocioso trabajar sobre las ideas de generilación expuestas, con-
siderando X un espacio con determinadas caracteŕısticas prefijadas.
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