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El modelo de Solow-Swan con progreso tecnoléqgico

En esta parte hablaremos de la mejora tecnoldgica y del crecimiento de largo plazo,
por que se permite introducir el progreso tecnologico de largo plazo.

Supuestos del modelo

A los supuestos basicos de Solow se le afiaden los siguientes supuestos:

v/ Sea una economia con progreso tecnoldgico.

v/ Sea un progreso tecnologico exdégeno, se asume que la tasa de progreso
tecnoldgico es constante.

v/ Sea un progreso tecnolégico desincorporado.

v' Existe un progreso tecnolégico neutral a lo Harrod.

Andlisis
Sea la funcion de produccién dinamica aumentativa de la eficiencia de los factores.

Y, = F(A(t)'Kt’B(t) L)
Puesto que se asume que el progreso tecnologico neutral a lo Harrod A, =1.
Y = F(Kt’B(t)Lt)
Si dividimos entre la fuerza de trabajo eficiente (B,L,).

Yt _ F( Kt B(t) LI )
(t) Lt B(t) Ll B(t) LI

B

y, = f (ke E> y, = f(k%)...(FPI) en unidades eficiente

Donde:
B, : Factor aumentativo de la eficiencia de trabajo.

B, L. : Fuerza de trabajo eficiente.

Y, . -
LSS /S y, = y°: Producto por trabajador eficiente.
Byl By

K, K. = e . . -

= =k, =k®: Capital por trabajador eficiente.
B,L, B

(t) (t)
Subindice e: Es eficiente.
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Inversion neta por trabajador eficiente

K e
kte = L = : |::> K= kt 'B(t) L,
B(t) B(t) Lt

Dividiendo entre B, L,

e 1 d[kte.B(t)Lt]zkte+d(B(t)Lt) @
L, Byl ot dt
| n e

ok
= +(n+m)k’
=5 Hnemk

B

(t) —t
Ecuacion fundamental de Solow con progreso tecnolégico

De la condicion de equilibrio macroecondmico, tenemos:

S°=1°
SY=1"+]"
SF(K,ByL)=1"+5.K

Dividiendo entre B, L

B |_ n e
sF( K 2o )= | 5K > sf(ke,l):ak‘ +(n+m )k®+8k®
B,L'B,L" B,L B,L ot

® ® ® ®

e

k :
s.f(k®) = a@tt +(n+m_+38).k®, Solow-Swan con progreso tecnoldgico

Donde:
d : Tasa de depreciacion del stock de capital.

Es una ecuacion del proceso de acumulacion de capital y del progreso tecnologico
en una economia capitalista.

Sefiala que la tasa de cambio del capital por trabajador eficiente sera igual al
remante del ahorro bruto por trabajador eficiente, respecto a la ampliacién bruta de
capital considerando el progreso tecnoldgico.

Crecimiento proporcionado
ok,

El crecimiento proporcionado se da cuando — =0, entonces reemplazado en la

ecuacion de Solow con progreso tecnolégico, tenemos:
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ot

0, entonces s.f (k®) = (n+m_ ) k®+3 Kk® , se determina el capital por

trabajadork*. Como se puede apreciar en el Gréfico [3.3].

Grafico [3.3]: Diagrama de Solow con progreso tecnoldgico

5.f(k)

[+ d+ )

Version de Barro

Dividiendo la ecuacion fundamental de Solow con progreso tecnoldgico entre k, .

s.f(k)

_i_%: -(n+56+m,)
kot Kk
Vi = Sf_(k‘) —(n+d+m))

En el estado de crecimiento proporcionado y . es nulo.

s.f (k)
k,

Si y. =0 entonces =(n+4 +m,), se determina k;
k L t
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Gréfico N° 1: Version de Barro con progreso tecnoldgico

1 Curva de Ahorro
Fr =T
5. SR E,
By (n+d+myg)
: Curva de Depreciacidn
I
I
0 i "

Solow —Swan con progreso tecnoldgico exdgeno

Para generar el crecimiento sostenido se introduce el progreso tecnolégico. Para
genera el crecimiento de largo plazo que no se podia explicar en el Capitulo anterior.

Supuestos del modelo

A los siguientes supuestos basicos se le afladen el siguiente supuesto particular.
v/ Existe una funcién de produccién Cobb-Douglas.

Analisis
Puesto que se asume el supuesto tecnoldgico neutral a lo Harrod

Yt = F(K’UB(t)Lt)
Se asume gue existe una funcion de produccion Cobb-Douglas.

Y, = Kt“.(B(t)Lt)f’ ...(FP)

Rendimiento decreciente
s.a

Rendimientos a escala constante o +f =1

Donde:
B, : Factor aumentativo de la eficiencia de trabajo.
B, L. : Fuerza de trabajo eficiente.

o : Elasticidad del producto respecto al capital.
B : Elasticidad del producto respecto al trabajo eficiente.

Y, : Producto agregado.
K, : Stock de capital.
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L,: Fuerza de trabajo agregada.
Dividiendo la funcion de produccion entre el trabajo eficiente (B, L, ).

Yt — KtOL B(t)l‘t)B |::> Yi :[ kt Ja
B(t) Lt [B(t)Lt]a [B(t) Lt]ail B(t) B(t)
Y, = kta ---(FPI) ) yte = (kte)OL
Donde:

El superindice {e} de las variables en unidades eficientes.

Ecuacion fundamental de Solow-Swan con progreso exogeno y
desincorporado

De la condicion de equilibrio macroeconémico sabemos:
F(Kt’B(t)Lt) = Ct + It

A
F(K,,ByL,) = (1—9).F(K,ByL)+Ki+3 K,
0=-SF(K,,ByL)+Ki+5.K,...x . 1L

(t) -t

0=-sf(k®)+ki+5K°

Despejando [(t , tenemos:

e

ke =sf(k)-5k...(1)

Para saber el comportamiento de k, calcularemos su derivada con respecto al
tiempo

ke K, /ByL] KiByl, —K By Li-K. By L,

ot ot (ByL. S
akte _ Kt _h Kt _ .B(t) KI
ot ByLk: L Byl By Byl
e W e W et W e W e
oks =° . .
att =ke—nk —m_ kS...(11)

e

Reemplazando l.(t , que lo hallamos en la ecuacion (1) y reemplazando la FPI de
nuestro modelo tendremos:
ake o €
att =ke—nkS—m_kZ...(I)
ok’
ot

=sf(k’)-(n+8 +m )k’
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ok .
att = s[kf]“ —(n+38 +m,) kS, la ecuacion fundamental de Solow-Swan con progreso
tecnoldgico.

Es una ecuacion diferencial que refleja la dinamica de la acumulacion de capital en
una economia capitalista con progreso tecnologico.

Estado de crecimiento proporcionado

La tasa de crecimiento per capita a largo plazo es positiva cuando la tecnologia
mejora de forma continua.

Existe un estado de crecimiento proporcionado, en donde la tecnologia debe estar
multiplicando el factor trabajo, esto quiere decir que la tecnologia hace mas eficiente
el trabajo."

Imaginemos que la tecnologia mejora como se puede apreciar en el Grafico N° 2,
donde la curva de ahorro se ubica en el equilibrio (E; ) y se desplaza a la derecha

hasta intersectarse con la curva de depreciacion hasta el punto de equilibrio (E,,) vy
si el crecimiento con una tasa de crecimiento positiva es continuo se ubicara en (E,,)
con un capital por trabajador k™2,

Grafico N° 2: Version de Barro aumento de la tecnologia

¥r gilﬁﬂ

-
Fr L
Curva de Depreciacion =
—
Curva de Depreciacion z
Cura de Depreciacion 1
a

ké‘

¥

e

. . . ok
En el estado de crecimiento proporcionado se tiene que 8tt es nulo.

e

. ok : . :
Si aatt =0, entonces s.(k’)* =(n+m,_ +3).k’, se determina el capital por trabajador

en estado de crecimiento proporcionado (k)* .

! Revise Sala-i-Martin(1994) “Apuntes de Crecimiento Econdémico” Editorial: Antoni Bosch, pp. 39-43
’Sia largo plazo no existe un nuevo aumento de B() la economia converge a un estado proporcionado con
un stock de capital superior, pero con crecimiento nulo.
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S ke S e\l-a
(n+mL+6j:(kf)°‘ :> (n+mL+5j:(k‘)

o s la
(k) =| ———~
n+m_+39

De la funcién de produccion intensiva se tiene y; = (k7)*, si reemplazamos en la
ecuacion anterior tenemos:

o

ey s P
O = nrm s

Donde
Asterisco denota el valor de equilibrio de las variables

Grafico N° 3: Diagrama con tecnologia

e * (n+m,+ &)k] Curva ampliada bruta
x trabajador eficiente

yi [T = 5y

|

VZurva de ahorro

| .
vhruto x trabajador
 eficiente

Versién de Barro

De la ecuacion fundamental de Solow — Swan dividimos entre el capital por
trabajador eficiente k.

1odk® _ s(k)’

kte ' dt k16

ke

- 5
(n+m + )kl
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Jo_ S

ke
k Ke e

- 5
(n+m + )kt

En el crecimiento proporcionado de largo plazo, la tasa de crecimiento de capital es
nula esto quiere decir que y->° = 0.
s(k’)”

e
Si vy, =0 entonces =(n+m +6)£, esta ecuacion determina el capital por
‘ ki ke

e =

trabajador en equilibrio (kf*) como se aprecia en el grafico

Grafico N° 4: Grafico de la versidon de Barro

A
¥t Curva de ahoro
Curva de Depreciacion
o (+my +d)
¥
I 5.0k )"
I i
i s
il i o ke -

H

Politica de crecimiento ejercicios resueltos
Problema #1

Su Suponga que existe una economia capitalista cuya funcion de produccion
dinamica: Y, = Kt“z[B(t)Lt]“2 y se sabe que la tasa de ahorro de esta sociedad es de

24% del producto agregado cada afio, también se sabe que la tasa de depreciacion
del capital es de 5% al ano, la tasa de crecimiento de la fuerza de trabajo es del
1.5% y por ultimo se sabe que la tasa de progreso tecnologico debido a la eficiencia
del trabajo es de 1.5% al afio.

a) Hallar la ecuacion fundamental de Solow — Swan con progreso tecnolégico.

b) Determinar el estado de crecimiento proporcionado con su respectivo grafico.

c) Hallar los valores de equilibrio por unidad de trabajo eficiente.

d) Hallar la tasa de salario y la tasa de rendimientos bruto de | capital y graficar los
valores.

e) Hallar la participacion de los salarios y de los beneficios brutos en el ingreso
nacional.
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Rpt:
a) Hallar la ecuacion fundamental de Solow — Swan con progreso tecnoldgico.

De los datos tenemos s= 24,6 = 0.05,n=1.5%,m =1.5%
Y, = Ktl’z[B(t)L[]“z, dividiendo a la funcion de produccion entre la cantidad de
trabajadores eficientes B,L,

1/2
Yt Ktl/2 I:B(t)l‘[] e Ktl/2 e e\1/2
= Yy = =2 =(kt) ---(FPl)
Byl (ByL )" | Byl (B L7
De la condicion de equilibrio macroeconémico sabemos:
F(K,, B(t)Lt) =C +1,

F(K,, B(t)L‘) =(1-9)F(K,, B(t)L[) + K+ 0K,
Dividiendo entre la cantidad de trabajadores eficientes
0=—sF (K, ByL) + K+ 3K, ...

)

0= —f (K) + ko + 6k

Despejando k: , tenemos:

e .€

ke = sf (ki) =0 ke ...(1)

Para saber el comportamiento de k£, calcularemos su derivada con respecto al
tiempo

x oK, /B, L] _ KiByk — KByl — K. Bo L,

a A (ByL f
&k _ K L K By K
oL bR By R

8kte_,e_ . .
=k nke - mke (1)

o€
Reemplazando k:, que lo hallamos en la ecuacién (1) y reemplazamos en la FPI de
nuestro modelo tenemos:

8kte_.e_ . .

P =ki—nkS —m k’...(I1)
oK _ ¢ (eey e
p =sf(k7)—(n+m +0).k

Nos da la ecuacion fundamental de Solow — Swan con progreso tecnolégico.
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aaktt = s(k®)* — (n+m +8)Ke...(11)
Reemplazando los datos en la ecuacion (ll)

a(;‘ = 0.24(k%)"'? - 0.08k?, la ecuacion fundamental con progreso tecnoldgico

b) En el estado de crecimiento proporcionado se obtiene dividiendo la ecuacion
anterior (ecuacion fundamental de Solow - Swan) entre el capital por trabajador

eficiente e igualandolo a la tasa de crecimiento que es nula y; = 0.

1 oK _ 02400 0g j> 7= 02D _o08
kte at kte k kle

Donde la tasa de crecimiento del capital es nula y, =0. En el estado proporcionado
esta dado por la siguiente ecuacion:

e\l/2
[~

c) Hallar los valores de equilibrio por unidad de trabajo eficiente.
e\1l/2
T o )
ki
Remplazando kf*, en la FPI tenemos el producto por trabajador eficiente:

=" =] v =3
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Gréfico del problema #1

e 4 0.084¢

yi =30 oA FlkEY = (kY2

s Ak =072 | oo
s.F(kE ) = 0.24 (kY2

B
»

o .EC:,E* =49 ki
Fe 5.1 (%) Curva de
i Degraciaciin
(n+ry +d)
0.0s

cura de ahorro eficiants

-
o

k= kS

d) Hallar la tasa de salario y la tasa de rendimientos bruto de | capital y graficar los
valores.

Mercado de capital:

1/2 1/2
Pmgk = R° = Pmgk = d(:tkt ) ;(;} > | R =0.16666 ||

Mercado de trabajo:

1 1
E'kIIIZ'

pmaL =W°® = Pmgk = f (k%) — (k") .k =>W* = (kte)llz _

We:;ktl/Z:We:;(g)llz @ We:15

e) Hallar la participacion de los salarios y de los beneficios brutos en el ingreso
nacional.
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ﬁé = \QV = 135 = 0.5~ 50%, la participacion del beneficio en el ingreso nacional es del
y
50%.

La participacion del beneficio:

el, e
R I: = 5 = W =0.498 ~ 50%, la participacion del beneficio en el ingreso
y

nacional es del 50%.

Grafico de la distribucion del ingreso nacional

(n+m, + 50k

iy

20.33.‘;:: (F‘E+m£+ Cﬁ')k: =D.D8|:k::|”2

4 recta tangente curva de armpliacion
¥i neta de capital eficiente
. f(k::l = I:kf:llm
y; =3

cunva del producto por
trabajador eficiente

s f (k) = 0.24 (k)M

curva de ahorro por
trabajador eficients

L 4

-

k=0 i

W

R
Problema #2
Examine el impacto de un aumento permanente en la tasa de inversion sobre el
crecimiento de la economia en el modelo de Solow — Swan con progreso
tecnoldgico.

Rpt:

Como en la economia se decidido aumentar de forma permanente la tasa de
inversion, desde “s, ” hasta “s,, ”. La respuesta de esta economia como se puede

ver el grafico del problema #2.

Que el aumento de la inversion se desplaza en forma ascendente de s,.f (k;) hasta
la curva, llegando al equilibrio E,,, con esto la nueva inversiéon (k3 ) supera a la
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inversién anterior por trabajado eficiente, esto significa que la economia comienza

de nuevo la profundizacion, hasta llegar a igualarse s, f (k3) = (n+m_+3)k,.

Por lo que la funcion de produccion eficiente llega a un valor mas alto que el capital
por trabajador eficiente con una produccién per -capita mas alta.

d(f (k) _
d t 2t

s.f(ky)=(Nn+m +3)k,

=

>0

Donde k; < k;,

Gréfico del problema #2

(ﬂ+m£+5}kf

T flk;W
53 JUAS)
= 5, f(kS)
8 = >
'I:h‘ km Ez‘
Version de Barro
M : :
¥ ; !
) AP0 =0
i i
=) I
. I: | By (ntm, +3)
’ Q
Ey : “:D
| |
N > —>
’::lz km kt
s.f(k®
Tkte(kt)—(n+m+8):yte>0
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Si As>0
1-a ﬁ
Tkte:[ Ts J /\Tyfz[ Ts J
n+m +9o n+m +9o
Problema #3

Suponga que existe una economia capitalista cuya funcion de produccion agregada
es Y = Kf’g[B(t)L[]‘”g, y se sabe que la tasa de ahorro de esta sociedad es de 36%

del producto agregado cada afio, también se sabe que; La tasa de depreciacion del
capital es de 8% al afo, la tasa de crecimiento de la fuerza de trabajo es del 2% al
afio y por ultimo se sabe que la tasa de progreso tecnologico debido a la eficiencia
del trabajo es de 2% al afio.

a) Hallar la ecuacién fundamental de Solow — Swan con progreso tecnolégico.

b) Determine el estado de crecimiento proporcionado.

c) Halle el valor de equilibrio de capital por unidad trabajo eficiente y del producto por
unidad eficiente y graficar.

d) Halle la remuneracién de los factores.

e) Hallar la participacion de los salarios y de los beneficios brutos en el ingreso
nacional y por ultimo grafique todos los datos encontrados en un solo grafico.

Rpt:

a) De los datos tenemos: s=0.36,6 = 0.08,n=2%,m = 2%
Y, = K¥°[B,,L,[°, dividiendo la funcién de produccién entre la cantidad de
trabajadores eficientes B,L,, tenemos:

4/9
Yt Ktlsl9 |:B(t)Lt:| e Kt4/9 e e\5/9
= yi = =y, =(k)""...(FPI)
Byl (ByL S| ByL C(BeL)S T

De la condicion de equilibrio macroeconémico sabemos:
F(Kt' B(t)Lt) = Ct + lt

F(K,ByL) = 1-9)F(K,,ByL) + Ki+3K,

Dividiendo entre la cantidad de trabajadores eficientes
0= —sF(K,,ByLy) + Kit8K,...

®)

0= —of (K + ko + 6k

Despejando k:, tenemos:

o€ e € e €

ki = sf (ki) =0 ke ...(I)

Para saber el comportamiento de kS, calcularemos su derivada con respecto al
tiempo
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o o[k, /B, L] _ KiByl —K ByL —K.Bo L,
a (ByL.f

akf: kt _E K, _é(t) K,
o Ber kBt By Beb

A
=k nke - mke (1)

e

Reemplazando k:, que lo hallamos en la ecuacion (1) y reemplazamos en la FPI de
nuestro modelo tenemos:

akte_,e_ . .
=k nke - mUke (1)

6kte_ ey e
E_Sf(kt) (n+m_+3).k

Nos da la ecuacion fundamental de Solow — Swan con progreso tecnolégico.

%If =s(k)* —(n+m_+38).k’...(I1)

Reemplazando los datos en la ecuacion (ll)

ot

“ K =0.36(k%)*'® —0.12k?, la ecuaciéon fundamental con progreso tecnoldgico

b) En el estado de crecimiento proporcionado se obtiene dividiendo la ecuacion
anterior (ecuacion fundamental de Solow - Swan) entre el capital por trabajador

eficiente e igualdndolo a la tasa de crecimiento que es nula y; = 0.

e e\5/9 e\5/9
1 ok’ _ 0.36(k) _0.12:> YE:O.36(I<;) o

ke ot ke K

Donde la tasa de crecimiento del capital es nula y, = 0. En el estado proporcionado
esta dado por la siguiente ecuacion:
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_ 0.36(kte)5/ 9 ~
k{e

0 0.12

c) Hallar los valores de equilibrio por unidad de trabajo eficiente.

0.36(|<IE)5/9 o012
O™ 012 )

Remplazando kf*, en la FPI tenemos el producto por trabajador eficiente:

k' =11.845

ye = (11.845)°° = || y¢' =3.948 ||

Gréfico del problema #3

0.12k;
ye A :

Vg =388 |-----mmm-—2 FkEY = (k)3

s Flkey=14121] __ __
s FEETY = 036 (k)5

W

0 kS =11.345 .2
e A
Fa /2./’ 5. (k) Curva de
o Depraciacion
(n+m; +4d)
012 -

cura de ahorro eficients

Y
-

kT =11.845 kf

d) Hallar la tasa de salario y la tasa de rendimientos bruto de | capital y graficar los
valores.

Mercado de capital:

d(kt5/9) 5 l 479
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Mercado de trabajo:
5 1
6' kt4/9 '

We = gkf"-’ =W = 3(11.845 519 @ We =1.754 ||

e) Hallar la participacion de los salarios y de los beneficios brutos en el ingreso
nacional.

pmgL =W® = Pmgk = f (k%) — f'(k?).kf = W°® = (k%)°'° -

ﬁ 3 Vl 1754
y* Y 3948
es del 44.5%.

= 0.445 ~ 50%, la participacion del beneficio en el ingreso nacional

La participacion del beneficio:

Rk _B_ (0.1852)>11.845 = 0.555 ~ 55.5%, la participacion del beneficio en el
y* Y 3.948

ingreso nacional es del 55.5%.

Gréfico de la distribucion del ingreso nacional
(}2+mz+cﬁ).k, =D.33.j'{?: {pg+ my+ 5}k: = D.lzkf

5
4 recta tahgents cura de armpliacion
¥i neta de capital eficiente
E’

. 7 k)
SR curva del producto por
trabajador eficiente

5.F(kE) =0 36 kF) 57

E cunva de aharra par
trabajador eficiente

A - =5 =

RE=279380 -

e

W= 1754 <

L J

AL B I ki =1185 £
RV

05120153@unmsm.edu.pe 17


05120153@unmsm.edu.pe

César Antunez. |

Problema #4

Imaginemos en el pais “A” se ha producido un aumento de la poblacion debido a la
no planificacion familiar esto ha aumentado la tasa de crecimiento poblacional,
considerablemente, y debido a estos se quiere analizar este aumento permanente
de la tasa de crecimiento de la poblacién, sobre el crecimiento de su economia.

Rpt:

Un aumento permanente de la tasa se crecimiento de la poblacion (n'), la curva de
ampliacion de capital rota en sentido antihorario, de tal modo que cuando se
interfecta con la curva de ampliacion neta de capital determina el nuevo estado de

crecimiento proporcionado, con menor capital (k5 ) y menor producto por trabajador
(y5 ), como se puede ver en el grafico del problema #4.

En el corto plazo el capital por trabajador eficiente comienza a disminuir, como se
puede apreciar en la version de Barro, teniendo una tasa de crecimiento negativa,
hasta llegar el equilibrio (E, ) donde la tasa de crecimiento proporcionado es nula.

También podemos apreciar en la grafica que con mayor “n” se obtiene un nuevo
consumo por trabajador eficiente (c, ), ¥ un nuevo ingreso per capita por trabajador

(kx ).

Gréfico del problema #4
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Por lo tanto una aumento de la tasa crecimiento de la poblacion afecta de manera
negativa al capital por trabajador eficiente, el nivel de produccion por trabajador, y
nos da una tasa de

Crecimiento negativa.
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