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MODELOS AZ

Son aquellos modelos de crecimiento que tiene una tecnologia lineal y utilizan una
funcion de produccion AZ,, donde considera un capital compuesto, capital amplio

gue considera un capital fisico y capital humano y estas se combinan en
proporciones fijas.® La ausencia de rendimientos decrecientes y va existir
rendimientos constantes del capital compuesto.

Donde

Z,: Capital compuesto con tecnologia lineal.

Los modelos AZ, no cumplen con las propiedades de los modelos neoclasicos,
CcOmo veremos.

Supuestos del modelo

v/ Sea una economia capitalista que no tiene relacién con el exterior.

v Existe un capital compuesto Z,, que es una combinacion de capital fisico y

capital humano.

Existe rendimientos constantes del capital compuesto o amplio.

v
v' Exhibe rendimientos constantes a escala; dado que A(LZ,) = AAZ, =AY, .
v' Tiene rendimientos positivos pero no decrecientes de capital.

v

Tiene una funcion de produccion AZ, .

Funcion de produccion agregada (FPA)

Este modelo describe una funcién agregada que se encuentra representada por el
grafico.

Y, = AZ,...(FPA)

Donde

Y,: Producto agregado en el periodo “t".

1 Este modelo AZ, , también es llamado “modelo de tecnologia AK,”, la introduccion de este modelo a la

literatura economica se la debemos Romer (1987) Rebelo (1991), cuando introduce el capital compuesto
en los anos ochenta.
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Z,: Stock de capital compuesto en el periodo “t”.

A: Indice de nivel de tecnologia.

Si queremos representar el producto marginal del capital compuesto, solo basta con
aplicar la derivada de la funcion de produccion agregada con respecto al stock de

capital.

La funcién de produccion agregada

¥y

L
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PmgZ = -
M= @z

A

Podemos ver que el producto marginal de la funcidbn es una constante, y en el
grafico], se encuentra representado como una linea recta horizontal.

El producto marginal del modelo AZ

F

Curva del  FmgZ,

P
>

0 z,

De la ecuacion (FPA) dividiendo entre la cantidad de trabajadores obtenemos:

Y, Z
_t - ,A_—t P = A. e FPl

En el grafico [6.3], podemos ver la representacion de la funcion de produccion
intensiva.
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La funcion de produccién intensiva

¥, ¥, =4z,

L

Zy

Donde en el grafico, esta representado el producto marginal de la funcion de
produccion intensiva.

El producto marginal de la FPI

Curva del FPmgz, = A

L

dy,

Pmgz=—"=A
mg dz

Observacion: Donde las variables minasculas representan variables por trabajador, y
las variables mayusculas, representan valores agregados.

Ecuacién fundamental

v' Asume que el ahorro agregado es una proporcién del ingreso nacional, dado el

producto marginal ahorrar ( Pmgs).

v' Suponiendo que el stock de capital se deprecia a una tasa constante § .
v' Sea que la funcién de fuerza agregada crezca a una tasa constante y exégena
n.

v' Sea n el tamafio de la poblacion total.

De la condicion de equilibrio macroeconémico tenemos:
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S=1°

—_ N rep
SY, =10 +17

SAZ =Z1+8.Z,

Dividiendo la ecuacién entre el nUmero de trabajadores

zZ Zr .7 Z+
AL ZET 54 sz =%"(
sap=Ts ) smsa=T0)

Sabemos que: z = 4 - dz _d(z/L) _Z:L-LZ

L dt (L)?

& _z Lz _;
d L LL

Reemplazando la ecuacion (1) en la ecuacion (1) y despejando z: tenemos:

z = S Az — (n+3)z La ecuacion fundamental de Rebelo

Es una ecuacion dinamica del proceso de acumulacion del capital compuesto, en
una economia capitalista, donde existe en forma combinada el capital fisico y el
capital humano. Esta ecuacién nos dice que la tasa de cambio del capita | por
trabajador va ser el remanente del ahorro bruto por trabajador, respecto a ala
ampliacion bruta de capital compuesto.

En el grafico, podemos apreciar la grafica de la curva de ahorro bruta por trabajador
y de la curva de ampliacion bruta de capital compuesto.

El estado de crecimiento progresivo

-~
Curva de ahorro ¥y =5dz,

Yy bruto x trabajador

(m+ d)z,

Cunva ampliada
Bruta de capital

L 2
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Dinamica de transmision

Debido a que esta economia tiene una tecnologia muy productiva, va ocurrir que en
el largo plazo no se genera un estado de crecimiento proporcionado, si no que e n el
largo plazo se va generar un estado de crecimiento progresivo, es aquel estado o
situacion en el largo plazo en el que se genera una tasa de cambio de capital
compuesto.

En el largo plazo el estado de crecimiento progresivo: z: >0
Si z >0 entonces sA>(n+3), lo cual genera que sea indeterminado z~ y esto
ocurre por que no existe rendimientos constantes del capital compuesto.

Versiéon Barro

De la ecuacion fundamental de Rebelo
z=SAz - (N+d)z

Dividiendo esta ecuacion entre el capital compuesto

L. sA-(n+d) |::> v, =SA-(n+J)
z

Donde

v, La tasa de crecimiento del capital por trabajador.

En el estado de crecimiento progresivo si y, >0 entonces sA>(n+4), con lo cual
se determina z .

Dicho de otra manera, observamos que la tasa de crecimiento de esta economia es
constante y va ser la diferencia entre dos niumeros.

En esta economia la curva de ahorro es una linea recta horizontal, si nuestra
economia es productiva como para que sA>(n+3d), la tasa de crecimiento sera

constante y positiva y, =y" = SA-(n+9).

¥

En este modelo también el consumo crece a la misma tasa y* que la tasa de

crecimiento per capita y, =y, =y =SA-(n+3).
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Version de Barro del modelo AZ

-~

¥r

Curva de Ahorro: 54
¥, =0

Curva de Depraciacion:  (R+ )

L J

Determinacion de y, Ay,
De la funcién de produccién intensiva (FPI) tenemos:

y, = Az ) Ln(y,) = Ln(A) + Ln(z) , aplicando una derivada temporal

— 0
dun(y,) _ dLr}(X) , dn(z)
dt dt

dt
Yy =7,
De C, = Pmgcy,
Dividiendo entre L,
& = ngc.i
L L
A

Y=Yy I:> || Ye=Yy =7,

Caracteristica del modelo

a) La tasa de crecimiento del modelo puede ser positiva sin necesidad de

suponer, que las variables crecen continuamente y exégenamente.

b) Un aumento de la tasa de ahorro provoca un incremento de la tasa de
crecimiento, como se puede ver en el grafico, donde un aumento de las tasa
de ahorro hace saltar a la curva de ahorro hacia arriba y la distancia entre las

dos curvas aumenta.
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Aumento de la tasa de ahorro

Fr .S'r._f":l

g4

- Cunea de Ahorro
L ¥ iz

Pz (m+d)

Curva de Depreciacion

L

=

c) Esta economia carece de una transicion hacia el estado proporcionado, por
que siempre crece a una tasa constante igual y, = sA—(n+3), sin importar
el valor que adopte el stock de capital.?

d) El modelo predice que no existe relacion entre la tasa de crecimiento de la
economia y el nivel alcanzado, por lo que el modelo no alcanza convergencia,
ni condicional, ni absoluta.

e) El modelo AZ, predice que los efectos recesivos temporal seran permanente,

esto quiere decir que el capital, disminuye temporalmente por una causa
exbdgena.

f) Un aspecto de este modelo es el que menciona Saint-Paul (1992), que la
tecnologia AZ,, no puede haber demasiada inversion.

Como la tasa de crecimiento per céapita es igual y,=sA-(n+3), la tasa de
crecimiento agregado es y, =sA-(n+3), la tasa de crecimiento agregada esta
expresada como vy, =v,+y_ =v,+Nn=SA-(n+3), para que exista eficiencia
r*<y;, donde la tasa de interés siempre es igual a r"=A-3, entonces

A-56 <s A-3 recordemos que la desigualdad no puede darse por que la tasa de
ahorro es siempre inferiora 1 (0< s<1), por lo que A es siempre mayor que S.A, por
lo tanto con tecnologia AZ, pues no puede ser dinamico ineficiente.

2 . . .
Esto quiere decir que el modelo AZ carece de un estado proporcionado, por lo que la curva de ahorro no
se corta con la curva de depreciacién y por ende el modelo no converge.

05120153@unmsm.edu.pe 7


05120153@unmsm.edu.pe

César Antunez. |

Modelo AZ con la funcion de producciéon Cobb-Douglas

Este modelo va considerar la produccion tiene una funcién de produccién Cobb-
Douglas
Funcion de produccion agregada (FPA)

Y, = AZ*LP ...(FPA)

Dividiendo la funcion de produccion agregada entre L,

Li ZQL?L[ :>|| Y= AZLIL(FPY) |

De la condicion de equilibrio macroeconémico tenemos:

S=1°

—_ N rep
sY, =l + 1y

SY, = Zr+35.Z,

Dividiendo la ecuacién entre el nUmero de trabajadores

Y. 2T Z iT
T _ 4T 54 ) sy, —d.z="T..(
sL[ L L sy, —6.z L (1)

Sabemos que: z = dj _ d(z,/L) _ Zi L, - |2_t Z,
Lood (L)

dZt Zt_LtZ

— Z4hz = Z (1)

t — T ...

d L LL L

Reemplazando la ecuacion (1) en la ecuacion (1) y despejando .Zt

z=sYy,—(n+d)z
Reemplazando la funcién de produccion intensiva (FPI) en la ecuacion fundamental

=SAZ'LY"" " —(n+8)z , la ecuacion fundamental con una funcion Cobb-Douglas
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Estado de crecimiento progresivo

y 1 Az ersl Curva de ahoro
! bruto por trabafador
(m+ d)z,
Cunva de
ampliacion bruta
de capital
&4
nth >
0

En el grafico [6.8] se puede apreciar la dindmica de transmision en el estado de

+B-1

crecimiento progresivo z: >0, entonces s.Az'L} > (n+8)z implica tener un Z

indeterminado.
Version de Barro
Dividiendo la ecuacion fundamental entre z

opo+f-1
vz=S*AZ‘Z|["—(n+8)

Como se puede apreciar en el grafico, el estado de crecimiento progresivo
y, >0, entonces s.AZ'L*?™ > (n+8)z esto implica obtener un Z indeterminado.

Version de Barro del modelo AZ

Fe

5 Azp La+A1

Cuneg de Ahorro
Y1z {m+d)

Curva de Depreciacion

P

=

En el grafico se puede observa que la curva de ahorro es representado como una
linea recta horizontal y la curva de depresién también, por esto este modelo no
alcanza un estado de crecimiento proporcionado, sino un estado de crecimiento
progresivo.

05120153@unmsm.edu.pe 9


05120153@unmsm.edu.pe

César Antunez. | Notas de Crecimiento Econdmico
Observacion

Si Y, = AZ*L} se tiene que la elasticidad del producto respecto a los trabajadores no
calificados es nulo entonces =0y o =1se tendra una funcion Y, = AZ, .
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