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RESUMEN

El modelado Markoviano es una aplicacion novedosa al estudio de yacimientos lateriticos, en su
implementacion computacional, se han enfrentado problemas numéricos que han conllevado a la
necesidad de mejorar los algoritmos de conteo utilizado para el célculo de las probabilidades
condicionales del modelo. En este trabajo se exponen las mejoras realizadas a dichos algoritmos
orientadas a su implementacién en procesamiento paralelo, se muestran los resultados obtenidos en las
corridas experimentales del en procesos secuenciales y paralelizadas. Los resultados que aqui se
exponen son el fruto de la colaboracion entre el centro de Investigaciones del Niquel (CEINNIQ) y el
Departamento de Matematica de la Universidad de Oriente, en virtud de un convenio de colaboracion
que se establecio entre dichos centros y que ha servido de trabajo de diploma a un estudiante de la
carrera de Licenciatura en Matematica.

INTRODUCCION

Los yacimientos lateriticos proporcionan la materia prima fundamental de la Industria Cubana del
Niquel, es muy conocida la complejidad de dichos yacimientos en cuanto a la composicion quimica y
mineralogica de los materiales que en ellos yacen (Ariosa Iznaga, 1977; Rojas Pur6n,1994; Vera
Sardinas, 2001, Lavaut, W, 1998), la exactitud en el muestreo que a ellos se le realiza es vital para su
estudio, ya que de ¢l depende la exactitud en la toma de decisiones mineras y en el proceso metaltrgico.
La influencia del muestreo en la eficiencia de la cadena productiva se convirtié6 en un problema que
motivé la busqueda de una solucion siguiendo un nuevo enfoque (Pefia Abreu y Legra Lobaina, 2005),
este unificé en un modelo matematico varios aspectos que no se habian tratado en forma de sistema
hasta ese momento. La modelacion estuvo orientada a obtener mayor cantidad de informacién en menos
tiempo y con menor costo, asi como, minimizar los errores con respecto a los métodos actuales de
muestreo. El modelo propuesto es de tipo probabilistico, en especifico Markoviano y se basa en la
existencia de tipos o clases de materiales patrones en dichos yacimientos, donde se asume que el
conjunto de estas clases contiene todas las variedades presentes en ellos y representa el espacio
muestreal del yacimiento. Las clases se obtuvieron a partir de un estudio estadistico multivariado,
utilizando los métodos de clasificacion no supervisada y supervisada del reconocimiento de patrones
(Penia Abreu y Matos Elias, 2007). Cada clase se asume como un estado en un proceso de Markov.

El modelo propuesto por Pefla Abreu y Legra Lobaina, 2007; para la optimizacion de las redes de
exploracion estd compuesto de tres modelos, el primero modela el yacimiento basado en las clases
patrones antes mencionadas, el segundo optimiza la red a partir del primero y el tercero optimiza los
aproximadores para las variables geoquimicas de la red. En el presente trabajo se abordara solo en el
abastecimiento numérico del primer modelo, o sea, de:

X(t,r)=Z¢z(i)-p(t,r) @

El modelo (1) ya se ha codificado para los ordenadores, lo que ha permitido evaluarlo
computacionalmente (Pefia Abreu, Silva Labrada et al, 2009) y se ha encontrado el problema de la
complejidad numérica en la construccion del conjunto de las matrices de transferencia ﬁ(l)




En la construccion de la matriz de transferencia es necesario comparar exhaustivamente todos los
elementos de una lista entre si, lo que implica contar las caracteristicas durante esta comparacion. Por la
naturaleza del conteo que impone (1), se utilizan algoritmos de fuerza bruta o de busqueda exhaustiva,
en este tipo de algoritmos se puede alcanzar mayor eficiencia computacional en la medida que se divida
la lista, de tal forma que se realicen mayor cantidad de conteos en una iteracion y que cada iteracion sea
independiente de las demas. Se hace referencia a dos situaciones, la primera es lograr que no sea
necesario realizar una cantidad de iteraciones igual a n(n - 1) para comparar los n elementos entre si, y

la segunda esta relacionada con crear un algoritmo que pueda ser dividido en tareas independientes para
facilitar la implementacion del procesamiento paralelo.

Para ello se desarrollaron dos algoritmos (Pefia Abreu, 2008 a y b) para construir el modelo (1), el
primero es un algoritmo que en cada iteracion realiza varias combinaciones del conteo, utilizando un
sistema iterativo que se mueve de los extremos al centro de la lista, en la cual se comparan el primer
elemento con el sucesor y el tltimo con el antecesor en ambos casos hacia adelante y hacia atras; de tal
forma que en las iteraciones se comparan los elementos i con los i+ 1y los elementos n—i con los
elementos (n—i)—1, i corre por los elementos hasta la mitad de la lista, luego siguiendo el mismo

método se concibid un nuevo algoritmo que compara ademas los extremos entre si (Pefia Abreu y Silva

Labrada, 2009). Con el primero de estos algoritmos se logra disminuir la cantidad de iteraciones en

n(n n(n—1)
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n-D vy con el segundo . La metodologia utilizada para reducir el algoritmo de busqueda
4

exhaustiva la denominaremos en lo adelante Reduccion Coénica (RC) en similitud con el accionar del
algoritmo entre los extremos de la lista. De esta forma se puede considerar que el segundo algoritmo
resulta una reduccion conica de mayor profundidad que la utilizada en el primero y se pueden denotar
como RC, y RCs respectivamente.

El segundo de estos algoritmos se codifico en un software y utilizando la caracteristica de
independencia en las operaciones entre iteraciones, se implementd un procesamiento en paralelo para la
solucion de (1). Aun asi, no se logrd la velocidad suficiente que satisface en un Software el tiempo de
respuesta para el modelado de un yacimiento, de aqui que disminuir el tiempo de calculo y de esta
forma aumentar la eficiencia y la eficacia del algoritmo en la solucién de (1) es el problema que se
expone. Es evidente que el objeto de nuestra investigacion lo constituyd el algoritmo para la solucion de
(1). Entonces para solucionar el problema se propuso como objetivo mejorar el algoritmo para la
construccion del modelo (1) con relacion a los existentes anteriormente, la metodologia de Reduccion
Conica orientada al multiprocesamiento es el campo de accion del trabajo. La mejora se pretende lograr
bajo la hipdtesis de que, si se realizan Reducciones Conicas de mayor profundidad y se combina con la
utilizacion del paralelismo, entonces se lograra disminuir el tiempo de respuesta en la solucién de (1) y
con ello la eficiencia y eficacia del algoritmo. Se ha pretendido desarrollar una reduccién mas, o sea,
una nueva particion en la que se comparan entre si todos los extremos en cada iteracion, esto para

facilitar que las iteraciones disminuyan de ""=D hasta "=D  se pretendié ademas, mantener la
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propiedad de independencia entre las iteraciones para facilitar el multiprocesamiento.
METODOLOGIA EMPLEADA

Por la naturaleza del conteo que impone construir una matriz de transferencia para la obtencion de la
solucion de (1), se utilizan algoritmos de fuerza bruta o de busqueda exhaustiva, en este tipo de
algoritmos se puede alcanzar mayor eficiencia computacional en la medida que se divida la lista de
datos, de tal forma que se realicen mayor cantidad de conteos en una iteracion. Lo anterior conlleva a la
realizacion de un conteo sucesivo acompainado de comparaciones, o sea, se debe comparar todos los
elementos de la tabla entre si, sin comparar cada elemento con si mismo.



Por esta razon el algoritmo RCg y el propuesto en esta investigacion, tienen caracteristicas comunes, los
dos deben resolver un problema de conteo que genera un numero de iteraciones igual a n(n —1) y

ademas resuelven la tarea utilizando un mismo sistema de reduccion y comparacion entre los elementos.

Siguiendo la metodologia ya explicada, a partir de RCs, se realiz6 una nueva reduccion, la cual divide la
lista en 4 partes, cada una de las cuales se compara en la medida que se avanza del inicio hasta 1/4 de la

lista. Las comparaciones se logran con la misma estructura de iteracion que en RCjs, utilizando dos
ciclos de repeticion, uno de los cuales estd anidado dentro del otro. En el ciclo externo (CE), se realizan
las comparaciones correspondientes a los extremos de la lista y de las particiones, y en el ciclo anidado
(CA), se realiza las comparaciones de los extremos de la lista y las particiones con el resto de los
elementos, ademds se compara el elemento corriente del ciclo externo con el resto de los elementos de
la lista. Este algoritmo alcanza su maxima eficiencia cuando se le aplica a listas con longitud multiplo
de 4, en caso contrario (también es eficiente) se debe hacer un ciclo en dependencia del resto de la
division entera N mod 4, para completar las comparaciones necesarias con el ciclo externo. En el caso de
que el resto sea 1, se implementa un ciclo que compara el Gltimo elemento con toda la lista; en el caso
de que el resto sea 2, se compara los dos ultimos entre si y con los demas elementos de la lista, esto
ultimo implementando también un ciclo. En el caso que el resto sea 3, se compara los tres ultimos
elementos entre si y luego con el resto de la lista. Esto hace que el sistema combinatorio sea mas
complejo que en RCs. Esta implementacion del algoritmo realiza 32 comparaciones en cada CA, en el
CE se realizan 12 comparaciones que completan la revision exhaustiva de la lista, disminuyendo la
cantidad de iteraciones en n(n—1)/32. En estos ciclos adicionales se incluyen ademas las comparaciones

entre los indices correspondientes a n mod 4.

Los algoritmos RC son polinomiales, para los cuales la complejidad computacional depende del tamafio
de n. Teniendo en cuenta que n en (1) suele ser del orden de 10°, lo que genera una cantidad de
iteraciones muy alta (=10%). Por esta razén se realizd un analisis detallado de la eficiencia que
presentan los algoritmos RCg y RCs,. La eficiencia se mide en funcion de dos parametros, el espacio de
memoria que utiliza y el tiempo que tarda en ejecutar la tarea (Guerequeta y Vallecillo, 1998), aqui nos
ocupamos del calculo del tiempo de ejecucion. Para el calculo del nimero de operaciones elementales
se utilizo las siguientes reglas (Guerequeta y Vallecillo, 1998,):

1) Se defini6 que el tiempo de ejecucion para una operacion elemental (OE) es de orden 1.

2) El tiempo de ejecucion de una secuencia consecutiva de instrucciones se calcula sumando los

tiempos de ejecucion de cada una de las instrucciones.

Por tanto el tiempo de ejecucion para las llamadas a procedimientos y funciones F(pl, [ TN pn), se
calcula de la siguiente forma:

» Se adiciona el tiempo de una OE por la llamada.

» Se adiciona el tiempo de evaluacion de los parametros p,, P, ..., P,, -

» Se adiciona el tiempo que tarda en ejecutarse F .
Finalmente se tiene que T =1+T(p,)+T(p,)+...+T(p,)+T(F)

Para calcular el tiempo de ejecucion en todas las sentencias iterativas (FOR, REPEAT, LOOP) basta
expresarlas como un bucle WHILE.

Debido a que los algoritmos RCg y RCs; estan estructurados con dos ciclos que utilizan la sentencia
WHILE, uno de ellos anidado, el tiempo de ejecucion es T = T(C) + (n° iteraciones)*(T(S) + T(C)).

Obsérvese que tanto T(C) como T(S) pueden variar en cada iteracion, y por tanto habra que tenerlo en
cuenta para su calculo. Es decir, la busqueda del tiempo de ejecucion se realiza después de calcular el



nimero de operaciones elementales para cada uno de los algoritmos, lo que permitid conocer la
complejidad de ellos en funcion del tiempo de ejecucion.

El tiempo de ejecucion del algoritmo RCs;, y del RCyg en los distintos casos viene dado por las siguientes
expresiones:

3432x) ., (9-8
RCy,Nmod4 =0 Tch(n):( +32 X)n”r[ SXJMH RCyp,Nmod4=2 T (0= (3+32X) [33+24X) +(24+2x)
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En ambos casos la complejidad es de orden ®(n?), por lo que RCs y RC3; presentan el mismo orden de
complejidad. Por razones de espacio se muestra la comparacion de dos casos, el primero cuando n es
par y el segundo cuando n es impar.

La variable X que aparece en cada uno de los tiempos de ejecucion obtenidos, define el tiempo de
ejecucion de la funcion que realiza la comparacion entre dos combinaciones, es idéntica en ambos
algoritmos y puede alcanzar una gran cantidad de OE, estd acotada inferiormente por 20 OE, de aqui
que se toma X > 20. Para realizar las comparaciones y profundizar en el conocimiento del

comportamiento de los tiempos de ejecucion, se aplico el Principio de Invarianza, con el cual se puede
comparar la eficiencia de dos implementaciones de un algoritmo de igual orden. Segun Guerequeta y
Vallecillo, 1998, este principio expresa que: Dado un algoritmo y dos implementaciones suyas |, e I,,

que tardan T,(n) y T,(n) segundos respectivamente, el Principio de Invarianza afirma que existe una
constante real ¢ >0 y un nimero natural n, tales que para todo n > n, se verifica que T,(n) <cT,(n).
Siguiendo este Principio se toma T,(N) = Tge (N) y T,(N) =Ty (N).

Casol: nmod2 #0

a) Se analiza primeramente TRC32 (h) para el caso Nmod4 =1y TRC8 (n) para el caso impar.
Partiendo de la expresion Tp. (n) < cTgc (n), se crea la diferencia T(n) =Ty (n)—CTye () <0
Sustituyendo los valores correspondientes a este caso se obtiene: |

[3 +32x 7+ s;x)jn2 +[33+8x _c25+12x)
32 8 8

jn+(24—6c)so

Evaluando x = 20 en la expresion anterior se encuentra la constante ¢. Teniendo en cuenta que T(n) es
también cuadratico con respecto a n, el principio solo se cumplira cuando la pardbola sea decreciente, o

3+32x  c(7+8x)
( 32 8

sea, si se cumpla que: j < 0 y esto solo es posible para ¢ > g;z =0.9625

Para un ¢ que cumple con esta condicion | ¢ = 161 se obtiene: T(n)= (_ 1jn2 J{_ 53099) 3042 _
167 32 1336 167

Para obtener el n, correspondiente a este C, obtenemos las soluciones de T(n): n, =0.458149 y
=-1272.29. Se toma a n, como la parte entera mas uno de n,, es decir, n, =1. La comparacion
resulta favorable a RC3;, ya que para n, =1; se tiene que T(n,)=-21.56 y por tanto se cumple el principio

de invarianza. Esto garantiza que para cualquier n>1, RCs, tendrd un tiempo menor que RCg. Entonces
para todos los ¢>0.9625 siempre se encontrard un n, para el cual se cumple que el tiempo de RCs; es



menor que RCg. La constante real ¢, x=20, asi como el procedimiento empleado en este caso, se
utilizaran para todas las comparaciones de estos dos algoritmos, ya que el coeficiente cuadratico en las
respectivas funciones de los tiempos de ejecucion es igual.

b) Siguiendo la misma metodologia, para el caso nmod4 =3de RCs, y RCg para el caso impar, se

obtiene que n, =1292, luego T(N,)=-16.51 y entonces para cualquier N >1292 se cumple el
principio de invarianza y se prueba la mejora en RCs;, en el mkodelo (1) nunca se trabajara con valores
tan bajos de n.

Caso 2: nmod2=0

a) Para el RC3, con resto 0y el RCg caso par, se obtiene que Ny =1y T(n,) =-30.32, por lo
que se prueba la mejora.

b) Para el RCs; con resto 2 y el RCg caso par, n, = 2585 y luego se prueba la mejora dado que
ningun n en el estudio de los yacimientos con el modelo (1) sera menor que 2585.

Se codifico en lenguaje Delphi v.7.0 el RCs,, con el objetivo de realizar corridas numéricas
experimentales. Para las pruebas de los algoritmos, estos fueron procesados en ordenadores personales
del tipo Pentium 4, con procesador Intel (R) Core (TM) 2 Duo con 2 Gb de memoria RAM. Los
resultados se muestran en las tablas 1y 2.

Tabla N° 1. Corrida experimental # 1. n=28511. Tabla N° 2. Corrida experimental # 2.

Estadisticas de los algoritmos. n=28511. Estadisticas de las

RC RC . . -
’ > comparaciones  practicas de  los

Iteracion |Combinaciones| Iteracion [Combinaciones|

i algoritmos.
Promedio| 4.337268 0.0000750, 3.827164 0.000035

Mediana 43590000  0.0000733] 3.578000 0.000033 H | M| 'S | Msg | Total (Seg)

RC32 | 7 |43 | 16 | 692 27796.69

Modal 0.078000 0.0000000, 1.500000 0.000000
RC8 | 17 | 10 | 23 | 416 61823.42

Maéximo| 55516000 0.0005334] 16.109000 0.000232
Minimo| 0.0000000  0.0000000 0.000000 0.000000) DIFERENCIAS 44.96%
n| 28511 28511 28511 28511 10 |33‘ ! ‘ 276

o=n(n-1) 812848610 812848610[812848610 812848610

CONCLUSIONES

Luego de profundizar la Reduccioén Conica al algoritmo RCs, se logrd disminuir el tiempo de respuesta
en la solucion del modelo Markoviano, obteniéndose el algoritmo RC;;. Quedd demostrado teorica y
practicamente, en las comparaciones realizadas a ambos algoritmos que RC;, es mas eficiente con
respecto a RCs.
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