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Algunas aplicaciones del MEF a problemas elipticos

Problema de Elasticidad

Consideremos un _qurpO elé.StiCO, iSétropo y homogéneo B, —
que ocupa el dominio acotado QeRR3, con frontera /

r=ryur,tal que ')mr’,=y area,>0. r O

El cuerpo B esta sometido a una fuerza volumétrica f,
y a una fuerza superficial ¢ aplicada sobre I',.

N
Se supone B fijoa lo largo de T',..
Se busca determinar
— desplazamientos u.

— deformaciones &, dependientes de los desplazamientos de acuerdo a la
cinematica de la deformacion.

— tensiones o, dependientes de las deformaciones de acuerdo a la ley
constitutiva del material.
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Problema de Elasticidad 4 —

(dive+ f=0 enQ Ecuacion de equilibrio

su=20 sobre I', CB Dirichlet (despl. impuesto) T 9
t

on=t sobre I', CB Neumann (traccion impuesta)

» Ecuaciones de clausura
— Cinematicas: asumiendo pequeiias deformaciones:

1( ay, 8U,-
Ei =
i OX; 8x.

— Constitutivas: asumiendo comportamiento elastico lineal (ley de Hooke):
3

oy =AY £ 0;+ue;,  AueR’, ctes. de Lamé.
=1

e E B Ev E : m6dulo de Elasticidad
L+v] a (1+v)(L-2v) |v: coeficiente de Poisson

* Nota: en adelante, usaremos las siguientes convenciones de notacién'

: : ou.
- derivada parcial: u; ; :a—' - sumatoria: oyn; = Zau ;
) X-
j =1
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Forma variacional del problema de Elasticidad

 Dado (D) o, +f=0 enQ, 1,j=12,3

1,)

se llega a (V) HallarueV/a(u,v)=_L(v), VveV
con V:{v:v e[Hl(Q)]3 yv=20en Fu}

haciendo o VX + 'Q fvdx=0

T. de Green -‘-Q .37

—_[Q oV, ; dX + _[r o;n;v,ds+ :Q fv.dx=0

_I ’ Lax+ | tvds+| fvdx=0
QO 2 rt JQ

Cinematica St X’VLj +Vj’i . .

. ! 2 JI
deformaciones

[ oye()dx+ | tyds+[ fydx=0
Ley de Hooke T )

—[ [ Au,6; + uzy (u) |, (m)dx+ | tvds+ | fydx=0

.Ft

a(u,v) L(v)
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Forma variacional del problema de Elasticidad (cont.)

e Se puede demostrar que la forma lineal L(v) = j f,v,dx+_[ tv.ds es continua,
l.e., L(v) </1||v|| VveV,1eR",

e Se puede demostrar que la forma bilineal
a(u,v) = j A, S, + ey (u) | &, (v)dx = jg[/ldiVudin + e (), (v) | dx

— essimetrica, i.e., a(u,v) =a(v,u),Vu,v e V.
Nu,veV,yecR".

— continua, I1.e. |a(u v)| 7/|| Hl(Q)”

H'(Q) '

VveV,aeR", con ||

H'(Q) Z”V

—  V-eliptica, i.e., a(v,v) > a|| ) ey

Demo.: a(v,v) = 4| (divw)” dx+ uf & (v)s;(v) dx

2 +
HL (D) ? ceR".

> ,u_[g g;(v)g; (v) dx > ,uC||v
Desigualdad de Korn
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MEF aplicado al problema de Elasticidad

Consideremos el problema de Elasticidad en QcIR3.
Sea T,={K} una malla de tetraedros de Q. Definimos el espacio de EF
V, :{v:veVy v|K e[Pl (K)]g,‘v’KeTh}
El MEF aplicado al problema de Elasticidad consiste en
Hallar u, €V, la(u,,v)=L(v), VveV,
La solucion u, eV, satisface

||u—uh < Ch|u|

H' (Q) H? (Q)
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Problema de Stokes

» Consideremos las ecuaciones de Stokes para el flujo estacionario de un fluido
Newtoniano incompresible encerrado en un dominio QcRR3, sometido a una

fuerza volumétrica f':

o;;+ =0 en Q, Balance de cant. de movto. u: velocidad
oy = 2ug; (u)— po; enQ, Ley const. de fluido Newtoniano| |¢: tension

u,; =0 en Q, Condicion de incompresibilidad | p: presion

u. =0 sobre I', CB Dirichlet . viscosidad

—uAu +p;=f enQ, Balance de cant. de movto. p/fluido Newtoniano

» Definimos el espacio de funciones de prueba
1 3
V:{v:ve[Ho(Q)] ydive=0en Q}

* Luego, podemos llevar el problema de Stokes a la forma variacional
(V) HallarueV/a(u,v)=L(v), VveV
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Forma variacional del problema de Stokes

o Para llevar el problema de Stokes a la forma variacional hacemos
f; =—Au; + p,

I, f.v.dx = —y_[Q AUV, dX + _[Q p,V,dx

=0 =0

0

jﬂ fv.dx = ijVui -VV. dx

.

L(») a(u,v)
» Dado que x>0, se demuestra (idem problema de Poisson) que a(.,.) es simetrica,

continua y V-eliptica.
* Se demuestra también (idem problema de Poisson) que L(.) es continua.

* Nota: al adoptar un espacio de velocidades de divergencia nula, la formulacion
variacional no involucra la presion.
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MEF aplicado al problema de Stokes

Consideremos el problema de Stokes en QcIR?. Luego:

V:{v:v:(vl,vz) e[H})(Q)Ty gzl +2\):2 =0 en Q}
1 2

» Si Q es simplemente conexo (i.e., no contiene agujeros), divv=0 en Q si y solo si

y= (a(p ,— 8(0] = rote para alguna funcion ¢.
oX, 0%,

@ - funcion de corriente del campo de velocidades v.
osea: veV < v=rotp, pecH:(Q).
« Adoptamos luego un subespacio W, de dimension finita de H>(Q2) (usamos por

ej. el elemento finito C*-continuo ya visto) y definimosV, = {v v=Tr0lp, ¢ Wh}.

» Se formula el MEF remplazando V por V,cV en la formulacion variacional. La

solucion u, eV, satisface

||u Wl <Ch’ |u|H5(Q)
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- yemm S

: - . apoyZ .
Consideremos una delgada placa elastica P, YS(S\L“E\' i

cuya superficie media esta dada por el
dominio QcR?, sujeta a una

carga transversal .

Se desea determinar
— deflexion transversal u
— momentos My, I,J)=1,2.
El problema esta gobernado por

My =T en Q Ecuacion de equilibrio
U= 2—“ =0 sobre I', CB empotrado

n
u=M_ =0 sobre I', CB simpl. apoyado

M, =Q(M)=0 sobrel’;, CB libre

oM
Q(M)=M; n + at”t Fuerza de corte o transversal
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Flexion de placas elasticas (cont.)

 Ecuaciones de clausura

— Asumiendo pequefias deflexiones y material elastico lineal, la ecuacion
constitutiva (ley de Hooke) toma la forma

oy = AAUG; + uy; A, ueR* constantes
2

u
Xii =U; = curvatura
T OX0X,

— Las constantes Ay u dependen del modulo de elasticidad E y el coef. de
Poisson v, asi como del espesor de la placa d, de acuerdo a

Ed*® P vEd?®

T 12(1+v) T 1201-v?)
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Formulacion variacional del problema de flexion de placas elasticas

1.
2.

Adoptamos el espacio V = {v:v e H*(Q), v :?:O enl’,, v=0en FS}
n

Hacemos oV oV
Y V,=—nN +—t
I fvdx :J‘QMij,ijvdx N ot
I an—Mnn@+Mtn@
. c L oV oV
o - R N

- _ =M —+M_ —
|, fvdx_.QMijv,ijdx _[rMijnjv,ids+LMij,jnivds ™3 " o
[ fvdx = [ M, 7, (V)dx— | M NMas— | Mm@ds+j M, ;nvds |
Q2 Q2 /T on T ot r = Integracion
. . . oV - OM| por partes
Jo fvex= [ Mgz (v)dx— [ M, —ds [ = stvds + | M, invds (EaRle e
[ fvdx = M, 7, (v)dx— [ Mm@du ' (Mijjni+%jvds
JQ JQ JI an JI ! at
0 ) >0

IQ fvdx = _[Q(/lAuéij + 4y );(ij (v)dx :‘L)[AAuAV+ w1 (U) 7 (V)} dx
\—.v—l

L(v) a(u,v)
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Formulacion variacional del problema de flexion de placas elasticas
(cont.)
» La forma variacional del problema de flexion de placas elasticas resulta

(V) HallarueV/a(u,v)=L(v), VveV
con: a(u,v):_[Q[/iAuAv+ 1470 (U) 275 (v) | dx
L(v)= jﬂ fvdx

VZ{VZVEHZ(Q), v:?:OenFC, v=0 enl“s}
n

— La forma bilineal a(.,.) es en general simétrica y continua.

— Ademas, a(.,.) es V-eliptica si I' >0, i.e., si la placa esta empoptrada a lo
largo de una parte de su borde.

— La forma lineal L(.) es continua.

» Ahora se puede formular el MEF para el problema de flexion de placas elasticas
usando el elemento C!-continuo ya descrito.
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