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ALGEBRA

ALGEBRA es la rama de la Matemética que estudia la cantidad
considerada del modo mas general posible.

El concepto de la cantidad en Algebra es mucho méas amplio que
en Aritmética.

En Aritmética las cantidades se representan por numeros y éstos
expresan valores determinados. Asi, 20 expresa un solo valor: veinte;
para expresar un valor mayor o menor que éste habra que escribir un
numero distinto de 20.

En Algebra, para lograr la generalizacion, las cantidades se
representan por medio de letras, las cuales pueden representar todos
los valores. Asi, “a” representa el valor que nosotros le asignemos, y
por lo tanto puede representar 20 0 mas de 20 o menos de 20, a nuestra
eleccion, aunque conviene advertir que cuando en un problema
asignamos a una letra un valor determinado, esa letra no puede
representar, en el mismo problema, otro valor distinto del que le hemos
asignado.

Los simbolos usados en Algebra para representar las cantidades
son los nimeros y las letras.

Los numeros se emplean para representar cantidades conocidas
y determinadas.

Las letras se emplean para representar toda clase de cantidades,
ya sean conocidas o desconocidas.

Una misma letra puede representar distintos valores
diferenciandolos por medio de comillas ( a’, a”,a’”) o también por
medio de subindices ( X1, Xz, X3).

Con las cantidades algebraicas, representadas por letras, se
pueden hacer las mismas operaciones que con los numeros aritméticos.
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<EXPRESION ALGEBRAICA cs la representacion de
un simbolo algebraico o de una o mas operaciones algebraicas.

(5x-3y)a
2x

Ejemplos: a, 5x, +4a, (a+b)c, x?,

<4TERMINO cs un conjunto formado por los cuatro (4) elementos
siguientes:

Coeficiente . _Exponente

Signo+’ " Parte literal

Ejemplos :

—3X? es un término : tiene signo negativo, el coeficiente es “3”, la parte
literal es °X” y su exponente es “2”.

+2a es un término : tiene signo positivo, coeficiente “2”, parte literal “a”
y aunque no se observa ningun exponente se sobre entiende que tiene
exponente “1” (en algebra a' = a).

7n° es un término : aunque no se observa el signo se sobre entiende
que es positivo, el coeficiente es “7”, la parte literal es “n” y su exponente
es ‘%"

—-n® es un término : tiene signo negativo, aunque no se observa el
coeficiente se sobre entiende que es “1” (cualquier variable multiplicada
por “1” es igual a dicha variable), la parte literal es “n” y su exponente es
‘3",

X es un término : aunque no se observa el signo se sobre entiende que
es positivo, aunque no se observa el coeficiente se sobre entiende que es
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“1”, la parte literal es “X y aunque no se observa ningun exponente se
sobre entiende que tiene exponente “1” (recuerde que X' = X).

5 esuntérmino : aunque no se observa el signo se sobre entiende que
es positivo, el coeficiente es “5”, no tiene parte literal (pero pudiera ser
cualquier variable elevada a cero que es igual a “1”). Un término que no
tenga parte literal se denomina “término independiente”.

—5X2Y? es un término : tiene signo negativo, el coeficiente es “5”, la
parte literal es “XY’, la letra “X” tiene exponente “2” y la letra “Y” tiene
exponente “3”".

<4TERMINOS SEMEJANTES : Dos términos son
semejantes cuando tienen la misma parte literal y el mismo exponente.

Mismo exponente

\‘Misma parte literal 2

Ejemplos :

7X?
X"y exponente “2” (X2 = X2).

-3X? vy son términos semejantes, ambos tienen parte literal

=5XY ; 8XY 'y 72XY son términos semejantes, todos tienen
la misma parte literal (“XY”) y el mismo exponente en cada una de las
dos letras (X=X ; Y=Y).

—7X*Y? 'y 2X*Y?  son términos semejantes, todos tienen la misma
parte literal (“XY”) y el mismo exponente en cada una de las dos letras
(“X” tiene exponente “4” y “Y” exponente “2°) ; (X*=X* ; Y2=Y2).
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—7X3n> y 2n°X®  son términos semejantes, todos tienen la misma
parte literal (las letras “X”y “n”) y el mismo exponente en cada una de las
dos letras. No importa que las letras estén ordenadas de manera distinta,
lo importante es que sean las mismas letras y que cada una tenga el
mismo exponente en ambos términos (X3= X3 ; n5=nd).

—-6X? 'y 8X® NO son términos semejantes, ambos tienen parte
literal “X” pero el exponente es distinto (X2 # X3).

4%? y  —4Y? NO son términos semejantes, ambos tienen
exponente “2” pero distinta parte literal (X2 # Y?).

-7n®Y? 'y 2n2Y® NO son términos semejantes, porque aunque
tienen la misma parte literal (“nY”) el exponente en cada una de las dos
letras es distinto (3 # n?2 ; Y2# Y3).

—9x3y? 'y 9x3Y* NO son términos semejantes, porque aunque
tienen la misma parte literal (“XY”) y el exponente de la letra “X” es igual,
el exponente de la letra “Y” es distinto (Y2 # Y3).

-3a®% 'y 5b*a® NO son términos semejantes, porque aunque
tienen la misma parte literal (“ab”) el exponente en cada una de las dos
letras es distinto (a3 # a2 ; b?# b3).

<REDUCCION DE _TERMINOS SEMEJANTES :
Cuando en una misma expresion algebraica se encuentren dos o mas
términos semejantes se deben convertir en uno solo que sea equivalente
a ellos.

Ejemplos :
1) 3X+7X=

Notamos que son dos términos semejantes (ambos tienen parte
literal “X” y exponente “17).

Cuando una expresion algebraica presenta su primer término sin
signo se sobre entiende que tiene signo positivo. Esto nada mas se sobre
entiende en el primer término, en ninguna otra ubicacion mas.
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Cuando dos o mas términos semejantes tengan igual signo se
conserva el signo y se suman los coeficientes :

3X+7X= 10X
2) =3n-5n =

Notamos que son dos términos semejantes (ambos tienen parte

(1)

literal “n” y exponente “1”), también podemos observar que ambos tienen
signo negativo. Cuando dos o mas términos semejantes tengan igual
signo se conserva el signo y se suman los coeficientes :

-3n-5n=-8n
3) 4X3Y%+3X3Y2+ 2x%Y? = 9X3Y2
4) —10a’b’®-4a’h®-2a’h®>= - 16a25
5) —9a+2a-=

Notamos que son dos términos semejantes (ambos tienen parte

[P

literal “a” y exponente “1”), también podemos observar que tienen signos
distintos.

Cuando dos términos semejantes tengan signos distintos, se
colocara el signo del coeficiente mayor y se restaran los coeficientes :

-9a+2a =-T7a
B) 7X?-3X?=

Notamos que son dos términos semejantes (ambos tienen parte
literal “X” y exponente “2”), también podemos observar que tienen signos
distintos.

Aunque el primer termino (7X2) no presenta ningun signo, se sobre
entiende que tiene signo positivo.

Cuando dos términos semejantes tengan signos distintos, se
colocara el signo del coeficiente mayor y se restaran los coeficientes :

7X2-3X2 = 42
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7) —9X°n?+2n?X3 = —7Xn2
8) —3b +5b —9b +2b =

Notamos que son cuatro términos semejantes (todos tienen parte
literal “b” y exponente “17), también podemos observar que tienen signos
distintos.

Cuando sean mas de dos términos semejantes con diferentes
signos, se recomienda primero sumar por separado los del mismo signo y
después proceder como en los ejemplos anteriores.

Sumando los términos con signo positivo : 5b + 2b = 7b
Sumando los términos con signo negativo : — 3b—9b=—12b
La expresion quedara como : 7b — 12b =

Aplicando el procedimiento indicado en los ejemplos 5, 6 y 7 de
eSta misma pagina tendremos :

Tb-12b = —5b
9) 5X —9X +6X =
11X - 9X = 2X
10) 5XY —9XY +6XY + 3YX — 8YX =
14XY = 17XY = - 3XY
11) Y =3Y +4Y + 13Y — 15Y =
18Y - 18Y =0

12) =3a +5b -9b +2a =

Notamos que son cuatro términos pero no todos son semejantes

(dos tienen parte literal “a” y exponente “1” y dos tienen parte literal “b” y
exponente “17)

En estos casos se deben reducir por separado los términos

semejantes entre si.
Trabajando con “a”: -3a+2a = -a
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Trabajando con “b”: +5b -9b = —4b
-3a+5b-9b +2a = -a —4b

AMONOMIO : Es una expresion algebraica que consta de un
solo término.

Ejemplos ;. 3a,

Xy?

-9b, X2,
2a

- 5X3Y5,

<4POLINOMIO :
mas de un término.

Es una expresion algebraica que consta de

athb, X2+2X2+ X-Y

Ejemplos : atx-y,

BINOMIO es un polinomio que consta de dos términos.

atb,

Ejemplos : X-Y, ~Sa + —

TRINOMIO es un polinomio que consta de tres términos.

2
sy A0 !

+ph— -
atb-c, 50

Ejemplos : X-y+6,

EL GRADO de un polinomio puede ser absoluto y con relacion a
una letra.

Grado absoluto de un polinomio es el grado de su término de
mayor grado. Asi, en el polinomio X4 — 5X3 + X2 — 3X el primer término es
de cuarto grado; el segundo, de tercer grado; el tercero, de segundo
grado, y el ultimo, de primer grado; luego, el grado absoluto del
polinomio es el cuarto.

Grado de un polinomio con relacion a una letra es el mayor
exponente de dicha letra en el polinomio. Asi, el polinomio ab +
a‘x? - a2x* es de sexto grado con relacion a la “a” y de cuarto grado con
relacion a la “x”.
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Se dice que un polinomio es completo con relacion a una letra
cuando contiene todos los exponentes sucesivos de dicha letra, desde el
mas alto al mas bajo que tenga dicha letra en el polinomio. Asi, el
polinomio x5 + x4 — x3 + x2 -3x es completo respecto de la “x”, porque
contiene todos los exponentes sucesivos de la “x” desde el mas alto “5”,
hasta el mas bajo “1”, 0 sea 5, 4, 3, 2, 1; el polinomio a* - a%h + a2b? — ab?
+ b* es completo respecto de “a”y “b”.

Polinomio ordenado con respecto a una letra es un polinomio
en el cual los exponentes de una letra escogida, van aumentando o
disminuyendo. Asi, el polinomio x* - 4x3 + 2x2 — 5x + 8 esta ordenado en
orden descendente con relacion a la letra x”; el polinomio a* — ash +
a?b? — ab3 + b* esta ordenado en orden descendente respecto a la letra
‘a” y en orden ascendente respecto a la letra “b’.

4dSUMA DE POLINOMIOS : Para sumar dos o mas

polinomios se escriben uno a continuacion de los otros con sus propios
Signos y se reducen los téerminos semejantes si los hay.

Ejemplo: Sumar -3a+5b 'y -9b+2a

Se escriben los dos polinomios uno a continuacion del otro
conservando los signos :

-3a +5b -9b +2a
Se reducen por separado los términos semejantes entre si.
Trabajando con “a”: -3a+2a = -a
Trabajando con “b”: +5b -9b = —-4b
-3a +5b-9b +2a = -a —4b
En la practica, suelen colocarse los polinomios unos debajo
de los otros de modo que los términos semejantes queden en

columnas y se hace la reduccion de éstos, separandolos unos de
otros con sus propios signos.
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Ejemplos :
1) Sumar 4a-3b-5¢ y 7b-9a-3c

Se coloca uno debajo del otro de manera que los términos
semejantes queden en columnas (“a” debajo de “a”, “b” debajo de “b” y “c”
debajo de “c”). Todos los términos conservan Sus signos.

El segundo polinomio se reordena de manera tal que las letras
queden en el mismo orden que en el primer polinomio:

+4a -3b -5c
-9a +7b -3c

Posteriormente se reducen los términos semejantes en sentido
vertical.

+4a -3b -5¢
-9%9a +7b —-3c
-5a +4b -8c

Resultado: —5a +4b -8c

2) Sumar 5X3+3X-2 y 2X2-9X+4

Se coloca uno debajo del ofro de manera que los términos
semejantes queden en columnas. Todos los términos conservan sus
Signos.

Los polinomios deben ordenarse en el mismo sentido (ascendente
o0 descendente) y donde falte un término se dejara el espacio vacio.

5X3 +3X-2
2X2 —9X+4

Posteriormente se reducen los términos Ssemejantes en sentido
vertical. En la columna donde haya un solo término se coloca tal como
este.
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5X3 +3X-2
2X2 -9X +4
5X3+2X2- 6X+2

Resultado : 5X3+ 2X2- 6X + 2

3) Sumar 5X3+3X-2 ; X‘-6X? ; 2X2-9X+7
Se colocan uno debajo del ofro de manera que los términos
semejantes queden en columnas. Todos los términos conservan sus

Signos.

Los polinomios deben ordenarse en el mismo sentido (ascendente
o0 descendente) y donde falte un término se dejara el espacio vacio.

5X3 +3X -2
X4 - 6X?
2X2 -9X  +7

Posteriormente se reducen los términos semejantes en sentido
vertical. En la columna donde haya un solo término se coloca tal como
esté.

5X3 +3X =2
X4 - 6X?
2X2 -9X  +7
X4 +5X3 -4X2 -6X +5
4) Sumar ai-b? - 5a%b - 4ab? ; as-7ab?- b3
a° - B
~5a’b — 4ab®
a° — 7ab* - p*

2a° ~5a’b—11ab® - 2>
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5) Sumar X3-XY2-Y3 ; X3-5X2Y -Y: ; 2X3-4XY2-5Y3
i3 ~ xR - P
x® - 5x*y —
2x° — 4xy* —5y°

4X3 —5X2Y —5XY2 -T7Y3
6) Sumar X4-X2Y2; -5X3Y + 6XY3 ; —-4XY3+Y4 ; —-4X?Y2-6

e ~ xR

—-5x°y +6xy°
—4xy’ +y*

—4x%y? -6

x'=5x3y-5x*y? +2xy° +y' -6

4RESTA DE POLINOMIOS : Para restar dos polinomios
se debe escribir el minuendo con sus propios signos y a continuacion el
sustraendo con los signos cambiados y se reducen los términos
semejantes si los hay.

minuendo - - -~ «
m-s = d
5 v,
sustraendo- - _ _ - .o’ diferencia
Ejemplo: De -3a+5b restar 9b-2a

Se escribe el minuendo (al que se le va a restar) con sus propios
signos y a continuacion el sustraendo (lo que se va a restar) con los
Signos cambiados :

-3a +5b —9b +2a

Se reducen por separado los términos semejantes entre si.
APUNTES DE ALGEBRA

[P

Trabajando con “a”: -3a+2a = -a
Trabajando con “b”: +5b -9b = —-4b
= -a-4b

(-3a+5b)-(9b-2a) = -3a+5b-9b+2a = -a -4b

En la practica, suele escribirse el sustraendo con sus signos
cambiados debajo del minuendo, de modo que los términos
semejantes queden en columnas y se hace la reduccion de éstos,
separandolos unos de otros con sus propios signos.

Ejemplo :

1) 8X3+3X-2 menos -2X?+ 9X -4

Se le cambian los signos al sustraendo (lo que se va a restar)
2X2-9X+ 4

Se coloca debajo del minuendo (al que se le va a restar) de manera
que los términos semejantes queden en columnas.

Los polinomios deben ordenarse en el mismo sentido (ascendente
0 descendente) y donde falte un término se dejara el espacio vacio.

5X3 +3X-2
2X2 —9X+4
Posteriormente se reducen los términos semejantes en sentido

vertical. En la columna donde haya un solo término se coloca tal como
esteé.

5X3 +3X-2
2X2 -9X +4
5X3+2X2- 6X+2

Resultado : 5X3+ 2X2- 6X + 2

Es bueno aclarar que en la resta de polinomios se aplican los
mismos criterios que en la suma de polinomios una vez que se le
cambien los signos al sustraendo (lo que se va a restar).
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Lo importante entonces es identificar el sustraendo (lo que se va a
restar) y cambiarle todos los signos, no importa la forma como se plantee
el gjercicio.

1) De a+b restar a-b
2) De 2X-3Y restar -X+2Y
3) De 8a+b restar -3a+4

4) De X? -3X restar -5X+6

Respuestas:

1. a+b 2. 2x-3y
—-a+b X -2y
2b 3x-5y
3. 8a +b 4. x* - 3x
3a -4 5x-6
1a+b-4 XX +2x-6
5) Restar T7a%b+ 9ab? de a®-a%b
6) Restar X-Y+Z de X-Y+Z
7) Restar - X-Y+Z de X+Y-Z
Respuestas:
5 8'-a'h 6. x-y+z 1 Xt¥y-2
—7a2b—9ab2 -X+y-2 Xty-1
83—8&2b—98b2 0 2X+2y—22
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<4SIGNOS DE AGRUPACION : Los signos de

agrupacion son de cuatro (4) clases : el paréntesis (), el corchete [ ], las
llaves {} y el vinculo o barra — (el ultimo es muy poco usado).

Los signos de agrupacion se emplean para indicar que las
cantidades encerradas en ellos deben considerarse como un todo, o sea,
como una sola cantidad.

Asi, X + (Y = Z), que equivale a X + (+Y - Z), indica que la
diferencia Y — Z debe sumarse con X, y ya sabemos que para efectuar
esta suma escribimos a continuacion de X las demas cantidades con su
propio signo y tendremos :

X+(Y-2) = X+Y-Z

La expresion X+(—-2Y+Z) indica que a X hay que sumarle — 2Y + Z;
luego, a continuacion de X, escribimos — 2Y + Z con sus propios signos y
tendremos :

X+(-2Y+2) = X-2Y+1Z

Vemos, pues, que hemos suprimido el paréntesis precedido
del signo +, dejando a cada una de las cantidades que estaban
dentro de él con sus propios signos.

La expresion X — (Y + Z), que equivale a X — (+Y + Z), indica que
de X hay que restar la suma Y + Z y como para restar escribimos el
sustraendo con los signos cambiados a continuacion del minuendo,
tendremos:

X-(Y+2),=X-Y-Z

La expresion X — (- Y + Z),indica que de X hay que restar - Y + Z;
luego cambiando los signos al sustraendo tendremos:
X-(-Y+2),=X+Y-Z

Vemos pues, que hemos suprimido el paréntesis precedido del
signo -, cambiando el signo a cada una de las cantidades que
estaban encerradas en el paréntesis.

El corchete [ ], las llaves { } y el vinculo o barra —, tienen la misma
significacion que el paréntesis y se suprimen del mismo modo.
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Ejercicios : Simplificar, suprimiendo los signos de agrupacion y
reduciendo términos semejantes:

1. x—(x—y) 6. a+(a—l))+(—a+l))

X-Xxtp =ata-b-a+b

= [ =2a-a =a

2. x3+(— 3x—x3+5) 7. & +[—b2+282]—[82—b2]
=a’ - b* +2a*

=3a°-a° = 23°

=x*-3x-x>+5
=-3x+5

—a’+pb?

3.a+b—(—2a+3) 8. 2a—{—x+a—l}—{a+x—3}

=q+b+2a-3 =2a+x-at+l-a-x+3
=3a+h-3 =143=4

4, 4m—(— Zm—n) 9.4ty '(x2 +2@"+)”2)+ [' X +)”2]
=dm+2m+n = +y2 —xi- 2,\}’—)}2 - ¥ +y2
=0m+n

=-x"-2upty
5.2x+3y—(4x+3y)

=2x+3y-4x-3y
=-2x

10-(— Sm+ 6)+(—m+5)—6
=-5m+6-m+5-6
=—6m+5

11. a+a-b + —-a+b (vinculo o barra)

—a+a-b -a+b = 2a—-a = a
12. a—-a-b - -a-b (vinculo o barra)
—a—a+b+a+b = 2a-a+2b = a+2b
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Cuando unos signos de aqgrupacion estan

incluidos dentro de otros :

1) Simplificar la expresion :

2a+[ ‘(aer)]

\

Primero suprimo (elimino) el signo de agFUpaCIOn que esté incluido
dentro de otro (los mas interiores), en este caso se‘puede observar que
existe un paréntesis dentro de un corchete. .

N
N

Como el paréntesis estd precedido de un signo negativo, se
cambian los signos de los términos que estén dentro de ¢l :

-7 .

=2a +‘[a —‘(,; —‘!;]

Posteriormente se procede a supr/m/r et otro s:gno de agrupacion
(corchete): <

~
~
~
~

Como el corchete esta precedido por un signo po§itivo, no se
alteran los signos de los términos que estén dentro de los referidos
corchetes

-
-~
-~
-~
-~

Una vez que no hayan signos de agrupacion se reducen los
términos semejantes :

Trabajandoconlas “a”: +2a +a —-a = 2a
Trabajando con las “b”: —-b = -b
Elresultadoes: 2a — b
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2) Simplificar la expresion:

- [-3a-{b+[- a-l;(2a b) ~( - a+ b)]j+3b}+4a]
Empezando por los mas /ntenores que son los parénteSIs Si el signo
anterior al paréntesis es pOSIt/vo le dejo los signos /gua7es\a los que
estén dentro del paréntesig ; si el signo anterior al paréntesis es negat/vo
le cambio los signos a los q&gxe\stén dentro del paréntesis :

N ,

NN L%
\ N )
\ N 4

X A L £
[—3a—{b+‘[—a+ 2a-b+a-b ]+3b}+4a]

~
~
~

Después el corchete que esta entre Yas_llaves ( como en este caso el
corchete esté precedido por un signo positivo se mantienen los signos
iguales)-_ _

- eI

- [- Ba {b—a+ 2a-b+a- b +3b}+4a]

-
\~ -
S

Después las llaves que estan dén?rbve4a&qorchetes ( como en este caso
las llaves estan precedidas por un signo negativo, se cambian todos los
Signos que estén dentro de ellasl‘ :

Por ultlmo se supnmen los corchetes exterlores y como en este caso esta
precedido por un signo negat/vo se le cambiaran todos los signos que
estan dentro de él :

+3a+b-at+t2a-b+ta-b+3b-4a
Una vez que no hayan signos de agrupacion se reducen los términos

semejantes :

7P

Trabajandoconlas ‘a”: +3a —a+2a+a-4a = 6a-% = a

Trabajando con las “b”: +b-b-b+3b = 4b-2b = 2b

Elresultadoes: a+ 2b

APUNTES DE ALGEBRA

3) Simplificar la expresion:

2m— [(mf n)f (m+ n)]
=2m- [m —n—m- n]
=2m-m+n+m+n
=2m+2n

4) Simplificar la expresion:

Tm’ — {— [m2 +3n- (5— n)— (— 3+ mz)} }— (211 + 3)

=Tm’ —{— [nf +3n-5+n+ 3—1722]}—21-1— 3

=Tm’ - {— m = 3n+5-n- 3+mz}—2n— 3
=T +m +3n-5+n+3-m-2n-3

=Tm +2n-35

5) Simplificar la expresion:

- (3m+ H)— 'Zm + {— m+ (2m - (2;2 - 5))}— (n + 6)]
=—3m-n- :2m + {— n+ (2m -2n+ 5)}— H— 6]
=-3m-n- :2m+ {— m+2m-2n+5 }— - 6]

=—3m-n- [21?1—m+2m—2n+ 5-n- 6]

- 3Im-n-2m+m-2m+2n-5+n+6
=—b6m+2n+l

6) Simplificar la expresion:

[seseomlor- -2 e ean (o)

—[— 3x+(— x-2y+ 3)]+{—2x—y—x—3+2—x—}’}

—[—3x—x—2y+3]—2x—y—x—3+2—x—y
=3x+x+2y-3-4x-2y-1
=-4
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<MULTIPLICACION : La multiplicacion es una operacion

que tiene por objeto, dadas dos cantidades llamadas multiplicando y
multiplicador, hallar una tercera cantidad, llamada producto.

multiplicando ---~_

A/

multiplicador - - _ _ _ - - " producto

El' multiplicando y el multiplicador son llamados factores del
producto.

En nuestras clases de aritmética nos ensefiaron que esta
operacion es representada a través del signo “x” (por).

b,

En élgebra para evitar confusiones (por utilizar la “x” como una
variable o incdgnita) se ha convenido representarla de otras maneras :

Es asi como la operacion “ a por b” puede ser indicada de alguna
de las siguientes maneras :

1) a.b
2) ab
3) a*b
4) (a).(b)
5) (a)(b)
En &lgebra para evitar confusiones en la multiplicacion de
cantidades conocidas (ntimeros) se acostumbra a encerrar los mismos

entre paréntesis. Asi, la multiplicacion “12 por 20” suele indicarse como
(12)*(20) o como (12).(20) o como (12)(20)

El orden de los factores no altera el producto. Asi, el producto ab
puede escribirse ba; el producto abc puede escribirse también bac o
acb (Ley Conmutativa de la multiplicacion)

Los factores de un producto pueden agruparse de cualquier modo.

APUNTES DE ALGEBRA

Asi, en el producto abcd, tenemos: abcd =
(ab)(cd) = (abc)d (Ley Asociativa de la multiplicacion).

a(bcd) =

Ley de los signos :

1) (+a).(+b) =+ab
2) (-a)(-b) =+ab
3) (+a)(-b) =-ab
4) (-a).(+b) =-ab
Lo anterior podemos resumirlo diciendo que :
1) + por +da+
2) —por—da+
3) +por-da-
4) —por +da-

El signo del producto de varios factores es positivo cuando tiene un
numero par de factores negativos o ninguno :
(-a).(-b).(-c).(-d) = abcd

(+a).(+b).(+c).(+d) = abcd

El signo del producto de varios factores es negativo cuando tiene
un numero impar de factores negativos : (-a).(-b).(-c) = —abc

Ley de los exponentes : Para multiplicar potencias de la
misma base se escribe la misma base y se le pone por exponente la
suma de los exponentes de los factores.

Ejemplos:

) XM ) = X

)

2) (XmYn) (XSYt) - Xm+s Yn+1

3) (XZ) (X) — X2+1 — X3

4) (Y2 (XY%) = (X (Y27%) = X°Y®

Ley de los coeficientes : El coeficiente del producto de dos
factores es el producto de los coeficientes de los factores.
(3a).(4b) = 12ab
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<MULTIPLICACION DE MONOMIOS : Se

multiplican los coeficientes y a continuacion de este producto se escriben
las letras de los factores en orden alfabético, poniéndole a cada letra un
exponente igual a la suma de los exponentes que tenga en los factores.
El signo del producto vendréa dado por la Ley de los signos.

Ejemplo 1: Multiplicar 3a por - 4b

Primero se multiplican los coeficientes cumpliendo con la Ley de
los signos : (3).(-4) =-12

A continuacion se escriben las letras en orden alfabético : —12ab

(3a).(-4b) = —12ab

Ejemplo 2 : Multiplicar 2b? por 3b?

Primero se multiplican los coeficientes cumpliendo con la Ley de
los signos : (2).(3) =6

A continuacion de este producto se escriben las letras de los
factores en orden alfabético, poniéndole a cada letra un exponente igual a
la suma de los exponentes que tenga en los factores : 6(b?*3) = 6b°

(20%) (3b°) = (2)(3)(b*) = 6b°

Ejemplo 3 : Multiplicar 2b por -3b

(2b)(=3b) = (2)(-3)(b™7) = - 6b

Ejemplo 4 : Multiplicar -2b? por -3b?

(~202) (~3b7) = (-2)-3)(6>) = + 6b°

Multiplicar - 4X2Y?2 por 5XY3

Ejemplo 5 :

Primero se multiplican los coeficientes cumpliendo con la Ley de
los signos : (-4).(5) = -20

APUNTES DE ALGEBRA

A continuacion de este producto se escriben las letras de los
factores en orden alfabético, poniéndole a cada letra un exponente igual a
la suma de los exponentes que tenga en los factores : —20 (X2*1) (Y2+3)

(~4X2Y2) (5XY3) = 20 (X2*1) (Y2+3) = —20 XOY5

Ejemplo 6 : Multiplicar 3a por —4b por 2c

Primero se multiplican los coeficientes cumpliendo con la Ley de
los signos : (3).(—4).(2) = -24

A continuacion se escriben las letras en orden alfabético : —24abc

(3a).(~4b) .(2¢) = - 24abc

Ejemplo 7: Multiplicar -4X?Y?2 por 5XY? por -XYZ
Primero se multiplican los coeficientes cumpliendo con la Ley de

los signos : (-4).(5).(-1) = 20

A continuacion de este producto se escriben las letras de los
factores en orden alfabético, poniéndole a cada letra un exponente igual a
la suma de los exponentes que tenga en los factores : 20(X2+1+1) (Y2+3+1)Z

(~4X2Y2) (5XY3) (=XYZ) = 20 (X2+1*1) (Y2*3+1)Z = 20 X*#YeZ

Eiemplo 8 : Multiplicar -4XY?Z por -5XY? por -2XYZ
Primero se multiplican los coeficientes cumpliendo con la Ley de

los signos : (-4).(-5).(-2) = -40

A continuacion de este producto se escriben las letras de los factores en

orden alfabético, poniéndole a cada letra un exponente igual a la suma de

los exponentes que tenga en los factores : —40(X™*1+1) (Y2+2+1) (Z1+1)
(-4XY2Z) (-5XY?) (-2XYZ) = —40 (X"*1*1) (Y2+2+1) (z1+1) = —40 X3Y572
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Ejemplo 9 :  Multiplicar — 2xZmHnyn-l por 3XMHyn

Primero se multiplican los coeficientes cumpliendo con la Ley de
los signos : (-2).(3) = -6

A continuacion de este producto se escriben las letras de los factores en
orden alfabético, poniéndole a cada letra un exponente igual a la suma de

los exponentes que tenga en los factores : —6(X2m+”+m+1) (y”—l+ﬂ)
(_2X2m+nYn-l) (3Xm+1Yn) — _6(X2m+n+m+1) (Yn_1+n)

— —6 X3m+n+lY2n—l

<MULTIPLICACION DE POLINOMIOS POR

MONOMIOS : Sec multiplica el monomio por cada uno de los
términos del polinomio, teniendo en cuenta en cada caso la regla de los
signos, y se separan los productos parciales con sus propios signos (Ley
Distributiva de la multiplicacion).

Ejemplo 1: Multiplicar 2b por 3X? -2X+ 5

La multiplicacion se indica como : (2b).( 3X2 -=2X + 6) =

Se multiplica el monomio (2b) por cada uno de los términos del
polinomio, teniendo en cuenta en cada caso la regla de los signos:

.=
4

4
(2b).( 3X2 —2X + 5) = 6bX?
S~ __- P4

-

P A
(2b).(3X2 =2X+ 5) = 6bX2 - 4bX
S~a b4

~ -
~—_——_-

-~
- ~

e 4
(2b).( 3X2 -2X+ 5) = 6bX2 — 4bX+ 10b
S < v

-~
-
Il N

(2b).(3X? —=2X + 5) = 6bX? — 4bX + 10b

APUNTES DE ALGEBRA

Ejemplo 2 : Multiplicar ~ 3X2 -2X+ 5 por 2X?

La multiplicacion se indica como : (2X2).( 3X2 =2X + 5) =

Se multiplica el monomio (2X2) por cada uno de los términos del
polinomio, teniendo en cuenta en cada caso la regla de los signos:
.74
(2X2).(3X2 -2X +§)

- o

= 6X22
P 4

- ~

Pid A
(2X2).( 3X2 -2X+ 5) = 6X4 — 421
S~< P 4

~
~—_——-

=
- ~

P 'Y
(2X2).( 3X2 -2X+ 5) = 6X* —4X3+ 10X?
~~o v

. g

S~ -

(2X?).(3X? —2X +5) = 6X* —4X3 + 10X?
La ecuacion también puede disponerse en forma similar a lo
aprendido en nuestras clases de aritmética :

3X?
2X?

—-2X +5

A continuacién multiplicamos el monomio (2X2) por cada uno de los
términos del polinomio, teniendo en cuenta en cada caso la regla de los
signos y colocando el resultado en la parte de abajo.

3x? -2X +5
2X?
6X* —4x3 +10%?

Por cualquiera de los dos métodos el resultado sera el mismo.
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Ejercicios :

1. 3x°—x? 2. 8x%y—3y°
—2x 2ax®
—6x* +2x° 16ax°y —6ax’y”
3. xX2—4x+3 4 a —4a’+6a
—2x 3ab

—2x° +8x° —6x

5. a‘—2ab+b?

—ab 3a%x?

3a‘b-12a°b+18a%b

6. X°—6x°-8x

—a’h+2a*h? —ab®

7. m*-3m’n*+7n*

—4m’x

—4m’x+12m°n*x - 28m°n*x

9. a® —5a’h—8ah?

—45*m?

—4a’'m? +20a°bm? +32a°h°m?

11. Xm+1+3xm_Xm—1

3X2m

3X3m+1 +9X3m _3X3m—1

12 ambn +am—1bn+1 _am—me—Z

3a’b

3a’x’ —18a%x® —24a°x*

8. x* —4x*y +6xy?

ax’y

ax®y—4ax’y’ +6ax'y’
10 arn_am—1_|_am—2
-2a
_2am+1 +2am—1+1 _zam—2+1

=—2a"" 428" — 28"

3am+2bn+1 +3am+1bn+2 _Sambn+3

APUNTES DE ALGEBRA

13. x*—3x*+5x-6

—4x?

—4x® +12x" —20x® +24x°

14, @* —6a’x+9a°x* -8
3bx®

3a‘bx® —18abx* +27a%bx® —24bx>

n+3 n+2 n+1 n
15. @ " -3a"""-4a"" -a

—a"x*?

2n+3 2

—a x? +3g 2n+1,,2

217232 4 Ng°7 %2 4 g%x?

16 x'—B6x°+8x* -7x+5

—3a%x®

—3a°x" +18a*x® —24a%x° +21a°x* -15a°x>

17. —-3x°+5x°y—Txy* —4y°

5a° xy*

—15a°x"y? +25a°x°y*® —35a’x%y" —20a’xy”®

18 Xa+5_3Xa+4+xa+3_5Xa+1

—2x*

_2xa+7+sxa+6 _2Xa+5+1oxa+3
19. a® —3a®b? +a’*h* —3a%® +b®
_5aSy2

-5a""y* +15a°b*y* —5a’b’y* +15a°b°y* —5a°b°y*

20 ambn +3am—1bn—2 _am—2bn—4 +aiii—3]).’?—()
3
4a"h

4a2me?73 + 12612”]71]7”75 _

4a2ii172bnf7 + 4(‘12’”73])”79
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<MULTIPLICACION DE POLINOMIOS : Sc
multiplican todos los términos del multiplicando por cada uno de los
términos del multiplicador, teniendo en cuenta la Ley de los signos, y se
reducen los términos semejantes.

Ejemplo 1: Multiplicar X+ 3 por X -2

La multiplicacion se indica como : (X+ 3).(X -2) =

Se multiplican todos los términos del multiplicando por cada uno de
los términos del multiplicador, teniendo en cuenta la Ley de los signos

PAREN
’

, |
(X+3).(X-2) = X2
S~ .

e N\
4

, 4
=2) = X2 -
Oe (X2 7 32X

4
-

-
/

X+ 3).(X-2) = X2 -2+ 3X

S ~a -

-~

7"
(X+3).(X -2) = X -2X+ 3X~6

-~ -
~_——— -

Una vez efectuada la operacion se reducen los términos
semejantes del polinomio resultante (producto) :
X>+X-6

(X+3).(X=2) = X2-2X+3X-6 =

La operacion también puede disponerse en forma similar a lo
aprendido en la multiplicacion de un polinomio por un monomio

(pag. 12).:

Los dos factores deben ordenarse con relacién a una misma letra y
colocarse uno debajo del otro:

APUNTES DE ALGEBRA

X +3
X 2

Primero se multiplica el primer término del multiplicador (X) por los
dos términos del multiplicando (X+3) :

X +3
X -2
X2 +3X

Posteriormente se multiplica el sequndo término del multiplicador
(-2) por los dos términos del multiplicando (X+3), escribiendo los
productos parciales de modo que los términos semejantes queden en
columna :

X +3

X =2

X2 +3X
-2X -6

Por ultimo se reducen los términos semejantes :

X +3

X =2

X2 +3X
-2X -6

X +X -6

El resultado es el mismo que con el método anterior.

Ejemplo 1: Multiplicar 2X+ 3 por 3X? -2

La multiplicacién se indica como : (2X + 3).(3X?2 - 2) =

Se multiplican todos los términos del multiplicando por cada uno de
los términos del multiplicador, teniendo en cuenta la Ley de los signos

Y
(2X+3).(3X2 -2) = 6X°
L X

-~ -
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- A
(2X + 3).(3X2-2) = 6X3-4X
Lo v

-~--
7N
Vi \

R |
(2X+3).(3X2=2) = 6X0— 4X + OX2
S~ v

~

,’/\4
QX+$($@—@==&@—@(+®@—6

4

~ -

S~ o

Una vez efectuada la operacion se debe ordenar el polinomio
resultante (producto) :

(2X+3).(3X2-2) = 6X3—4X +9X2 -6 = 6X°+ 9X* —4X -6

Ejercicios :
1. a+3 3. X+5
a—1 x—4
a’+3a X2 +5x
—a-3 —4x-20
a°+2a-3 x° +x =20
2, a-3 4, m-6
a+1 m-5
a’-3a m’ —6m
a-3 — 5m +30
a’—2a-3 m? —11m+30

APUNTES DE ALGEBRA

5, —x+3
—X+5

x? —3x
-5x+15

x° —8x+15

6. —a-2
-a-3

a’+2a
+3a+6

a’ +5a+6

9. 5a-7b
a+3b

5a’ -T7ab
+15ab-21b°

5a° + 8ab-21b*

10. 7x-3
2x+4
14x° —6x
+28x-12

14x% +22x-12

7. 3x-2y
2x+y
6x° — 4xy
+3xy-2y°

6x° - xy-2y°

8. 5x-4y
—3x+2y

—15x" +12xy
+10xy —8y”

—15x° +22xy —8y?

11. —a+b
8a-4b

—8a®+8ab
+ 4ab —4b°

—8a% +12ab —4b?

12. 6m->5n
m-n
6m? —5mn

—8mn +5n?

6m° —11mn +5n°
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13.

14.

15.

16.

X3 +2x% —x
x% —2x+5
x° +2x% - x*

—2x* —4x3 +2x°

+5x3 +10x% —5x

x° +12x% —5x

m°® —3m’n+2mn?

m° —2mn—-8n°

m° - 3m*n+2m3n?
—2m*n+6m°n® - 4m?n®

—8m°n? +24m°n® —16mn*

m°® —5m*n +20m?n® —16mn*
X+ x+1
x*—x—1
X'+ 5%+ x°
—x*—x?—x
—x*— x —1
X —x® —2x—1
x*-3x% +2
x?-2x+3
x® —3x* +2x2
—2x° +6x° —4x
+3x* —9x?  +6
x® —2x° +6x°3—7x*—4x+6

APUNTES DE ALGEBRA

17. m* +m* —4m -1

m° +1

mt+m® —4m* —m®

+m® +m* —4m -1

mt+m° —4m* +m? —4m—1

18. a’-5a+2

a’-a+5

a’ —5a% +2a°

-a* +53° — 23

+5a° —25a+10

a® —g" +7a° -27a+10

19. x° —2xy+y2
— X% +xy+3y?

—xt+2x%y - x%y?
+x3y —2x%y% + xy?

+3x%y? —6xy° + 3y*

—x* +3x%y —5xy” +3y*

20. n° —2n+1

n —1

nt -2n® +n?

—n®+2n-1

n*—2n® +2n-1
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21. a° —3a’b+4ab?
a’b -2ab®-10p°

a’b-3a'b? +4a’p?
- 2a*b? +6a°p® - 8a%p?

~10a°bh® +30a%b* —40ab®

a’b-5a%h? +22a%b* —40ab®

22, 8x> —12x’y +6xy? - 9y°
2x+3y

16x* —24x3y + 12x%y? - 18xy°
+24x%y —36x°y? +18xy° - 27y"

16x* —24x%y? ~27y*

23. 2y° -3y +y-4
2y+95

4y4 —6y3 + 2y2 -8y
+10y°® - 15y + 5y— 20

4yt + 4y —13y% —3y-20

24, —a° +2ax? +3x°

2a% - 3ax-x*
-2a° +4a3x? +6a%x°
+3a'x ~6a’x> - 9ax*
1ax ~2ax* -3x°
~2a° +3a%x +5a°x? ~ax* - 3x°

APUNTES DE ALGEBRA

25. x* -3y + 2 +xy°
-

—x® +3x%y-2x*y? - x%y?

3Oy +3xYy2 2%y Xy

~ 2 38R 2 —xy

—x*+2x%y - 3x%yt —xy®

26. 2°-53°+2a-3
a’-2a-7

a®-5a°+2a*-33°
—2a*+10a®*-4a’+6a

—7a*+35a° —14a+21

a®-5a° +31a% — 8a +21

27. m*+m° —m* +3

m* —2m+3
m®+m’ -m® +3m*
—2m° -2m"* +2m® —6m
+3m* +3m® - 3nm7 +9
mt—m° +5m° —6m+9

28. &' +a’h-3a’b* - ab® +b°
a* -2ab+ b
a’+a’h -3a'b* -a’b® +a’b’
~2a°b-2a"b’ +6a°b° +2a°h" -2ab’

+ a'b? + a'b® -3a°b* -ab® +b°

a’-a’h -4ab*+6a’p’ ~3ab® +h°
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Ejercicios con exponentes literales :

3. M 2em T —mf +m

] ax+2 _ax+‘l +ax
ati

X+3 X+2 X+1

a —-a +da

X+2 X+1

+a —-a  +a

X

x+3 X

a +a

n+2 n+1

+X

n+3

- X"+ 2x

X2 +X

n+3

_Xn+5 +2Xn+4 +x

n+3 n+2

— X 42" 4 x

_Xn+5+xn+4 + 3er+3+ Xn+2

a-1

m —-2m+3

ma+4 +ma+3 _ma+2 _I_ma—'l

_2ma+3 _zma—z +2ma +1 _2ma

+3m® 2 +3m? ™~ 3m® +3m?"

m?—m? 3 +6m? 1 -5m? +3m "
2+3an+1_2an
an+1 +a"
aZn+3+382n+2_2aZn+1
4+ g22 13520 _og?n
aZn+3+482n+2 + aZn+1_2aZn

APUNTES DE ALGEBRA

2% -

+3_2Xa—1

+2X2&:+4 _X2a+3

2a 3 XZa 2+2X26

235

-m* e m* m

X23—5+2x25+4_3x2a‘+3 _4X2a+2 +2)‘,2(':%1

. a*-2a*"+35"?

a’+2a—1
x+2 2ax+1 +3a
+2a* " —4a*+65"""

L - L L

ax+2 _2ax+88x—1_33x—2

_a‘+3a""—2a"?

x-2
g — g lag

aZx +382X_1 _282x—2

_ a2x—1 —382X_2 +282X_3

2

+ aZx— +382x—3_282x—4

X +282X_1 —482X_2 +582X_3 —282X_4

a+4 a+2 a+1

g m - -2m* T m®

a-3

_m2a+3+m23+2 +2m23+1_ m23
+m2a+2 _ mZaH _ZmZaJr m23—1
+mzfam _ 2m23 1 m2 g-2

_m23+3+2m28+2+2 28+1 4m m23—1 +m23_2
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<4PRODUCTO CONTINUADO DE POLINO- Ejemplo 3: Efectuar 2.(a - 3).(a-1).(a+ 4)

MIOS : Cuando se presente la multiplicacion de tres o mas
polinomios, la operacion se desarrolla efectuando el producto de dos
factores (polinomios) cualquieras; este producto se multiplica por el tercer

Primero multiplico ~ “2 por a - 3, el resultado obtenido lo
multiplico por ‘a — 1"y ese nuevo produefo lo multiplico por ‘a + 4”

|
: btenignde &7 producto definiti \
factor (polinomio) y asi sucesivamente hasta incluirlos a todos en la : o /e/n RO producto aetinfive. \\ \
IAN* [ /’ \\ \‘
operacion. | i 3 (a B 3)(a B l)(a N 4) , :
Ejemplo 1: Efectuar 4.(a+ 5).(a-3) T R R -7 !
i R )/
Primero multiplico  “4 por a + 57 y el resultado obtenido lo i a-l K
multiplico por “g — 3" obteniendo el producto de\ﬁnitivo. : 2a’—6a K
~2a+6
,/’ 4(a—|—5)(a—3) /‘ : ,,/
\ 4a+20 €----cooooo---T ] 5 2a7—Baxe e
AN i a+4 C---o o ----T" -
a-3 i _
1a° +20a : 2a’-8a’ + 6a
124 -60 +8a° -32a+24
40> + 8a — 60 2a°  -26a+24
_ | 4. (1‘3 + l)(:f2 - ])(I: + ])
Ejemplo 2 : Efectuar 3a%(X+ 1).(X-1) : P N \
S 2 \
i v+ 1] N \
Primero multiplico “3a? por X + 17y el resultado obtenido lo | ) . o/
multiplico por “X — 1” obteniendo el producto definitivo. : A <
-7 - \\ | 4 \\
ks \ i X o+ X \
Z 3at(x+ 1)x-1 \ | ; )
. “ (x )(x ) ,," ! +x +1 \
' 3a*x+3a® 4-=-----------"" : 5 S
> : YT+ 2x +1 '
x-1 i /’
— : y -1 *----- -7
3aix?+ 3a’x :
i LB - = 2
—3a2x—3a2 | Y+ iy +x
3a’x* - 3a’ : -x -2 -
| v+ -yt -1
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_E)_.J?-z_(n-z - 4)(;1-1 - 6)(3}1-1 + 2) 7;,3,r£,r2 -2x+ l)(x - 1)()( + 1)
- - \ e _-- \

- m —4m “I \‘\ =R 306y’ 4+ 3x \‘. \“
m—0 ¢--- / \\\\ x-1 <€-------- ; “‘
- \

e —dm’ \‘\\ Ix = 6x° + 3x° \‘

—6m° +24m ‘\‘ — 3y 4+ 6x° = Iy |‘,

] 1

m — 10m® + 24m /:' Ixt =9 + 052 -3y ,:

In+2 €--e - - -

x+] €-----------°

3mt = 30m° + 72n°
+ 2m° = 20m° + 48m

3" - 9x +9x° - 3x°

+3x*-9x’ +9x7 - 3x

3t = 28m” +52m” + 48m

3x” - 6x* +6x° = 3x

6. ,(a—b)(az - Eafgj-bz)(a-l\-b) ’__8_._()(2 -x+ l)(xE +\x— 1)(xT 2)

S @ = 2abt b 4 \ N e | ) \
’ o¢ -’
,’I gth *---mooTTTT Yry—1« " \“
/ —_—
//' g -2abh+ab RN \\‘
/ + ah-2ab + b P s ;‘
\
a'- ah- ab +h' -x" +x -1 }
. x* —x +2x-1 /,’l
94‘ J:‘b— agbz-l-ab'} x-2 4---------""
-a'h+ a'h+ ab’ -b" e IR

B B . — 4 2 —_
R +oabt - b 2x +2x —4x+2

O =2xt X +4xt -5x+2

APUNTES DE ALGEBRA
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<MULTIPLICACION __COMBINADA
SUMA Y RESTA:

CON

Eiemplo 1: Simplificar (X+ 3).(X - 4) + 3.X - 1).(X+ 2)

Se efectua la primera multiplicacion o producto “ (X + 3).(X - 4)”;
después la sequnda multiplicacion “3.(X — 1).(X + 2)” y por dltimo se
suman los dos productos obtenidos.

Efectuando el primer producto (recordando lo estudiado en
Multiplicacion de Polinomios pag. 14) :
(X+3).(X-4) = X2-X-12

Efectuando el segundo producto (recordando lo estudiado en
Producto Continuado de Polinomios péag. 19) :
3(X=1).(X+2) = 3X2+3X-6

Sumando los dos productos (Suma de Polinomios pég. 4):
(X2—X-12)+(3X2+3X-6) = X2-X-12+3X2+3X-6
= 4X*+2X - 18
Ejercicios :
T 4(x+3)+5(x+2)

=4x+12+5x+10
=9x+22

2. 6(}:2 +4)— 3(x2 + 1)+ 5(3(2 +2)
=6x"+24-3x" - 3+5x* +10
=8x* +31

3.a (a— x)+ 3a(x+ 2(1)— a(x— 3a)
=a’ —ax+3ax+6a’ —ax+3a’
=10a’ + ax

APUNTES DE ALGEBRA

4, x° (yz + 1)%—),)2 (xz + 1)— 3x’y’
:x2y2 + xZ + x2y2 +y2 _ 3x2y2
=- x2y2 +x+ y2

5. 4m’ — Smn® + 3m? (}112 + 1’ ) - 3}11(1712 - nz)
=4dm’ = Smn® +3m” +3m n’ = 3w’ + Imn’

4 3 2.2 2
=3m +m +3mn -2mn

2

6. v +x7y -y (f + l)+ 3 (x2 + 1)— ¥ (x2 - 1)
:yz +x2y3 _xzys B ys + xzyz +y2 _xzyz _l_yz
__ ys + 3);2

1. 5(x+2)—(x+ 1)(x+4)—6x
=5x-|—10—(x2-|-4x+x+ 4)—6x
=—x+10-x"-4x-x-4
=—x"-6x+6

8. (a+5)(a-5)-3(a+2)a-2)+5(a+4)
=a*-5a+5a-25-3(a’ - 2a+ 2a-4)+ 5a+ 20
=a+5a-5-3(a’-4)
=a’ +5a-5-3a" +12

=-2a"+5a+7

9. (a+b)(4a-3b)-(5a-26)3a+b)-(a+b)3a-6b)
=4a’ + ab-3b" - (15a° - ab-2b* )~ (3a* - 3ab - 60" )
=4a’ +ab-3b" - 15a° +ab+2b* -3a’ +3ab + 6b°

= —14a” + 5ab+ 5b°
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<SUPRESION DE _SIGNOS DE AGRUPA-
CION CON PRODUCTOS INDICADOS :

ar - ers- o))

=4y’ —{— 3x+5- [— x+2x—x2]}
Ejercicio 1 : Simplificar la siguiente expresion
~[3a+2(-x+1)]

PURENS

l \

=4x?—{-3x+5+x-2x+ 2}
:4x2—{—4x+5+ xz}
=dx* +4x-5-x
=3x"+4x-5
5. 2a-{-3x+2[-a+3x-2(-a+h-(2+d))] |

Un coeficiente colocado junto a un signo de agrupaCIon nos indica
que hay que multiplicarlo por cada uno de los términos encerrados en el
signo de agrupacion. Asi en este caso multiplicaremos “+2” por ( X+ 1 )y
tendremos :

—[361—2)(-1—2] :2a—{—3x+2[—a+3x—2 —a+b-2-ua ]}

Ahora observamos que antes del corchete aparece un signo = 2a- { 3x+2 [ at3x+2a-2b+4+2a }
negativo, lo que nos indica que debemos cambiarle los signos a todos los

términos que estén dentro de él. = 23 {_ SE5R [Ba P EESS D ] }

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
=x-3a+2x-2 | =2a-{-3x+6a+6x-4h+8}
|
. . _ , ! =2a+3x - 6a-6x+4h- 8
Por ultimo se reducen los términos semejantes y el resultado sera: i
i =—4a-3x+4b—8= —4a+4Hh-3x-8
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

=3x-3a-2
6. a—(Hy)— 3(x—y)+2 [— (X—ZY)—Z(‘X‘J’)]

2. —(a-l—b)—3[2a+b(—a-l—2)] za—x—y—3x+3y+2[—x+2y+2x+2y]

=—a-b-3[2a-ab+2b|
=—a-b-6a+3ab-6b
=—Ta-7b+3ab=-T7a+3ab-7bh

:a—4x+2y+2[x+4y]
=aq-4x+2y+2x+8y
=a-2x+10y

7. —3{—[+(—a+b)]}—4{_[_(_a_b)]}
=—3{-[-a+b]}-4{-[a+b]}
=—3{a-b}-4{-a-b}

=—3a+3b+4a+4b
=a+7b

—[3x—2y+ (x—2y)—2(x+ y)—3(2x+1)]
——[3x—2y+x—2y—2x—2y—6x—3]

= [-4x-6y-3]

=4x+6y+3
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<4DIVISION : Es una operacion que tiene por objeto, dado el

producto de dos factores (dividendo) y uno de los factores (divisor), hallar
el otro factor (cociente).

dividendo - - --- - -

a
b \
v s

divisor - - - ——-- - cociente

De esta definicion se deduce que el cociente multiplicado por el
divisor reproduce el dividendo.

Asi. la operacion de dividir 8a? entre 3a, que se indica 6a® - 3a o
2

6a’ / 3a ¢ .
por 3a dé 6a’ Esa cantidad (cociente) es 2a .

consiste en hallar una cantidad que muftiplicada

. 6a* . .
£$ evidente que 2 - 3a. donde vemos que si ef dividendo se

divide entre i cociente nos da de coclente fo Gue antes era divisor.

Ley de los signos :

La Ley de los signos en la division es la misma que en la
multiplicacion.

Signos iguales dan positivo y signos diferentes dan negativo.

1) +ab=+b 3) + ab - _b
+a — @
—ab

2) =+b —ab
—a 4) s b

APUNTES DE ALGEBRA

Lo anterior podemos resumirlo diciendo que :

1) +entre +da+
2) —entre—da+
3) +entre—-da-
4) —entre +da -

Ley de los exponentes : Para dividir potencias de la misma
base se escribe la misma base y se le pone de exponente la diferencia
entre el exponente del dividendo y el exponente del divisor.

Ejemplos:
. X?’PI
1 (XM - (X") = = = Xmn
XS
2 (9 () = = XE2= 0
Ivre
3) OCYE) (XYY = o = (X3 (Yo = XY

Ley de los coeficientes : El coeficiente del cociente es el

cociente de dividir el coeficiente del dividendo entre el coeficiente del
divisor.

3a es el cociente porque 3a por 2a = 6a” Y vemos que
el coeficiente del cociente 3, es el cociente de dividir 6 entre 2.

En otras palabras : divido el coeficiente del término del numerador
(6) entre el coeficiente del término del denominador (2)

6/2 =3

A continuacion realizo la division de las partes literales, siguiendo
los pasos mostrados en esta misma pagina en la Ley de los exponentes :

a?/a = a
Y después se multiplican los dos resultados = = 3a
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<DIVISION DE _DOS MONOMIOS : Se divide el

coeficiente del dividendo (numerador) entre el coeficiente del divisor
(denominador) y a continuacion se escriben en orden alfabético las letras,
poniéndole a cada letra un exponente igual a la diferencia entre el
exponente que tiene en el dividendo (numerador) y el exponente que
tiene en el divisor (denominador). El signo lo da la Ley de los signos.

Ejemplos :
1) (10X™) =+ (56X") =

Esta expresion también puede indicarse como {(10X™M} /(5X"}

ni

O como el gh donde  10X™ recibe ef nombre de dividendo

{(numerador) v 5X" recibe el nombre de divisor {denominador).

Se divide el coeficiente del dividendo (numerador] entre el
coeficiente del divisor (denominador). £1signe fo da la Ley de 10s sighos

A continuacion se escriben en orden alfabético las letras,
poniéndole a cada letra un exponente igual a la diferencia entre el
exponente que tiene en el dividendo (numerador) y el exponente que
tiene en el divisor (denominador).

2Xm-n

La operacion quedara expresada

1o0xX™

(10X™) = (BX) = — o = 2X™

5y . 2y = 6XS = 52 — 3

2) (6X9)+(-2X3) = —— = -3X5% =-3X
_ 5

3) (—6X5) +(-2X?) = _giz = 3X52 = 3 X3

APUNTES DE ALGEBRA

g (10XY9) = (- XYY =

Se divide el coeficiente del dividendo o numerador (10X3Y®)
entre el coeficiente del divisor o denominador (— 5X?Y*) . El signo lo da
la Ley de los signos.

A continuacion se escriben en orden alfabético las letras,
poniéndole a cada letra un exponente igual a la diferencia entre el
exponente que tiene en el dividendo (numerador) y el exponente que
tiene en el divisor (denominador).

. 2(X3'2) (Y6-4)

La operacion quedara expresada :

10X%Y®

36 . (L BY2VA = = /Y3y (VER = oyy2
(10XY9) = (-5XEYY) = = = 2007 (Yo) = - XY
5. —a’b’c/a’b*=-a’b**c=—c
6.-a’b/~ab=a""b'""=a

7. 54x%y*2° /—6xy’z° = —9x* " y?"?2° % =—9«x

o

. —5m2n/m2n: _5m*n''=_5
9. —8aX?/86X—822 3-3_ 4

21

2 o XV Xy

10. X/ 2y=-""—=-"
45_64__§4-45-1 §4

1. 5x'yS /~bxty=— Xy =y
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<DIVISION DE UN POLINOMIO POR UN

MONOMIO : Sc divide cada uno de los términos del polinomio por
el monomio separando los coeficientes parciales con sus propios Signos.
Esta es la Ley Distributiva de la division.

Ejemplo 1 :
a’—-ab a’ ab
=—-——=a-b
a a a
Ejemplo 2 :
3x%y® —5a%x* ~ 3x2y’ _ 5a%x" _ .3 +Eazx2
—3x° C _3x2 —3x? 4 3

3 3a® —5ab? -8a*b’
-2a
3 2 2.3
:3a _Sab” Ba’b :—§a2+éb2+3ab3
—2a -2a —-2a 2 2

X -4x* +x X 4x* x
Z T s T 4l oxt4x+1
X X X X

5. 4x°-10x° —5x°
2x°
4x° _10x6 5x*

5
= = =2x°-5x - Zx
2x 2% 2x°

6. 6m° —8m°n+20mn*

-2m
3 2 2
_Sm _8m n+20mn =-3m* +4mn-10n°
-2m -2m -2m

7. 8a°b® —-3a°p° —a%p®
3a’b’
_Ba’h® 3a°° &'’
T 3a%°  3a%° 3a’h°

=2a°b° -a*p’ J

APUNTES DE ALGEBRA

8. x* —5x> -10x% + 15x
-5x

_ Xt 5 10x? | A5x _

- _5x -5x -5x —5x

9. 8m°n* —10m’n* —20m°n°® +12m°n®
2m?
_8m’n® 10m'n*  20m°n®  12m°n®
T 2m 2nm 2P 2m?
=4m’'n® —5m°n* —10m°n® +6mn°

10 a+a”’ _a + —a“ % +a
' a° a’> al

11. 28" -3a"™** +8a""*
-3a°

zam 38m+2 68m+4 2

= - +
-33° -33° -33° 3

12 ambn+am—1bn+2_am—2bn+4

a’b’
ambn am—ﬂbn+2 am—2bn+4
= + —
a’b® a’b’ a’b’

— am72bn73 +8m73bn71—8m74bn+1

13 xm+2 _5xm +6Xm+1 _xm—ﬂ
me2
m+2 m m+1 m—1
X 5x Bx X
X2 - 2 + 2 - X2

=x"-5x°+6x° —x= x" +6X°-5x°-x
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<DIVISION DE DOS POLINOMIOS :

Para facilitar la comprension de los procedimientos recomendados
en este trabajo, colocaremos a continuacion una division de dos
polinomios donde se identificara cada una de las partes que la conforman:

Dividendo - Di)/isor
~
I
X2 -X-6
-X2 -3X
—-4X - 6 \
4X + 12 \\
(6 \
P \
- \
Residuo o Resto — Cociente

En las divisiones exactas :

Dividendo
Divisor

Il
a
o
2
Q
S
(o
o

|
i Dividendo _ Residuo !
| ——— = Cociente + — |
i Divisor Divisor |
: |
L —_

APUNTES DE ALGEBRA

S
=.
=
=g
|
-
X
+
X
1
&
<
1
<o
(1)
=
@
>
+
-

Primero se debe ordenar y completar el dividendo (- 11X?
+ X*- 18X - 8) con relacion a una misma letra. En aquellos casos
donde falte un término se colocara cero para garantizar que el polinomio

esté completo. -7
7~
-~

V<
Dividir X4 + 0X3 - 11X2 - 18X -8 entre X+ 1

Se colocan los dos polinomios de manera similar a como lo hacemos
para realizar la division en aritmética:

X4LOK3\—11X2—18X—8 X+1
Se divide el primer término del dividen307 X*) entre el primer término

del divisor (X)_y tendremos el primer término del cociente ( X3).
T \

\\/

Este primer término del cociente se multiplica por todo el divisor y al
producto se le cambia el signo, escribiendo cada término debajo de su
semejante.

X3 porX = X* y al cambiarle el signo queda - X* ylo coloco
debajo del dividendo—.

- z ~

// K \\
< X4+ 0X3-11X2 —18X-8 X+1 \
T _x X3 .

.. .-
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X3 por1 = X3 y al cambiarle el signo queda - X3 y lo coloco
debajo del dlwdendo\
el N
| X4+ 0X3-11X2 - 18X-8 X+ 1 *
\ X4 - X3 X3 /
\ P 4 wY < ///
\ _7 ~_-
N —

Ahora efectuamos la operacion :

X++ 0X3-11X2 - 18X-8 X+1

_X4 - X3 X3
- X3 -11X2 - 18X -8
A S

~
~
~
~
~
~
~

Se divide el primer término del resto ( —X?) entre el primer término del
divisor (X) y tendremos el segundo término del cociente ( -X? )

\\\\\\\ AN
———_ \
——— \
X4+ 0X3 - 11X2 — 18X -8 X+ 1
Xt - X3 X3—X2‘ /
— X —11X2 — 18X -8 ~_/

Este segundo término del cociente ( —X? ). se multiplica por todo el
divisor y al producto se le cambia el signo.

- X2 por X = -X3 y al cambiarle el signo queda X3 y lo coloco
debajo del dividendo~ .
ST ¥ ™ S
[ XOr 00-110 ~18X-8 [ X+1 N
\ -Xt - X3 X3-X? L
T S0 -11x2 —18X -8 ®--7

———> X3

APUNTES DE ALGEBRA

- X2 por1 = -X2 y al cambiarle el signo queda X% y lo coloco
debajo del d/wdendo =

— ——

/ LN
[ X 001100 - 18X-8 X+1
T X3- X2 )
| T X 11X2 18X -8 k"
\\ X3 + X2

\\ /1

Al efectuar la operacion (restarlo) :

X+ 0X3-11X2 - 18X-8

_Xt _ X3 X3_ X2
- X3 -11X2 -18X -8
X8 + X
- 10X2 -18X -8
AN
~
~

N

N
Se divide el primer término del resto ( — 10X?) entre el primer término

del divisor (X) y tendremos el tercer término del cociente (-10X).
\\\\\ [

\\\\\ |

T |

Xi+ 0112 —18X-8 | X+1 ¥
Xt = X0 X6 Xe— 10X
“X 11X 18X - 8
X+ X
— 10Xz - 18X -8

Este tercer término del cociente ( —10X ). se multiplica por todo el
divisor y al producto se le cambian los signos.
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X4+ 0X3-11X2 - 18X-8 X+1

-X4 - X3 X3-X2- 10X
X - 11X2 - 18X -8
X3 + X2
- 10X2 - 18X -8
+ 10X2 + 10X

Al efectuar la operacion (restarlo) :

X++ 0X3-11X2 -18X-8 X+1

-Xt - X X3-X2-10X
- X3 -11X? -18X -8
X3+ X

- 10X? - 18X -8

+ 10X?+ 10X
- 8)&—8

\

N

Se divide el primer término del resto ( — 8X) entre el primer término del
divisor (X) y tendremos el cuarto término del cociente (- 8 )

\\\\\\\ \
———_ \
-— N
Xi+ 0X3 - 11X2 —18X-8 | X+1 R
=X - X Xe-X2- 10X - 8
= XT-11X2 - 18X -8
X+ X2
- 10X2 - 18X -8
+ 10X2_+ 10X
- 8X -8

Este cuarto término del cociente (- 8). se multiplica por todo el divisor
y al producto se le cambian los signos.

APUNTES DE ALGEBRA

X4+ 0X3-11X2 - 18X-8 X+1

-X4 - X3 X3-X2— 10X - 8
o XT-11X2 - 18X -8
X3+ X
~ 10X2- 18X - 8
+ 10X2+ 10X
- 8X -8
+8X +8

Al efectuar la operacion (restarlo) :

X*+ 0X3-11X2 - 18X-8 X+1

-Xt - X3 X3-X2—10X - 8
o XE-11X2 - 18X -8 ‘\\
X8 + X \
~ 10X2- 18X - 8 \\
+ 10X2+ 10X \
- 8X- 8
+8X +8

\
\
- - \
0 |
Como el residuo es igual a cero, la division es exacta y el resultado es: ||

[

EJEMPLO: Dividir 3X?+ 2X-8 entre X+ 2

Se colocan los dos polinomios de manera similar a como lo hacemos
para realizar la division en aritmética:

Se divide el primer término del dividendo (3X?) entre el primer término
del divisor (X) y tendremos el primer término del cociente.
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3X2+2X-8 X+2

3X

Este primer término del cociente se multiplica por todo el divisor y al
producto se le cambia el signo, escribiendo cada término debajo de su
semejante y se efectua la operacion :

3X2+2X-8 |X+2
- 3X?-6X 3X
-4X -8

Se divide el primer término del resto (- 4X) entre el primer término del
divisor (X) y tendremos el segundo término del cociente.

e+2X-8 | x+2
~ 3X2 = 6X X—4
~4X -8

Este segundo término del cociente (- 4) se multiplica por todo el
divisor y al producto se le cambian los signos y se efectiia la operacion :

3X2+2X -8 |x+2

—3X2 - 6X 3X-4
—4X -8 \
4X +8 \

0 \
\

\

\

Como el residuo es igual a cero, la division es e)§cta y el resultado es:

APUNTES DE ALGEBRA

Ejercicios :

1 a‘+2a-3
—a*—3a
- —a-3

+ a+3

2. a‘-2a-3
-g°—a
-~ 3a-3

+ 3a+3

3. 4 x—20
—x*—5x
 —4x-20

+4x+20

4.

5.

mr—11m+30 |m-6 9.

—nr 4+ 6m
—5m+ 30

+5m-30

xZ—8x+15

- x*+3x

—-5x+15

+5x-15

x+5
x—4

Eii_ 6. a°+5a3+6

a—1 —a’-2a
~ 3a+6
-3a-6

at1 7. Bx —xy-2y° | 2x+y

a—-3

—Bx°—3xy

—4xy—2y?
+Axy+2y°

+15x% —10xy

12xy —8y*
—12xy+8y*

5a° + 8ab-21H°

m-5 —5a*—15ab
—7ab-21b°
+7ab+2 1%
—x+3 10,
—X+5 —14x* - 6x
28x 12
—28x-12
11.-8a%>+12ab-4b° |-a+b
+8a°— 8ab 8a-4b
4ab-4b*
—4ab+4b*
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Mas Ejercicios :

1. &° —a°-2a-1 a‘+a+1
—a'-a°-a° a’—a-1
—& 2@ 23
+a’+a’+ a
—a% - a-1
+a‘+ a+1
2. x° +12x% —5x | x*—2x+5
—x°+2x*—5x° x*+2x% —x

2x* —5x% +12x2

—2x* +4x° —10x2

—x° + 2x*-5x

+x° — 2x%+5x

3. m -5m'n +20m’n® —16mn* [ m® —2mn- 8’

-m° +2m*n+8m*n? m°® - 3m*n+2mn?

-3m*n+8m*n® + 20m*n°
+3m*n -8m*n® - 24m°n’®

2mP? - 4mPn® —16mn’
—2m*n* + 4m*n® +16mn’

APUNTES DE ALGEBRA

4. x° —x?—2x-1 | x*—x—1
—xt 3+ x? X2+ x+1
+x° —2x
X3+ X% + X
x° — x —1
2
—-x° +x +1
5 x°-2x° +8x°—Tx*—4x+6 | x*-3x°+2
—x° +3x* _ 2x° xZ-2x+3

—2x° +3x* +6x° —9x% —4x
+2x° -8x° +4x
3x* — 9x* +6

—-3x* + 9x? -6

6, mf+m5—4m4 +m? -4m-1 Lm3+m2—4m—1

Pt amt o S
\‘ /, v\
m’ +m* -4m-1
v -mi et

\ 7 \
\ 1 \
\ 1 \

NOTA IMPORTANTE: En/la divisién de polinomios, el

exponente de‘l‘ término gl'e mayor grado del cociente es
igual a la diferencia del 'exponente del término de mayor
grado del dividendo ménos el exponente del término de
mayor grado del divisor.
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COCIENTE MIXTO

EJEMPLO: Dividir 4X° +3X enfre 2X-3
En los casos de division estudiados anteriormente el dividendo era

divisible exactamente por el divisor (el residuo final era igual a cero).
Cuando el dividendo no es divisible exactamente por el divisor, la division

3 4Xi4+ OXe +3X +0 |2X—3 -
no es exacta, nos da un residuo y esto origina los cocientes mixtos, asi —4X +86 X 2X4+3XN+0 I‘.
llamados porque constan de entero y quebrado. | HOXE 43X 40 s, i

_BX: +§X / |
12X +0
- 12X +18 . |
En las divisiones donde el residuo es distinto de cero: ' |
T T T T e i 4X3+ 3K P +“ 18 I
; Dlvrtdrendo _ Costomie 4 Re’Sl'duO i : 2X_ 3 X _ 3 ‘:b;
| Divisor Divisor : o .
P PSP =
o EJEMPLO: Dividir 6X2 +7X +2 entre 2X+ 3
EJEMPLO: Dividir X2 -X - 6 entre X+ 3 |
X2 -X -6 X+3 -, GX: + 7X +2 2X+3 .
- X2 - 3X X -4 “] - 6X: - 8Xx 3X -1 ™,
“iX 6 | § - 2X 42
4X +12 | ‘; _xX +3 h
6 ,’JF ‘: 5\ l,‘r II.,
. / | . o !
A VN T Fogsess=sg ¥
| X2_ X_¢ y 4 Lo  6XT+T7X+2 3X 14 5 »
: - X—4+ - ; - L
| X+3 X+3 <« | | St ZX +3 <

APUNTES DE ALGEBRA
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<DIVISION DE POLINOMIOS UTILIZANDO

LA REGLA DE RUFFINI :

Esta regla solo puede ser utilizada cuando el divisor
es un binomio del tipo (X + a) o del tipo (X — a).

Eiemplo 1: Dividir X*-4X3- X2+ 16X-12 entre X-1

Para aplicar la REGLA DE RUFFINI en la division de dos polinomios
se deben sequir los siguientes pasos :

Primero los polinomios deben estar ordenados en forma descendente
(decreciente). Cuando sea necesario se debe completar el dividendo.

Luego se copian los coeficientes del polinomio “dividendo” en una
tabla similar a la siguiente:

X4

—4X3

- X2

+ 16X

-12

1

-4

16

-12

Se coloca el sequndo término del divisor en la parte izquierda pero con
el signo cambiado (X — 1 ). Este valor recibe el nombre de raiz del

polinomio : -7
X 46 [ -x2 [ +16X | -12
v 1 -4 1 16 ~ 12
(1)
1

APUNTES DE ALGEBRA

Se copia

el primer coeficiente del dividendo debajo de él mismo :

X4 - 4X3 - X? + 16X -12
(1] -4 1 16 _12
1
|
v
1

N\

Z

Se multiplica la raiz con el primer coeficiente que se bajo y el producto
Se copia debajo del segundo coeficiente :

X4 - 4X3 - X? + 16X -12
B 1 -4 -1 16 - 12
‘/\/ 1 \/\ ///—\\\
~--< . 1)
O I

Luego se efectia la suma algebraica de las dos cantidades ubicadas
en la columna donde se coloco el producto:

X4 - 4X3 - X? + 16X -12

1 /-4 1 16 _12
1 C
o1
1 =3/

Se multiplica la raiz por el resultado de la suma algebraica realizada y
este producto se copia debajo del tercer coeficiente :
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X4 -4X3 -X? + 16X -12 X4 -4X3 - X? + 16X -12

B 1 4 1 16 —12 1 4 -1 6% | -12
1) 1 .
e 1| (-3 f -3 |\ -4
T =3\ 1 =3 —4 | 12/

Luego se efectua la suma algebraica de las dos cantidades ubicadas

en la columna donde se colocd el producto:

X4 -4X3 - X2 + 16X -12

1 S AN T 12
1 .
1 | -3
1 -3 -4

Se multiplica la raiz por el resultado de la suma algebraica realizada y

este producto se copia debajo del cuarto coeficiente :

X - 4X3 - X? + 16X -12
- 1 -4 -1 16 -12
\/\/ 1 \,\§ ///—‘\\
e T = 1 -3 (-4 )
- BN P 4 s
1 —3 P-4

Luego se efectua la suma algebraica de las dos cantidades ubicadas

en la columna donde se colocd el producto:

APUNTES DE ALGEBRA

~=

Se multiplica la raiz por el resultado de la suma algebraica realizada y
este producto se copia debajo del quinto coeficiente :

X —4X3 - X2 + 16X -12
B 1 —4 ~1 16 -12
(10 )
~—_-7 “\sﬁ‘_l~~ -3 /__4\ '\ 12 //\

] _3 > 12

Luego se efectia la suma algebraica de las dos cantidades ubicadas
en la columna donde se coloco el producto:

X4 - 4X3 - X2 + 16X -12
1 4 _1 16 ~12°
1 ." ‘;
1 _3 4 |12
1 -3 -4 2 [ N0/

exacta (no hay resto),

—
e

—_—
—

La informacion que queda en la ultima fila representa el polinomio
“cociente” (el resultado de dividir X*-4X3- X2+ 16X-12 entre X-1)

Para llegar a esa deduccion debo tener presente que en la division de
polinomios, el exponente del término de mayor grado del cociente es igual
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!

d
/7

a la diferencia del exponente del término de mayor grado del dividendo
(X*) menos el exponente del término de mayor grado del divisor (X).

X4 -4X3 - X? + 16X -12
1 -4 -1 16 -12
1 -3 -4 12
1 -3 -4 12 0
¥ < ‘\\ '\\ 7(\
Con esta informacion se deduce cﬁ/‘e*'\\ \\\ \\\ \\
(X4 -4X3 - X2+ 16X-12) — (X-1)= X3 3X2 ;1X+ ’i2

Ejemplo 2 : Dividir X* -11X2 —18X-8 entre X+ 1

Para aplicar la REGLA DE RUFFINI en aquellos polinomios donde
falta un término debemos colocar el mismo acompanado del
coeficiente cero (Completar el dividendo).

-

En este caso en particular notamos que el dividendo no tiene el
termino de grado tres, se conformara de la siguiente manera :

X+ 00 - 117 - 18X -8
X4 +0X3 - 11%* -18X -8
1 0 -11 -18 -8
il -1 1 10 a
1 =i -10 -8 0
(X* = 11X2 - 18X-8) + (X+1) = X3-X2— 10X -8

APUNTES DE ALGEBRA

Ejemplo 3: Dividir X3 -3X2 -4X+ 12 entre 3(—1

Recuerde que hay que cambiarle el signo &~

-

g

g

X3 - 3X2 - 4X +12
1 -3 -4 12
1
1 -2 -6
1 -2 -6 6
o« w v /v

’ /

Como el cesultado fmal es dl}tlﬁto de cero (6 en este caso), significa
que la d/ws‘/on no gs exacta Fste 6 representa el residuo de la division.

/ /
/ / /

/Con esta infomfacién se deduce que el cociente de dicha division es
X2 —2X -6 yelrestoo residuo es 6.

Eiemplo 4 : Dividir X3 -3X2 —4X+ 12 entre }(+ 1

-
-

Recuerde que hay que cambiarle el signo a™~

X3 -3X2 | -4X + 12
1 -3 -4 12
~1
-1 4 0
BE 4 0 | _12

/

Como e/l sesultado final es distinto de cero (1 2 en este caso), significa
que la d[w'fsién no es'exacta. Este 12 representa el residuo de la division.

/
7/

/ .7 .y , . s ey
Lon esta informacion se deduce que el cociente de dicha division es
—4X yelrestooresiduoes 12.

4

/

X2
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4dPRODUCTOS NOTABLES : Sc llama productos
notables a ciertos productos que cumplen reglas fijas y cuyo resultado
puede ser escrito por simple inspeccion, es decir, sin realizar la
multiplicacion.

CUADRADO DE LA SUMA DE DOS CANTIDADES :

El cuadrado de la suma de dos cantidades es igual al cuadrado de la
primera cantidad mas el doble producto de la primera cantidad por la
segunda mas el cuadrado de la segunda cantidad.
(a+b)> = a’+ 2ab +b?
Para comprobar el enunciado anterior resolveremos este ejercicio
‘paso a paso”:

(a+ b)?2 = elevar al cuadrado (a + b) equivale a multiplicar este binomio
porsimismo =(a+b).(a+b)
Efectuando la multiplicacion (recordando lo indicado en

Multiplicacion de Polinomios pag. 14) tendremos :

a +*+b
a +*+b
a? +ab
+ab +bH?
az +2ab +b?

Ejemplos :
2 2
1. (m+3) =m +6m+9

2. (5+x)2=25+10x+x2

3.(6a+b) =364’ +12ab+ b’
4. (9+4m) =81+ 72m+ 16m’
5. (7x+11) =49x” +154x +121

6. (x+y) =x’+2xp+y’

APUNTES DE ALGEBRA

7. (1+3x2)2 =1+6x" +9x’
8. (2x+ 3y)2 =4x" +12xy+ 9y’

2
9. (a2x+ byz) =a'x" +2a’xby’ +b*y"*

2

10. (3¢’ +85*) =94° +48ab* + 645"
)

. 3 .
11 -(4m’ +5n1°) = 16m" + 40m’n® + 250"

12, (720 +5x*) =494 0 + 702" +252°
13. (4ab2 + 5)()/3)2 =16a’h* +40ab’xy’ +25x° )

2
14. (8x2y+ 917-13) =64x v + 144x ym’ + 81"

CUADRADO DE LA DIFERENCIA DE DoOs

CANTIDADES : El cuadrado de la diferencia de dos cantidades es

igual al cuadrado de la primera cantidad menos el doble producto de la
primera cantidad por la segunda mas el cuadrado de la segunda
cantidad.

(a—b)? = a’-2ab + b?

Para comprobar el enunciado anterior resolveremos este ejercicio
‘paso a paso”:

(a-b)? = elevar al cuadrado (a — b) equivale a multiplicar este binomio
por simismo =(a-b). (a-b)

Efectuando la multiplicacion (recordando lo indicado en

Multiplicacion de Polinomios pag. 14) tendremos :
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a -b
a? -ab
7 b 0

1 (a-3) =a’ - 6a+9
2. (x=7) =x* - 14x+49
3. (9-a) =81-18a+d’
4. (2a-3b) =4a* ~12ab + 9°
5. (4ax - 1)j=16a x> - 8ax+]1
6. (- b*) =a* - 20+
7. (30 - 5b) = 94" ~30a*h* + 25b*
8. (x'-1) =x'-2+1
9 (x5—3a12)2 - 6ax’y” + 94’y

a?—bT)zz

_F]I 2,(.’]11.” + 1

14. (g’ —5) 102" 425

APUNTES DE ALGEBRA

PRODUCTO DE LA SUMA POR LA DIFERENCIA DE

DOS CANTIDADES : La suma de dos cantidades multiplicada
por su diferencia es igual al cuadrado del minuendo (en la diferencia)
menos el cuadrado del sustraendo. Generalmente acostumbramos a
definirlo como : El cuadrado del primero menos el cuadrado del segundo.

(a+b).(a-b) = a®- b?

Para comprobar el enunciado anterior efectuaremos la
multiplicacion (recordando lo indicado en Multiplicacion de Polinomios

pég. 14) :

a +b
a -b
a2 +ab
-ab  -b?
a2 0 -b?

Ejemplos :
X+yv (x—y):x2 —y2

(

2. (m=n)(m+ n)=m* —
3. (a—x)(x+a)=a® -+
4. (x2+a )(xz—az):x4—a4
5. (2a-1)(1+2a)=4a> -1
6. (n-1){n+1)=n*-1

7. (1-3ax)(3ax + 1)= 1-94°*
8. (2m+9)(2m-9)= 4m* -81
A

a- bz)(cf’ + bz):a(’ -b’

10.( - 3p) (4 +3y)=y* -9y
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CUBO DE UN BINOMIO (CUANDO EL BINOMIO ES LA

SUMA DE DOS CANTIDADES) : El cubo de la suma de dos
cantidades es igual al cubo de la primera cantidad mas el triple producto
del cuadrado de la primera cantidad por la segunda sin exponente, mas
el triple producto del cuadrado de la segunda cantidad por la primera sin
exponente, mas el cubo de la segunda cantidad.

(a+b)® = a®+ 3a’b + 3ab®+ b®

(a+ b)3 = elevar al cubo (a + b) equivale a multiplicar este binomio por
Si mismo dos veces =(a+b).(a+b).(a+ b)

Efectie la multiplicacion recordando lo indicado en Producto
Continuado de Polinomios pag. 19 y notara que el resultado seréa
= ad+ 3ab + 3ab?2+ b3

CUBO DE UN BINOMIO (CUANDO EL BINOMIO ES LA

DIFERENCIA DE DOS CANTIDADES) : El cubo de la diferencia
de dos cantidades es igual al cubo de la primera cantidad menos el triple
producto del cuadrado de la primera cantidad por la segunda sin
exponente, mas el triple producto del cuadrado de la segunda cantidad
por la primera sin exponente, menos el cubo de la segunda cantidad.

(a—-b)® = a®-3a’b + 3ab?’-b°

(a-b)? = elevar al cubo (a — b) equivale a multiplicar este binomio por
Si mismo dos veces =(a-b).(a-b).(a-b)

Efectue la multiplicacion recordando lo indicado en Producto
Continuado de Polinomios pag. 19 y notara que el resultado sera
= ad- 3a%b + 3ab2- b3

Ejemplos :
1. (a+2)3=a3 +6a’+12a+8

2. (x=1) =’ =3¢+ 3x-1

APUNTES DE ALGEBRA

[F%]

2+ 2)3=8+ 1257 46"+
’ —6n+12n° - 81°

9. (4n+ ) =64n” + 144n” + 1081+ 27
-2

0 4 212 o3
222b) =a® - 6a’b+124°* - 8b

,—._"_..—._‘

2x+ 33 ):81( +36x° L+J4l’l 2747

12. (l—a‘) =1-3a*+3d" - "

PRODUCTO DE DOS BINOMIOS DE LA FORMA
(X + a).(X + b) : Estos productos cumplen las siguientes reglas:

1) El primer término del producto es el producto de los primeros
términos de los binomios (primer término elevado al cuadrado).

2) El coeficiente del segundo término del producto es la suma
algébrica de los segundos términos de los binomios y se
acompafiara del primer termino de los dos binomios (X).

3) El tercer término del producto es el producto de los segundos
términos de los binomios (multiplicar los segundos términos de
los dos binomios). El signo lo da la Ley de los signos :

(X+3).X+2) = X>+5X+6

A continuacion realizaremos la multiplicacion de estos dos
binomios para verificar lo anterior.
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X +3
X +2
X2 +3X
+2X +6
X2 +5X +6
Ejemplos :
1. a+1)(a+2)=a2-|-3a+2

APUNTES DE ALGEBRA

17.(a"-2)(a"+7)=0a" +54’ - 14

18. (a6 + 7)(616 - 9): a'’-2a"- 63

19. (ab+5)(ab-6)=a’b* - ab-30

20. (1% -9)(m? +12)=2%y" +31p* - 108
21. (¢ - 1){a’b* +7)=a'b* + 60" - T
22,y - 6)(x'y +8)=x"y" + 2y - 48

<4ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON
UNA INCOGNITA :

IGUALDAD c¢s la expresion de que dos cantidades o expresiones
algebraicas tienen el mismo valor.

Ejemplos: 4+5=9 ; a=b+c 3X2=4X+ 15
ECUACION c¢s una iqualdad en la que hay una o varias cantidades
desconocidas llamadas incégnitas y que solo se verifica o es verdadera

para determinados valores de las incognitas.

Asi, 5X+2 =17 es una ecuacion, porque es una igualdad en la
que hay una incognita, la “X”, y esta igualdad sélo se verifica, o0 sea que
solo es verdadera, para el valor “X = 3”. En efecto, si sustituimos la “X”
por “3”, tenemos :

53)+2 =17 ; 15+2=17 0sea: 17=17

Si le damos a “X” un valor distinto de “3”, la igualdad no se verifica
0 no es verdadera.
MIEMBROS de una ecuacion son las expresiones que estan a
ambos lados de la igualdad.
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Se llama primer miembro a la expresion que esta a la izquierda
del signo de igualdad, y segundo miembro, a la expresion que esta a la
derecha.

Asi, en la ecuacion 3X-5 = 2X -3, el primer miembro es 3X - 5
y el segundo miembro 2X - 3.

CLASES DE ECUACIONES

Una ecuacion numeérica es una ecuacion que no tiene mas
letras que las incognitas,

Ejemplo : 3X-5§ = 2X- 3 donde la tnica letra es la incognita “X”.

Una ecuacion literal es una ecuacion que ademés de las
incognitas tiene otras letras, que representan cantidades conocidas.

Ejemplo : 3X-5a = 2b- 3bX

Una ecuacion es entera cuando ninguno de sus términos tiene

denominador como en los dos ejemplos anteriores, y es fraccionada
cuando algunos o todos sus términos tienen denominador.

3 , 6X
' — + —=5+
Ejemplo : > s 5

w | >

GRADO de una ecuacidon con una sola incognita es el mayor
exponente que tiene la incognita en la ecuacion.

Ejemplo : 4X-6=3X-1 'y aX+b = bX+c son
ecuaciones de primer grado porque el mayor exponente de “X” es “1”.

Ejemplo : 4X2-6X+ 5=0 esuna ecuacion de segundo grado
porque el mayor exponente de “X” es “2”.

Las ecuaciones de primer grado se llaman ecuaciones simples
o0 ecuaciones lineales.

APUNTES DE ALGEBRA

RAICES O SOLUCIONES de una ecuacion son los valores de
las incognitas que verifican o satisfacen la ecuacion, es decir, que

sustituidos en lugar de las incognitas, convierten la ecuacion en
identidad.

Ejemplo : En la ecuacion 5X - 6 = 3X + 8, la raiz es “7” porque
haciendo X=7 se tiene

5(7)-6=3(7)+8 ; 35-6=21+8 ; 29=29
Donde se puede observar que “7” satisface la ecuacion.

Las ecuaciones de primer grado con una incdgnita tienen una
sola raiz.

RESOLVER UNA ECUACION s hallar sus raices, o sea el
valor o los valores de las incognitas que satisfacen la ecuacion.

AXIOMA FUNDAMENTAL DE LAS ECUACIONES :
Si con cantidades iguales se verifican operaciones iguales (en ambos
miembros de la ecuacion), los resultados seran iguales.

REGLAS QUE SE DERIVAN DE ESTE AXIOMA:

1) Si a los dos miembros de una ecuaciéon se suma una
misma cantidad, positiva o negativa, la igualdad subsiste.

2) Si a los dos miembros de una ecuacion se resta una
misma cantidad, positiva o negativa, la igualdad subsiste.

3) Si los dos miembros de una ecuacion se multiplican por
una misma cantidad, positiva o negativa, la igualdad
subsiste.

4) Si los dos miembros de una ecuacion se dividen por una
misma cantidad, positiva o negativa, la igualdad subsiste.

5) Si los dos miembros de una ecuacién se elevan a una
misma potencia o si a los dos miembros se extrae la
misma raiz, la igualdad subsiste
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LA TRANSPOSICION DE TERMINOS consiste en cambiar

los términos de una ecuacion de un miembro al otro. Cualquier término
de una ecuacion se puede pasar de un miembro al otro pero
cambiandole el signo.

CAMBIO DE SIGNOS DE UNA ECUACION : Los
signos de todos los miembros de una ecuacion se pueden cambiar
sin que la ecuacion varie, porque equivale a multiplicar los dos
miembros de la ecuacion por “~ 17, con lo cual la igualdad no varia.
(Regla 3 del Axioma Fundamental de las ecuaciones. Pag.39).

YRESOLUCION DE ECUACIONES ENTERAS
DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA :

Generalmente para resolver este tipo de ecuaciones se siguen los
Siguientes pasos:

1) Se hace la transposicion de términos, reuniendo en el primer
miembro (izquierda) los términos que contengan la incognita y
en el otro miembro (derecho) todas las cantidades conocidas.

2) Se reducen los términos semejantes en cada miembro.

3) Se despeja la incognita.
Ejemplo 1: Resolver la ecuacion 8X = 8X-15

Se hace la transposicion de términos, reuniendo en el primer
miembro (izquierda) los términos que contengan la incognita y en el otro
miembro (derecho) todas las cantidades conocidas. Recordar el cambio
del signo de los términos que se pasen de un lado al otro.

5X-8X=-15
Se reducen los términos semejantes en cada miembro.
-3X =-15

APUNTES DE ALGEBRA

Se despeja la incognita.
-15
X=—
-3
x=5
Toda la operacion se muestra a continuacion:

5x=8x-15
bx—-8x=—15
-3x=-15
_-15
T3
x=5
VERIFICACION:

La verificacion es la prueba de que el valor obtenido para la
incognita es correcto.

La verificacion se realiza sustituyendo en los dos miembros de la
ecuacion dada la incognita por el valor obtenido, y si éste es correcto, la
ecuacion dada se convertira en identidad.

Asi, en la ecuacion anterior, haciendo “X = 5” en la ecuacion dada
tenemos:

505) =8(5)-15 ; 25=40-15 ; 15=15

Ejemplo 2: Resolver la ecuacion 4X+ 1= 2

Se hace la transposicion de términos, reuniendo en el primer
miembro (izquierda) los términos que contengan la incgnita y en el otro
miembro (derecho) todas las cantidades conocidas. Recordar el cambio
del signo de los términos que se pasen de un lado al otro.

4X = 2-1
Se reducen los términos semejantes en cada miembro.

4X = 1
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Se despeja la incognita.

X=—

4
Toda la operacion se muestra a continuacion:
4x+1=2
4x=2-1
4x=1
1
X:_
4
Ejemplos :
3, y—5=3y-25 4 5x+6=10x+5
y-3y=-25+5 5x-10x=5-6
—2y=-20 —5x=—1
-20 -1
S X=—
== —~
y=10 x:l
5
5 9y-11=—10+12y 6. 21-6x=27-8x
9y—12y=—10+11 -6x+8x=27-21
2x=6
—3y=1
’ 1 x=B
y=-= 2
- x=3

Hay ejercicios donde resulta mas comodo reducir los términos
semejantes en cada miembro y después aplicar los pasos
recomendados en la pagina anterior.

7. 11x+5x-1=65x—-36
16x=65x-36+1
16x-65x=-35
—-49x=-35
-35
X=——
-49

X==
7

B. 8x—-4+3x=Tx+x+14
11x-4=8x+14
11x-8x=14+4
3x=18
18
"3
x=0

X
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9. 8x+9-12x=4x-13-5x

—4x+9=-x-13
—4x+x=-13-9
—3x=-22
22
T3
3
11, 16 ~7x-5-x=11x-3-x
8x~11=10x-3
8x—10x=-3-11
—2x=-14
-14
Y
x=7

13, 14-12¢-39~18.x=256 ~60~657x
9x-14=-T17x-256
9x-T17x=256-14
726x=242
o

e p—
726

1
y==
3

10. 5y+6y—-81=7y+102+65y
11y-81=72y+102
1y—-72y=102+81
—61y=183
183
Y]
y=-3

12. 3x+101-4x-33=108-16x-100
—-x+68=8-16x
—x+16x=8-68
15x=—60
- 80
" 15
x=—4

14, Bx—15x-30x-51=53x~ 31172

Verificando la respuesta del ejercicio 6 tenemos :

21-6(3) = 27-8(3) ; 21-18 = 27— 24

-B8x=84x-172

-88x-B84x=-172
-172x=-172
-172
p =
-172

%=1

; 3=3

Verificando la respuesta del ejercicio 14 tenemos :

8(1) - 15(1) = 30(1) - 51(1) = 53(1) = 31(1) - 172

8-156-30-561=563-31-172 ;

88 = 88
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<RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRI-
MER GRADO CON SIGNOS DE AGRUPA-
CION :

Antes de abordar este aspecto se recomienda “repasar” lo indicado
en “SIGNOS DE AGRUPACION” (paginas 7, 8 y 9).

Este tipo de ecuaciones se resuelve de manera similar a las
Ecuaciones Enteras De Primer Grado Con Una Incégnita (pagina 40), una
vez que se hayan suprimido los signos de agrupacion.

Ejemplo 1: Resolver la ecuacion X —(2X+ 1) = 8- (3X+ 3)

Se suprimen los signos de agrupacion en ambos miembros de la
ecuacion.
X-2X-1=8-3X-3

Se reducen términos semejantes en ambos miembros de la
ecuacion.
-X-1=5-3X

Se hace la transposicion de términos, reuniendo en el primer
miembro (izquierda) los términos que contengan la incdgnita y en el otro
miembro (derecho) todas las cantidades conocidas. Recordar el cambio
del signo de los términos que se pasen de un lado al otro.

-X+3X=5+1

Se reducen los términos semejantes en cada miembro.

2X =6
Se despeja la incognita.

X=_

2
x=3
Toda la operacion se muestra a continuacion:
APUNTES DE ALGEBRA

x—(2x+1)=8-(3x+3)
x—2x-1=8-3x-3
-x—-1=5-3x
—xv+3x=5+1
2x=06

Ejemplos :

2. 15-10=6x-(x+2)+ (- x+3) 3. (5-3x)-(~4x+6)=(e+11)-(3c-6)
15x-10=6x-x-2- x+3 5-3c+dr-6=8ct11-3x+6
15x-10=4x+] x-1=50417
15v-4x=10+] x=5x=17+]
r_ll —-4x=18
T 18
x=] ‘rzj
9
JC:—E
4. 30x—(-x+6)+(-5v+4)=-(5x+6)+ (-8+3x)
30x+x-6-5x+4=-5x-6-8+3x
26x-2=-2x-14
26x+2x=-14+2
28x=-12
12

"8

x=

X=-=

7
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B. 15x+{-6x+5)-2- (- x+3)=-(7x+23)- x+(3-2x) 8. x-[5+ 3v-{sv—(6+ x)}]=-3
15x—-6x+5-24+x-3=-7x-23-x+3-2x
[0x =—10x-20

10x+10x=-20

x—[5+ 3x—{5x—6—x}]:— 3
x=[5+3x-{4x-6}]=-3
x-[5+3x-4x+6]=-3

20x=-20
- 20 x—hl—x}z—B
o 20 x-1l+x=-3
x=-1 2x=-3+11

8
2v=8= y=—=4
6. 3x+[—5x—(x+3ﬂ=8x+(—5x—9) T
9. 9x—(5x+ 1)—{2+8x—(7x—5)}+ 9x=0(
3x+P5x—x—ﬂ=8x—5x—9
Ix+[-6x-3]=3x-9
3Ix-6x-3=3x-9
-3x-3=3x-9

9x—5x—1—{2+8x—7x+5}+9x:0
dx - 1—{x+ 7}+ Ox=0
dx—1-x-74+9x=0

12x-8=0

-x-x=-3+1 8
X=T=

_ 12

-2x==-2 =2 x=—=1 2
_ o

3

7. 163~ [3x—(6-9x)]= 30x+ [~ (3x+2)~(x+3)] 10. 71+ [5x4+ (- 20+ 3)]=25-[- (3 +4) - (4x+3)]

16x—[3x-6+9x]=30x+ [ 3x -2 x- 3]
16x - [12x - 6]= 30x+[-4x 5]
16x-12x+6=30x-4x-5

71+ [-5x—2x+3]=25- [-3x-4-4x-3]
71+ [-7x+3]=25-[-7x - 7]
71— Tx+3=25+7x+7

T4-Tx=324+7Tx
dx+6=26x-5

74-32=Tx+7x
dx-26x=-5-6 42 =14x
-22x=-11 42
-1 4
Tom T2 3=x

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
-x-1=x-3 | 12x=8%
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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4dRESOLUCION DE ECUACIONES DE PRI-
MER GRADO CON PRODUCTOS INDICA-
DOS :

Antes de abordar este aspecto se recomienda ‘repasar” lo indicado
en ‘MULTIPLICAION DE POLINOMIOS POR MONOMIOS” (pagina 12) y
en “MULTIPLICACION DE POLINOMIOS” (pagina 14).

Este tipo de ecuaciones se resuelve de manera similar a las
Ecuaciones Enteras De Primer Grado Con Una Incognita (pagina 40), con
la salvedad de que inicialmente se deben efectuar los productos indicados
en la ecuacion.

Ejemplo 1: Resolver la ecuacion X + 3(X-1) = 6-4(2X+ 3)

Se efectuan los productos indicados.

X+3X-3=6-8X-12

Se reducen términos semejantes en ambos miembros de la

ecuacion.
4X-3=-8X-6

Se hace la transposicion de términos, reuniendo en el primer
miembro (izquierda) los términos que contengan la incognita y en el otro
miembro (derecho) todas las cantidades conocidas. Recordar el cambio

del signo de los términos que se pasen de un lado al otro.

4X+8X=-6+3

Se reducen los términos semejantes en cada miembro.

12X = -3
Se despeja la incognita.
-3 1
X=— = X=——
12 4
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Toda la operacion se muestra a continuacion:

x+3(x—1)=6-4(2x+3)
x+3x—-3=6-8x-12

dx-3=-8x-6
4x+8x=-6+3
12x=-3
-3 1
X=— = Xx=——
12 4

Ejemplos :

2. 5(x-1)+16(2x+3)=3(2x

—7)—x

Sx=5+32x+48=6x-21 -x

37x+43=5x-21
37x-5x=-21-43
32x=-64
Y= —— = x=—
32

3. 2(3x+3)-4(5x-3)=x(x—3)-x(x+5)
6x+6-20x+12=x>-3x-x"—5x

—14x+18=-8x
—14x+8x=-18
-6x=-18
-18
x:
-6

= x=3

4. 184-7(2x+5)=301+6{x-1)-6

184 -14x-35=301+6x—-

149 — 14x= 289 + 6
149 289 = 6x + 1 4x
—140=20x

— 140
20 7

-7=x

6-6
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9. (4-5x){4x-5)=(10x-3)(7-2x)
—20x% + 41x—20=—20x> + 76x— 21
41x—76x=—21+20

5. 7(18—x)-6(3-5x)=—(7x+9)-3(2x+5)-12
126— 7x-18+30x=-7x-9-6x-15-12
108+ 23x=-13x-36

23x+13x=-36- 108 SSH= 11
36x=— 144 x=—
144 |
X = - X=—"
36 35
x=-4

10. (x+1)(2x+5)=(2x+3)(x - 4)+5

6. 3x(x=3)+5(x+7)-x(x+1)-2(x**+7)+4=0 27 £ Tx+3=2x" —5x—1245

3 -9y +5x+35-x"—x-2x" - 14+4=0 Tyt Sy T_5
—5x+25=0 1Dy=_12
~5x=-25 12
- 25 T
x:i:; x=-1
= n. (-2 -(-x) =1
7. —3(2x+ 7)+(—5x+ 6)—8(1—2x)—(x—3):0 O -Adx+4-9+6x-x"=1
—6x—21-5x+6-8+16x-x+3=0 2x-5=1
4x-20=0 2x=6
4x=20 ng
ngg x=§
T4
x=5

12, 14— (5x-1)(2x+3)=17-(10x+ 1){x-6)
14-(10x7 + 13x-3)=17- (10x> - 59x - 6)

8. (3*‘“4)(4*"‘3):(61“4)(2/‘"5) 14-10x> - 13x+3=17-10x*+59x+6

12x* = 9x—16x+12=12x"—38x+ 20 ~13x-59x=6
—25x+38x=20-12 -72x=6

13x=8 e

)&‘ZE x:_E
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YRESOLUCION DE ECUACIONES LITERA-
LES DE PRIMER GRADO CON UNA INCOG-
NITA :

Las ECUACIONES LITERALES, son aquellas en las que algunos o
todos los coeficientes de las incognitas o las cantidades conocidas que
figuran en la ecuacion estan representadas por letras.

Estas letras suelen ser a, b, ¢, d, m, y n segun costumbre,
representando la “X” la incognita.

Las ecuaciones literales de primer grado con una incégnita se
resuelven aplicando las mismas reglas que hemos empleado en las
ecuaciones numeéricas.

Ejemplos :
1. ax—-4=bx-2 2. (x + b)+ X (b - a): 2h (Za — _r)
ax—hx=4-2 ax+ba+ xb—ax=4ab—2bx
X (a = b) =2 xb+2bx=4dab- ab

) 2 3bx=3ub
v a-b 3ab
X==

xX=a

3. (x—a)z—(x+a)2:a (a—7x)
xT-2ax+a -x -2ax-a =a - Tax

]
—dax+Tax=a"

\
3axv=a"
2
a
r=—
3a
a
Y=—
3
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<RESOLUCION DE ECUACIONES FRAC-
CIONARIAS DE PRIMER GRADO CON UNA
INCOGNITA :

Antes de abordar este tema se recomienda “repasar” lo indicado en
‘DIVISION” pag. 23, “DIVISION DE DOS MONOMIOS” pag. 24 y
“‘DIVISION DE UN POLINOMIO POR UN MONOMIO’ pag. 25.

De igual manera se recomienda ‘repasar” de nuestras clases de
bachillerato COMO CALCULAR EL MINIMO COMUN MULTIPLO (mcm).

SUPRESION DE DENOMINADORES : Esta es una
operacion importantisima que consiste en convertir una ecuacion
fraccionaria en una  ecuacion equivalente entera, es decir sin
denominadores.

La supresion de denominadores se funda en la propiedad, ya
conocida, de las igualdades : Una igualdad no varia si sus dos
miembros se multiplican por una misma cantidad.

Para suprimir denominadores en una ecuacion se
multiplican todos los términos de la ecuacion por el
minimo comun multiplo (mcm) de los denominadores.

: - : . X _ X
Ejemplo . Suprtimir denominadores en la ecuacion 2 -8 2

Ef mcm. de los denominadores 2. 6 y 4 es 12. Multiplicamos
todos fos términos por 12 y tendremos :

Y simplificando estas fracciones, queda
6X=2X-3

Ecuacion que es equivalente a la ecuacion dada y entera que es lo
que buscabamos, porque la resolucion de ecuaciones enteras ya la
hemos estudiado.
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Ahora bien, la operacion que hemos efectuado equivale a
dividir el m.c.m. de los denominadores entre cada denominador y

multiplicar cada resultado por el numerador respectivo. Bx+24 —x=2x-15

' o ] N Bx—-x-2x=-15-24
Ejemplo : Suprimir denominadores en la ecuacion

3x=-39
9 X-1 _ 2X-1 4X-5 ~39
40 4 8 3
x=-13
Elm.c.m. de 4, 8y 40 es 40. El primer término “2” equivale a 2/1.
3x 1 5 3x
R, —— —+2x=——-—— mcm=20
4 5 4 20

Entonces, divido 40--1 = 40 y este cociente 40 lo multiplico por 2;
40--40 = 1y este cociente 1 lo multiplico por X -1, 40--4= 10y este
cociente 10 lo multiplico por 2X - 1; 40--8 = 5 y este cociente 5 lo

15x -4 +40x=25-3x
55x +3x=25+4

multiplico por 4X - 5 y tendremos : e 22299
X=—
2(40) -1(X-1)=10(2X-1) -5 (4X-5) 58
1
X=—
Efectuando las multiplicaciones indicadas y quitando paréntesis, 2
queda :
80 — X+1 = 20X-10 - 20X +25 6. 22T 3 4 mem=30x
T 3x x 10 2x
Ecuacion que ya es entera. 20-150=21x-45+30x
-130+45=51x
Ejemplos : Resolver las ecuaciones siguientes _85
NE 51
. ot5=7-x -
° 2. X 22X 1 o mem=15 T5_X
:x+3021—3x 5 3 5 =
6 3 9x-10x+3=0 g PP
X+ 30:2(1—3);) . 7.3 -5=0 mcm=3 EETRETY mcm=12
x730=2-6x x=3 x-4-15=0 12x-x-2=30x
x+6x=2-30 _19= _
o 3. TV eme2ox RS 11x—30x=2
Tx=-28 2x 4 10x 5 x=19 _19x=2
-28 10+5x-2=4x 2
*=y 5x—4x=—10+2 X==7g
x=-4 x=-8
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La experiencia, como instructor de la materia, me ha
demostrado que la mayor dificultad que presentan los estudiantes
en la resolucion de este tipo de problemas viene dada en el manejo
de los signos de los términos fraccionarios negativos.

En atencion a lo apuntado anteriormente, me permito
recomendar que el primer paso en la resolucion de estos problemas
sea pasar los términos negativos al otro miembro para evitar
cometer errores. Es decir, garantizar que todos los términos
fraccionarios de la ecuacién tengan signo positivo.

Ejemplo : Resolver la siguiente ecuacién

x—-1 x-2 x-3 x-5
2 3 4 5

Primero paso los términos negativos al otro miembro cambiandole
el signo, entendiendo que el signo que se cambia es el que esta antes
de la raya-fraccion y no los que estén dentro del numerador.

X—-3

2 5 3 4

m.c.m. = 60

30(X - 1) + 12(X - 5)

20(X - 2) + 15(X - 3)

30X -30+ 12X - 60

20X-40+ 15X - 45

Ya la hemos convertido en una ecuacion entera y su resolucion es
conocida por nosotros.

42X-90 = 35X-85

42X-35X = -85+90

X =5 & X=2
7
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<4ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON
UNA INCOGNITA :

Una ecuacion de segundo grado es toda ecuacion en la cual, una
vez simplificada, el mayor exponente de la incognita es 2.

Asi,  4X2+7X+6=0 esunaecuacion de sequndo grado.
Ecuaciones completas de 2do. grado son ecuaciones de la forma
ax® + bx + ¢ = 0, que tienen un término en X, un término en Xy un

término independiente de X.

Asi; 2X2+7X-15=0;, X2-8X=-15 0
ecuaciones completas de 2do. grado.

3X2=6X+9son

Ecuaciones incompletas de 2do. grado son ecuaciones de la
forma ax®+c=0 que carecen del términoen x o de la forma
ax? + bx =0 que carecen del término independiente.

Asi, X2-16=0 y 3X2+5X=0 son ecuaciones incompletas
de 2do. grado.

Raices de una ecuacion de segundo grado son los
valores de la incognita que satisfacen la ecuacion.

Toda ecuacion de 2do. grado tiene dos raices. Asi, las raices de la
ecuacion X2-2X-3=0 son X=3 y X=-1, ambos valores
satisfacen esta ecuacion.

Resolver una ecuacioén de 2do. grado es hallar las
raices de la ecuacion.

La formula para resolver una ecuacién de 2do.
grado es:

—b+vVbh?% - 4ac
X =
2a
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Esta formula nos dara dos raices de la ecuacion ax® + bx + ¢ = 0 Ahora se introducen los valores de a, b, ¢y se resuelve la

(porque salen dos valores de x segun se tome el valor de la raiz ecuacion :
cuadrada de b? - 4ac con signo positivo o negativo +). —_
gno p g ) .= —(—4)ivf(—4)2—4(2)(_6) ] ¥ = +4 +v16+48
El valor de “a” seré el coeficiente del término en x> en la ecuacion. 2(2) : e
Elvalor de ‘b” sera el coeficiente del termino en X en la ecuacion _
(en las ecuaciones incompletas del tipo ax* + ¢ =0 se asume que el oy ZEAEVEY o = 1448
valorde b =0). 4 4
El valor de “c” sera el término independiente de la ecuacion (en L4+ 8 12
las ecuaciones incompletas del tipo ax®> + bx = 0  se asume que el X1 = = — =3
valor de ¢ =0). 4
+4 -8 -4
Xz = —_ = = 1
Ejemplo 1: Resolver la ecuacion  2X2-4X = 6 + 4

Las raices de la ecuacion 2X2-4X-6=0 son X=3 y

Primero se ordena la ecuacion de la forma ax®> + bx+c=0 ; .
X=-1, porque ambos valores satisfacen esta ecuacion.

2X2-4X-6=0

Se identifican los valores de a, by ¢. Ejemplo 2 : Resolver la ecuacion 2X2-4X =0
Se identifican los valores de a, b y c.
a=2 ; b=-4 ; c¢=-6
a=2 ; =—4 ; ¢=0

Se introducen estos valores en la formula ) ,
Se introducen estos valores en la formula

—b + v b2 — 4ac v = — (=) (=12 =2(2)(0) ) y = + 441640
X = > - 2(2) " o
Para evitar errores con el manejo de los signos negativos se y=1 4 £\16 : y = 1414
recomienda que, antes de introducir los valores dentro de la formula 4 4
anterior, primero se indiquen paréntesis en el espacio donde va cada
letra. +4+ 4 8
XT =] = = = 2
4 4
— 2 _
. —0J0O?—400 o t4a 0 _
2() Ty T i T
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Las raices de la ecuacion 2X2-4X =0 son X=2 y X=0,
porque ambos valores satisfacen esta ecuacion.

Ejemplo 3 : Resolver la ecuacion 2X?-8 =0

Se identifican los valores de a, b y c.

a=2 ,; b=0 , c=-8
Se introducen estos valores en la formula
_ —(0)£/(0)?-4(2)(-8) _ 04V0+64
*= 2(2) / - 3

V64 +8

= ¥ = —

4 4

-8

M= =10 ; X2=T=—2

Las raices de la ecuacion 2X2-8 =0 son X=2 y X=-2,
porque ambos valores satisfacen esta ecuacion.

Ejemplo 4 :
49x* - 70x+25=0

70 4/(70) - 4(49)(25)

X

2(49)
70 £ 4.900-4.900
o 98
70 5
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27x* +12x-7=0

Ejemplo 5 :
x=
X=
x=
XZ =
Ejemplo 6 :

—12£4/(12) - 4(27)(-7)
2(27)

- 12£,/1444+ 756

54

- 12900

54
~12+30 18 1

54 9

-12-30 -42 7
54 B

15x=25x"+2

25x = 15x+2=0

X=

X

15£J05)7 -4(29)(2)
2(25)

154 ,/225=200

30

15+4/25
X=—___

X

X, = =—=
- S0 30

50
1545 20
50 50
15-5 10

th | — th |k
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<4DESCOMPOSICION FACTORIAL (FACTO-
RIZACION) :

Se llama factores o divisores de una expresion algebraica a las
expresiones algebraicas que multiplicadas entre si dan como producto la
primera expresion.

Asi, multiplicando “a” por “a + b” tenemos :
a.(a+ b)=a?+ab
‘@’ y “a+ Db’ que multiplicadas entre si dan
producto “a®+ ab”, son factores o divisores de “a2+ ab”.

como
Del mismo modo.

(X+2).X+3)=X2+5X+6
Luego, X +2” y “X+ 3" sonfactores de X2+ 5X + 6”

Descomponer en factores o Factorizar una expresion
algébrica es convertirla en el producto indicado de sus factores.

FACTORIZAR UN MONOMIO : Los factores de un monomio
se pueden hallar por simple inspeccion.

Asi, los factores de 15ab son 3, 5, a y b. Por tanto :

15ab = (3).(5).(a).(b)

FACTORIZAR UN POLINOMIO : No todo polinomio se
puede descomponer en dos o mas factores distintos de 1, pues del mismo
modo que, en Aritmética, hay numeros primos que solo son divisibles por
ellos mismos y por 1, hay expresiones algebraicas que solo son divisibles
por ellos mismos y por 1, y que por tanto, no son el producto de ofras
expresiones algebraicas. Asi “a + b” no puede descomponerse en dos
factores distintos de “1” porque solo es divisible por “a+b” y por “1”.

APUNTES DE ALGEBRA

CUANDO TODOS LOS TERMINOS DE UN POLINO-
MIO TIENEN UN FACTOR COMUN :

a) FACTOR COMUN MONOMIO:

Ejemplo 1: Descomponer en factores a° + 2a

a’ y 2a contienen el factor comin a. Escribimos el factor

comun “a” como coeficiente de un paréntesis; dentro del paréntesis
escribimos los cocientes de dividir a> ~a=a y 2a+a=2, y
tendremos ;

a’+2a=a.a+2)

Ejemplo 2: Descomponer en factores 10b — 30ab?

Los coeficientes 10 y 30 tienen los factores 2, 5y 10, Tomamos 10
porque siempre se saca el mayor factor comun. De las letras el unico
factor comun es “b” porque esta en los dos términos de la expresion dada
y la tomamos con su menor exponente b”.

El factor comin es 10b. Lo escribimos como coeficiente de un
paréntesis y dentro ponemos los cocientes de dividir 10b = 10b=1 y
—30ab? - 10b =-3ab y tendremos

10b — 30ab2 = 10b.(1 - 3ab)

Ejercicios :

—

. a’+ab=a (a + b) 6. 5m” +15m° =5m’ (1+ 3m)

N

b+ =b (1+b) 1. ab-be=b (a—c)

w

‘ x2+x=x(x+1) 8 x'y+xz=x’ (y+z)

-9

C3ad—at=a’ (3a—1) 9. 2a2x+6ax2=2ax(a+3x)

(5]

X —dxt=x1 (1— 4x) 10. 8m* — 12mn=4m (Zm— 311)
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11. 9¢°x’ - 18ax’ = 9a? (a2 - Zx)

12. 1564 2 +60c%d *=15¢%d * (c+4d) 20. 2a’x +2ax” —3ax
=ax (2a+2x— 3)
13, 35m’n’ - 70m’ = 35m* (n3 - Zm)
IR R =y (l+x2 - x4)
14. abc+abc* =abc(1+ c)

22, 14x7y" - 28x" + 561"

15. 240" yy" - 36xy* = [ 20" (Zaz - 3xy2) = 14x* (3 - 2x+ 4x%)
34ax® +51a’y - 68ay’

—l7u( x° +3a} 4y° )

16. a3+a2+a:a(a2+a+l) 23.

17. 45~ 8e+2=2(2 - 4x+
24. 96— 48mn’ + 144n°

18. lS}f‘J +20}"2 _5)"’: 5}"(3}"2 T 4}!_ 1) = 48(2— mn’ + 3!’13)

NI )
19. a4 —-ax+ax :a(a -ax+x ) 25. azbzcz_azczxz +L’I2C2)’2

— a2t (bl 32 +}-‘2)

b) FACTOR COMUN POLINOMIO:

Ejemplo 1: Descomponer en factores X(a + b) + m(a + b)

Los dos términos de esta expresion tienen como factor comun el
binomio (a + b)

Escribo este factor comun (a + b) y lo multiplico por otro paréntesis

que tendra dentro los dos coeficientes que tiene el factor comin en la
ecuacion inicial (respetando el signo que tenga cada uno). O sea :

-

~-a -

APUNTES DE ALGEBRA

Ejercicios :

1. alx+1)+b(x
x(a+1)-3(a+1)
2(x- 1)+ ylx-1)=

)

m(a—b) (a bln

+1)=(x+1)(a+p)

(
(

a+1)(x-3)
=1)(2+y)
(a=5)(rr+n)
2x(n-1)-3y(n-1)=(n-1){2x-3¥)
a(n+2)+n+2=(n+2)(a+l)
xla+1)-a-1=(a+1)(x-1)

8. az+l—b(a2+l):(a2+l)(l—b)

9. 3x(x-2)-2y(x-2)=(x-2)(3x-2y)
10. 1-x+2a(1-x)=(1- x)(1+24)

.“9‘9":".‘*’!\’

11. 4x(m—n>+n—m:(m—n)(4x— 1)
12. —m—n+x(m+n):(m+n)(x—1)

13, a a-bt1)-b*a-bt1)=(a-b+1)e’ - )
14, 4m(a:+x— l)+3n(,\'—l to ):(az +x- l)(4m+ 3;1)

15. x(2a+b+c)—2a—b—c
:x(Za +b+c)—(2a +b+c):(2a+b+ c)(x— l)

16. (r+ v)(n+ 1)—3(n+1)= (n+ 1)(x+_v—3)
( )(‘c 2)+3\( ) (x—2)(x+1+3y)

18. (a+3)(a+1)-4(a+1)=(a+1){a+3-4)=(a+1)(a-1)
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19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.
30.

3

—

(x: + 2)(;?2— n) +2 (m - n): (m - n) (x: + 4)
a(x=1)-(a+2)(x-1)=(x-1)(a-a-2)=-2(x-1)
5.r(a2+l)+(x+l)(a2+l):(a2+l)(6x+l)
(atb)a-b)-(a-b)(a-p)

=(a-b)(a+b-a+b)=2b(a-b)

(m+n)(a—2)+ (112—}2)(61—2):21?2(61—2)
)( + 1 ) (x+1)(x—n)
)

(r+m X
(r+m—r+n) (r+1)(m+n‘)

=(x+1
(1‘— 3)(\‘—4)+(\ 3)(\+4) (\‘—3)2,\‘

[atb-1)a*+1)-a- 1=(a" ¢ 1)fa+b-2)
(a+b-c)(x-3)-(b-c-a)(x-3)
:(x—3)(a+b—c.-+a—b+c) (x 3)
3x(x-1)-2p(x=1)+z(x-1)=(x-1)(3x-2y+2)
aln+1)-b(n+1)-n-1=(n+1){a-p-1)

x(a,+2)—a—2+ 3(a+2): (a+2)(x+ 2)

: (1+3a)(x+ 1)—2a(x+ 1)+ 3(x+ 1):(x+ l)(a+4)

APUNTES DE ALGEBRA

FACTOR COMUN POR AGRUPACION DE TER-
MINOS:

Ejemplo 1: Descomponer en factores aX + bX + aY + bY

Los dos primeros términos tienen el factor comun “X” y los dos
ultimos el factor comun “Y”.

Agrupamos los dos primeros términos en un paréntesis y los dos
ultimos en otro precedido del signo “+” porque el tercer término tiene el
signo “+” y tendremos :

(aX + bX) + (aY + bY)

Notamos que la expresion esta conformada ahora por dos binomios
“(aX + bY)” y “aY + bY)". Cada binomio puede descomponerse en
factores (Factor comin monomio pag. 51).

(aX+bX) = X.(a+b)
(aY+bY) = Y.(a+b)

Una vez realizada la descomposicion de ambos monomios la
expresion “(aX + bX) + (aY + bY)” quedaria como :

X(ath)+Y.(a+h)

Esta expresion puede descomponerse sacando factor comun
polinomio de acuerdo a lo explicado en la pagina 52.

X(a+h)+Y.(a+h)=(a+b.X+Y)

Resumiendo podemos indicar toda la operacion asi:

aX+bX+aY+hY
(aX + bX) + (aY + bY)
= X(a+b)+Y.(ath)
=(a+b).(X+Y)
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La agrupacion puede hacerse generalmente de mas de un modo
con tal que los dos términos que Se agrupan tengan algun factor comun, y
siempre que las cantidades que quedan dentro de los paréntesis después
de sacar el factor comun en cada grupo sean exactamente iguales. Si
esto no es posible lograrlo la expresion dada no se puede descomponer

por este método.

Asi, en el ejemplo anterior podemos agrupar el primero y tercer
término que tienen el factor comun “a” y el sequndo y cuarto término que

tienen el factor comun “b” y tendremos:

axX+bX+aY+by

(aX +aY) + (bX + bY)

= a(X+Y)+b(X+Y)

= (X+Y).(a+b)

El resultado obtenido es el mismo con ambos métodos.

Ejercicios :

1. a’* +ab+ax+bx
=(a’+ab)+{ax+bx)
=ala+b)+x(a+h)
= (a + b)(a+ x)

2. am—bm+an—bn
= (am— bm)+ (c:m - bn)
=mla—-b)+n{a-h)

= (a— b)(m+ n)

3. ax—2bx-2ay +4by
= (ax - 2bx) - (2ay - 4by)
= x{a—-2b)-2y{a-2b)
= (a - 2b)(x - 2y)

4. a’x” =3hx" +a’y’ = 3hy°

= (ag)c3 ~ 3hx* ) + (argy2 - 3[7}}3)

X’ (a2 — 3]7)+ ¥’ (a2 — 3/7)

= (a3 = 3[3)(,1‘3 + yg)

APUNTES DE ALGEBRA

5. 3m-2n-2nx" + 3mx’
= (3m + 3mx4)— (2;1 + 2nx4)
:3m(1+ x4)— 211(1+ x4)
= (1+ x4)(3m— 2;1)

6. x'-a’tx-a’x
=—(a®+a*x)+(x* +x)
=—a* (14 x)+ x(x+1)

:(x+l)(x—a2)

1. 4a° - 1-a° +4a 13
:(4(13 +4a)—(l+a2)
:4a(a3+1)—(1+a3)

=(a* +1)(da-1)

8 x+x —xy -y
:(x +X2)— (X}f‘z +y2)
Zx(l+x)— 3 (x+ 1)

= (x+ l)(x— yz)

9. 3ahx’ -2y’ = 2x" + 3aby’

= (Bm’}x2 + 3aly)13)— (2):3 + 2x3)

:3ab(x2+y3)—2(x2+)’3)
:(x2+):2)(361[)—2)

10. 3a—h"+2b°x — bax
:(30—6ax)—(b2 —2b3x)
:3g(1—2){)—/73 (1—2"‘)

={1-2x){3a-4?)

14.

11. 4a’x - 4a’b+ 3bm— 3amx

= (4::13,\’ —4a’h )+ (3bm = 3::1111,\’)
=4a’ (ax = b)+ 3m (b = ax)
=44 (ax - )= 3m(ax-b)
={ax - p)(da’ - 3m)

12. 6ax+3a+1+2x

=(6ax +3a)+(1+ 2x)
=3a(2x+ 1)+ (2x+ 1)
=(2x+1) (3a +1)

3% = 9ax’ - x+ 3a

= (3,\‘3 = x)— (9ax2 = 3a)
(32 - 1)-3a (357 - 1)
(3,\‘2 = 1)(x— 3(1)

2a°x-5a"y+15hy - 6hx

= (2a2x = 5a2y)+ (1 Shy — 6bx)
=a (2x = Sy)+ 3])(5)?— 2x)
=a’ (2,\*— Sy)— 3])(2x— 5y)

= (2):— Sy)(a2 - 3]))

15, 2%y 4+ 2x2" + ¥z +xp°
= (2x2y+ xy3 ) + (2xz2 + yzz:)
=Xy (2x +3y7° )+ z (2x + yz)
= (2x +y )(xy+ zz)

16. 6m1—9n+ 2lnx— l4mx
= (6~ 14mx)- (95 - 21nx)
=2m(3-7x)-32(3-7x)
=(3-7x)(2m-3n)
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17. nlx—S(gz}-'z—112),f2+5(lzx
= (113,7; -y )—(Sazzy2 —Sazx)
=n*(x - y?)-5a* (1" - x)
=) sei(e-)
(1—) )(n +5a3)

18. 1+ a+ 3ah+3h
=(1+a)+ (3ab+3b)
=(1+a)+3b(at1)
=(1+a)(36+1)

19. danm’® - 12amn -m” + 3n
= (4an¢3 - 12amn)— (m:' - 3;1)

=dam (ﬁf = 3}1)— (1113 = 3n)
= (m2 = 311)(4am = 1)

20. 20ax —5bx - 2by+ Bay
= (20(.9( + Say) = (be + 2})}»')
=4a (Sx + 2}:) -b (5x + 2}:)
= (Sx + 2):)(403 = b)

TRINOMIO CUADRADO PERFECTO :

Un trinomio es cuadrado perfecto cuando es el cuadrado de un
binomio, o sea, el producto de dos binomios iguales.

Asi, a® + 2ab + b? es cuadrado perfectode a+ b porque :

(a+b)> = (a+b).(a+h) a’+ 2ab + b?

Del mismo modo, (2X + 3Y)2 = 4X2+ 12XY + 9Y?
4X2+ 12XY + 9Y2 es un trinomio cuadrado perfecto.

luego

Para factorizar un trinomio cuadrado perfecto se extrae la raiz
cuadrada al primero y tercer término del trinomio y se separan estas
raices por el signo del segundo término. El binomio asi formado, que es la
raiz cuadrada del trinomio, se multiplica por si mismo o se eleva al
cuadrado.

Ejemplo 1: Factorizar m? +2m + 1

Se extrae la raiz cuadrada al primero y tercer término del trinomio

APUNTES DE ALGEBRA

—

9.
10. 1-24° +a*=(1-*)

1. ¢*+18¢" +81=(a* +9)

a4 2ab+ b =(a+b)
X —2x+1=(x— 1)2

.yt +2y2 + 1=(y2 +1)2

1= 14a+49a* = (1-Ta)

V=1

y se separan estas raices por el signo del segundo término. El
binomio asi formado, que es la raiz cuadrada del trinomio, se multiplica
por si mismo o se eleva al cuadrado.

m2 =m

m2+2m+1 =(m+1).(m+1) = (m+1)?

Ejercicios :

. atz—Zaberz:(a—b)2

12. ¢°-2a’b"+b° =(a3 —b3)2
13.4x* - 12xp+9y° = (Zx— 3}-’):
14. 9b* ~30a°h + 250" = (3b-5°)

15. 1+ 14xy+49x*y = (1+ '7-¥2}")2

. @ = 10a+25=(a-5)

. 9—6)c—|—x2=(3—x)2 16. ]_2a5+al(]:(l_ai)2

16+40x° +25x" = (44 5¢°) : -
17. 49m° - 70am’n” +25a°n*

; = (7m3 - San’ )2
36+121112+m4:(6+mz)h 18. 100x" - 60a*x°y" + 94 2
= (10x° - 3a*y*)

19. 1214 198x+ 813" = (114 9x°)

2 2.2 4 4
a —24am x" +144m" x

= (a —12m°x* )

20.

21, 16-104x* +169x* = (4-13+)

22. 400x"° +40x" +1=(20x° +1)

-55.
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DIFERENCIA DE CUADRADOS PERFECTOS :

En los productos notables (PRODUCTO DE LA SUMA POR LA
DIFERENCIA DE DOS CANTIDADES pag. 36) se vi6 que la suma de dos
cantidades multiplicadas por su diferencia es igual al cuadrado del
minuendo menos el cuadrado del sustraendo, o sea:

(a+b).(a—b) = a>—b?

Luego, reciprocamente;

a’—b? = (a+b).(a-b)

Para factorizar una diferencia de cuadrados se extrae la raiz
cuadrada al minuendo y al sustraendo y se multiplica la suma de
estas raices cuadradas por la diferencia entre la raiz del minuendo y
la del sustraendo.

7. a*-25={a+5){a-5)
8. 1-7=(1+ ¥)(1- »)
9. 4a* -9=(2a+3)(24-3)

10. 25-36x" = (54 6x°)(5- 6x°)
1. 1-49a°0" =(1+ 7ab)(1- Tab)
16-m?=(a+n)(a-n) 12 45 81y = (20495 )(20-957)
13. azb‘q—cz:(ab4+c)(ab4—c)
- 100- x**=(10+ 0*)(10- 0°)
15. " - 495" = (a* + 7° )(a* - 76°)
L2560t = 121= (502 + 11 ) (5207 - 1)
17. 100m°n" - 169y°
= (10mn? +13° )(10mn® - 13y°)

1

f-Y

1

o~

1

oo

catm'n® - 144 = (anﬁf + 12)(54;712723 - 12)

APUNTES DE ALGEBRA

TRINOMIO DE LA FORMA X + bX + c :

Trinomios de la forma X2+ bX+ ¢ son trinomios como :

X2+5X+6 ; m+15m-14 ; X2-8X+ 18

que cumplen las condiciones siguientes :

1. El coeficiente del primer término es 1.
2. El primer término es una letra cualquiera elevada al cuadrado.

3. El segundo término tiene la misma letra que el primero con
exponente 1 y su coeficiente es una cantidad cualquiera,
positiva 0 negativa.

4, Eltercer término es independiente de la letra que aparece en el
primero y segundo término y es una cantidad cualquiera,
positiva o negativa.

REGLA PRACTICA PARA FACTORIZAR UN TRINOMIO DE LA
FORMA X2+ bX+ ¢

Ejemplo 1: Factorizar X2+ 5X+ 6

El trinomio se descompone en dos binomios cuyo primer término es
la raiz cuadrada del primer término del trinomio (X?), 0 sea X :

X )X )

En el primer binomio después de X se escribe el signo del segundo
término del trinomio (+5X). - - - ----<

X2+5X+6 =

X2+5X+6 = (X+ )(X+ )
P
En el segundo binomio después de X sé escribe el signo que
resulta de multiplicar el signo del segundo téfmino del trinomio por el
signo del tercer término del trinomio (en eSte caso multiplicamos los
signos de +5X y de +6) .

-
S, e =~
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v
X2+5X'+6 = X+ )X+ ) )

Ahora, buscamog-dos numeros que Sumados den “+5 y

multiplicados den “+ 6" Esos nimeros son 2 y 3, luego :
X2+5X+6 = (X+2).(X+3)

Ejemplo 2: Factorizar m? —Tm+ 12

El trinomio se descompone en dos binomios cuyo primer término es
la raiz cuadrada del primer término del trinomio (m2), o sea m :

(m ).(m )

En el primer binomio después de m se escribe el signo del segundo
término del trinomio (- 7m)-------- -

m -7m+12 =

N

A
m-7m+12 = (m - ).(nl— )

En el segundo binomio después de m,se escribe el signo que
resulta de multiplicar el signo del segundgo-término del trinomio por el
signo del tercer término del trinomio [en este caso multiplicamos los
signosde—7m yde+12----- -

- -

N
. \
4 \

Ahora, buscamos-dos nimeros que sumados den “-7” y

multiplicados den “+12”. Esos numeros son “— 3"y “~ 47, luego :

m2-7m+12 = (m -3).(m -4)

APUNTES DE ALGEBRA

Ejercicios :
X +7x+10= (x+ 5)(x+2)

—

13. Y’ -4y+3= (y— 3)(}‘— 1)

2. ¥~ 5x+6=(x-3)(x-2) 14. n* ~8n+ 12=(n-6)(n-2)
3. x%+3x-10=(x+5)(x-2) 15 x*+10x+21=(x+7)(x+3)
4 +x-2=(x+2)(x-1) 16. a* +7a-18=(a+9)(a-2)
5. a*+4a+ 3=(a+3)(a+1) 17. = 12m+ 1= (m-11)(m-1)
6. m* +5m—14=(m+7)(m-2) 18, x? = 7x-30=(x-10)(x+3)
7.7 -9y+20=(y-5)(y-4) 1o, n* +6n-16=(n+8)(n-2)

8. 1 - x-6=(x-3)(x+2) 20. o* - 2la+20={a—20)(a-1)
9. x*-9x+8=(x-8)(x-1) 21,y +y-30=(y+6)(y-3)

22. a2—11a+28=(a—7)((z—4)
23. #* —611—40=(n—10)(n+4)
24. x* - 5x-36=(x-9)(x+4)

10. ¢* +5c-24=(c+8)(c-3)
1. 2 =3x+2=(x-2)(x-1)

12. a* +Ta+6= (a+ 6)(a+ l)

El procedimiento anterior es aplicable a la factorizacion de
trinomios que no siendo de la forma X2+ bX+ ¢ se parecen mucho
ya que podemos notar que la letra del primer término tiene raiz
cuadrada exacta y la letra del segundo término tiene la misma letra
que el primero y su exponente es la raiz cuadrada del exponente del
primer término.

Ejemplos :
1 x +5 +4= (x2 +4)(x2 + l)

2 x6—6x3—7:(x3—7) x3+1)
3.0 -2x'-80=(x" - 10)x" +8)

4. x'y* +ay-12= (xy+ 4)(xy— 3)
5. (4x)” -2(4x)-15= (4x-5)(4x+3)
6. (5x)* +13(5x)+42=(5x+7)(5x+6)
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7. %%+ 2ax - 150 = (x + 5a)(x - 3a)

8. ¢’ ~dab-21b" =(a7h)(a+3b)

9. (x-y) +2(x-p)-24=(x- y+6)(x- y-4)
10 -x +4x+3

=—(x2—4x—5) =—(x—5)(x+1)=(5—x)(x+l)

1. x10+x5-20:(x5+5)(x5—4

N’

FACTORIZACION UTILIZANDO LA FORMULA
GENERAL DE SEGUNDO GRADO :

La Forma Factorizada de un polinomio de segundo grado es :
P(x) = a.(X = X1).(X = Xz)
es el

Donde “X1“y “X2" son las dos raices del polinomio y “a”
coeficiente principal. >

R
-

En estos apuntes, a partir de la pagina 48, hemos estudiado las
ecuaciones de segundo grado con una incognita. Hemos dicho que las
raices de una ecuacion de segundo grado son los valores de la incognita
que satisfacen la ecuacion y que toda ecuacion de segundo grado tiene
dos raices.

La férmula para hallar las dos raices de una ecuacion de segundo
gradoes:

—b+vVb?% —4ac
X =
2a

APUNTES DE ALGEBRA

Podemos entonces deducir la siguiente REGLA PRACTICA PARA
FACTORIZAR UN TRINOMIO DE LA FORMA aX2+ bX+ c :

1) Se calculan las dos raices que satisfagan la ecuacion
aX2+ bX+ c =0 con la utilizacién de la formula general
de 2do. Grado (también conocida como resolvente).

2) Se descompone el trinomio en dos binomios cuyo primer
término sea la X.

3) A continuacion de cada X se coloca cada una de las raices
pero con signo cambiado.

4) Se indica la multiplicacién de los dos binomios anteriores
por el valor de “a”.

aX?+bX+c = a.(X=X).(X=Xp)

Ejemplo 1: Factorizar la ecuacion 2X2—4X =6

En la pagina 49 de estos apuntes calculamos las dos raices de
esta ecuacion con la utilizacion de la formula general de sequndo grado.

Las raices de la ecuacion 2X2-4X-6=0 son X=3 y

X=-1, porque ambos valores satisfacen esta ecuacion.

Conociendo las dos raices y tomando en cuenta la Forma
Factorizada de un polinomio de 2do grado, podemos decir que :
2X2—4X -6 = 2.(X=3).(X+1)

Note que los nimeros que acompafian a la X en los dos binomios
del miembro de la derecha son las raices calculadas anteriormente pero
con el signo cambiado.

Ejemplo 2 : Factorizar el trinomio 49X% - 70X + 25

En la pagina 50 de estos apuntes calculamos las dos raices de
esta ecuacion con la utilizacion de la formula general de segundo grado.
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49x" = 70x+25=0

70£4(70)° - 4(49)(23)
o 2(49)

701 ,/4.900-4.900

98

X

A9X2—T70X +25 = 49 (X- = ).(><—7E )

Note que los numeros que acompafian a la X en los dos binomios
del miembro de la derecha son las raices calculadas anteriormente pero
con el signo cambiado.

Ejemplo 3 : Factorizar el trinomio — X? — 56 — 15X
Primero ordenados el trinomio : - 1X2 - 15X - 56  y luego
aplicamos la formula general de segundo grado (resolvente) :
_ —=(=15) £ /(=15)? — 4(=1)(=50)
X = 2(_1)
o = F15Hv225-224 _ 15+ Vi 15+1
- - - =2 =2
15+ 1 16
X, = . = — = —8
-2 -2
15-1 14
X, = . = — = -7
-2 -2

Conocidas las raices decimos que :
—1X*-15X-56 = —1.(X+8).(X+7)

APUNTES DE ALGEBRA

Ejemplo 4 : Factorizar el trinomio —3X?+5X—-2 =0

~5)+/6F-4(-3)-2) _~5¢% V25-24 =541

X=

2(-3) -6 —6
541 X:—5+1:—4:g
Sl—- 1 —6 —6 3
-5—1 -6
Xp = 6 = —_ﬁ =1

Conocidas las raices decimos que :
—3X?+5X -2 = =3.(X=2/3).(X - 1)

Note que los numeros que acompafian a la X en los dos binomios
del miembro de la derecha son las raices calculadas anteriormente pero
con el signo cambiado.

Ejemplo § : Factorizar el trinomio 25X?% — 15X +2

15++/25
S50
1545 20 2
YET50 Ts507s

C15-5 10 |
7750 Ts0 s
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Conocidas las raices decimos que :

25X2 - 15X +2 = 25.(X - 2/5).(X - 1/5)

Note que los numeros que acompafian a la X en los dos binomios
del miembro de la derecha son las raices calculadas anteriormente pero
con el signo cambiado.

FACTORIZACION DE UN POLINOMIO
APLICANDO LA REGLA DE RUFFINI

CONSIDERACIONES :

1)

2)

3)

4)

5

Para factorizar por el método de RUFFINI, es necesario que el
polinomio posea un término independiente.

El polinomio se debe ordenar en forma decreciente, es decir
desde la potencia mas alta hasta el término independiente.

Se debe vigilar que el polinomio esté completo, en aquellos
polinomios donde falta un término debemos colocar el mismo
acompafiado del coeficiente cero.

Las posibles raices del polinomio son todos aquellos nimeros
positivos y negativos que dividan, en forma exacta, al término
independiente.

Cuando se determine el valor de una raiz, para los efectos de
colocarlo como factor siempre se le debe cambiar el signo,
esto ocurre porque al igualarlo a cero el numero cambia de
signo.

APUNTES DE ALGEBRA

6) El polinomio se puede factorizar total o parcialmente. Esta
factorizado en forma total cuando el numero de factores
coincide con el grado del polinomio, en caso contrario se dice
que esta factorizado parcialmente.

Factorizar

X —4X3— X2+ 16X —12

Para aplicar la REGLA DE RUFFINI debo tener presente que las

raices enteras que puede tener el polinomio seran algunos de los
divisores del término independiente. (en este caso en particular de 12) o
sea que se pruebacon 1,-1,2,-2,3,-3,4,-4,6, -6, 12 y -12.

Primero se copian los coeficientes del polinomio en una tabla similar a

la siguiente:
X4 - 4X3 -X? + 16X -12
1 -4 -1 16 -12
Se copia el primer coeficiente debajo de él mismo :
X4 - 4X3 -X? + 16X -12
(1] -4 1 16 _12
‘]._/
I
X
1)
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Se prueba con el primer divisor del término independiente (a esto lo
llamaremos raiz)( 1 en ese caso):
/

Se multiplica la raiz por el resultado de la suma algebraica realizada y
este producto se copia debajo del tercer coeficiente :

/
/ X - 4X3 -X2 | +16X | -12
yoOX | -4 | -X2 | +16X | -12

7 - 1 -4 -1 16 - 12

s 1 -4 -1 16 - 12 o P

1) il T N,

Nl 1 \}\//_3\/\/"
1 —

Se multiplica la raiz con el primer coeficiente que se bajo y el producto
se copia debajo del segundo coeficiente :

Luego se efectua la suma algebraica de las dos cantidades ubicadas
en la columna donde se coloco el producto:

X | —4C | -X2 | +16X | -12

1 4| -1 | 16 12
1 P
1 | -3
1 -3 -4/

X4 - 4X3 - X? + 16X -12
B 1 -4 -1 16 -12
‘/\/ 1 \/\ ///—‘\\
- - 1
G

Luego se efecttia la suma algebraica de las dos cantidades ubicadas
en la columna donde se colocd el producto:

Se multiplica la raiz por el resultado de la suma algebraica realizada y
este producto se copia debajo del cuarto coeficiente :

X¢ -4X3 -X? + 16X -12
N 1 -4 -1 16 -12
C1 o
e e —— ] _ 1 -3 - 4 )
— PN B AN -
1 -3 -4

X4 —-4X3 -X? + 16X -12

1 /-4 1 16 ~12
1 C
v 1
1 =3/

APUNTES DE ALGEBRA

Luego se efectia la suma algebraica de las dos cantidades ubicadas
en la columna donde se colocd el producto:
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X4 -4X3 - X? + 16X -12

1 4 S S LN T
1 C
1 I
1 3 N AT

~=

Se multiplica la raiz por el resultado de la suma algebraica realizada y
este producto se copia debajo del quinto coeficiente :

X -4X3 - X2 + 16X -12
3 1 -4 -1 16 12
\/\/ 1 \,\‘ ///—‘\\
et T =21 | -3 -4 |yl12)
1 -3 {12

Luego se efectua la suma algebraica de las dos cantidades ubicadas
en la columna donde se colocd el producto:

X4 -4X3 - X2 + 16X -12
1 4 1 16| j~12
1 L
1 -3 -4 |12
1 -3 4 2|0 /
» L

Como el resultado final es cero ( 0 ), esto nos indica que el 1 si es una
raiz del polinomio y nos sirve para factorizar.

APUNTES DE ALGEBRA

Si el resultado hubiese sido distinto de cero, habria que seguir
probando los demas divisores de 12.

Hasta ahora tenemos un producto como se observa al utilizar los
nuevos coeficientes obtenidos: — ~

—_—— —
——— ————— —_— —

7

/
/ X4 —43 | -x2 | +16X | -12
,’ 1 -4 -1 16 -12

1
1 -3 -4 12

\ 1 -3 -4 12 0
Y (X-1).](X3 -3x2 | -4X | +12)

~
~
~

Note que la raTz\caiculeya es 1, pero por lo indicado en la
consideracion 5 se debe colocar -1

Lo que hemos hecho hasta ahora es consequir la primera raiz entera
del polinomio que queremos factorizar, tenemos entonces que:

Xt - 4)X3 - X2+ 16X =12 = (X-1)( X3— 3X2 - 4X+ 12)

De hecho ya hemos factorizado el polinomio, pero el sequndo factor
de tercer grado debemos intentar sequir factorizandolo.

Para buscar la sequnda raiz se recomienda utilizar el método de
Ruffini para el sequndo factor de tercer grado ( X°- 3X%2 -4X+ 12)
probando con los divisores del término independiente (12 en este caso
también)

Procedemos entonces de manera similar a lo explicado al inicio de
este ejercicio pero ahora con el polinomio de grado tres :
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De nuevo pruebo con 1:

X3 - 3X2 -4X +12
1 -3 -4 12
1
1 -2 -6
1 -2 -6 6

Como el resultado final es distinto de cero (6 en este caso), sigo
probando los demas divisores de 12.

Probando ahora con-1:

X3 - 3X2 -4X +12
1 -3 -4 12
-1
-1 4 0
1 -4 0 12

Como el resultado final es distinto de cero (12 en este caso), sigo
probando los demas divisores de 12.

Probando ahora con 2 :

X3 - 3X2 -4X +12
1 -3 -4 12
2
2 -2 ~12
1 ~1 “6 |_»0

—
//
—

Como el resultado final es cerd, hemos conseguido la sequnda raiz:

APUNTES DE ALGEBRA

X? | -3X2 | —4xX | +12
1 -3 -4 12
2
2 -2 -12
1 -1 -6 0
(X=2) L (X2 | -X ~6)

De donde X3- 3X2-4X+12 = (X-2) (X2-X-6)
El polinomio inicial va quedando factorizado de la siguiente manera :
X4-4X3-X2+16X-12 = (X-1)(X-2) ( X2-X-6)

Solo nos queda factorizar el tercer factor que es un polinomio de
segundo grado ( X2-X-6)

Para algunos alumnos resulta mas facil factorizar buscando dos
numeros que sumados den -1y multiplicados den -6 (es decir 2y - 3).

Como la finalidad de este trabajo es mostrar la utilizacion de la Regla
de Ruffini, vamos a continuar con su aplicacion.

Probando con-2:

X2 -X -6
1 1 -6
-2
-2 6
1 -3 0
(X+2) | (X -3)

La nuevaraiz es - 2 y el dltimo factores (X-3):
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De donde X2-X-6 = (X+2)(X-3)

El polinomio inicial quedara factorizado de la siguiente manera:

Segun como sea el polinomio hay métodos que se pueden aplicar y
otros que no.

Se aconseja que se intenten aplicar los cinco métodos sucesivamente,
es decir, en primer lugar se puede extraer el factor comun, y luego se
pueden sequir aplicando otros de los métodos.

Algunas veces es posible combinar varios métodos a la vez. Lo
importante es que el alumno se ejercite en los métodos existentes y
cuando se presente el problema tenga suficientes y claros criterios para
afrontar la situacion.

En algunas ocasiones y de acuerdo al problema planteado se puede
paralizar el proceso de factorizacion de acuerdo a nuestra conveniencia;
en este ejercicio en particular podemos sefialar varias formas de
factorizacion de este polinomio:

Con una raiz:

X4—4X3-X2+ 16X-12 = (X-1)( X3- 3X2-4X+12)

Con dos raices:

X4 —4X3-X2+ 16X-12 = (X-1)(X-2) ( X2-X-6)

Con todas sus raices:

X —4X3-X2+ 16X-12 = (X-1)(X-2)(X+2)(X-3)

APUNTES DE ALGEBRA

Para aplicar la REGLA DE RUFFINI debo tener presente que las
raices enteras que puede tener el polinomio seran algunos de los
divisores del término independiente.

Esta condicion no nos obliga a que probemos una sola vez cada
raiz; por ejemplo si probamos con “1” y la suma final nos da “0” ,
esto significa que “1” es una raiz (la primera), pero como un
polinomio puede tener dos o mas raices iguales se recomienda que
a continuacién pruebe con la misma raiz (“1” en este caso)

El ejercicio siguiente persique demostrar que lo indicado
anteriormente es recomendable hacerlo

Factorizar X* +3X3—15X2+ 17X —6

Probando con 1 :

X4 +3X3 —15X2 +17X -6
1 3 -15 17
1 1 4 -11
1 4 -11 6
{X-1) . { % + 4x2 - 11X +6)

Lo que hemos hecho hasta ahora es consequir la primera raiz entera
del polinomio que queremos factorizar, tenemos entonces que:

Xt 430 - 152+ 17X-6 = (X—1)( X3+ 4X2 -11X + 6 )

Para buscar la segunda raiz se recomienda utilizar el método de
Ruffini para el segundo factor de tercer grado indicado anteriormente
( X3+ 4X2 - 11X + 6 ) probando con los divisores del término
independiente (6 en este caso también)

Ing. José Luis Albornoz Salazar - 64 -



De nuevo pruebo con 1

X3  +4X2 -11X +6
1 4 -11 6
1
1 5 -6
1 5 -b 0
(X-1) . (X* +5X -6)

Hemos encontrado la segunda raiz ( en este caso también es 1) y el

polinomio inicial va quedando factorizado asi :

X+ 3X3 - 15X2+ 17X-6 = (X—1)(X-1) ( X2+ 5X-6)

Solo nos queda factorizar el tercer factor que es un polinomio de

Factorizar X4 —11X2 - 18X —8

Para aplicar la REGLA DE RUFFINI en aquellos polinomios donde
falta un término debemos colocar el mismo acompanado del
coeficiente cero.

En este caso en particular notamos que el polinomio no tiene el
termino de grado tres, se conformara de la siguiente manera :

X4 +0X -11X2 - 18X -8

Probando con 1:

segundo grado ( X2+ 5X-6)

Probando de nuevocon 1 :

xl

+ 5X

-6

5
1

[} [

1

o

o

(X-1). (X

+ 6}

La nuevaraizes 1 yeldltimo factores (X+6):

Calculadas como han sido todas las raices podemos decir que:

Note que las tres primeras raices son iguales y podemos decir que:

X4 +3X3-15X2+ 17X-6 = (X-1)3 (X+6)

APUNTES DE ALGEBRA

X4 +0X3 - 11x2 -18X -8
1 0 -11 18 -8

1 1 -10 28
1 1 -10 28 _ 36

Probando con -1 :

-

-

=
//
—

Como el resultado es distinto de cero quiere decir que 1 no es raiz.

x4 +0X3 - 11x2 -18X -8
1 0 -11 -18 -8

-1 1 10 8
1 -1 -10 -8 » 0

—

—

—

Como el resultado es iqual a cero” quiere decir que — 1 si es una raiz.
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El polinomio va quedando factorizado asi :

Xt —11X2 - 18X-8 = (X+ 1) (X3-X2- 10X-8)

Probando de nuevo con — 1 pero ahora con el segundo factor de
tercergrado (X®-X2-10X-8)

FACTORIZAR : 2X® +3X*-3X =2 “

X3 - X -10X -8
1 -1 -10 -8
-1 -1 2 3
1 -2 -8 0

La segunda raiz también es - 1, el polinomio va quedando factorizado
asi:

X4 -11X2- 18X-8 = (X+1)(X+1)( X2-2X-8)
Solo nos falta factorizar el polinomio ( X?-2X-8)

Para factorizar el polinomio ( X?-2X - 8) buscamos dos numeros
que sumados den — 2 y multiplicados den — 8 (enestecaso 2 y —4)

Como ( X2-2X-8) =(X+2) (X - 4)

El polinomio inicial quedara factorizado asi :

O también puede ser indicado asi :

X4 -11X2- 18X-8 = (X+1)2(X+2)(X -4)

APUNTES DE ALGEBRA

26 #3X2 -3 -2
2 3 -3 -2
! 2 5 2
2 5 2 0
~2 -4 -2
<2 1
- _‘——'\\\ 0
|2x3 +#3X2-3X -2 = (x-1)(x+2)(2x+1)I
I_ .....................................................
FACTORIZAR : 2X3 - 12X + 64
206 -1262  +0X  +64
2 -12 0 64
-2 4 32 _ 64
2 16 32 0
4 8 -32
2 -8 0
4 8
2}0 0
ettt R -
| DG - 122+64 = 2(X+2)(X-4)(X-4) }
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Probamos con 1, - 1. 2, - 2 y 3 y detrminamos que ninguno de esos

valores son raices.

COCIENTE NO FACTORIZABLE
(Factorizacion Parcial)

Probamos con -3 :

No todos los polinomios pueden ser factorizados totalmente.
Algunas veces nos encontraremos con polinomios que NO permiten

conseqguir todas sus raices ya que dentro de su factorizacion X3 + 4X2 + 4X +3
presentan en su cociente un polinomio no factorizable. |
: 1 4 4 3
-3
-3 -3 -3
H FACTORIZAR : X*+5X%+8X*+7X +3 1 1 1 0
(X+3)| (x| +X | +1) {__
' T = =~ ~
Probamos con “1” y el resultado no fue igual a cero por lo que “1” no l/ \
es una raiz. Como el resultado es igual a cero, “~ 3” si es raiz, entonces podemos

decir que :

Probando con = 1”:
X34 4X2+4X+3 = (X+3) ( X2+ X+1)

\
I
I
|
|
I
|
I

|

|
|
I
|
o
|
X + 5X3 | +8X2 | +7X +3 o
-
1 5 8 7 3 ' . o !
l Cuando tratamos de factorizar al polinomio X2 + X+ 1
-1 4 4 _4 _3 I notaremos que no es factorizable ( ni siquiera utilizando la férmula:
| —b+VbZ-
1 4 4 3 P 0 | cuadratica x = ‘2—4“ ) , luego podemos afirmar que: ,I
(X+1)| (X3 + 4X2 + 4X +3 |- §|\ a S
7 | joT T L IIIIIIIIIIIIIOs L
/ (?omo el resultado es igual a cero, “= 1" si es raiz, entonces podemos | : X4+5X3+8X2+TX+3 = (X+1)(X+3)( X2+ X+1) :
l\-deCIrqie; ________________ | -___________________._._._._/.7./_ ........................... i

X¢+5X3+ 8X2+TX+3 = (X+1)(X%+ 4X2+ 4X+ 3)

Ahora tratamos de factorizar al polinomio X3+ 4X2 + 4X + 3
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<4FUNCIONES

Cuando una cantidad variable depende de otfra se dice que esta :

en funcién de esta ultima.

Se dice que “y” es funcion de “x” cuando al valor de la variable
“x” corresponde uno y solamente un valor de la variable “y”.

La notacién para expresar que “y” es funcion de “x” es :

Y = f(x)

CONSTANTES Y VARIABLES

Son constantes /as cantidades que intervienen en una cuestion
matematica cuando tienen un valor fijo y determinado, y variables cuando
toman diversos valores. Veamos dos ejemplos:

1) Si un metro de tela cuesta $2, el costo de una pieza de tela
dependera de su nimero de metros. Si la pieza tiene 5 metros, el
costo sera de $10, si tiene 8 metros, sera $16, etc. Aqui, el costo
de un metro de tela que siempre es el mismo ($2), es una
constante; e/ nimero de metros y e/ costo de la pieza, que
toman diversos valores, son variables.

En este caso el costo de la pieza depende del nimero de metros
que tenga. El costo de la pieza es la variable dependiente y el
numero de metros /a variable independiente.

2)  Si un automévil desarrolla una velocidad de 100 kildbmetros por
hora, el espacio que recorra dependera del tiempo que esté en
movimiento. Si avanza durante 2 horas, recorrera un espacio de
200 kilometros y durante 3 horas recorrera 300 kilometros. Aqui, la
velocidad de 100 kilometros es constante ; el tiempoy
el espacio recorrido, que toman sucesivos valores, son variables.

APUNTES DE ALGEBRA

En este caso el espacio recorrido depende del tiempo que esté
avanzando el automovil. El tiempo es la variable independiente y
el espacio recorrido la variable dependiente.

FUNCIONES EXPRESABLES POR FORMULAS

En general, las funciones son expresables por férmulas o
ecuaciones cuando Se conoce la relacion matematica que liga a la
variable dependiente o funcion con las variables independientes, es decir,
cuando se conoce la ley de dependencia. En estos casos habra una
ecuacion que sera la expresion analitica de la funcion y que define la
funcion.

Asi,  y=2x+1,

y=2x3, y=x3+2x-1

son funciones expresadas por ecuaciones o formulas.

2x + 1 es una funcién de primer grado, 2x2 es de segundo grado y
x3 + 2x - 1 es de tercer grado (el grado lo define la mayor potencia a la
que esté elevada la variable independiente)

Los ejemplos anteriores son funciones de la variable “x” porque a
cada valor de “x” corresponde un valor determinado de la funcién.

“w

Considerando la funcion 2x + 1, que representamos por “y’,
tendremos : y = 2x + 1.

Para

X=0, y=2"0+1=1
X=1 y=2"1+1=3
X=2 y=22+1=5
Para

X=-1, y=2(-1)+1=-1

-1
-2, y=2(-2)+1=-3 efc

X

(1

“x” es la variable independiente; “y”es la variable dependiente..
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<COMO GRAFICAR UNA FUNCION

CONOCIENDO SU ECUACION : !

La representacion gréfica de una funcion algebraica se hace sobre
un SISTEMA RECTANGULAR DE COORDENADAS CARTESIANAS.

Dos lineas rectas que se cortan constituyen un sistema de ejes
coordenados. Cuando las lineas son perpendiculares entre si, se
denomina sistema de ejes coordenados rectangulares o sistema
rectangular de coordenadas cartesianas.

4
Il /

A
v

l v

i
|
|
|
I
i
i
i
i
i
i
|
i
i
i
i
i
i
Los ejes dividen al plano del papel en cuatro partes llamadas |
cuadrantes (I, Il lll y IV). i
|
i
i
i
i
i
i
i
i
|
i
i
i
i
i
i
i
i

El punto donde se cortan los dos ejes se denomina “origen”.

Cualquier distancia medida sobre el eje horizontal desde el “origen”
hacia la derecha es positiva y desde el “origen” hacia la izquierda es
negativa.

Cualquier distancia medida sobre el eje vertical desde el “origen”
hacia arriba es positiva y desde el “origen” hacia abajo es negativa.

Cualquier representacion se inicia con la ubicacion de los puntos
que estan contenidos en la funcién, es decir : Los puntos que cumplen
con la funcién que va a ser graficada.

Dado un punto P(x,y), su ubicacién en el sistema de coordenadas
se realizara de la siguiente manera:

APUNTES DE ALGEBRA

“x” representara el numero de unidades que se encuentra alejado
del eje vertical (a la derecha o a la izquierda del “origen’).

“y” representara el nimero de unidades que se encuentra alejado
del eje horizontal (arriba o debajo del “origen’).

Para fijar mejor la idea realizaremos algunos ejemplos :

Ejemplo: Graficar el punto A(2,3)

Sobre el eje de coordenadas grafico una recta auxiliar que pase por
donde el eje horizontal indica 2 unidades positivas (a la derecha del
“origen’)

Y

A |

Y

Esta recta auxiliar que acabamos de trazar no tiene ninguna
utilizacion significativa en la grafica, “simplemente” es una ayuda visual
para la localizacion del punto que queremos graficar (Se recomienda
hacerlo en un trazo “suave” o “claro” para evitar confusiones).

Recuerde que el numero que aparece a la izquierda dentro del
paréntesis siempre se refiere a las unidades del eje horizontal (eje X) y el
numero que aparece a la derecha se refiere a las unidades del eje vertical
(eje V).
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A continuacién grafico otra recta auxiliar pero ahora pasaré por

donde eleje vertical indique 3 unidades positivas (arriba del “onigen’).

A |
"""""""""""""""""""" i"'l‘"'l‘"'l
1
. .
____________________________ | S T,
1 I 1
——t ___I___r-.;.-_,_
. .
:
"""""""""""""""""""" i‘"'l‘"'l‘"'l
1
............................ i
’ 1
di i} | -
X ¢ 1 > X
. ! ,
-----------------------------------------
............................ S B
_______________________________ I
............................ AR
____________________________ 1.
'y

£ punto donde se cortan estas dos “rectas auxifares” sefiala la

ubicacion delpunto A(2,3).
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Algunos atrfores recomiendan el siguiente método . Ubiguese en

e/l “origent”, obsenve el primer nimero gue aparece en el paréniesis, si

es positivo traskdese tantas unidades a la derecha (2 en este caso),
desde alli trasbdese tantas unidades hacia amba o hacia abajo (como
es positivo, me trasiado 3 unidades haciz arriba).

APUNTES DE ALGEBRA

Ejemplo: Graficar el punto B(4,0)

-X

Y
B S
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 5 s
< .—: >X
g :
Ejemplo: Graficar el punto C(-3,0)
Y
777777777777777777777777777 A
« *— > X
Ejemplo: Graficar el punto D(0,2)
Y
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, L
T T T
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, .
< : X
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Ejemplo: Graficar el purto E{0,-4)
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Recoerde: Elvalor gue esté del lado izquierdo dentro del
paréntesis representa ks unidades que debo desplazarme sobre el eje
horizontal (positivo hacia la derecha y negativo hacia la izquierda). £/
vabr gue esla del lado derecho dentro del paréniesis representa las
unidades que debo desplazarme sobre el efe ventical (positivo hacia
amiba vy negativo hacia abajo).

APUNTES DE ALGEBRA

Una RECTA puede ser indicada con la siguiente ecuacion

general : aX+ bY — ¢ = 0, en donde para cada valor de “x” existira
UNO Y SOLO UN valor de “y” (y viceversa). El par de numeros o “par
ordenado” (x,y) obtenido por medio de esta ecuacion representa un
punto que esta ubicado o contenido en la recta indicada por dicha
ecuacion.

Para calcular cualquier punto perteneciente o contenido en

una recta basta con dar CUALQUIER valor a “x” y obtener el UNICO
valor correspondiente a “y” (o viceversa).

Conocidos dos puntos de una recta puedo graﬁcarla
trazando una linea recta que pase por dichos puntos.

Vamos a utilizar un ejemplo para fijar mejor la idea :
Ejemplo: Graficar la recta identificada por la ecuacion 3X+ 2Y-6=0
Cuando estudiamos bachillerato nos ensefiaron a dibujar “una cruz”
donde colocabamos del lado izquierdo los valores que le asignamos a ‘x”

y al lado derecho los valores queg calculabamos de *y” (o viceversa).
X |lY

Respetando este criterio, procederemos de la siguiente manera:
Para X=0

Sustituyo este valor en la ecuacion 3X+2Y-6=0

3(0)+2y=6 ,; 0+2Y=6 Y=6/2 ; Y=3
X 1Y
0|3
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En tal sentido el primer punto o par ordenado calculado sera A(0,3)

Ahora le doy CUALQUIER OTRO VALOR a “x” o “y”. Entiéndase
bien, cualquier valor que se nos ocurra. La ecuacion de una recta se

[

cumple para cualquier valor de “x” o para cualquier valor de “y”.
Para Y=0

Sustituyo este valor en la ecuacion 3X+2Y-6=0

3X+2(0)=6 ; 3X+0=6 X=6/3 ; X=2
XY
013
2 [0

Los dos puntos que hemos calculado y que estan contenidos en la :

recta 3X+2Y-6=0 son:
A(0,3) y B(20)

Conocidos los dos puntos procederemos a graficarlo en el sistema
de coordenadas recordando lo explicado en las paginas anteriores:

APUNTES DE ALGEBRA

Graficados como han sido los dos puntos calculados, solo nos
queda trazar la recta que pase por los mencionados puntos.

Se aclara que la recta abarcara todo el plano ya que los valores
que pueden tomar “x” y “y” van desde - * hasta +°

: o 3X+2Y=6
N

Ejemplo: Graficar la recta identificada por la ecuacion -X+ Y-2=0

Algunos autores suelen utilizar una tabla escribiendo debajo de
cada valor de “x” el correspondiente valor de “y”. Resaltando que aunque
solo es necesario conocer dos puntos para graficar la recta, los otros
puntos sirven para verificar que la misma fue bien trazada al notar que

todos estan contenidos en ella.

X -3 -2 -1 0

Y -1 0 1 2 3 4 5

Para calcular los valores anteriores utilizo el procedimiento
explicado en el ejercicio anterior. REPITO: Le damos cualquier valor a
“x” y calculamos el respectivo valor de “y” (y viceversa).

Escojamos los puntos P(-3,-1) y Q(3,5) y tracemos la recta por ellos
dos. Después verifiquemos que todos los demas puntos estén contenidos
en ella.
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-X+Y-2=0

___________________ I
Y
Ejemplo: Graficar la recta identificada por la ecuacion X-2Y=0

Generalmente, para facilitar el calculo de los dos puntos necesarios
para graficar la recta, procedemos a utilizar “X=0" y después “Y=0"
obteniendo los dos puntos donde la recta corta a los dos ejes (horizontal y
vertical).

Pero en aquellas rectas que pasan por el “origen” (como en este
caso) los dos calculos nos llevaran al mismo resultado (0,0). Esto es
l6gico ya que hemos visto que para cada valor de “x” existe UNO Y SOLO
UN valor de “y” (y viceversa).

Este “problema” lo evitamos si nos acostumbramos a darle
CUALQUIER valor a alguna de las dos variables y calcular el valor de la
otra (no siempre “X=0"y “ Y=0") .

Para Y=0 ; X-2(0=0 ; X=0

Para Y=2 ; X-2(2J=0 ; X=4

X y
0 0
4 2

APUNTES DE ALGEBRA

Ejemplo: Graficar la recta identificada por la ecuacion X =3

Este tipo especial de rectas no necesitan del calculo de alguno de
sus puntos ya que ella “nos dice” que “pasara” por todos aquellos donde
X =3, y esto sucede en una recta paralela al eje vertical alejada tres
unidades en sentido positivo (a la derecha del origen).

v
>

]
< &
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Ejemplo: Graficar la recta identificada por fa ecuacién X=-2

Este fipo especial de rectas no necesitan def calculo de alguro

e sus puntos ya que elia

‘hos dice” que “pasard” por todos aquellos

donde X = -2, y esto sucede en una recta paralela al eje veriical
alejada dos unidades en sentido negativo (a fa izquierda del origen).

A
————————————————————————————————————————
1 1
' 1
——————————————————— obo
' 1
' 1
________ [ (TR AN TR S S
h h
' 1
' 1
——————————————————— r
' 1
1 1
___________________ &
1 1 1
1 ' 1
& !
X <« T VX
1 '
1 '
r-—=-r---r---%--- r-——-fF--- el el il el
'
bocobosab LN

NOTA: La recta X = 0 estara representada por el aje
vertical (eje Y)

Ejemplo: Graficar la recla identificada por fa ecuacion ¥=4

Este lipo especial de rectas no necesitan del calctlo de alguno
de sus puntos va que ella “nos dice” que “pasara’ por todos aquellos
donde Y = 4 , y esto sucede en una recta paralela al eje horizontal
alejada cuatro unidades en sentido positivo (arriba del origen).
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1 1
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1 1 1
b codb comboodhcodmond booaso o de codooodenod
1 1 1
| IS U R RN D D —— L U [ |
1 1 1
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X« : . X
FPecdAreeceeoreedeeoqleecedreedeoadqecageosq)
| ISR ) N ) DU | —— L | |
1 1 1
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1 1 1
> Jecodsoodocodeoodonod
1 1
g g
___________________ ) AN R T S S

APUNTES DE ALGEBRA

Ejemplo: Graficar la recta identificada por

la ecuacion Y=-3

Este tipo especial de rectas no necesitan del calculo de alguno de
sus puntos ya que ella “nos dice” que “pasara” por todos aquellos donde
Y = -3, y esto sucede en una recta paralela al eje horizontal alejada tres
unidades en sentido negativo (debajo del origen).

fffffffffffffffffffffffffff

____________________________

ffffffffffffffffffffffffffff

___________________________

_____________________________

___________________________

NOTA: La recta Y = 0 estara representada por el eje
horizontal (eje X).

Sobre un mismo sistema rectangular de coordenadas se pueden
graficar varias rectas

y
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GRAFICAS DE ALGUNAS RELACIONES Y FUNCIONES DE
SEGUNDO GRADO

1) Grafico de y = x?

Se forma una tabla con los valores de x y los correspondien-

tes de -
xX|-3({-25|-2(-15|-1]0]|1]1.5 |2]|2.5
9| 6.25 2.25 1|0|1]|2.25[4[6.25

En el grafico (Fig. 35) aparecen representados los valores de
¥ correspondientes a los dados para x.

La posicién de esos puntos nos indica la forma de la curva; es
una parabola, una curva ilimitada.

El trazado de la curva uniendo entre si los puntos que encon-
tramos de cada lado del eje de las ¥ es aproximado. Cuantos
mas puntos se lecalicen, mayor aproximacion se obtendra.

A la operacién de trazar la curva después de obtener sélo al-
gunos puntos se le llama interpolacién, y consiste en hacer
pasar la curva por muchos otros puntos que no hemos hallado,
pero que suponemos pertenecen a la curva.

14
| |
{
i
t
{ T
L]
A I
1Y 7
e
X’ /4 X
v
Figura 35

APUNTES DE ALGEBRA

2) Grafico de X* + Y= 16
Despejando y tendremos:
¥i=16 - x% luego, y =+ 16 - x?

El signo = proviene de que la raiz cuadrada de una cantidad
positiva tiene dos signos +y -. Por ejemplo, v 4 = + 2
porque

F2x(+2D=+4y(-2yx(-2)=+4

Por tanto, en este caso, a cada valor de x corresponderin das
valores de y, uno positivo y otro negativo.

Dando valores a x:

Y
-
’/""[_'w\
a .
/
. +|4
X a2 X
\
N v
\"'----.J,_._.//r
}IJ
Figura 36
x|-41-13 -2 -1 0 1 2 3 4
Y0 |£26| 34|38 +4| £3.8]+3.4|+26|0

La curva (Fig. 36) es un circule cuyo centro esti en el origen.

Toda ecuacion de la forma x2 + y2 = r2 representa un circulo
cuyo radio es r. En el caso anterior, el radio es 4, que es la
raiz cuadrada de 16.
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3) Gréfico de 9x?+ 25y2 = 225 L |» cratcodexy=56 ¥ =2

Despejando ¥ tendremos: | Dando a x valores positivos tenemos:
i x|l o |w|1| 23|45 6| 7| 8| - |t
7 :
25}/2:225—9.1’2 yZZM ! ¥ £ |10| 5| 25|16|1.25| 1| 08| 07| 0.6(----] O
25 |
i Si marcamos cuidadosamente estos puntos obtendremes la curva situada en el primer
Qy2 Qy?2 : cuadrante de la figura 38.
yi=9- Loy =ty 9- ! ,
25 25 |
4 i
i
|
I L
b ~] | -
3% k ) / F% I
N\ 1% I
i
|
Figura 37 ' v
¥y’ I Figura 38
|
Dando valores a x tendremos: I Dando a x valores negativos tenemos:
i X 0 |-%}-1]-2]-3 -4 |-5)-6]|-7|-8 I =
Xl-51-4 (-3 -2 -1 10 1 2 3 4 5 :
: I y | o) 10 | -5]|-25|-16|-125|-1|-08|-07(-06| ----] O

ylo | z18] +24] £26| +28] 3| +28] +26| +241+18]0 [

Al marcar cuidadosamente estos puntos se obtiene la curva situada en el tercer cua-
drante de la figura 38.

En la fiqura 37 aparecen representados los valores de y correspondientes a los que i La curva obtenida es una hipérbola rectangular. Toda ecuacién de la forma xy = 2
dimos para X I.El curva obtenida 25 lna Elipse 0 cirva cerrada. I oy =7‘? donde 2 es constante, representa una hipérbola de este tipo.
i La parabola, la elipse y la hipérbela son conocidas como secciones conicas o

2 y?_ [ simplemente cénicas. El circulo es un case especial de la elipse.

X
y 2024 h2yl = 32h LI :
Toda ecuacion de la forma "™+ b'y"= 4 b , 052 b 1' representa ! En los graficos no es imprescindibie que la unidad sea una divisién del papel

. ! cuadriculado. Se puede tomar como unidad dos, tres o mas divisiones, lo que en
una Ellpse. i muchos casos resulta muy conveniente.

?4

i La unidad para las ordenadas puede ser diferenie a la de las abscisas.

APUNTES DE ALGEBRA | Ing. José Luis Albornoz Salazar - 76 -



4SISTEMAS DE ECUACIONES :

ECUACIONES SIMULTANEAS : Dos o més ecuaciones con dos o
mas incognitas son simultaneas cuando Se satisfacen para iguales
valores de las incognitas.

X+Y =5
X-Y=1

Asi las ecuaciones

Son simultaneas porque X =3 y Y =2 satisfacen ambas
ecuaciones.

ECUACIONES EQUIVALENTES son las que se obtienen una de la
otra.

Asi X+Y=4
2X+2Y=8

Son equivalentes porque dividiendo por 2 la segunda ecuacion se
obtiene la primera o multiplicando por 2 la primera se obtiene la segunda.

Las ecuaciones equivalentes tienen infinitas soluciones comunes.

ECUACIONES INDEPENDIENTES son las que no se obtienen una
de las otras.

Cuando las ecuaciones independientes tienen una sola solucion
comun son simultaneas.

ECUACIONES INCOMPATIBLES son ecuaciones independientes
que no tienen solucion comun.

Asi, X+2Y =10
2X+4Y =5

Son incompatibles porque no hay ningun par de valores de “X” y
“Y” que verifique ambas ecuaciones.

APUNTES DE ALGEBRA

SISTEMA DE ECUACIONES es la reunion de dos o mas
ecuaciones con dos 0 mas incognitas.

Asi, 2X+3Y = 13
4X-Y =5

Es un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos
incognitas.

SOLUCION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES es un grupo de
valores de las incdgnitas que satisface todas las ecuaciones del sistema.
La solucion del sistema anteriores X=2 , Y=3.

Un sistema de ecuaciones es posible o compatible cuando tiene
solucion y es imposible o incompatible cuando no tiene solucion.

Un sistema compatible es determinado cuando tiene una sola
solucion e indeterminado cuando tiene infinitas soluciones.

Para la RESOLUCION DE UN SISTEMA
ECUACIONES se tilizan cuatro métodos algebraicos:

DE

1. Método de igualacion.

2. Método de sustitucion.

3. Método de reduccion (suma y resta)
4. Por determinantes.

METODO DE IGUALACION :

Ejemplo 1: Resolver el sistema ) 7X+4Y = 13 (1)
5X-2Y = 19 (2

Despejamos una cualquiera de las incognitas; por ejemplo “X”, en
ambas ecuaciones
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13-4y
7

Despgjando X en(1) . 7X=13-4Y | X

_ 19+42Y

Despejando X en(2) . 8X=19+2Y | X .

Ahora se igualan entre si los dos valores de X que hemos obtenido

13 — 4Y 19 + 2Y

7 5

Y ya tenemos una sola ecuacion con una incognita; hemos
eliminado la X.

Resolviendo esta ecuacion (recordar Resolucion de Ecuaciones
Fraccionarias pag. 46) :
5(13-4Y)=17(19 + 2Y)
65-20Y =133+ 14Y
- 20Y-14Y=133-65
-34Y =68
Y=-2

Sustituyendo este valor de “Y” en cualquiera de las dos ecuaciones
dadas, por ejemplo en (1) (generalmente se sustituye en la mas sencilla),
se tiene :

IX+4(-2) = 13
7X-8 = 13
7X = 21
X=3

Elresultadoes: X=3 y Y=-2

VERIFICACION : Sustituyendo estos dos valores en las dos
ecuaciones dadas, ambas se convierten en identidad.

Ejemplo 2 : Resolver el sistema X+6Y = 27
7X-3Y=9

APUNTES DE ALGEBRA

x+6y=27 ; 7x-3y=9
x=27-6y Tx=9+3y
9+3y
R
9+3y

X

27-6y=

7(27- 6y)=9+3y
189-42y=9+ 3y

180=45y
4=y
x+6(4)=27
x+24=27
x=3

sol: x=3 y=4

Ejemplo 3 : Resolver el sistema | 3X-2Y = -2
5X+8Y = -60
3x-2y=-2 ; 5x+8y=-60 _170= 34y
3x=-2+2y S5x=-60-8y _5—
2-2y 60+ 8y ’
i 3x-2(-5)=-2
2-2y  60+8y 3x+10=-2
3 5 3v=-12
5(2-2y)=3(60+8y) x=-4
10-10y=180+24y sol:x=—4 y=-5
Ejemplo 4 : Resolver el sistema 3X+58Y =7
2X-Y = -4
3x+5y:7 ; 2x—y:—4 —13=13x
S5y=7-3x -y=-4-2x =y
_ I =442 2(-1)-y=-4
y= 5 y= X —ly-y=-
7-3x —2-y=-4
=44+ 2x
—y=-2
7-3x=5(4+2x) y=2

7-3x=20+10x

sol: x=-1 y=2
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METODO DE SUSTITUCION :

Ejemplo 1: Resolverelsistema ] X+Y =5 (1)
X-Y=1 (2

Despejamos una cualquiera de las incgnitas; por ejemplo “X”, en
alguna de las dos ecuaciones. Vamos a despejarla en la ecuacion (2).

Tendremos :
X=1+Y

Este valor de X se sustituye en la otra ecuacion (1).

X+Y=5 ; (1+Y)+Y=5

Ya tenemos una ecuacion con una incognita; hemos eliminado la X.
Resolviendo esta ecuacion:

1+2Y =5 ; 2Y=5-1 ; 2Y=4 ; Y=4+-2 ; Y=2
Sustituyendo este valor de “Y” en cualquiera de las dos ecuaciones
dadas, por ejemplo en (1) (generalmente se sustituye en la mas sencilla),
se tiene :
X+Y=6 ; X+2=5 ;

X=56-2 ; X=3

Elresultadoes: X=3 y Y=2

VERIFICACION : Sustituyendo estos dos valores en las dos
ecuaciones dadas, ambas se convierten en identidad.

Ejemplo 2 : Resolver el sistema X+3Y =6
5X-2Y =13

APUNTES DE ALGEBRA

X+3r=6

. Sx-2y=13
x=6-3y

s(6-3y)-2y=13 x+3(1)=6
30-15y-2y=13 x+3=6
~17y=-17 x=3
v=1 sol: x=3 y=1
Ejemplo 3 : Resolver el sistema S5X+7Y =-1
-3X+4Y =-24
Sx+7y=-1 -3x+4y=-24
Sx=-1-7y
4ly=-123
1+ 7y -
x=-— y=-3
147y ~3x+4(-3)=-24
3( 5 ]+4y_24 3y 12=-24
3+21y ~3x=-12
=t 4y=-24 .
x=4
34 21y+20y=-120 sol: x=4 y=-3

Ejemplo 4 : Resolver el sistema { 3X+4Y = 8

8X-9Y = -77
3x+4y=8 8x-9y=-77
4)::8—3_\: 59x:—236
 8-3x x=-4
YTy 3(-4)+4y=8
8- 3x _ =
8_y_9[ \):_77 12+4y=8
« 4y=20
32x-9(8-3x)=-308 y=5
32y =72+ 27v=-1308 sol: x=-4 y=5
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METODO DE REDUCCION (SUMA Y RESTA) :

Por considerar que este es el método mas expedito o de mas facil
aplicacion, le dedicaremos mas atencion que a los demas con la finalidad
de que el estudiante se familiarice mas con él.

Ejemplo 1: Resolver el sistema ) 5X + 6Y = 20 (1)
4X-3Y = - 23 (2)
Este meétodo consiste en sumar algebraicamente las dos

ecuaciones de manera tal que el resultado sea una sola ecuacion con una
Sola incognita.

Esto solo es posible si los coeficientes de alguna de las dos
incognitas son iguales pero con signos distintos.

En este sistema notamos que en la ecuacion (1) la letra “Y” estéa
acompafiada del coeficiente “6” y en la ecuacion (2) esta acompafiada del
coeficiente “— 3.

Si la ecuacion (2) la multiplicamos por “2” el coeficiente de “Y”
sera “— 6" y de esa manera si es posible aplicar este método (recuerde
que se deben multiplicar todos los términos de la ecuacion) :

4X-3Y = -23 por “2” esiguala 8X-6Y = —46

Ahora el sistema puede ser expresado como :

5X+6Y = 20
8X-6Y = —46
Al sumar las dos ecuaciones : 13X = -26
Realizando el despeje :
X=-26/13 X==2

Sustituyendo “X = - 2” en cualquiera de las dos ecuaciones dadas,
por ejemplo en (1), se tiene :

5X+6Y =20 ; 5-2)+6Y=20 ; -10+6Y=20

APUNTES DE ALGEBRA

6Y=20+10 ; 6Y=30 ;, Y=30/6 ; Y=5

Elresultadoes: X=-2 y Y=3§

VERIFICACION : Sustituyendo estos dos valores en las dos
gcuaciones dadas, ambas se convierten en identidad.

Es indiferente igualar los coeficientes de “X” o de “Y” para su
posterior eliminacién en la suma algebraica inicial. Generalmente se
igualan aquellos en que la operacion sea mas sencilla.

Para comprobar lo expresado anteriormente vamos a resolver el
mismo sistema de ecuaciones pero igualando los valores de ‘X’
inicialmente :

En este sistema notamos que en la ecuacion (1) la letra “X” esta
acompafiada del coeficiente “6” y en la ecuacion (2) esta acompafiada del
coeficiente “4”.

Se recomienda que la ecuacion (1) se multiplique por el
coeficiente que tiene la “X” en la ecuacion (2) y que la ecuacion (2) se
multiplique por el coeficiente que tiene la letra “X” en la ecuacion (1)
(la ecuacion de arriba por el coeficiente de abajo y la ecuacion de abajo
por el coeficiente de arriba). Para garantizar que los signos sean distintos,
en este caso en particular, se utiliza ‘- 4” 0 = 5.

"(+4)

5X+6Y = 20
"=9)

4X-3Y =-23
Una vez efectuada la multiplicacion el sistema quedara :

20X+24Y = 80
—20X+ 15Y = 115
39Y =195

Al sumar :

Realizando el despeje :
Y=195/39 ; Y=25
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Sustituyendo “Y = 5" en cualquiera de las dos ecuaciones dadas,
por ejemplo en (2), se tiene :

4X-3Y =-23 ;
4X =-23+15

4X - 3(5) =- 23 4X-15 =-23
4X =-8 ; X=-8/4 ; X ==2

Notamos que los resultados son los mismos obtenidos cuando
igualamos los valores de “Y”.

Ejemplo 2 : Resolver el sistema ] 6X-5Y = -9 (1)
4X+3Y = 13 (2)
Si quiero eliminar inicialmente la letra “Y” puedo notar que en la
ecuacion (1) dicha letra tiene coeficiente “— 5" y en la ecuacion (2) tiene
coeficiente “3”.

Se recomienda que la ecuacion (1) se multiplique por el
coeficiente que tiene la “Y” en la ecuacion (2) y que la ecuacion (2) se
multiplique por el coeficiente que tiene la letra “Y” en la ecuacion (1)
(la ecuacion de arriba por el coeficiente de abajo y la ecuacion de abajo
por el coeficiente de arriba).

Al multiplicar la ecuacion (1) por 3 y la ecuacion (2) por5:

18X - 16Y=-27

20X +15Y= 65
Al sumar : 38X = 38
Despejando :

X=38/38 ; X=1

Sustituyendo “X = 1" en cualquiera de las dos ecuaciones dadas,
por ejemplo en (2), se tiene :

4X+3Y =13 ; 4(1)+3Y =13 ; 4+3Y=13

3y=13-4 ,; 3¥Y=9 ; Y=9/3 ; Y=3

Elresultadoes: X=1 y Y=3

APUNTES DE ALGEBRA

Ejemplo 3 :

{9” 7y =- 47%(-11)

lx— 131 =-48 "(9)

9x+7(2)=-4
-9%9x- 77y= 44 O9x+14=-4
Ox-117y=-432 Ox=-18
- 194y=-388 x==-2
y=2 sol: x==2 y=2
Ejemplo 4 : En este sistema noto rapidamente que para eliminar la “X”

solo debo multiplicar la ecuacion de abajo por 7.

{7.\' —15y=1
~x — 6y=8 *(7)

7x-15(-1)=1
Tx—15v=1 Tx+15=1
{~7x#42y:56 Ty=—14
-57y=57 x=-2
y=-1 sol: x=-2 y=-1

Ejemplo § : En este sistema noto rapidamente que para eliminar la “X”
solo debo multiplicar la ecuacion de abajo por — 5.

{10.\‘— 3y =36
*
2% + 5y=-4 (-5)

10x— 3y=36 10x-3(-2)=36
—10x-25y=20 10x =30
-28v=56 x=3
y==2 sol: x=3 y=-2
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RESOLUCION POR DETERMINANTES : a C1
Para aplicar este procedimiento las ecuaciones tienen que estar as C, ar.Co —az.Ct
preparadas, de tal manera, que las incognitas estén a la izquierda de la Yy = =
igualdad y el termino independiente a la derecha. as b ar.by —a. b
Las incognitas deben estar en el mismo orden en ambas b
ecuaciones ( primero X y después Y). a2 2
arX+biY=c¢y
En forma general
axX+hY=c2

Ejemplo 1: Resolver el sistema | 2X+3Y = 14
3X-2y=-5
Al determinante formado por los cocientes de las incognitas se le
llama determinante del sistema; que en este caso es :

|
|
I
I
|
|
|
|
|
|
|
I
I
I
|
|
!
at b/ : -5 -2 (14).(-2) - (-5).(3)
>< = ar.bzs —az. b | X = =
az bz\ | 2 3 (2).(-2) —(3).(3)
!
i
|
|
|
|
|
|
I
I
I
|
|
|
|
|
|
|
I
I

14 3
_ _ 3 -2
porque como es un determinante de segundo orden su valor es igual al
producto de los numeros que forman la diagonal principal menos el
producto de los nimeros que forman la diagonal secundaria. _ —28+15 _ -13 X =1
—4-9 -13 ’
Cada incognita es igual a un quebrado que tiene por denominador
el determinante del sistema y por numerador este mismo determinante,
en el que se ha sustituido la columna formada por los coeficientes de la 2 14
incognita por la columna formada por los términos independientes; asi :
3 -5 (2).(-9) - (3).(14)
Y = =
C1 b 2 3 (2).(-2) - (3).(3)
C, b, c1.b2 —C2. by 3 )
X = =
ai b1 ar.bz —az. by
Y=—10—42=—52 , v =4
az bz —4-9  -—13
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|
Ejemplo 2 : Resolver el sistema X+3Y =6 : = = X==1
5X-2y =13 | T3 B
| 3 7
6 3 i
| 2 -4 (3).(-4) - (2).(7)
13 -2 (6).(-2) - (13).(3) | y = -
X = = | 3 3] (3).(-1) - (2).(9)
1 3 (1).(-2) = (3)-(3) |
| 2
5 -2 | -12-14 _ —26 _
! Y= T T Y =2
-12-39 _ -51 I
T o_2-15  -17 X=3 !
| Ejemplo 4 : Resolver el sistema 6X-5Y = -9
1 6 I 4X+3Y = 13
i
.. 5 13 ) (1).(13) - (3)-(6) : 9 -5
rs M2 - (369 : 13 3 F93) - (13)(-5)
5 =2 i X = 5 51
| - (6).(3) - (4).(-9)
_ _ i
' i32_3105 ) _1; ’ v=d : 4— 27 + :5 38
| " 18+20 38 X=1
Ejemplo 3 : Resolver el sistema 3X+56Y =7 [
X-Y = -4 i 6 -9
|
7 5 | 4 13 (6).(13) - (4).(-9)
i y = =
6 -5 6).(3) —(4).(-5
4 - (7).(-1) - (-4).(5) : 06 =9
= | 4 3
3 0 (1) =20 I 78 +36 _ 114
2 _1 ! “ Ts+20 38 Y=3
i
i
|



<4POTENCIACION :

varias veces.

Es la multiplicacion del mismo factor

La expresion que se multiplica varias veces se llama base, el
numero de veces que se multiplica la base se llama exponente y el
resultado de la multiplicacion se llama potencia:

Exponente - < _
4

,2°=8,

“Potencia

-

Base-~

La operacion que se realiza se puede resumir asi : Se multiplica la
base (2) tantas veces como lo indica el exponente (3).

2 =2por2por2 = 2+2+2=8

Ejemplos :
(2X)2 = 2X «2X = (2)(2)(X)«(X) = = 4X?
(3X)3 = 3X-3X+3X = (3)(3)«(3(X)(X)«(X) = 27X3
(aX)n = aX-aX-aX................... nveces = a"xn

SIGNO DE LAS POTENCIAS : Cualquier potencia de una
cantidad positiva evidentemente es positiva porque equivale a un
producto en que todos los factores son positivos.

En cuanto a las potencias de una cantidad negativa se tiene
que :
1) Toda potencia par de una cantidad negativa es positiva.

2) Toda potencia impar de una cantidad negativa es negativa.
Asi,
(-2X)2 = (-2X) - (-2X) = 4X2

APUNTES DE ALGEBRA

(F2X)7 = (-2X):(-2)(-2X) = 6
(-2 = (-2X){(-2X(-2X:(-2X) = +16X"

POTENCIA DE UN MONOMIO : Para elevar un monomio a
una potencia se eleva su coeficiente a esa potencia y se multiplica el
exponente de cada letra por el exponente que indica la potencia.

Si el monomio es negativo, el signo de la potencia es positiva
cuando el exponente es par, y es negativo cuando el exponente es impar.

(4X5y2)3 =43 X553 Y2:3= f4X15Y6

Ejemplos :
1. (4612)2:16544 1. ( 3m n) =—2Tm’n’
2 (_ 5, 3=_125a3 12. ( Zb C)m: Zmb3mcm
3. (3n) =274 13. ( m'nx ) =m'n’x"
4. (~6a’s) =364’ 14, (-3a%) =-2434"%°
5. (_2Y3Jf3)3— 8’66}’9 15. (7,C ) 49,(10 12 16
o (4ab'c) =6da’c” L (LX) X
' 2 4y*

7. (— 6zc4ys)2=36x8y10 Y Y

34 3,9 12 2my 8m’
8. (-7ab'c!) =-343'p°c> 17| - | =
9 ( l”bi?) m\bi'ﬂ (abz 3 ) a3b6
10. (—2x3y526)4:16x12y20224 18. 5 125
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POTENCIA DE UN POLINOMIO : Para elevar un polinomio
a una potencia se multiplica dicho polinomio tantas veces como lo indique
el exponente:

Ejemplo 1: Resolver (X + 3)?

(X+3)2 = (X+3).(X+3)
La operacion  “(X + 3).(X + 3)” se realiza poniendo en practica lo

explicado en MULTIPLICACION DE POLINOMIOS pég. 14.

Ejemplo 2: Resolver (X2+ 2X+ 1)?

(X2+2X+1)2 = (X2+2X+1).(X2+ 2X+ 1)
La operacion “(X2+2X+1).(X2+ 2X + 1)” se realiza poniendo en

préctica lo explicado en MULTIPLICACION DE POLINOMIOS pég. 14.

Ejemplo 3: Resolver (X2- 5X + 6)3

(X2-5X+6)3 = (X2-5X+6).(X2-5X+6).(X2-5X+6)

La operacion  “(X2 — 56X + 6).( X2 — 5X + 6).( X2 - 5X + 6)” se
realiza poniendo en practica lo explicado en PRODUCTO CONTINUADO
DE POLINOMIOS pag. 19.

Ejemplo 3: Resolver (X2 - 2)*

pe-2)

La operacion  “(X2 - 2).(X2 - 2).(X2 - 2) .(X2 - 2)” se realiza
poniendo en practica lo explicado en PRODUCTO CONTINUADO DE
POLINOMIOS pag. 19.

= (X2=2).(X2 = 2).(X2= 2) .(X2~2)

APUNTES DE ALGEBRA

PROPIEDADES DE LA POTENCIACION :

Exponente cero : Toda expresion algebraica elevada a
cero equivale a 1:

o X0 =1

X)? =

3):
):

Exponente uno (1) : Toda expresion algebraica elevada a
uno es la misma expresion :

(2
. (2X
(X2

o (2X) = 2X
o (X)) = X2
e (X2+3)1 = X2+3

Multiplicacion de potencias de Ila misma

base :Para multiplicar potencias de la misma base se escribe la misma
base y se le pone por exponente la suma de los exponentes de los
factores (Ley de los exponentes de la multiplicacion pag. 10) :

o (Xm)_(Xn):Xm+n
o (XmYn)(XsYt) = XmtsYn+t

Potencia de productos : Todo producto elevado a una
potencia equivale al producto de los términos elevados a dicha potencia :

(X.Y.Z)» = Xn.ynZn

Potencia de potencias : Para elevar una potencia a
otras potencias se escribe la base y se pone por exponente la
multiplicacion de dichas potencias :

(Xm)n = Xmn
[(Xm)n]s = Xmns
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Division de potencias de Ia misma base : Para
dividir potencias de la misma base se escribe la misma base y se le pone
por exponente la diferencia entre el exponente del dividendo y el
exponente del divisor (Ley de los exponentes de la division pag.23) :

(X) = (Xe) = X

Division de potencias de bases distintas: La
division de dos expresiones elevada a una potencia equivale a la division
de cada expresion elevada a dicha potencia :

n
Y yn

Exponente fraccionario : Toda expresion algebraica
elevada a un exponente fraccionario equivale a una raiz cuyo indice es el
denominador del exponente y la cantidad sub-radical o radicando la
misma cantidad elevada a la potencia que indica el numerador del

exponente :

o Xmh = W
X3 = /X2
(2X)32 = 3/23X3
2x32 =2 /X3

Exponente negativo : Toda cantidad elevada a un
exponente negativo equivale a una fraccion cuyo numerador es 1, y su
denominador la misma cantidad con el exponente positivo :

[

® X_n:_

APUNTES DE ALGEBRA

Pasar los factores del numerador de una

expresion al denominador o viceversa : Cualquier

factor del numerador de una expresion se puede pasar al denominador y
viceversa con tal de cambiarle el signo a su exponente :

a~?p~3 X*YS
X_4Y_5 = a2133
a’b 2y —4y—5
—= = @ bX™*Y

Ejercicios de potenciacion :

Expresar con signo radical las expresiones dadas :
]

1. 3 _ 2 42
x* *%/; 8 3x7 Y527 =34/x? 5Iy4 /2
3
2. 5 _ 53 15 7
m® =3m 157
; 9. a‘h4ct =yab’c’
3. 437 - 443" —{ab*bctc?®
1 2 3
4. xy? = x‘/}_/ =bcyabc

8
10. 8mn3 :Snﬁ/nTa
=8min’nn®

—8mn? ¥n?

7 5
11. 4a°boco =4a? b7 §c®
_4a2Yp°p%p Y
—4a%p? Yp §c°

2 3 4
12. 5150555 =5 YmPnx*

4 3
5. a%h? = Ya* Vb°
~%a* Vb
—b3fa* Jb

3 1 1

6. xEyZZE:\/xT‘{/;_/%E
=Jx 4y ¥z
=xVx iy ¥z

7 28507 =2 Ja* Jb©

=2%a* Jb2b?b
=20* ¥/a* b
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Expresar con exponentes positivos las expresiones dadas :

82 9 1 =X_2
aZb—3:_3 : 2X_2 2
b 3 3xy®
3x_5:35 10. Xy °
X 11 2a°p° 2a'c 2a%c
_4b-; 1 1 T ate! &bt b
a = = 4o
7 4\/— Xy 270 g?bict
2,5 aab -
a‘bh? 12. abc®  xyi2
]
a2y 3o 3 3 [
Sy ST = 2%/— 13, 3mn 2 _3m'n *n* _3n°
X*y? XY sm>n*  8m'  8m
= 1
m 2n% =— i i2
2 4a7? 4a2a°c?
14. == 5
2 _ans = 7b
azch_a c 7a “b°c ®
b 9 2
4a2¢?
3 2 =
5 4x 2
4x%y 5= 3 7b
e 15 2m°n" 2
L, s atmtnt @'m’mtn o’
5a 3b *¢l=— 2
a’hc a*mn®

Pasar los factores literales del numerador al denominador :

_2
5 3c ?® 3
a1 5.7 ~ 2
b a?p? 7c?
;
'3 2x 2
2 2 = 2 —
X 6. 5,7 1
y ) y y 5x 4y2
dmn 4 3
37 =53 7 2 __ 1
X m'ncx 5 BmP
ab_ 1 g 3703
3 3ab® et a‘cth®

1
g X V=3

xy?
il
2m n? 2
12. = 7
g 1
Sm?n 2

APUNTES DE ALGEBRA

13.

14.

15.

16.

Pasar los factores literales del denominador al numerador :

3

2 ; 3a°  3a°x°y*
—=2a 17. 3=
a 7X75y 4 7
3a 3 1 il
o7 oab 18, =P
a’'b ®
2
XY _ 2. 2 _ 23 1 1
— XYY =Xy 2 2m*mn® _2m°n*
y 19. L, 7% 3 3
1 3m°n
5 -2 1
—=4x?y a’ —atx Yy
x 212 20. , -1
Y X’y 2

Expresar sin denominador :

3a’b’ - _
21. ——=3a"ab’x '=3a’b’x""
a'x
3xy 2
2 % =3xxy*y?z°z° =3x°y* 7°
Xy
;
-2 -1, 2 1
mn'x B B =
23, ————=m‘m'n n°x 2x*
m ‘n°x
3
=m’n*x?
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__1_T
= X
X2 2 3 af 3 4f.3
1 52 _ ‘/g 5 mg 8 m?
,%b%_abz_abz
1 1
?*% 5{a° 54a° 6 %_43/;
S5a’p P=—v—-= 4x
p? b 3
x5 2
x'_ 3 _3_3 7 2:§/x_3y3:?/x_3%/y_2
I 1T s
Xx 2 x 2x x2 ‘/; y?



Multiplicacion de monomios con exponentes negativos o

fraccionarios :
2 2 23 1
1. x2x 3= x23 —x! 1. 3m5m 5=3m> 5=3m ©
2,.-3 2-3 5 g 1 S u
2. aa’=a“"=a B. 0545 2-045% 2944
3. 3 3oy 3,01 1 g1 _Z
9. X72X 3_X S:XS
A Bt 3 aZ 9
a‘a=a‘’ -=a 10. 3725 3-35 3-3p3
113 ] 1 5
5. y2yd_y2 4 _y4 M. 453725 2244  2-43 2
6 g1 231 & 12. a~'b2ab”
404 _ A4 4 _ a4 _
aa=a =a"=a _a—1+1b—2+2 anU_1

Multiplicacion de polinomios
fraccionarios :

1. a *+3a % +2

2

at-a? +1

a®+3a7 % +2a7*

- a® -337%"-237*

a’t+3a %42

6 +a 7’ +2

a®+2a

2 1

3. x+2x3+ x°

il _
x3— 2 +x

W] —

4 2
X3 +2x + x°
2 1
—2x—4x3 -2x3
2 1
X3 +2x3 +1

2
—2x3

W~

+1

con exponentes negativos o

2. x°—1+x*?
x> +2-x*
X" —x*+1
2x%—2+2x 2
—4

1+ x% —x

x*+x?-243x % -x*

3 71 il
4. 2% —g2+23*
1 1
a*+1 -a*
3 1
2a —a* +232
3 a1 1
2a* - a® +2a*
1
—2a%2+a* -2

3 1 1
2a +a* —a? +3a* -2

APUNTES DE ALGEBRA

—_—

N

Division

fraccionarios :
1. az+a—2=82—(-2) -g%t2 g%
2. x3ex?=x32=x"

1} _l L _l} 11 3
Somzam dtom? VY a2 ot
4. a*+a°=a*"=a>>
B. x 3oy Tox 3T Lym3+7 _ 4

1 1, 2
6. 2.5-452 —5 2

2 1 _3_(_1J 2,1
U 2 3wy 3z 20 oy 3 9=

2 1 %_(_1) 21 3
8'615—61 5:a5 5:355:a5

9 masmi=m 4 2=m 4
10. 43.

Potencias de monomios con
fraccionarios :

exponentes negativos 0

333 s
2 n n
. (a—l) :a—yz:a—z 4 | x| =x*
2, -1V -23 .13 —6,.-3
.(a b ) =a b T=a"b 312
i | _
N3 s K. lm* | =m
a’| =a’ =a’=a’
2\3
6.1a | =a
1}?2 L 2 1
N — _4.2 4F - 8 5
x| =x Tt = Tyt =2
1 1)\2 L, L, 22 2
11 , L2 22 2
2a*b3 | =27a? b} =4a’bh’ =4ab’
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<4RADICACION :

RAIZ de una expresion algebraica es toda expresion algebraica
que elevada a una potencia reproduce la expresion dada.

Asi “2a" es raiz cuadrada de 4a® porque (2a)’> = 4a® y

“—2a” también es raiz cuadrada de 4a® porque (- 2a)* = 4a’.

“3X” es raiz cubica de 27X° porque (3X)3 = 27X3.

El signo de raiz esV , llamada signo radical. Debajo de
este signo se coloca la cantidad a la cual se extrae la raiz llamada
cantidad sub-radical o radicando.

El signo v/ lleva un indice que indica la potencia a que hay
que elevar la raiz para que reproduzca la cantidad sub-radical. Por

convencion el indice “2” se suprime y cuando el signo ¥ no lleve
indice se entiende que el indice es 2.

Indice - - _ _ -~ Signo radical
| ¥ ’
V8 =2
x Bt AN
Cantidad sub-radical . Raiz
oradicando”

RADICAL O EXPRESION RADICAL es toda raiz
indicada de un numero o de una expresion algebraica.

Asi, V&, Y6X3,Y16a? son expresiones radicales.

Si la raiz indicada es exacta, la expresion es racional, si no es
exacta, esirracional.

Las expresiones irracionales como /2, 3/3a? son las que
comunmente se llaman radicales.

APUNTES DE ALGEBRA

El grado de un radical lo indica su indice. Asi, \/2a es un radical

de segundo grado; /5a? es un radical de tercer grado; /3X es un
radical de cuarto grado.

SIGNOS DE LAS RAICES :

1) Las raices impares de una cantidad tienen el mismo signo
que la cantidad sub-radical o radicando.

Asi,

. V27¢® = 3a porque (3a)° = 278°

. V-27a® = -3a porque (-3a)* = -27&°

VX0 = X2 porque (XY = X"

. V=X =_X2 porque (-XY)5 = -X10

2 ) Las raices pares de una cantidad positiva tienen doble
signo.

Asi,

o /25X* = 5X 6 -5X porque (5X)2=25X2 y (-5X)?= 25X?
Esto se indica de este modo : V25X?% = £ 5X

o \4/ 16a* = 2a y -2a porque (2a)* = 16a*y (-2a)* = 16a*
Esto se indica: V16a* = + 2a

3 ) Las raices pares de una cantidad negativa no se pueden
extraer. Estas raices se llaman cantidades imaginarias.

Asi,

vV —4 no se puede extraer. La raiz de — 4 no es 2 porque “22=4"
yno -4, ytampoco es -2 porque (-2)? = 4 yno —4. “—4 “es
una cantidad imaginaria.

Del propio modo, V=9 , v—a2, Y—16X2 son cantidades
imaginarias.
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NOTA IMPORTANTE : Sea muy cuidadoso al expresar o “leer” la
cantidad sub-radical o radicando de las raices pares; sobre todo, cuando
Se usan signos de agrupacion (paréntesis, corchetes o llaves).

Asi,

o V—qa? es una cantidad imaginaria porgue no existe un
niimero 0 expresion algebraica que efevado a fa “2” nos dé
-a2.

Sin embaigo, \/ (—a)? si es racional porque (-a)? = a2,
luego la expresion seréa va? y esta es una raiz par de
una cantidad positiva. va? = + a

Si el signo no esta afectado por el paréntesis, es decir si el
Signo menos no esta dentro del paréntesis; como en este

caso | /—(a)? también se dice que es una cantidad
imaginaria porque no existe un numero o expresion
algebraica que elevado a la 2" nos dé —(a)?.

e —5X? es una cantidad imaginaria porque no existe una
expresion algebraica que elevado a la “2" nos dé  -5X2 .

Sin embargo, / (—5X)? si es racional porque (-8X)? =
25X2, luego la expresion sera /25X 2 y esta es una raiz
par de una cantidad positiva. v25X2 = = 58X

St el signo no esta afectado por el paréntesis, es decir si ef
signo menos no esta dentro def paréntesis; como en este

caso : /| —(5X)? también se dice que es una cantidad
Imaginaria porque no existe un numerc o expresion
algebraica que elevado a fa “2” nos dé —({5X)? .

¢ J(—2X)3 =+4-23X3 = V-8X3 es una cantidad
imaginarta porque no existe una expresion algebraica que
glevado ala "2" nos dé -8X5.

APUNTES DE ALGEBRA

Raiz de una potencia : Para extraer una raiz a una
potencia se divide el exponente de la potencia por el indice de la raiz.

o VXY™ = Xmb
o X3 = xm

Raiz de un producto de varios factores : Para
extraer una raiz a un producto de varios factores se extrae dicha raiz a
cada uno de los factores.

Raiz de un monomio : De acuerdo con lo anterior, para
extraer una raiz a un monomio Se sigue la siguiente regla :

1) Se extrae la raiz del coeficiente y se divide el exponente de
cada letra por el indice de la raiz.

2) Si el indice del radical es impar, la raiz tiene el mismo signo
que la cantidad sub-radical o radicando, y si el indice es par y
la cantidad sub-radical positiva, la raiz tiene el doble signo +.

‘I' ]4a2b4 :izabZ Q. 51f7243m5n15 :*3mn3

o o B W N
Q‘T

25x°%® =+5x%y* 10. |/81x°y°2%° =+9x°y*2'°
. Y27a%° =3ab° 11. 31.000x°y"® =10x%°

. Y81a"b* =+3a°h°

13. §/64a"p'8c* =+2a%hc®
V49a%p*" =+ 7a"p?"
5,_X5ny10x :_Xny2x

—-8a°b°x"? =-2ab’x* 13

64x°y"° =+8x%y°

12

8b16 :i262b4

14.
16,2025 _ 34 5

=

*2
o
<
N

8. 3/-64a°x°y"® =—4ax?y* 15.
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16 9a° _ 3a X
V25 5 2yt 1
3
17. 3—{23;39 :—43"“; by o 125X 5¢
X X “\V 216m?  6m*
a’p'® ab?
— — 18 2
18 Y 30" T T2x 23, 92 - &
bc*”  be’

T‘
(s3]
Q
[\

4 =+
19. 81b4012 SbCS ” " X2O . x2
- \/1.024y3° ST 2yR
20 ?1/12 -2
. X1 X2

RADICALES SEMEJANTES : son radicales del mismo grado y
que tienen la misma cantidad sub-radical o radicando.

Asi. 23, 53 v %3 sonradicales semejantes; 2V3 v 52
no son semefantes.

Los radicales semejantes son considerados como términos
semejantes y con ellos se pueden realizar las mismas operaciones que
con estos ultimos (ver Reduccion de Términos Semejantes pag. 2).

Asi,
e /3 +5/3=7/3
o 2/3-5/3=-3/3
o 63ax% + 233ax? ~33ax? = 5Y3ax?

o A3 -5/3+6\2 -4J2 = 33+ 202

APUNTES DE ALGEBRA

REDUCCION DE RADICALES :

Reducir un radical es cambiar su forma sin cambiar su valor.

Simplificar un Radical : Es reducirlo a su mas simple
expresion. Un radical esta reducido a su mas simple expresion cuando la
cantidad sub-radical o radicando es entera y del menor grado posible.

Para simplificar radicales debe tenerse muy presente que para
extraer una raiz a un producto se extrae dicha raiz a cada uno de sus

factores, o sea :

En la simplificacion de radicales consideraremos los dos casos
siguientes :

Caso 1 : Cuando la cantidad sub-radical contiene
factores cuyo exponente es divisible por el indice de la
raiz :

Ejemplo 1: Simplificar V9a3

Primero se descompone la cantidad sub-radical o radicando en sus
factores primos. separando los factores con los exponentes que sean
divisibles por "2 (indice de esta raiz)

v9a3 =32 a2 a

Para extraer una rafz a un producto se extrae dicha raiz a cada uno
de sus factores. 0 sea .

Vv3Z.a2.a = v32.v.a% Va

Se calculan las rafces exactas y se dejan indicados los radicales
irracionales

V32 Va2 Va = 3ava
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Ejemplo 2: Simplificar 2. 75X4Y> 9. %,lmsmn6 :%,/52 5mn® :%rﬁ J5m =3n® J5m

Primero se descompone la cantidad sub-radical o radicando en sus
factores primos. separando los factores con los exponentes que sean
divisibles por "2” (indice de esta rafz) :

10. 2a \/44(13ch9 =2q \/23 Ala’ab®bctc

=22a-ab’c* N1labc =4a’h’c* =1 labc

. 2318x%y7
=232°.2x%yPy =2.2y% Y2x7y =4y Y2x°y
12. %3\/27m2n8
zé 3/33m2n6n2 :%nZ & m2n2 :2n2 3/m2n2
13. 53 3160x7y°z"

:5a§/23-20x6xy92122
=5-2ax’y’z" Y20xz =10ax*y°z* 20xz

|
|
|
|
|
|
|
! 1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
! 14. §/80a"b°c"? =4[2" 5a'b'bc'? =2abc® 4/5b
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

-—

2475X%Y® = 243, 52 XL YLY

Para extraer una rafz a un producto se extrae dicha raiz a cada uno
de sus factores. 0 sea .

243, 5ZXEYEY = 2.v52 VX NYEA3Y

Se calculan las raices exactas y se dejan indicados los radicales
irracionales |

2. V52 VXL ANYLN3Y = 2.5-X2:Y243Y

Se realiza fa multiplicacion de fos ntimeros extraidos de las raices :

2-5-X2-Y2\3Y = 10X2Y2y3Y

Ejercicios :

 A18=42-3 =342

2. 3./48=3,/3.2'=3.22/3=12/3
3.316=322° =232

a. %%/128:%3 2°.2 =%-22 Y2=232

5. 242432433 =2.343-6 43
6. V50a’b= 2.5 a%h =5a2b

15. 3#5X8y14z16 :3%/5x8y12y2216 :3X2y324 4/5y2

16. %5 32x%y"

—

:% 5 25x2y1°y:£y2

17. 2xy3128x%y®
=2xy 2% 2x%y°y?
=2-2%xyy* Y2x°y* =8xy° 32x°y°

18. s 27a°m’
3a

7. 3\/81x3y4 :3J92-x2xy4 =3-9xy% x =27xy? Jx

8. %\/1083%7 :%\/22-32-3~a“ab6b

3
:%-33%3 J3ab =3ab® J3ab _%1/32 3a‘am®m _%S—m\/?,am =m®J3am
a a
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19. 33 375a°h
oX

20, %4\/81a4b:%i/34a4b :%a Yb=aib

21. \[9a=18h = j9(a+26) = /3" (a+26) =3 Ja+ 26
3a*h* (a-1)=abj3{a-1)=ab3a-3

87" + 161"

J2 21‘) H—Z 1+2 37 247 +4dx

24. 207 ~dxy+ 2y
= J2( =24 )=y 2(x-p) =(e- Y2
la-b)(w )
= Jla=b){a=b){a+1)
(a-5) (a+b)=(a-b)Jarb

%. \/2amz +damn + 2an’

= \/Za(mz +2mn+ nz) =4/2a (m + n)z = (m-l- n)@

97 94" 364> +36a

23.

2

o

:\/33a(a32a+4)

:31fa(a72)2 :3(a72)£:(3a76)\/5

APUNTES DE ALGEBRA

Cuando la cantidad sub-radical o radicando es una fraccion y
el denominador es irracional hay que multiplicar ambos términos de
la fraccion por la cantidad necesaria para que el denominador tenga
raiz exacta.

Ejemplos :
1 [15 [5 1
—_= l—_—= | — =— 5
1. Y5 Y55 {5 5"/_
3 32 [6 1 1
2. Y8 V82 V2 22‘/_ 4‘/_
1 2.1 2 2
2 ]—=2 —=2‘/—:_ 5 -2
3. 442 2.2 2? 2‘/_ V2
1 16 6 3 1
4. s 66 62 6‘/_ 2‘/_

24
2 23 1,
0. §5 =y =3 V18
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Caso 2 : Cuando los factores de la cantidad sub-
radical y el indice de laraiz tienen un divisor comun :

Eiemplo 1: Simplificar V25a°b?

Se descomponen los factores de la cantidad sub-radical o
radicando en sus factores primos :

:4’ 52 azbz
Recordando lo estudiado en la pag. 90. Raiz de un producto de
VXYZ =YX Y. NZ  Raiz de una potencia :

n . . ’
VX™ = Xmn e indica cada factor como una potencia :

varios factores :
2 22
= 5 4 a 4 b 4
Se efectua la division de los exponentes de cada factor:
i3
—5252K2

Y por dltimo se indican estas potencias como raiz :

=4/5ab
Ejercicios :

2 1
1. a f 24 — E:\/g
2. g4 =% 22:25225:§/§

3 1
3‘ WZ@ZSQZSSZ%

4 1
4, %:824 —28 37 _ 5

6 1

5. 31364 =3'§2°=3.22=3.22 =32
6. {25a%b?

2 22 111

={/5%a°h% =5%a*h* =5232p2 =+/5ab

APUNTES DE ALGEBRA

2
1. 5%49a%p* =5 {72a%p* =5. 73 5 EE
1 1
8. *{/81x4y8 :Q/C’f‘x“y8 =32x2y=y.3x
9. f32x%'°
10/25 10 15 22Xy2_x /2y —x /2yy ny_

10. 'Y64mtn'®
1 1 3
12[95mPn'® =02 m2n2 =/2mn =+/2mnn =n2mn
11. §3435%x"?
)
—873a%12 =7232x% =x% {73° =x%J7a%a =ax®/7a
12, 18/ )10415 4,20

2 4

—menx® =n YmPx* =n YmPxPx =nxmPx

5§ 7ab?

INTRODUCCION DE CANTIDADES BAJO EL

SIGNO RADICAL : Para introducir el coeficiente de un radical bajo
el signo radical se eleva dicho coeficiente a la potencia que indica el
indice del radical.

L 23=y22.3=12
2. 3y5=32.5=4/45
3. SaJb=+/(5a)"h =+254"b

1 Y 2 N
w55 i
5. 3am=\/(3a):-2a: :\/9a3(2a:):\/@

Ing. José Luis Albornoz Salazar - 94 -

—




7. ab* Ya'b
={(ab*) ()=

8. 4m Y2’ =4(4m)’ (20 ) =3/ (64m* ) (2 ) =41 28m°

9. 2a Y/8ab* =4/(2a)* (8ab’)=4/(16a*)(8ab* )= 128

((13136 ) (a:b) =Na’h’

10. (cH—b) aib atfl—b a) 1/ a+b a) =~Ja” +ab

11. (x+l) Yzjl r-I:I-IZY \/ ¥+l =J2x7 + 2x
x-2

12. (x—l) i—l

\/(1)(12) (- 1)(r—2)=1[F 3212

REDUCCION DE RADICALES AL MINIMO COMUN

INDICE : Esta operacion tiene por objeto convertir radicales de
distinto indice en radicales equivalentes que tengan el mismo indice. Para
ello se aplica la siguiente regla :

Se halla el minimo comdn mdltiplo de los indices, que sera el indice
comun, y se eleva cada cantidad sub-radical o radicando a la potencia
que resulta de dividir el indice comun entre el indice de su radical.

. . . . e g 3 4
Ejemplo : Reducir al minimo comiin indice 3 , V5, V2.

APUNTES DE ALGEBRA

Se halla el minimo comun mdltiplo de los indices,
El m.c.m de los indices 2, 3, y 4 es 12. Este sera el indice comun.

Se divide este indice comun (12) entre el indice de cada raiz :

Trabajando con V3 divido 12 entre el indice de la raiz que es

2"y me queda 6 Luego se coloca este 6" como potencia del sub-
radical 0 radicando.

12

36

Trabajando con 3\'/§ divido 12 entre el indice de ia raiz que es
‘3" y me queda ‘4" Luego se coloca este 4" como potencia del sub-
radical o radicando.
1@

Trabajando con N2 divido 12 entre ef indice de fa raiz que es

4"y me queda "3 Luego se coloca este '3" como potencia del sub-
radical o radicando.

12

23

Por ultimo se calculan las potencias que quedan dentro de la raiz
(cantidad sub-radical o radicando).

e V3 = W3¢ = /729

« V2 V8

Ahora podemos observar que las tres expresiones son radicales
semejantes, todas son raices de indice “12” , lo que facilita cualquier
operacion que tengamos que hacer con estas tres raices.
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Ejercicios :

1. J5=%/5° =4/125
32 =327 =42

ba

4

Il
b
oo
[¥¥)
Il
wn
—

=2

25 = E‘(2}’)

W 8(Sm )

58 &

I
<
I

2 b
~J
b
O

[N

2. J2=42"=4a
o S22 s
%:12 34 :ﬂsja

45 - "3f5% _ 2125
&7 =472 249

Y7a’b ={7a’b

e

= V324
\/27a(’ IS

\/512(1616)
\f 9¢"'m’

_ 18 819

\/ 25m'

5. 33a = ﬁ Y

10 240 =2%a" =24
3326 =3%(20)° =3%6ap®
435 =4%(5x) =4 Y1255

APUNTES DE ALGEBRA

SUMA Y RESTA DE RADICALES : Se simplifican los

radicales dados; se reducen los radicales semejantes y a continuacion se
escriben los radicales no semejantes con Su propio Signo.

”

Si entendemos que los radicales semejantes pueden ser “tratados
como términos semejantes, resultara facil realizar las operaciones de
suma o resta aplicando lo ya estudiado en Reduccion de términos
semejantes pég. 2.

Ejercicios : Simplificar : (Resueltos a partir de la pagina siguiente)

1. V45 —-v27—V20.

2 VIT5+ V243 — V63 —2V7T5.

3. V80 —2V252 + 3V405 — 3v/500.
4. 7V450 — 4320 + 3 V80 —5V800.

5. ZVIZ—2VIB+: VA +1 VT

6. TVIT6—=Va5+ 1 V320 +1 V2T5.
7. VI —VT00+ V28 + 5 V18T

. Vi-VitVE

o> Vi V3-Vat Ve

0 N EVEEHIVE
1 5vVIB-1\/I-5v8+\/L

12 2VT00—15+/% +41/2 56/
13.  V 25ax2 + V496 — V' 9ax2.

14. 2Vm2n —VIm2n 4+ V16mn2 — \Vdmn2.
15. aV/320% — 7V b5a%x — (a — 4b) V 5%.

16. VIx—9+ViIx—4—-5Vx—1.
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1.

VG- T 2

j V243= (332943
~27=-33=-373 &= P34
~V20=-/27.5=-24/5 —275=-2,/5 3=-1043
Entonces: FEntonces:
—3.5-343-245 =547 +943-347 - 1043

=(3-2)45-343=5-33

3. V80 = \/ﬁ: 224/5=44/5

2252 =-2/2% 3. 7=22.2.307T=-1247

3J405= 343052 3324522745

~34/500=-342%.5.5=-3.2.545=-3043

Entonces:

=44/5+274/5-3045-1247
=(4+427-30)4/5-1247 =V5-1247

4. 7N450= 7,35 2=

—4:320=  -4.2°5= -4.2°5=-32.5
3480= 3y2'5=  3.2°5=1245

~54800=-5,2"2.5"=-5.2".52=-1002

Entonces:

= 1052 - 100v2 =325+ 124/5

={105- 1002 + (- 32+ 12)¥/5=5v2 - 2045

| 1 =
R. E\fl?.: 51/2"3=\f3
1 |
—3\/‘18= —51f3'~ =-+2

APUNTES DE ALGEBRA

\/F: \/;25\/7

=(5-3)v7+(9-10)v3=2V7-3

7.3:5J2=105+2

7.

3 3
ZJE= " 24.3=3.3

1 | g
gng 2'.2.3" =-\/§

FEntronces:

=3+3V3-V2+42=(1+33=43

3 3 — 22‘3
6.—17:—\/ﬁ= J11=3411
_f__ [32 -- =" 3 5=-245
gﬁ: §1/26-5= ?\/g=\6
1 o S
V275= 1= L=V
Entonces:
=311 +4/11-24/5+4/5
=(3+1)V11-(2+1}/5=411-+5
1 [ : |
—147 = —J37° =43 “ 2 !
17 | 7 8. V3~ ".'[ ; ﬁ
0= [T =2 LSRG
|| —_ -
1 Lo V272
0V g T 2 fﬁ\fs
L I - Y e PR
3 3 Enronces:
Entorices: 1 1 1
- — — —— 2
roB el =S V3+3V3-3VZ
1 1 1 '
=(l+9)«/§+(_2+%)ﬁ - _+5]J3HEJ2
9 e L
:l()\/_—gﬁ 6 25
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Ty |42
9 335 3 _
o. 5= {37 =58
1 6 1g
\'If) V' 6 6 ’
I 3 I
—y == == — 5
V20~ {25 T 10
Jo=+J6
Entonces:

:—_va—lo \/_— O6++6

:(2 iﬂ¢3+(-l+qdﬁ

6

—— Ly —_= —— —:——J'{_
3V3 3v3 o3
—598=-5,/7"2=-35\2
e Il'_T l
—_— = —_— = 3
V27 V3 c)f

Entonces:
l l
=402 -3542- 9J§+ e

={40-35)42 =542

13. \rt"’5a_r1 = \ffSEfu‘1 = 5.\‘«/5
xfﬁ = \Xﬁ =7 N/E

—\[9m“——\f3 ax” 3.\:\/5

503 5105 1 —
10. 3y5°  3y3 3V0
Lf3_ _L{3_Lp
TaVaT T2V T
-5 %:-5\{;:——'\/15

Entonces:

] ! l l

= V13- V15 -14/3-243
I

‘[ 4 2][_ Ve

12. 24700= 24275 .7=2047

15 [ 15— 5
Vas— {35
= —
5 I3 -
a0 = a4,/ =45
Vie Vo 7Y
6.1 6.~ 87
|— = — =
5647 56472 :
Entonces:
=2047-8T- 5+ 45
={20-8)JT =127
eInonces.

=5xya-3xJa+ 76

( Y)\/’Eﬁ-?\b
:21'«./E+? h

[l

APUNTES DE ALGEBRA

14. 2@ =2mn
—M= —m=—3m\/;
W= m=4n@
—W=—W:—2nﬂ

Entonces:

:2mﬁ— 3m-\/E+ 4;1«/5—211\/5
= (2m— Bm)\/;+ (4}1 - 211)\/5
—m\/;+ 2;1\/5

15. a\/320x=aﬂ=8ax/§

—7+5a7x =—7a ﬁ
- (a - 41‘))5
FEntonces:

:8a\/§—7a\/§—(a—4b)\/§
:(8a—7a—a+4b)\/§=4b\/§

16. 9x-9=13*(x-1)=3/x-1
Ji=a=2 (- 1)=2x-1

-5./x-1

Entonces:

=3 x-1+2/x-1-5/x-1

=(3+2-5),/x-1=0
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MULTIPLICACION DE RADICALES :

2 31 3 Jx 3 Jax 3
13, —vatx =—\ﬁ=— =5 =—1Jax
X 2\a xVYa xVa ax

11 x 2 2x 2xy 2
— s lZ2=2 222 =—.,/2xy
14 3\]; \E \/; \]T“ y:

Multiplicacion de radicales compuestos : El
producto de un radical compuesto por uno simple se halla como el
producto de un polinomio por un monomio pag. 12, y el producto de dos
radicales compuestos se halla como el producto de dos polinomios pag.

Multiplicacion de radicales del mismo indi-

ce : Se multiplican los coeficientes entre si y las cantidades sub-
radicales o radicandos entre si, colocando este ultimo producto bajo el
signo radical comun y se simplifica el resultado.

aVX.bVY = abV¥XY

Ejemplos :
V36 =418=,32.2=32

-—

14,
2. 5421.24/3=104/63=10,/32 7 =307
Ejemplos :
3, %\/ﬁ%\/ﬂ:;\/%rl :%,/72-6:,/6 SRS
4. 312 . 3f9-3108-33°4-3%4 1. J2-43 2. 74J5+543
V2 23
1 ) ~J4 -8 ~1415 +104/9
_ 2 _
6. xﬁ-g@_g\/ma _xm _ 2_\/6 =14\/ﬁ+30
7. 5412 :34/75 =154/900 =15,/2%.3% .52 =450
8. ;@‘8 3f3ab =6 27a% =6a I3%0 =182 Ib 4. J2 -3
9. 3v6 414 .24/35=6,/2.940=6,/27 .7 .15 =844/15 V2+243
10. %@%Jﬁ;@ 3. 2ﬁ+£_5ﬁ V4 - 6
415 246 -24/9
:11/19.40 :1,/22-72-32-11:6\/ﬁ +246-279
o =845 +4+/75- 20430 _Ji+ 6 —249
3 3 3 _ _n 33 3 _ 3
. o348 giie 4 a0 -2 s s 2T ot -s0 e (2575 +53-543%0) - 245 -6
5734 11 1[2 1
e e caend =4{635+5+3-5430) = {54

APUNTES DE ALGEBRA Ing. José Luis Albornoz Salazar - 99 -

|
|
|
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|
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!
5, 2%42 3/50 =10 3/750 =10 3/5° 6 =503/6 !
|
i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|



347 243

5. V5 +543 6.
2J5+343 543 +44/7
2425 +10415 15421-104/9
+ 3415 +1549 ~ 8421 +124/49
=225 +1315 +154/9 =7421-104/9 +12/49
= 10 +13415 + 45 —7421-30+84
-~  55+13415 =7421+54
7. \/__2& 8. 7\/5—11\/7
3va +x 545847
322 —6/ax 35./25 —55./35
+Jax 2 - 564/35 +884/49
=354/25 —111,/35 +88,/49
Caya 5ok 24 435 =11LJ88 483448
—175-1114/35 +616
—3a-54ax —2x
—791-1114/35
9. v2+J3+45
J2-43
J4 +6 +410
-6 ~vJ9-15
=4 +410-49-415
= 2 +410-3 -15
=10 -15 -1

APUNTES DE ALGEBRA

10.

11.

J2-33+45
V2+243-45
J4-346+4/10
+2/6 —6/9+2415
-J10 +3415-4/25
=Ja-Je —6+/9+515-4/25
=2 -6 ~ 18 +5415-5
=5715-6-21
2436 +45
\/§+\/E+3\/§
2J9- V18 + V15
+2418 ~J36 + 430
+6J15 -34/30+3+25

=249 +432.2 +715 - /36 -2/30 +3425
=6+3J2+7/15-6-2./30 +15

=715 +342-2/30 +15

NaJatl

Ja+2.Ja+1
Jaid +Ja* +a

+2.a’ +a+2 (a+1)3

Nt 13 Jat +a+2 (a+1)3

—a+3.Ja +a+2a+2

=3a+3Ja" +a+2
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Multiplicacion de radicales de distintos

indices : Se reducen los radicales al minimo comun indice (pag. 95)
y se multiplican como radicales del mismo indice (pag. 99).

3/m 2
Ejemplo 1: Multiplicar \/; por V2x

Primero se reducen los radicales a un indice comin como lo
explicamos en la pag. 95 :

o =) =daxt

Como ahora los dos radicales tienen el mismo indice (“6” en este
caso), se multiplican como radicales del mismo indice (pag. 99).

Ux® J4x* =845
O 6
=4x"x
= x¥4x

= 1242 2aab’
=24ai2ab’

APUNTES DE ALGEBRA

Vet 2

27a%° =2'Y274"H"
=2 s 274" a’p"

=2a |\3f27(15b”

4b

i\/32@!)5

8b
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Division de radicales del mismo indice : Se
dividen los coeficientes entre si y las cantidades sub-radicales o
radicandos entre si, colocando este ultimo cociente bajo el signo radical
comun y se simplifica el resultado.

aVX _ a n|X

BYY b Y

También es bueno aclarar que la raiz de una fraccion equivale a la
fraccion de las raices con el mismo indice :

i~
>

niX vV
Y Wy
Ejemplos :
4
1. I =242
2f
243 1 3
9 J_a a 1/7
104z 5
EV?’Xy 3xy 2J—
\/75x2y3 1 75xy >
- 25xy2 = — /5% x Jx
N TR ~ 22557 =2 57 =y
- 3316a° 16a 3383 323 3
" 43247 A

S‘F
6YV2 15 |2

6.102%?4\/:422 3V

3
7 @_2 \/7 2x\/7 F 2+fax
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Division de radicales de distintos indices :
Se reducen los radicales al minimo comun indice (pag. 95) y luego se
dividen como radicales del mismo indice.

Ejemplo 1 : Dividir NIX entre V3X7

Se reducen los radicales al minimo comun indice (pag. 95) :

V9x=4/(3°x) T=4f30 =38
@5{/(3,\'2)2 =4/ox*

Como ya tienen el mismo indice (6) se efectua la division de
radicales del mismo indice explicada en esta misma pagina :
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POTENCIACION DE RADICALES (POTENCIA DE

UNA RAIZ) : Para elevar un radical a una potencia se eleva a dicha
potencia el coeficiente y la cantidad sub-radical o radicando, y se
simplifica el resultado.

(a VX)) = gm\/xm

Un radical elevado a un exponente igual al indice de la raiz
equivale a la cantidad sub-radical o radicando.

(W)n = Xm

141(23:{3)2 = 4\/24~22 x'xt=2x i/fxz = 2x(2x)21

1
= 2x(2%)2 = 2x+/2x

7. (81a0’) =(3'av) JsS ¥ 3abb 295394’
8. (18) =418 =( (18)s=(1 J_—ﬁ 332

9. (4ay2x) =(4a) y(20)* =166 (20)=320x

6. (4 8x° )
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T=22 (1) =d{x+1)=4x+4
2 3 (x—a)::9(_\‘—
12, (4 WT
=64 83’ abD°
:192ah2%

=192ab* (a )6 =192ab* (

—
=
——
[
-
-+
—_—
S
1

-—
-—
——
9]

o
[
2
S
1l

a):9x—9a

--l92ah Ja

RADICACION DE RADICALES (RAIZ DE UNA

RAIZ) : Para extraer una raiz a un radical se multiplica el indice del
radical por el indice de la raiz y se simplifica el resultado.

Ejemplos : ; 1
1/rf<)
2. 38 = Y8=(2)s = (2)1 =42
3. 4/ 81 = 437 =( % 3): =43

4. JJ3a =if3a

4t =42 = (2a)e 2a§:i/2_
AR 2 <22

. W:W:(saﬁ:(mﬁ—ﬁ

Ing. José Luis Albornoz Salazar - 103 -

o

o

~J



T e

8. 4274° = Y370’ =(3a) 2 = (3a)+ =432
5 s fas 10/ 46 hl 5 5l=3 5
9. {333 =44/3°-3 = V3° = (3)io = (3)5 /3 =427

10. YN =Na'bb? = (ab)i (b)F =(ab)i(p)7
=ab 4b

= Jab = (ab)’ =Va’p?
“Na®p® Vb= Ya®’

10 2

11. s 3/X10 _15 410 _ 15 _ 3 :3/X2

12 \{(a+b) =§(a+b)

1

(= b)f = (a= b =3fa7D

Expresiones conjugadas :  Dos expresiones que
contienen radicales de sequndo grado (raiz cuadrada) como Va + Vb y

va-vb o a+vb y a-Vb. que difieren solaments enel signo
que tne SuS terminos. se dice que son conjugadas.

Asi. laconjugada de 3.M2-V5 es 3.V2+V5

laconjugadade 5 +v3 es 5 -3

El producto de dos expresiones conjtgadas es racional; Asi;
(3.42-V5)(3.¥2+V5) = (3.2)-(V5)2= 18-5 =13
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RACIONALIZACION

Racionalizar el denominador de una frac-

cion: es convertir una fraccion cuyo denominador sea irracional en
una fraccion equivalente cuyo denominador sea racional.

Cuando se racionaliza el denominador irracional de una fraccion,
desaparece todo signo radical del denominador.

Se consideran dos casos :

Caso_1 : Racionalizar el denominador _de una
fraccion _cuando el denominador _es _monomio : Se
multiplican los dos términos de la fraccion por el radical del mismo indice
del denominador y que multiplicado por éste dé como producto una
cantidad racional.

Ejemplo 1. Racionalizar el denominador de oy

Multiplicamos ambos términos de la fraccion por V2X y tenemos:

3 _ 332X _ 342X _ 32X _ 3 5%
V2 X V2XA2X V22x2 2X 2X
2a
Racionalizar el denominador de 2ax

Ejemplo 2 :

2a 2ax B 2a+2ax _ 2a+/2ax _ V2ax
X

J2ax .\/Zax - ‘/22 2252 2ax
5

3482

Ejemplo 3: Racionalizar el denominador de
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Como el denominador es una raiz con indice 3 se multiplicara por
un radical que permita que una vez que se efectie la multiplicacion los
factores de la cantidad sub radical o radicando queden elevados a la 3
cada uno para asi sacarlos en forma entera de la raiz:

5 32a 5322 53%2a

1

Ejemplo 4: Racionalizar el denominador de Y9x

1 Y3x® Y3 Y3x°

Yox a2 Y3 3X

Caso 2 : Racionalizar_el denominador _de una
fraccion cuando el denominador_es un binomio _que
contiene radicales de sequndo grado : Se multiplican ambos
términos de la fraccion por la conjugada del denominador (pag. 103) y se
simplifica el resultado :

3-42
1+\/§

Multiplicamos ambos términos de la fraccion por la conjugada del
denominador 1+\E que es 1-v2 y tenemos:

Ejemplo 1. Racionalizar el denominador de

3-42 142 3-3J2-J2+42
1442 1-42 1-422

:3—4J§+2 :5—41\/524\/5_5

1-2
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5+2\@

Ejemplo 2: Racionalizar el denominador de 4-43

54243 4+43 20453 +8y3+243?

4-J3 4443 42 _ 32
_:2O+13J§+6:26+13\/§:2+£
16-3 13

Ja +4x

Ejemplo 3: Racionalizar el denominador de 2Ja +/x

Ja+dx 24a-x
2Ja+x 2a—-x

_2JaT—Ja_x+2J§—\/x_2_Za+\/§—x
T @ e dax

Nl

Ejemplo 4: Racionalizar el denominador de Vx+ NEa

P PR iy o

:\/x_Z—Z\/;\/ﬁﬁ-\/(x— 1)2
-y

:x—2 x‘—x+x—l=2x_l_2\/ﬁ
x—(x—l)
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JX+2 +«E

Ejemplo 5: Racionalizar el denominador de  ~X* 2~ V2

Jrt2+42 Jx+2+42
Jx+2-42 Jx+2+2
_\/(x+2)2 +2./x+2 J24422

x+2+2.2x+4+2 x+4+2./2x+4

x+2-2 X

Javd-Va

Ejemplo 6 :  Racionalizar el denominador de /4~ 4++a

Javd-a Jazd-a
a+a+4a Jard-a

\/(a+4)2 -2 Ja+4 \/;-I-\/;
1((.@f+4)3 —\/a_z
_a+4—21/az+4a +a_20+4—21/az+4a

a+4-a 4
a+ 2 —,/a3+4a
2
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Para racionalizar el denominador de una expresion
gue contiene tres radicales de segundo grado hay que
realizar dos veces la operacion que hemos explicado
anteriormente :

V2
Ejemplo : Racionalizar el denominador de */EJ“ ‘B+ ‘/E
Con el uso del paréntesis se separa el denominador de manera

que quede coformado por un binomio y un monomio :
(V2+43)+ 46

Luego se multiplican ambos miembros de la fraccion por la

comjugada de este “nuevo” denominador :
(V2+43)-6

2 (V2443)-+6
V243446 (V2443)-6

2+\%:m | 2+6-243 _2+\/6—2ﬁ
(V23] (V6] “24246+3-6" 2v6-1

-
-

-
-

Como el denimonador presenta un radical irracional utilizo la
conjugada de dicha expresion’;

2+4/6-243 24641
2J6-1  246+1°

446+2+12446-4418-243 5Vb+14-1242-243
(2v6) -1 23
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RESOLUCION DE ECUACIONES CON RADICALES
QUE SE REDUCEN A PRIMER GRADO :

Ejemplo 1: Resolver V<~ 8=2

Se elevan al cuadrado ambos miembros de la ecuacion para
eliminar el radical :

( x—8)2:22

Una vez eliminado el radical se resuelve la ecuacion de primer
grado con una incognita (pag. 40) :
x—8=4

x=12

Ejemplo 2: Resolver T+3/5x=2=9

Para facilitar la eliminacion de los radicales se recomienda, cuando
sea posible, aislarlo en alguno de los dos miembros de la ecuacion
(izquierdo o derecho) :

3i5x-2=2

Como el radical es de grado 3 se elevan al cubo ambos miembros
de la ecuacion para eliminar el radical y se resuelve la misma :

(52 =2
5x-2=8
5x=10

x=2

Ejemplo 3: Resolver JrH10-Jx+19=-1

Para facilitar la eliminacion de los radicales se recomienda, cuando
sea posible, aislarlo en alguno de los dos miembros de la ecuacion
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(izquierdo o derecho), como en este caso hay dos radicales en el
miembro de la izquierda, paso uno al miembro de la derecha teniendo
cuidado de cambiarle el signo que estéa fuera del radical (los signos que
estan dentro de la raiz no cambian) :

Ve +10 = Jx+19 -1

Se elevan al cuadrado ambos miembros de la ecuacion para
eliminar el radical y se resuelve la misma :

2 2

(e (o i

El radical del miembro izquierdo se elimina directamente, pero el
miembro de la derecha se resuelve como un producto notable (cuadrado
de la diferencia de dos cantidades péag. 39).

El cuadrado de la diferencia de dos cantidades es igual al
cuadrado de la primera cantidad menos el doble producto de la primera
cantidad por la sequnda mas el cuadrado de la segunda cantidad.

¥+10=x+19-2
-10=-2
5=4x+19
M)
25=x+19
b=x

x+19+1

x+19

Ejemplo 4: Resolver \/18x—8_ sz—4_2\/2x+1:0

Para facilitar la eliminacion de los radicales se recomienda, cuando
sea posible, aislarlo en alguno de los dos miembros de la ecuacion

Ing. José Luis Albornoz Salazar - 107 -



(izquierdo o derecho), como en este caso hay tres radicales en el
miembro de la izquierda, paso uno o dos al miembro de la derecha
teniendo cuidado de cambiarle el signo que esta fuera del radical (los
Signos que estan dentro de la raiz no cambian) :

Una vez separados los radicales, uno en un miembro y dos en el
otro, elevo al cuadrado ambos miembros de la ecuacion :

(J18x=8) = ({2x—4+2,2x+1)

El radical del miembro izquierdo se elimina directamente, pero el
miembro de la derecha se resuelve como un producto notable (cuadrado
de la suma de dos cantidades pag. 35).

El cuadrado de la suma de dos cantidades es igual al cuadrado de
la primera cantidad mas el doble producto de la primera cantidad por la
segunda mas el cuadrado de la segunda cantidad.

18x-8=2x-4+4,/4x’ —6x-4+4(2x+1)

Simplificando la ecuacion:

18x—8=10x+4/4x" —6x—4
8x—8=4,/4x" —6x-4
2x—2:w/4x2 -6x-4

Notamos que el miembro de la derecha es un radical de grado dos,
luego puedo eliminarlo elevando ambos miembros al cuadrado :

(2x-2) = (\/M)2

Ax* —8x+4=4x"-6x-4
-2x=-8
x=4
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Ejemplo 4: Resolver

Jox+10-2 fx+3=/x-2

(Jox+10-25+3) = (J3-2)
9x + 10-44/9x” + 37x+ 30+ 4(x + 3)=x-2
135422~ x+2=4/9x" +37x+ 30

12x+24=449x> +37x+30
3x+6= 49x7 +37x+30

(3v+6) =(yox" +37x+30)

9x” + 36x+36=9x" +37x + 30
36-30=37x-36x

6=x
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<REGLA DE TRES CON BASE UNITARIA :

Ejercicio 1:

Usted pagé por la compra de tres (3) pantalones Bs
330,00. Si quiere comprar dos (2) pantalones mas.
¢ Cuantos bolivares necesita?

Solucién :

En nuestros estudios de bachillerato se nos ensefid un método
sencillo y eficaz que nos permite hacer el calculo directo :

Situacion conocida (Supuesto) : 3 pantalones cuestan Bs 330,00

Situacion desconocida (Prequnta) : 2 pantalones costaran Bs X

Se nos dijo que para garantizar la exactitud del calculo se
colocaban las unidades similares una debajo de la otra (pantalones
debajo de pantalones y bolivares debajo de bolivares).

3 pantalones ------------- > Bs 330,00
2 pantalones ------------- > Bs X

Posteriormente se procede a hacer el “despeje” de la incognita,
multiplicando los datos en forma de ‘“equis” , el numerador estara
representado por la multiplicacion de los dos numeros conocidos y el
denominador sera el numero que acompafia a la incognita en la
multiplicacion en forma de “equis” :

X = (330).(2)
3
Tambiéen  podemos  recordar que cuando  eStudiamos

PROPORCIONES se nos ensefié otro método para este calculo que
consistia en indicar la proporcionalidad directa que existe entre dos
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valores. En este sentido se nos indicé igualmente que para garantizar la
exactitud del calculo se colocaban las unidades similares una debajo de
la ofra (pantalones debajo de pantalones y bolivares debajo de
bolivares).

3 pantalones = Bs 330,00
2 pantalones Bs X

Al efectuar el despeje:
X = (330).(2

3

Podemos notar que por cualquiera de los dos procedimientos se
llegara al mismo resultado :

X = 660 = 220,00
3

Concluyendo que dos (2) pantalones costaran Bs 220,00

Si posteriormente se nos preguntara el costo de cualquier cantidad
de pantalones, tendriamos que hacer la misma operacion (de principio a
fin) tantas veces como se cambiara dicha cantidad.

Lo que pretendemos es recomendar un procedimiento que facilite
los calculos para situaciones mas complejas o dificiles, pero que a su vez
no implique el tener que “aprender” nuevas formulas o ecuaciones. Se
persigue, que lo hagamos de la misma forma como acostumbramos en
nuestra cotidianidad.

Lo anteriormente expuesto responde a la frecuencia que se
observa en la mala utilizacion de la Regla de Tres Inversa y /a Regla de
Tres Compuesta.

Partiendo de la premisa anterior se recomienda que para
problemas de este tipo se determine primero el costo unitario de cada
articulo. Recuerde que cuando realiza una compra en cualquier
establecimiento, en la factura que se le entrega, siempre viene reflejado
el precio unitario de cada uno de los articulos adquiridos y el costo total
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por articulo no es mas que la multiplicacion de dicho precio unitario por la
cantidad del articulo comprado.

El calculo del precio unitario se puede realizar utilizando la regla de
fres o la proporcionalidad directa, tal como se hizo anteriormente, pero
referido a un solo articulo (cantidad).

Una vez conocido este valor (que representa el costo unitario de
cada articulo) se puede calcular facilmente el precio de cualquier
cantidad de dicho articulo a comprar.

Situacion conocida (Supuesto) : 3 pantalones cuestan Bs 330,00

Situacion desconocida (Pregunta) : 1 pantalén costara Bs X

X = (330.(1) =

3

110,00 = precio unitario del pantalon

Si llamamos “n” al numero de pantalones a comprar, el costo total (C) de
la compra de “n” pantalones estara representada por la expresion:

C=110n

Nota: No es que estamos memorizando otra formula. Es que estamos
construyendo una expresion matematica que relaciona los valores de
este problema en particular. Y algo muy importante, este es el
procedimiento que hacemos comunmente cuando vamos al
supermercado o a la tienda, lo que significa que no es nada nuevo para
nosotros ni debe representar grado de dificultad alguno ponerlo en
préctica.

Acostumbrarse a trabajar con estas expresiones algebraicas (y
saberlas “construir’) facilitan considerablemente los calculos posteriores.

Imaginemos que se nos pregunte cuanto cuestan 9 de esos
pantalones; solo basta sustituir el 9 en la ecuacion C=110n y el
resultado lo tendremos de forma inmediata: C = 110.(9) = Bs 990,00

Pero no solo esta expresion nos sirve para saber el costo del
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numero de pantalones a comprar; con ella podemos determinar cuantos
pantalones se pueden comprar con cierta cantidad de dinero. Por
ejemplo, si se tienen Bs 660,00 y se quiere saber cuantos de esos
pantalones se pueden comprar, se procede como sigue:
660 = 110.n luego n = 660 =
110
Lo que significa que con Bs 660,00 podemos comprar 6 pantalones

de Bs 110,00 cada uno.

6 pantalones

Insistimos tanto en el calculo del precio unitario ( aporte individual o
fuerza de trabajo individual ) porque en la solucién de problemas que
necesiten la aplicacion de la regla de tres inversa, de proporcionalidad
inversa y de la regla de tres compuesta; es més facil visualizarlo con el
uso de este método propuesto.

El procedimiento recomendado consiste en calcular el aporte
unitario por unidad de tiempo de la situaciéon conocida (supuesto),
posteriormente calcular el aporte unitario por unidad de tiempo de la
situacion desconocida (pregunta), y por ultimo se igualan estas dos
cantidades porque se asume que la capacidad de trabajo o aporte
individual a una actividad de cada persona es la misma (condicion
Iégica del problema).

Para fijar mejor la idea vamos a resolver varios ejercicios con el
célculo inicial del precio unitario de un articulo, el aporte individual en una
actividad o la fuerza de trabajo individual en una obra.

Ejercicio 2:
Cuatro (4) obreros hacen una obra en 12 dias ;En
cuantos dias la harian seis (6) obreros?

Solucién :

Como nos estamos refiiendo a una obra que necesita la
intervencion de varios obreros, lo ideal sera determinar primero el aporte
que cada obrero hace a la misma (“aporte unitario en la construccion”).
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Situacion conocida (Supuesto) :
4 obreros -------- > 1obra -------- > 12 dias

Si cuatro (4) hombres construyen una obra en 12 dias quiere decir
que cada dia 4 hombres construiran 1/12 de la obra.

Entiéndalo bien: cada dia hacen 1/12 parte de la obra y al cabo de
12 dias la terminaran. Por ejemplo, si una casa la construyen en dos (2)
dias quiere decir que cada dia haran la mitad (1/2); si la hacen en tres (3)
dias quiere decir que cada dia haran un tercio (1/3), y asi sucesivamente.

Ahora bien, este 1/12 representa el “aporte” de los 4 hombres cada
dia, para saber cual es el aporte de cada hombre (aporte unitario) basta
con dividir esta cantidad entre el nimero de hombres.

Esto significa que cada uno de los 4 hombres aportard un cuarto
(1/4) de los 1/12 de obra:

(1/4).(1/12) = 1/48 = aporte individual diario

Situacion desconocida (Prequnta) :
6 obreros ------- > 1obra -------- > X dias

Hacemos un procedimiento similar al anterior:

Si 6 obreros hacen una obra en “X” dias quiere decir que cada dia 6
hombres harén 1/X de la obra.

Este 1/X representa el aporte de los 6 hombres cada dia, entonces
cada uno de los 6 obreros aportara un sexto (1/6) de los 1/X de obra:

(1/6).(1/X) = 1/6X = aporte individual diario

Como el aporte unitario diario es una cantidad fija, 1/48 tiene que
ser igual a 1/6X

<
1]
A

X=8

— — ] —_— ]
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Este resultado nos indica que los Seis (6) obreros haran la obra en 8
dias.

Otro método de resolucion :

Hemos dicho varias veces que lo importante para resolver un
problema matematico es utilizar algo que ya forme parte de nuestros
conocimientos y no tener que aprendernos mas formulas o ecuaciones.
Para reafirmar lo dicho anteriormente vamos a resolver el problema
anterior con el enfoque que generalmente hace el “maestro de obra” o el
Ingeniero Civil encargado de una obra.

Cuatro (4) obreros hacen una obra en 12 dias ¢En cuantos
dias la harian seis (6) obreros?

Situacion conocida (Supuesto) :
4 obreros -------- > 1obra -------- > 12 dias

Primero se calcula la “fuerza laboral” necesaria para construir
dicha obra ( dias-hombres en este caso) :

4 hombres trabajando por 12 dias = 48 dias-

hombres

4).(12) =

Se dice entonces que esta obra necesita una “fuerza laboral” de 48
dias-hombres.

Si llamamos “f’ a la fuerza laboral que necesita esta obra, “n” a la
cantidad de obreros que laboran en su construccion y “d” a los dias
necesarios para realizarla, podemos construir la expresion matematica
que relaciona todos estos valores:

f=nd

Para calcular cualquier variable basta con reemplazar en la
expresion anterior las cantidades conocidas.

Situacion desconocida (Prequnta) :
6 obreros ------- > 1o0bra - > X dias

En el problema en cuestion conozco la fuerza laboral que necesita
esta obra (“f' = 48 dias-hombres) y los obreros disponibles (‘n” = 6
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hombres); solo se desconocen los dias necesarios para su construccion

(l[ H= ?).
f=nd ; 48dias-hombres = (6 hombres).d ;

d=48/6 , d=8dias

48 = 6d

Este resultado nos indica que los Seis (6) obreros haran la obra
en 8 dias.

Ejercicio 3 :

Diez (10) hombres trabajando ocho (8) horas diarias
construyen una casa en treinta (30) dias. ;En cuantos dias
podran construir la misma casa trabajando seis horas (6)
diarias los mismos 10 hombres?

Solucion :

Como nos estamos refiriendo a una obra que necesita la
intervencion de varios obreros, lo ideal sera determinar primero el aporte
que cada obrero hace a la misma (“aporte unitario en la construccion”).

Situacion conocida (Supuesto) : Diez (10) hombres trabajando ocho (8)
horas diarias construyen una casa en treinta (30) dias.

10 hombres -------- > 30 dias -------- > 8 horas -------- > 1 casa

Si en 30 dias hacen una casa, cada dia haran 1/30 partes de la
casa.

Como trabajan 8 horas diarias y cada dia hacen 1/30 partes de la
casa quiere decir que cada hora haran 1/8 de 1/30 = 1/240 partes de la
casa.

Como los 10 hombres hacen 1/240 partes de la casa cada hora
quiere decir que cada obrero hara 1/10 de 1/240 = 1/2400 partes de la
casa cada hora.

1/2400 partes de la casa = Aporte individual por hora
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Situacion desconocida (Prequnta) : ¢ En cuéntos dias podran construir la
misma casa trabajando seis horas (6) diarias los mismos 10 hombres?

10 hombres --------> X dias -------- > 6 horas -------- > 1 casa

Sien X dias hacen una casa, cada dia haran 1/X partes de la casa.

Como trabajan 6 horas diarias y cada dia hacen 1/X partes de la
casa quiere decir que cada hora haran 1/6 de 1/X = 1/6X partes de la
casa.

Como los 10 hombres hacen 1/6X partes de la casa cada hora
quiere decir que cada obrero hara 1/10 de 1/6X = 1/60X partes de la casa
cada hora.

1/60X partes de la casa = Aporte individual por hora

Como el aporte unitario diario es una cantidad fija, 1/2400 tiene que
ser igual a 1/60X

1= _1 ;X = 2400 ;
60X 60

Este resultado nos indica que Diez (10) hombres trabajando
seis (6) horas diarias haran esa casa en cuarenta (40) dias.

Otro método de resolucion :

Hemos dicho varias veces que lo importante para resolver un
problema matematico es utilizar algo que ya forme parte de nuestros
conocimientos y no tener que aprendernos mas formulas o ecuaciones.
Para reafirmar lo dicho anteriormente vamos a resolver el problema
anterior con el enfoque que generalmente hace el “maestro de obra” o el
Ingeniero Civil encargado de una obra.

Diez (10) hombres trabajando ocho (8) horas diarias
construyen una casa en treinta (30) dias. ;En cuantos dias podran
construir la misma casa trabajando seis horas (6) diarias los
mismos 10 hombres?
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Situacion conocida (Supuesto) : Diez (10) hombres trabajando ocho (8)
horas diarias construyen una casa en treinta (30) dias.

10 hombres -------- > 30 dias -------- > 8 horas -------- > 1 casa

Primero se calculan las horas-hombres que son necesarias para
construir la casa :

10 hombres trabajando por 30 dias = 300 dias-
hombres

(10).(30) =

Como cada dia se trabajan 8 horas, multiplico esta cantidad por los
dias hombres trabajados y obtendré las horas-hombres.

(8).(300) = 2400 horas-hombres

Se dice entonces que esta obra necesita una “fuerza laboral” de
2400 horas-hombres.

Si llamamos “f’ a la fuerza laboral que necesita esta obra, “n” a la
cantidad de obreros que laboran en su construccion , “d” a los dias
frabajados y “h” a las horas trabajadas cada dia, podemos construir la
expresion matematica que relaciona todos estos valores.

f =n.d.h

Para calcular cualquier variable basta con reemplazar en la
expresion anterior las cantidades conocidas.

Situacion desconocida (Prequnta) : ¢ En cuantos dias podran construir la
misma casa trabajando seis horas (6) diarias los mismos 10 hombres?

10 hombres -------- > Xdias -------- > 6 horas -------—- > 1 casa

En el problema en cuestion conozco la fuerza laboral que necesita
esta obra (“f" = 2400 horas-hombres), los obreros disponibles (‘n” = 10
hombres), las horas trabajadas diariamente (*h” = 6 horas); solo se
desconocen los dias necesarios para su construccion (‘d” = ?).
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f=ndh ; 2400 horas-hombres = (10 hombres). d.(6 horas)
2400=(10).d.(6) , 2400=60.d ; d=2400/60 ; d=40dias

Este resultado nos indica que Diez (10) hombres trabajando
seis (6) horas diarias haran esa casa en cuarenta (40) dias.

Ejercicio 4 :

Si 3 hombres trabajan 8 horas diarias y terminan 80
metros de una obra en 10 dias, ;cuantos dias necesitaran
5 hombres trabajando 6 horas diarias para hacer 60
metros?

Solucién :

Como nos estamos refiiendo a una obra que necesita la
intervencion de varios obreros, lo ideal sera determinar primero el aporte
que cada obrero hace a la misma (“aporte unitario en la construccion’).

Situacion conocida (Supuesto) : Tres (3) hombres trabajando 8 horas
diarias terminan 80 metros de una obra en 10 dias.

3 hombres -------- > 10 dias -------- > 8 horas -------- > 80 metros

Si en 10 dias se hacen 80 metros de una obra, cada dia se haran
80/10=8 metros de obra.

Como trabajan 8 horas diarias y cada dia hacen 8 metros de obra
quiere decir que cada hora haran 8/8 = 1 metro de obra.

Como los 3 obreros hacen 1 metro de obra cada hora quiere decir
que cada obrero hara 1/3 de metro de obra cada hora.

1/3 de metro de obra = Aporte individual por hora

Situacion _desconocida (Prequnta) :  jCuantos dias necesitaran 5
hombres trabajando 6 horas diarias para hacer 60 metros?
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5 hombres -------- > Xdias ------- > 6 horas -------- > 60 metros

Si en “X” dias hacen 60 metros de obra quiere decir que haran 60/X
metros de obra cada dia.

Como trabajan 6 horas diarias quiere decir que haran 1/6 de 60/X =
60/6X = 10/X metros de obra cada hora.

Como 5 hombres hacen 10/X metros de obra cada hora quiere
decir que cada hombre hara 1/5 de 10/X = 10/5X = 2/X

2/X de metro de obra = Aporte individual por hora

Como el aporte unitario diario es una cantidad fija, 1/3 tiene que ser
igual a 2/X

1 =

x 2 ;X = (2.3 ; X
3 X

1
(o))

Este resultado nos indica que Cinco (5) hombres trabajando
seis (6) horas diarias haran una obra de sesenta (60)
metros en seis (6) dias.

Ejercicio 5:

A puede hacer una obra en 3 dias y B en 6 dias. ;En
cuanto tiempo pueden hacer la obra trabajando los dos
juntos?.

Solucion :

Volvemos a insistir que la mejor forma de resolver las situaciones
donde se hable de construir una obra o realizacion de cualquier
actividad, es enfocarnos en el aporte unitario o individual que cada
persona u obrero hace a la obra o actividad.

Situacion conocida (Supuesto) :En este caso podemos decir que si “A”
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puede hacer una obra en 3 dias, diariamente hara 1/3 de la obra.

De la misma forma podemos decir que si “B” puede hacer una obra
en 6 dias, diariamente hara 1/6 de la obra.

Queda entendido, que si los dos ftrabajan juntos, la fuerza de
trabajo total cada dia sera la suma de sus aportes ( 1/3+ 1/6 ).

Situacion desconocida (Pregunta) : ¢En cuénto tiempo pueden hacer la
obra trabajando los dos juntos?.

Si trabajando juntos hacen la obra en X dias, quiere decir que
diariamente haran 1/X.

Como el aporte unitario diario es una cantidad fija, ( 1/3 + 1/6 )
tiene que ser igual a 1/X

1T+ _1 =
3 6

1 ; X=2
X

A y B trabajando juntos pueden hacer la obra en dos
(2) dias.

Ejercicio 6 :
Una llave puede llenar un depésito en 10 minutos y
otra en 20 minutos. ;En cuanto tiempo pueden llenar el

deposito las dos juntas?.

Solucion :

Una llave puede llenar un deposito en 10 minutos: En un minuto
llenara 1/10 del depdsito.

La otra llave puede llenar el tanque en 20 minutos: En un minuto
llenara 1/20 del depdsito.
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Si en X minutos las dos llaves juntas pueden llenar el deposito, en 1
minuto llenaran 1/X del deposito.

Las dos llaves juntas llenaran en un minuto (1/10+1/20) del
depdsito; pero como en un minuto las dos llaves abiertas llenaran 1/X del
depdsito, tendremos:

1710+ 1/20 = 1/X

Despejando X en la ecuacion:
X=6,67

Las dos llaves juntas llenaran el depésito en 6,67 minutos (6
minutos y 2/3 de minuto o lo que es lo mismo: 6 minutos y 40
segundos).

Ejercicio 7 :

Una llave puede llenar un depésito en 5 minutos,
otra en 10 minutos y un desagiie puede vaciarlo,
estando lleno, en 20 minutos. Si tenemos el tanque vacio
y abierto el desagiie y se abren las dos llaves. ;En
cuanto tiempo se llenaria el depésito?.

Solucion :

Una llave puede llenar un depdsito en 5 minutos: En un minuto
llenara 1/5 del depdsito.

La otra llave puede llenar el tanque en 10 minutos: En un minuto
llenara 1/10 del depdsito.

Un desagiie puede vaciarlo, estando lleno, en 20 minutos: En un
minuto vaciara 1/20 del depasito.

Si asumimos que abriendo las dos llaves y el desagiie el depdsito
se llenara en X minutos, podemos decir que en 1 minuto se llenara 1/X
del deposito.
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Las dos llaves juntas llenaran en un minuto ( 1/6 + 1/10 ) y el
desagtie vaciara del deposito en un minuto (-1/20); y como en un minuto
llenaran 1/X del deposito, tendremos:

1/5+ 1/10-1/20 = 1/X

Despejando X en la ecuacion:
X=4

Si tenemos el depésito vacio y abierto el desagiie y se abren
las dos llaves el depdsito se llenara en 4 minutos.

Ejercicio 8:

A y B trabajando juntos hacen una obra en 6 dias. B
solo puede hacerla en 10 dias. ;En cuanto tiempo puede
hacerla A?.

Solucion :

Antes de resolver este ejercicio se recomienda consultar el ejercicio
5 de este trabajo (pagina anterior) para facilitar su enfoque.

Si en 6 dias los dos juntos hacen toda la obra, en 1 dia haran 1/6
de la obra.

A Puede hacer la obra en X dias: En un dia hace 1/X de la obra.

B _solo puede hacer la misma obra en 10 dias: En un dia hace 1/10
de la obra.

Los dos juntos haran en un dia ( 1/X + 1/10 ) de la obra; pero como
en un dia los dos hacen 1/6 de la obra, tendremos:
1/X+ 1/10=1/6
Despejando X en la ecuacion:
X=15

A trabajando solo puede hacer la obra en 15 dias.
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Ejercicio 9:

Un grupo de 6 excursionistas van a acampar con
provisiones para 30 dias, pero en el viaje se les une un
grupo de 4 personas que no llevan alimento. ;Cuantos
dias podrian acampar ahora?

Solucion :

Como nos estamos refiriendo al consumo de unas provisiones, lo
ideal sera determinar primero el “‘consumo individual o unitario” de cada
excursionista (la redundancia se hace a propdsito para fijar mejor la idea
de unitario).

Situacion conocida (Supuesto) : Un grupo de 6 excursionistas van a
acampar con provisiones para 30 dias.

6 excursionistas -------- > 30 dias ------- > 1 lote de provisiones

Si en 30 dias los 6 excursionistas consumen todas las provisiones,
quiere decir que diariamente consumiran 1/30 partes de provisiones.

Como los 6 excursionistas consumen diariamente 1/30 de
provisiones, quiere decir que cada excursionista consumira 1/6 de 1/30 =
1/180 partes de provisiones por dia.

1/180 partes de provisiones = Consumo individual por dia

Situacion desconocida (Prequnta) : En el viaje se les une un grupo de 4
personas que no llevan alimento. ; Cuantos dias podrian acampar ahora?

Al unirse 4 personas el numero de excursionistas aumentara hasta
10 y el enunciado del problema sera:

10 excursionistas -------- > Xdias -------- > 1 lote de provisiones

Si en X dias los 10 excursionistas consumen todas las provisiones,
quiere decir que diariamente consumiran 1/X partes de provisiones.

Como los 10 excursionistas consumen diariamente 1/X de
provisiones, quiere decir que cada excursionista consumira 1/10 de 1/X
= 1/10X partes de provisiones por dia.
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1/10X partes de provisiones = Consumo individual por dia

Como el consumo unitario diario es una cantidad fija (se asume que
las raciones de comida seran iguales para cada excursionista), 1/180
tiene que ser igual a 1/10X

1 = 1 X=18 : X=18
180 10X 10

Este resultado nos indica que Diez (10) excursionistas
consumiran esas provisiones en 18 dias (se deduce que
podran acampar esos 18 dias).

Otro método de resolucion :

Hemos dicho varias veces que lo importante para resolver un
problema matematico es utilizar algo que ya forme parte de nuestros
conocimientos y no tener que aprendernos mas formulas o ecuaciones.
Para reafirmar lo dicho anteriormente vamos a resolver el problema
anterior con el enfoque que haria la persona responsable de “administrar”
los alimentos al grupo de excursionistas.

Situacion conocida (Supuesto) :  Un grupo de 6 excursionistas van a
acampar con provisiones para 30 dias.

Para garantizar que las provisiones “alcancen” para los 30 dias
resulta logico pensar que pudiesen dividirse en ‘raciones” para darle una
diaria a cada persona.

Si son 6 excursionistas que van a acampar 30 dias se debe contar
con 180 ‘raciones”. ( raciones totales = 6 raciones diarias por 30 dias =
180).

‘Raciones” de comida para cada persona por dia = 180

Situacion desconocida (Prequnta) : En el viaje se les une un grupo de 4
personas que no llevan alimento. ; Cuantos dias podrian acampar ahora?

Al unirse 4 personas el numero de excursionistas aumentara hasta
10.
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Si contamos con 180 ‘raciones” de comida para cada persona por
dia y tengo que suministrar 10 raciones diarias (10 excursionistas), es
facil concluir que las mismas me “alcanzaran” para 18 dias.

180 ~10=18

Este resultado nos indica que Diez (10) excursionistas
consumiran esas provisiones en 18 dias (se deduce que
podran acampar esos 18 dias).

Ejercicio 10

Si 4 ascensores consumen 40 Kw. de corriente para
transportar 600 Kg cada uno a 8 m de altura. ;Cuantos
Kw. de corriente se necesitaran para que 6 ascensores
puedan elevar 200 Kg. de peso cada uno a 5 m de altura?

Solucion :

Como nos estamos refiriendo al consumo de corriente de unos
ascensores y se nos habla de los kg que transporta y los metros que se
eleva, es recomendable determinar el consumo unitario por cada kg que
transporta y cada metro que se eleva (la redundancia se hace a propésito
para fijar mejor la idea de unitario).

Situacion _conocida (Supuesto) : 4 ascensores consumen 40 Kw. de
corriente para transportar 600 Kg cada uno a 8 m de altura.

4 ascensores -------- > 40 kw -------- > 600 kg -------- >8m

Si 4 ascensores consumen 40 kw, quiere decir que cada uno
consumira 40/4 = 10 Kw.

Como cada ascensor consume 10 kw para transportar 600 kg,
quiere decir que por cada kg transportado consume 1/600 de 10 = 10/600
= 1/60.

Como cada ascensor consume 1/60 kw para transportar cada kg en
8 metros de altura, quiere decir que cada metro consumira 1/8 de 1/60 =
1/480.
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1/480 kw = Consumo individual por cada kg y por cada metro

Una vez calculado el consumo individual (de cada ascensor) en kw
por cada kg transportado y por cada metro elevado, podemos utilizar
cualquier metodo para llegar a la solucién del problema planteado:

v" Podemos enfocarlo como se hizo en los ejercicios 2, 3, 4 y
9.

v" Podemos enfocarlo como se hizo en el “otro método de
resolucion” de los ejercicios 2y 3.

v" Podemos enfocarlo como se hizo en el ejercicio 1.

Lo importante no es el método utilizado, lo importante es utilizar
aquel con el que estemos mas familiarizado y que nos de la seguridad de
que lo estamos haciendo bien.

Lo mas comun es que si conocemos el consumo unitario de “algo”,
el consumo total sera el resultado de multiplicar ese valor unitario por la
cantidad que vamos a utilizar.

Situacion desconocida (Pregunta) : ;Cuantos Kw. de corriente se
necesitaran para que 6 ascensores puedan elevar 200 Kg. de peso cada
uno a 5 m de altura?.

Si ya conocemos que el Consumo individual por cada kg y por
cada metro = 1/480 kw

El consumo total en la “situaciéon desconocida” sera igual a 1/480
multiplicado por los ascensores que se van a tilizar (6), por los
kilogramos a transportar (200 kg) y por los metros a que se van a elevar
(5m)

Consumo total = (1/480).(6).(200).(5) = 12,50 kw

Lo que significa que 6 ascensores para elevar 200
kg de peso cada uno a 5 metros de altura
necesitaran 12,50 kw.
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El autor de este trabajo solicita su valiosa colaboracion en el
sentido de enviar cualquier sugerencia y/o recomendacion a la siguiente
direccion :

martilloatomico@gmail.com

lgualmente puede enviar cualquier ejercicio o problema que
considere pueda ser incluido en el mismo.

Si en sus horas de estudio o practica se encuentra con un

problema que no pueda resolver, envielo a la anterior direccion y se le
enviara resuelto a la suya.
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