Leccion 7 - Coordenadas rectangulares 'y gréficas

Coordenadasrectangularesy graficas

Objetivos: Al terminar esta leccién podras usar un sistema de coordenadas rectangul ares para identificar puntos en
un plano y podras representar graficamente una ecuacion lineal en dos variables. También, dados cual esquiera dos
puntos, podréas determinar la distancia entre ellosy el punto medio entre ellos.

En un curso elemental de dlgebra aprendiste a representar |os nUmeros reales como puntos en una
linearecta que llamamos recta numérica. Ese hecho nos permite apreciar megjor algunas
relaciones que existen entre distintos nuUmeros reales. Por ggemplo, si un numero real X es menor
que un numero real y, sus puntos correspondientes estan en la recta numeérica de modo que €l
punto de X esta alaizquierda del punto dey.
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Mas aln, aprendiste que existe una correspondencia “uno auno” entre los nimeros realesy los
puntos de unarecta. Por esarazon es a veces conveniente hablar del nimero y de su punto

correspondiente en la recta numérica como s fueran la misma cosa.

En esta leccién aprenderas como describir algebraicamente puntos que se encuentran en un plano.
Recuerda que un plano puede imaginarse como una pared que se extiende infinitamente alo ancho y
alo alto.

Para especificar un punto en un plano nos valdremos de un sistema de coor denadas rectangulares
formado al intersecar perpendicularmente por e origen de ambas a dos rectas numéricas en €l
plano. A unade lasrectas larepresentamos horizontalmente y lallamamos el g e de abscisas o
gedex. A laotrarectalarepresentamos verticalmente y lallamamos el ge de ordenadas o gje
dey.
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° -2 ° Recomiendo la insercion de un applet que
('1 ) '2) (2 ! '2) presente un sistema de coordenadas fijo y un
T “ punto” movible por €l usuario con el raton
1 (o equivalente) de su computadora. Segun se
mueve el punto se mostrara a su lado el par
ordenado que corresponde a la posicion.

Asociaremos a un punto A en €l plano, un par ordenado de nuUmerosreales (x , y), de los cuales, €
primero, x , es el punto en el ge x intersecado por unarecta vertical que pasa por €l punto A; y
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el segundo de los numeros, y, es el punto en el gey, intersecado por una recta horizontal que pasa
por el punto A. Al par ordenado (x , y) lo llamamos las coordenadas de A y a cada uno de los
nameros en el par ordenado lo llamamos un componente o coordenada. Note que €l orden en que
escribimos los componentes del par ordenado es muy importante. En el dibujo previo puedes
apreciar que las coordenadas (1 , 2) corresponden a un punto distinto del que corresponde alas
coordenadas (2, 1).

Para cada par de numerosreales (x , y), existe sdlamente un punto en el plano que le corresponde
y, reciprocamente, para cada punto en el plano existe sdlo un para ordenado (x , y) que le
corresponde. Por eso decimos que existe una correspondencia “uno a uno” entrelos puntos del
planoy los par es ordenados de nimerosreales.

El sistema de coordenadas rectangul ares que estamos describiendo divide al plano en cuatro
regiones o . Al cuadrante que esta arribadel ge Xy aladerechadel gey lo llamamos
el cuadrante uno (cuadrante 1). Al cuadrante alaizquierdadel cuadrante uno lo llamamos el
cuadrante dos (cuadrante 11). Debajo del cuadrante dos esta el cuadrante tres (cuadrante 111).
A laderechadel cuadrante lll esta el cuadrante cuatro (cuadrante 1VV). Puedes verificar que
paratodos los puntos del cuadrante | ambas coordenadas son positivas; paralos puntos del
cuadrante |1, la coordenada x es negativay lay es positiva. En el cuadrante |11 ambas
coordenadas son negativasy en el cuadrante IV la coordenada X es positivay la coordenaday es
negativa. El siguiente dibujo resume esas observaciones.
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4 Ejercicio 1: h

Dibuje un sistema de coordenadas rectangulares y especifique en é los puntos cuyas
coordenadas son (3, 3),(0,-2),(-05,18),(-10,0), (-3,-5)

(& J




Leccion 7 - Coordenadas rectangulares 'y gréficas

Distancia entre dos puntosy el punto medio

El teorema de Pitagoras es un resultado muy importante en las mateméaticas que establece que
para un tridgulo rectangulo, la suma de los cuadrados de las |longitudes de |os dos lados menores
equivale al cuadrado de la longitud del tercer lado. En un triangulo rectangulo, el lado mayor es €l
que esta opuesto al angulo recto y lo llamamos hipotenusa del triangulo.

Usaremos el teorema de Pitagoras para hallar la distancia entre |os puntos (xl,yl) Yy (x2 ,yz) .
Considere la siguiente ilustracion:

\/

Hemos representado dos puntos, (x,,y,) v (x,.y,). y ademés del segmento que |os conecta, podemos
ver otros dos segmentos que junto con €l primero forman un triangulo rectangulo. d es el largo de
la hipotenusa. Aplicando € teorema de Pitagoras a este triangulo obtenemos

2 _ 2 2
d _(Xz _Xl) +(y2 _Y1) :
Como d es un numero positivo, al sacar laraiz cuadrada a ambos lados de |a ecuacion, obtenemos

d :\/(Xz _X1)2 +(Y2 _y1)2 1

que es laférmula de distancia entre dos puntos en el plano. En el dibujo mostramos a punto
(xz,yz) arribay aladerechade (xl,yl). Si estuviera en otra posicion lalongitud del lado
horizontal podriaser x,—x, envez de x, —x,. Pero al cuadrarse, x,— X, y X — X, producen €l
mismo valor. Una observacion similar con respecto alalongitud del lado vertical nos llevaa
concluir que laférmula previa es vélida para cual esquiera dos puntos en el plano.



Leccion 7 - Coordenadas rectangulares 'y gréficas

Ejemplo 1
Ladistanciaentrelos puntos (2, -3) y (-1, 1) estda dada por

JE1-2P +(1- (-3)) =J/9+16 = 5.

Usando la férmula de distancia podemos verificar que la distanciaentre (x,,y,) y Bxi ; % : % ; yz%

. . . X +X% Y +Y,0 p X +X% Y +Y.0
al aladist t , , . Po I ,
esigual aladistanciaentre (x, yz)yD > > Por esarazon llamamos a = >0

el punto medio entre los puntos (x,,y;) ¥ (x,.,).

Ejemplo 2

El punto medio entre (2, -3) y (-4, 5) es @+ (-4) 3+5_

O o o O

1, 9).

Ejercicios
2) Caculeladistanciaentre los siguientes pares de puntos:
9 (1,0y(0.2 b (2,-3y@4.5 o (V2.42)y(0,0
3) Hallelosposiblesvaloresdex si € punto (x,-2) estaadistancia +18 del punto
4,1).
4) Determine el punto medio del segmento cuyos extremosson (1.5, 2.1) y
(3.4, 8.08).

Gr aficas de ecuaciones

Una solucidén auna ecuacion en las variables x y y es una pargjade un valor a parax y un valor b
paray, que al sustituir ax y ay en la ecuacion, producen un enunciado cierto. A esapargjade
valores la podemos representar con un par ordenado (a , b). Por gemplo, la ecuacion 3x + 5y =30
tiene entre sus solucionesa (5, 3) puessi x =5y y =3, laecuacion se convierteen 3¢«5+5¢3=30,
lo cual es un enunciado cierto. También (10, 0) es una solucion, e infinidad de otros pares
ordenados son solucién ala ecuacion. Como un par ordenado puede representarse con un punto, la
coleccidn de todas |l as soluciones de una ecuaci on puede ser representada con un conjunto de
puntos en un sistema de coordenadas rectangulares. A tal coleccidn de puntos lallamamos la

e R
Ejemplo 3

Para hacer la gréfica de la ecuacion y = 2x +1 comenzaremos determinando un conjunto de
pares ordenados (x, y) que satisfacen la ecuacion, lo cual esfacil para estaecuacion si
asignamos valores a x y determinamos el correspondiente valor dey como en la siguiente
tabla.
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A laderecha de latabla hemos representado con un punto a cada pareja (x, y) dada por
cadafilaen latabla. Notese que todos los puntos se encuentran en unalinearecta que
dibujamos con trazo punteado en rojo. Si determinaramos mas soluciones alaecuaciony
las representaramos en € sistema de coordenadas a la derecha, encontraremos que todas
ellas se encuentran en larectadibujada. Por otra parte, podremos verificar que las
coordenadas (x,y) de cada punto en la recta satisfacen la ecuaciony = 2x+1. Esto sugiere
que larecta dibujada contiene exactamente todos |0s puntos que corresponden a una
solucion de la ecuacion. Entonces concluimos que la gréfica de la ecuacion eslalinea
recta que sugerimos con €l trazo punteado.

\_ J
En general, la gréfica de toda ecuacion de laformay = mx + b, dondemy b son cualesquiera
constantes reales, es unalinearecta. Conviene recordar que paratrazar una recta solo
necesitamos dos puntos. Por o tanto, para este tipo de ecuaciones no necesitamos hacer una
tabla con tantos puntos como la del g emplo previo. Basta determinar dos puntos que satisfagan la
ecuacion (de unarecta) para construir su grafica. No olvidemos que ecuaciones de otras clases
tienen diferentes gréficas. Por ejemplo, lagréficade laecuacion x° + y* +6x— 4y =14 no esuna
recta sino un circulo cuyo centro estaen (-3,2) y cuyo radio es 1.

f Ejemplo 4 h
Hagala gréficade laecuacion y=-3x+2.
Solucion:
Primero determinamos dos puntos que satisfagan la ecuacion. Para hallar esos

L dos puntos podemos usar cualesquiera dos valores parax y determinar los )
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( correspondientes valoresdey. Si x =0, y=-30)+2=2. Por lo tanto el punto h
(0, 2) esun punto delagréfica Si Six=1, y=-31)+2=-1. Por lo tanto €l
punto (1, -1) también es un punto de lagrafica. Lagraficaes
y
A
K 0,2
4\ > X
T (1 ’ _1)
\/

\ J
Lasrectas verticales y las horizontal es tienen ecuaciones especialmente sencillas. Note que
todos los puntos en unarecta vertical tienen el mismo componente X, por |o tanto su ecuacion
seradelaformax = c. En las rectas horizontales, |0s puntos tienen un mismo componente eny,
por lo tanto su ecuacion serade laformay =c.

. N

Ejemplo 5
Bosquegje las gréficas de las ecuaciones y=-2y x =3.
Solucion:
/
A
| X=3
12 3
- S - - > X
+-1
y=-2
- >
4+ \/
\J
. J
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Si laecuacion no eslineal en x ni eny, entonces la gréfica podra ser un trazo no recto.
Considere laecuacion y = x*. La siguiente tabla muestra varios puntos en lagréficade la
ecuacion. Lacurvasugerida por los puntos es llamada una parabola.

AQ
(-3,9 3,9

-8
X y 1
0 0 s
-1 1 1s
1 1 14 Este s un buen lugar

(-2,4) 2,4 para insertar un

2 4 —+3 applet que permite al
2 4 usuario proveer una

-2 definicion de curva
3 9 11 “y=.." yobtener al
3 9 (-1,1) 1,1 instante su gréfica.

- — i 1 i >
3 2 10041 2 3

En general, lagréficade cualquier ecuacion de laforma y= ax’ + bx +c,donde a# 0, esuna
pardbola. Si a> 0, laparabola abrird hacia arriba, como ladel ggemplo previo. Si a<0, la
parabola abrira hacia abajo.

Una clase de ecuaciones importantes es la que corresponde a circulos. Posiblemente recuerdas
que un circulo cuyo centro es el punto Py cuyo radio esr es la coleccion de todos |os puntos que
estan aunadistanciar de P. Si Ptiene coordenadas (h, k) y un punto cualquieradel circulo es
denotado con (x, y ), entonces usando |a férmula de distancia obtenemos la siguiente ecuaci on:

J(x=h)*+(y-K)* =r. Cuadrando en ambos lados de esta ecuacion obtenemos (x - h)” +(y - k)* = r,

que es menos “fea’ y alaque llamaremos ecuacion estandar del circulo.

4 N
Ejemplo 6

Laecuacion (x-3)° +(y+2)° = 4 tiene laforma de |a ecuacién estandar del circulo con
h=3,k=-2,yr=2. Por lo tanto su gréfica es un circulo con centro en (3, -2) y radio 2.




Asignacion:
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L eer del texto las paginas 60-65

Hacer los problemas 1- 19 (impares) en la pagina 65, y los problemas 1-9 de la pag.

98




