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Algunos trucos del cdlculo son bastante fdciles, otros son muy dificiles. Los tontos
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Resumen:

En el presente articulo se hace una exposiciéon de un conjunto de ejercicios
vinculados con la diferenciabilidad de funciones de varias variables, tema que se
desarrolla en la asignatura Matematica III del pensum de estudio de las diferentes
carreras de ingenieria que configuran la Oferta Académica de la UNET. El
proposito es establecer la conceptualizacion a través de ejemplos y contraejemplos
la diferenciabildad de las funciones de varias variables. Para ello, se utilizan
funciones de dos variables, ya que es posible mostrar el trazado de su grafica en el
espacio R’. No obstante, estas ideas son extensibles a funciones de mas de dos
variables. Los ejercicios se desarrollan de manera usual, complementados con el
sistema computacional para la matemdtica avanzada MAPLE 12 para el trazado de
la grafica de las diversas funciones inmersas en la exposicion. Esta dirigido al
alumno-UNET, asi como a todo aquel que esté interesado en el tema.
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Abstract:

In the present paper is made an exposition of a set of exercises linked to the
differentiability of functions of several variables, topic that takes place in the curse
of Mathematics III of the various engineering degree programs that comprise the
Academic Offer of the UNET. The purpose is to establish the conceptualization of
the functions of several variables through examples and counterexamples. This is
done using functions of two variables given that it is possible to display its
graphical layout in the R’ space. However, these ideas are extended to functions of
more than two variables. The exercises are conducted in the usual way,
supplemented by the computer system for advanced mathematics MAPLE 12 for
plotting the graph of the various functions embedded in the exposition. The paper is
aimed to the UNET students, and anyone who is interested in the topic.

Key word: function, variable, limit, continuity, partial derivatives, differentiability,
closed set, compact set, unbounded set, condition of the residue, expanded function

for continuity, dense set, directional derivative, theorem, function class c',
Schwarz Theorem, function class C?.

Ejercicio 1. Dada la funcién f:U < R?* - R, definida por

X—)Y
f(xy)=12x+3y
0, si2x+3y=0

,s12x+3y+#0

i) Estudiar su continuidad.

ii)  Consideremos el conjunto D conformado por los puntos de
discontinuidad. Determinar: si D es cerrado y si D es compacto.

iii)  Determinar si las derivadas parciales de primer orden estdn definidas en
el punto (0,0).

iv)  En concordancia con la respuesta del apartado iii, establecer si f es
diferenciable en (0,0).

Solucion.

i) Es claro que la funcién es discontinua en todos los puntos de la recta 2x+3y =0,

(ver figura 1):
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Figura 1
En primer lugar consideremos el punto (0,0), para ello tomemos los caminos a
través de las rectas y=0, y x=0, donde los puntos son de la forma (x,0) y

(0, y) respectivamente, luego

ooox 1
lim—=— vy lim—=——
x—0 2x 2 y—0 3y 3

por lo tanto, el lim )

no existe, entonces f no es continua en (0,0).
(+2)-(00) 2x + 3

En segundo lugar, consideremos los puntos de la recta 2x+3y =0 diferentes de

(0,0), esto es Pz(xo,—zxoj y estudiemos lim Ty , para ello
3 (X,)’)—{xo’—gxoj 2x+ 3y

tomemos el camino x = x, donde los puntos son de la forma (x,,y), (ver figura 2),

luego
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-2 . 2x+3y=0

Figura 2

por lo tanto, este limite no existe, entonces f no es continua a los largo de la recta

2x+3y=0. Notese que f presenta una discontinuidad esencial.
ii) De i, se tiene que
D={(x,y)e R*/2x+3y =0}
consideremos un punto cualquiera (a,b)ef D, d ((a,b),D) =r donde reR",

entonces el disco abierto B((a,b),r) c D¢, por lo tanto D€ es abierto, luego D es

cerrado. Por otra parte, D no es compacto ya que no estd acotado.

iii) Determinamos las derivadas parciales de primer orden en el punto (0,0):

By, )= f (003,
fX(xo’yO):g_{c(xo,yo)=lz’mf(x0+ Yo) = f (%, %)

h—0 h
h 0 1
0+hA,0)—£(0,0 YR H  |—oeo,s1h<0
=ai(0,0)=ll'mf( +h,0)= f(0, )=ll’m—2h = lim2 = ST
ox h—0 h =0 h h—0 h +o0,81h >0

Yo+ h)— 1> Yo
fy(xo,yo)=§—§)(xo,yo)=£fl>qgf(x0 Yot ]3 f(x y)
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h 1
-0 - i
_ —o0,81h >0
- (0,0) =ll’mf(0’0+h) 1(0.0) = lim—30 =i, -3 = N s
ay h—0 h h—0 h h—0 h +oo,s1h<o0

es claro que estos limites no existen, por lo tanto las derivadas parciales de primer
orden en el punto (0,0) no estdn definidas.

iv) No, puesto que la existencia de las derivadas parciales de primer orden, es decir
que f sea derivable, es una condicion necesaria para precisar si una funcién de dos
o mas variables es diferenciable en un punto. Sin embargo, que sea derivable no es

condicion suficiente para garantizar que sea diferenciable. Veamos el ejercicio 2.

Ejercicio 2. Sea la funcién f:U c R* — R, definida por

x*+2y,si(x,y)#(1,2)

X, =
FEDN=100 i) =(12)
Determinar que f es derivable en el punto (1,2), pero no diferenciable.
Solucion.
f es derivable a—f(1,2) =2y a—f(1,2) =2

sin embargo, no es diferenciable, puesto que no es continua, (ver figura 3), ya que

lim (x*+2y)=5#0=f(1,2).

(x.y)=(1.2)

Figura 3
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Recordemos que toda funcion diferenciable es continua. Pero, no toda funcién

continua es diferenciable. Veamos el ejercicio 3.

Ejercicio 3. Dada la funcién f:U < R?* - R, definida por

L si X, :
Floy)=iyr+y (x,y)#(0,0)

0, si(x,y)=(0,0)

i)  Determinar que es continua en el punto (0,0).
ii)  Establecer que es derivable en el punto (0,0).

iii)  Evidenciar que no es diferenciable en el punto (0,0).

Solucion.

i) f es continua en (0,0), puesto que, tanto los limites iterados como los
direccionales existen y son iguales; ademds f estd definida en (0,0), (ver figura 4),

esto es

XY :lfm9=lfm0=O:f(0’O)

lim| lim————
x—0[ y—0 ’xz_i_yz =0 x x>0

7z

tim| tim—=2— | = 1im® = 1im0=0= £(0,0)

y—0| x—0 ’xz_i_yz y—>0y y—0

consideremos la familia o haz de rectas y =mx (me R), de vértice (0,0)

_ 2
X yEmee mx . m
Y = — =lim————=Iim

(x’yl)lgzlo’o) [xz + y2 x—0 /1 + m2x x—=0 m

x=0=£(0,0)
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-2
y
Figura 4
ii) f es derivable en (0,0), puesto que
Ho)
;;_];(0,0):%f(0+h,02—f(0,0):Q173 T
d £(0,0+h)— £(0,0) g
T

ii1) Para evidenciar que no es diferenciable, utilizamos la condicion del residuo

f(xo""hl’yo+h2)=f(xo’yo)+fx(xo’yo)hl+fy(xovyo)h2+r(h1’h2)
F(O+h,0+h,)=f(0,0)+ f.(0,0) 1, + f,(0,0) h, +r(h,h,)

() = () =2

donde
hh,
2
ll/m r(h’l’h2) — l h’l2 + h22 h’lh2 = 1

m L2 — [ = > =lim—5=—%0
()00 (1, 1y )| (100 2 + 2 (1 00) B2 4 12 T 2h' 2
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por tanto f no es diferenciable.
Observamos que la condicion del residuo (es uno de los procedimientos), establece
si una funcién de dos 0 mds variables es, o no, diferenciable en un punto. Veamos
el ejercicio 4.
Ejercicio 4.

Dada la funcién f:U c R* — R, definida por

f(xy)=(x+1)(y=2)"sen ! ~COS !
(x+1) y—2
i) Determinar si la discontinuidad que presenta f es evitable o esencial. Si

es evitable, ampliar a f por continuidad a todo R”.

ii)  En concordancia con la respuesta del apartado i, establecer si la funcion
ampliada por continuidad presenta derivadas direccionales en todas las
direcciones.

iii)  Asimismo, estudiar su diferenciabilidad en el punto (-1,2).

Solucion.
i) f es continua en todo R*, por ser el producto de funciones continuas, excepto a lo

largo de las rectas x=—1 y y=2 (ver figuras 5y 6), ya que

N
o "
1-
2
/ y o4

S &

X

-2 x—l _ll:l: 1 = h ‘\

Figura 5 Figura 6
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f no esté definida en los puntos de la forma (—1,y,) y (x,,2), no obstante que

m 1
fo N(y-2) =0
(x,y)i(_lyyo)(x+ )(y-2) sen(Hl)2 cos —
m 1 1
Ii Ny=2Y) 0
(x,y)L(XO,2)(x+ )(y-2) sen(x_l_l)2 Cos -
en particular
L (x+1)(y_2)zsen ! COS 1 =0
(x.y)=(-1.2) (x N 1)2 2

puesto que, estos limites existen y el dominio de f es denso en R”, f presenta una

discontinuidad evitable, por lo tanto admite una dnica ampliacién continua en R?

(ver figura 7), esto es

(x+1)(y—2)"sen ! ~COS ! ,sixz—-1y y#2
g(x,y)= (x+1) y—2

03 Six:—lyy:2

Figura’l

i) g tiene derivadas en todas las direcciones:

derivadas parciales de primer orden
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dg _ 81+ Ry ) —g(=Ly,)

= (=Lyy)=lim i =0, Vy,
2+h)-g(x,,2

% ()i S 2 ) =8(6:2) oy

dy h—0

para determinar las derivadas direccionales consideremos el vector unitario u =

<c0s o, senl9>

t—0 t

D.g (_1,2) —lim 8 (—1 +rcosd,2 + tsené’) —-g (_1,2)

=0 t
22 1 1
(tcos@)(*sen’0)sen———cos -0
—lim t'cos’@  tsenf
=0 1
= lim(cos@)(’sen’)sen L cos—1 - 0, puesto que ‘senzecosﬁ‘ <1
-0 t’cos’@  tsenf

g es diferenciable en el punto (—1,2)

g(xo +h1,y0+h2)=g(x0,y0)+gx(x0,y0)hj +gy(x0,y0)h2 +r(h1’h2)

r(h,h)=g(~1+h,2+h,) =hlhzzsen%c0s%

donde
11
hh;sen— cos — )
lim r(hth)= lim ‘ hZS lim —‘hlhz‘
()00 | (B, By )| (112)>(0.0) 1+ i (112)>00) [ 4 2

10
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Iy = 2
e m‘hl‘hl =Lll’mhf=0

1%0\/5‘;11‘ \/Ehl—>0

De acuerdo al resultado anterior, cabe preguntarse: ;para que una funcién sea
diferenciable es necesario tener derivadas direccionales en todas las direcciones?

La respuesta es no. Es decir, la existencia de las derivadas direccionales, en todas
las direcciones dadas por un vector unitario u = <a,b>, no garantiza que una
funcion sea diferenciable. Veamos el ejercicio 5.

Ejercicio 5. Sea la funcién f:U c R* — R, definida por

2

X
,s1(x,y)#(0,0
f(X,y)= x2+y4 ( y) ( )
0, si(x,y)=(0,0)
i) Determinar las derivadas direccionales en el punto (0,0)en la direccién

del vector unitario u = <a,b> .

ii)  Determinar si f es diferenciable en el punto (0,0).

Solucion.
(at)(bztz) 0
:ll’ma2[2+b4[4 =limi=ll’m2L22= 0,sia=06b=0
t—0 1t t—0 [3(a2+b4l_2) =0 g+ b7t bz/a,Sia-‘,ﬁO

por lo tanto, f tiene derivadas direccionales en todas las direcciones.
ii) Sin embargo f no es diferenciable, ya que no es continua (ver figura 8), puesto

que

11
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2 0, siy=0
lim ny o= Y )
(x.y)—(0.0) x~ + y 1/2, six= y

no existe.

Figura 8

Ejercicio 6. Dada la funcién f:U cR* — R, definida por

x—=y,six=00y=0
1, six#0yy+#0

f(x,y)={

i) Determinar que f soélo tiene derivadas direccionales en las direcciones
canonicas.
ii)  Determinar que f no es diferenciable.

Solucioén. En la figura 9, es posible observar el trazado de la grafica de la funcién

i) ¥ (0,0)= i 01O =F(0.0) _ 0 n=0_,
0x h=0 h -0 h
Y (0,0) = L00HN=F(00) _ 0 =h=0__,
dy h—0 h =0 |

luego, f es derivable en (0,0).

12
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Figura 9

Sin embargo, en la direccion del vector unitario u = <a,b>, por supuesto

a#0yb+0, tenemos

D, £(0,0) = i 209000 = 1 (0.0) —lime=] Y
—o0, 811 <0

t—0 t t—0 t h—0 t

f(at,bt) 1 {+oo, sit>0

es claro que este limite no existe.

ii) f no es diferenciable, ya que presenta una discontinuidad esencial, puesto que
y=0 y=x

lim )f(x,y)=—>=ll’mx=0¢ lim )f(x,y)=%=ll’m1=1

(x,y)—(0,0 x—0 (x,9)—=(0,0 x—0
es claro que este limite no existe.

Ejercicio 7. Consideremos la funcién f:U cR* — R, definida por

Flay) = Ty S ()20

0, si(x,y)=(0,0)

i) Determinar las derivadas direccionales en el punto (0,0)en la direccién
del vector unitario u = <cos 6,sen 6’> .

ii)  Determinar si f es diferenciable en el punto (0,0).

13
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Solucion.
0+17cosB,0+tsend)— (0,0
t— t
(tcos@)(rsend)
— lim t>cos’ 6 +t’sen’8 —lim sendcosf _ 0, si S‘GHQC?S 6=0
=0 t -0 t no existe, sisen@cos@ =0

es claro que este limite Unicamente existe para los valores de

0=0,7/2,7,37x/2 y2x. Por lo tato, las derivadas direccionales sélo estidn

definidas en las direcciones candnicas, esto es

Y (0,00=0=L(0,0).
ox

ii) f no es diferenciable, puesto que no es continua (ver figura 10), ya que

[0, six=0
C1/2,siy=x

no existe.

lim
(x3)=(0.0) x? + y2

Figura 10

En el ejercicio 8, se presenta otro método para establecer si una funciéon de dos

variables es diferenciable.

14
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Ejercicio 8. Dada la funcién f:U c R*> — R, definida por

(x2 + yz)sen;, si(x,y)#(0,0)
f(xy)= x4y
0, si(x,y)z(0,0)

i) Estudiar su continuidad en el plano R*.
ii)  Determinar su diferenciabilidad en el punto (0,0).

iii)  Establecer la continuidad de las derivadas parciales de primero orden en
el punto (0,0).

iv)  En concordancia con ii y iii, dar una conclusion acerca del siguiente
Teorema: Sea f:U cR’>—R una funcién definida en el conjunto

abierto U < IR?. Si las funciones (derivadas parciales) f. :UcR*>SR y
fy U cR* > R, son continuas en el punto (xo, yo)e U , entonces f es

diferenciable en (x,,y, ).

El teorema establece que si f es una funcién de clase C', entonces es
diferenciable.

Solucion.

i) f es continua en todo R*, (ver figura 11), puesto que:

para (x,y)#(0,0)

lim

1 1
2 + 2 _ 2 n 2 _ ,
(x,y)—>(xO,yo)(x Y )Sen X2 +y2 (XO Yo )Senm f(xo yo)

para (x,y)=(0,0)

. 5 5 1 _x=rcos€_ . 5 1 o
(x’yl)li;lzo’o)(.x +y )Senﬁ—y:;)ng—lrli’lg(r sen;j—O—f(0,0)

es claro que r — 0 sii (x,y) —(0,0)

15
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-3.2 -3,2

Figura 11

ii) En primer lugar determinamos las derivadas parciales de primer orden en el

punto (0,0)

=lim =lim
ox h—0 h h—0 h h—0

, 1
h°sen——0
af(OO =lim f(0+10)-7(0.0) _, h 1 (hsenljzo

1
h*sen——0
Z =—(0,0) =1im f(0.0+h)=F(0.0) _, h j (hsenljzo

=lim =lim

a}’ h=0 h h—0 h h—0
luego

) )
F(0+h,0+h)=£(0,0)+ af;(o 0)h + ];(O,O)h2+r(hl,h2)
1

r(h,h)=f(h,h)=(h>+h )sen ——

(hoh) = f (lohy) = (1 +17) v
donde

(h12 + hf)sen 1 2h’sen———
lim WAl " */_hl lim| hsen—— | =0
(7.1, )—(0.0) }1124_]122 Iy =0 \/5]71 \/§h1—>0 \/_hl
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por lo tanto, f es diferenciable en el punto (0,0).

iif) Obtenemos las derivadas parciales de primer orden mediante las férmulas de

derivacion
of r2xsen L % ol ,si(x,y)#(0,0)
()= N N i
0, si(x,y)=(0,0)
of r2ysen ! Y cos ! ,si(x,y)#(0,0)
3 (5= N L N A
0, si(x,y)=(0,0)

d af 2 af
s ) Y Sy (59)

no existen, por lo tanto las derivadas parciales de primer orden (ver figuras 12y

13), presentan una discontinuidad esencial.

Figura 12 Figura 13

17
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iv) Que el reciproco del teorema no es veridico, es decir: el hecho de que la funcion
f:UcR?> >R sea diferenciable en el punto (x,,y,)e U, no implica que las
derivadas parciales de primer orden de f sean continuas en (x,,y, ).
Ejercicio 9. Consideremos la funcién f:U cR* — R, definida por

=y .
,si(x,y)#(0,0
f(x,y): xyxz_l_yz ( y) ( )

0, si(x,y)=(0,0)

i) Probarque f,(x,0)=x,Vx y f,(0,y)=—y,Vy.

ii)  Probar que para un punto cualquiera (x,y)#(0,0) se verifica el Teorema
de Schwarz, esto es f, (x,y)= f,.(x,y). Mientras que para (x,y)=(0,0)
no se verifica, es decir f, (0,0)= f,(0.,0).

iii)  Mostrar que f es diferenciable (0,0).

Solucioén. En la figura 14, es posible observar el trazado de la grafica de f

18
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2 2

-y -y
hy —0(y)—5-
O+h,v)— (0 2 2 2
ox h=0 h 70 h

ii) En primer lugar, obtenemos las derivadas parciales de primer orden (ver figuras

15 y 16), mediante las férmulas de derivacién en un punto cualquiera (x, y)# (0,0)

a_f_x4y+4x2y3—y5 ; ai_x5—4x3y2—xy4
ox (xz+yz)2 dy (x2+yz)2

Figura 15 Figura 16

ahora, determinamos las derivadas mixtas o cruzadas de segundo orden utilizando

las formulas de derivacion

aZf _x6+9x4y2_9x2y4_y6 B aZf
dyox ( X+ y )3 0xdy

es claro que estas funciones estin definidas y son continuas en todo punto

(x,y)#(0,0). Es decir, f se comporta como una funcién clase C*, para todo

(x, y) * (0,0) .

19
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Por otra parte, consideremos las funciones

x4y+4x2y32—y (1200
ein) =L (ny)ml (e F00)

0 i (x.3) =(0.0)

0 2
(o) =5 (n)={ (F+y)
0, si(x,y)=(0,0)
luego
-
9’ f dg g(0,0+1)-g(0,0) e
0,0 0,0)=Ilim =11 =-1
Byax( )= ay( )= 0 h 0 h
k5
o’ f 9 (0,0)= ah(o 0)_hmh(0+k,0)—h(o,()) ikt 4
0xdy ox k=0 k k=0 k

por lo tanto

fxy (O’O) # fyx (O’O) :
Otra manera de dar respuesta a la pregunta consiste en considerar las funciones
6 4.2 Q204 6
x +9x7y 9x3y y si (x,v) %(0,0)
(x*+y?)
0, si(x,y)z(0,0)

nétese, que estas funciones estdn definidas en el punto (0,0), no obstante son

af( ,y)=

_J'f
3or =——(x,y)

0xdy

discontinuas en (0,0), puesto que el limite cuando (x,y)—(0,0) no existe, (ver

20
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figura 17), por lo tanto f, (0,0)# f,.(0,0). Es decir, para (x,y)=(0,0) f no es

una funcién clase C?.

Figura 17

iii) Primero, obtenemos las derivadas parciales de primer orden en el punto (0,0)

_ h(0)— -0
ai(O,O):lz’mf(OJrh’O) f(00) i~
ax h—0 h h—0 h
W
0.0+h)— £(0,0 Oh—5--0
¥ (0,0)= fim Q0TSO0 _ 0 T 7,
ay h—0 h h—0
luego
}112_h2
r(h,h)=f(h,h)=hh, h12+h§2
donde
P —h r>cos” @ —r’sen’d
hh, 22+ZL22 o oreoss (rcosH)(rsenH)( > ]
lim L= > =lim

(hy.hy)—(0.0) ,hlz + h22 B hy=rsend  r—0 r

es claro que r — 0 sii (x,y) —(0,0)

21
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r*(cosBsenb)(cos* @ —sen’d
=lim ( I = limr(cos@send)(cos” 6 —sen’d) =0

r—0 v r—0
puesto que [senfcosf| <1, asi como ‘cos2 0 - senze‘ <1

luego, f es diferenciable en el punto (0,0).

Ejercicio 10. Consideremos la funcién f:U < R?* - R, definida por
B 3x°+y%,si3x° +y* <4
f(x’y)_{& §i3x% +y2 >4
Demostrar que f es continua en todos los puntos (x,y)e R?, excepto en los puntos
que configuran la elipse 3x* + y* =4.
Solucion.
En primer lugar, consideremos el conjunto U, = {(xo, Yo)e R?*/3x; + 5 < 4} :

entonces

lim  f(x,y)= lim (3x2+y2)=3x§+y§=f(x0,yo)

(x.3)=(x0-¥0) (x.3)=(x9.3)
En segundo lugar, consideremos el conjunto U, ={(x0, Yo)e R?/3x; + y; > 4},

entonces

lim f(xy)= Ilim 3=3=f(x,,)

(x.3)=(x0-¥0) (x.y)=(x0.30)
luego, f es continua en todos los puntos (x,,,)e R?, para los cuales 3x; + y; #4,
(ver figura 18).

En tercer lugar consideremos los conjuntos U, ={(x0,y0)e R*/3x; + y; >4} y

U, ={(x0,y0)e R*/3x; + y; S4} , entonces
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lim  f(x,y)= lim 3=3

(%,5)=(x0.¥0) (%.¥)=(x0.0)

lim  f(x,y)= lim (3x2+y2)=3x§+y§=4

(x.¥)=(x0.%0) (x.y)=>(x0.%0)
Puesto que, estos limites son diferentes, f es discontinua en todos los puntos

(x,y)e R? de laelipse 3x* + y* =4, (ver figura 18).

Figura 18
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