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RESUMEN

Una familia de soluciones estaticas de las ecnaesiacde campo de Einstein con

simetria esférica para un fluido anisotropo consikld de energia homogénea es
obtenida. Estas soluciones dependen de dos pacsnagistables relacionados al grado
de anisotropia del fluido. Algunas soluciones ciohes pueden deducirse para algunos
valores especificos de estos parametros. A difexatec otras soluciones conocidas es
posible cambiar el grado de anisotropia del modeémteniendo la misma dependencia
funcional de las coordenadas. Por medio de ungiammivn adiabatica lenta, se estudio
la estabilidad de las nuevas soluciones. Se deraugsie es posible mejorar la

estabilidad de los modelos ajustando los paramsetrobtener configuraciones mas

compactas que las obtenidas con otras solucions&tipas similares. Estas soluciones
compactas satisfacen las condiciones de energit fuelominante en el interior de la

estrella.

Se analiza el efecto que tienen las fluctuacialgela anisotropia local en la aparicion
de fracturas para una familia de soluciones uieddbs anisétropos dependiente de un
parametray, las cuales para el valar= 2, presentan la misma dependencia funcional
en la coordenada radial de la solucion de Schwaitdspara la presion radial. El
analisis muestra que la aparicion de fracturas;iada a fluctuaciones de la anisotropia
local, depende de la forma funcional de la pres@mla coordenada radial.

Se presenta un modelo relativista de estrellengegia oscura que consiste de un fluido
anisotropo gobernado por la ecuacion de estadmeigia oscura @ = pp < 0 . Se
propone una funcién de masa que depende de un gaodguoie puede modificarse y que
permite resolver las ecuaciones de campo de Hmstels caracteristicas y las
propiedades fisicas de esta nueva familia de swiasies estudiada.
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INTRODUCCION

El estudio de objetos estelares compactospseque los efectos de gravitacién son
importantes, solo puede ser realizado en el maeda teoria de la relatividad general.
La busqueda de soluciones analiticas de las ecexciodle campo de Einstein
considerando distribuciones de materia con simetsférica, con diverso grado de
complejidad, para modelar objetos estelares raaligtel estudio del colapso de estos
cuerpos han sido temas de importantes debates eomanidad cientifica desde la
formulacion de la teoria de la relatividad geneEal. la elaboracion de los primeros
modelos tedricos para estrellas relativistas destdas trabajos de Schwarzschild [1],
Tolman [2] y Oppenheimer y Volkoff [3]. Schwarzdchi[l] encontrdé soluciones
analiticas que permitieron describir una estreba densidad de energia uniforme,
Tolman [2] desarrollo un método para encontrar gohes para esferas de fluido
estaticas. Oppenheimer y Volkoff [3] usaron lasisimnes de Tolman para estudiar el
equilibrio gravitacional de estrellas de neutroestableciendo los fundamentos de la
relatividad general para estructuras estelares. ifportante mencionar las
contribuciones de Chandrasekhar [4] en la elabdnade modelos de enanas blancas
donde se toman en cuenta los efectos relativistas frabajos de Baade y Zwicky [5]
quienes proponen el concepto de estrella de negdrenidentifican unos objetos
astrondmicos conocidos como supernovas, los cuefgesentan la transicion de una

estrella ordinaria a una estrella de neutrones.
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Entre los principales problemas que saiemitan en el estudio de las estrellas
relativistas estan los que se refieren a la exgiieadel comportamiento fisico de los
objetos estelares muy compactos y la busquedabdelas matematicos apropiados que
permitan explicar la naturaleza de las estrellasedgrones y de los cuasares [6].

Diversos investigadores han usado una gramredexdi de técnicas matematicas para
intentar obtener soluciones exactas de estrellatwvistas, como lo han demostrado
Bowers y Liang [6], Ruderman [7], Canuto [8], Koimadj y Maharaj [9], Cosenza et al.
[10], Esculpiet. al [11] y Malaver [12] .

Estudios tedricos realizados por Rudernigqy [Canuto [8] sobre modelos estelares
mas realistas, sugieren que la materia nucleaamgos de densidad muy altps,10™
glcnt, donde las interacciones nucleares deben sedasatelativisticamente, puede
presentar anisotropia. En estos objetos masivgeesion radial puede diferir de la
tangencial. Anterior a estos estudios, en 1933,e@aitre [13] establecié que el tensor
de energia impulso mas general asociado con utrdbdaon esférica de materia es
localmente anisotropo. Esta generalizacion, mas ddl la aproximacion del fluido
isotropico, ha sido extensamente utilizada en tidés del equilibrio y colapso de
esferas compactas [14,15,16,17,18,19,20,17,21,22R3 La anisotropia en las
presiones puede ser inducida por un ndcleo solidorda presencia de un superfluido
[25], transiciones de fases [26] o por la presedeian condensado de piones [27].

Uno de los trabajos pioneros considerandonadelo de fluido anisotropo es el de
Bowers y Liang [6], ellos demuestran que la presemie anisotropia influye en el
equilibrio del modelo y puede modificar los valodes corrimiento al rojo gravitacional.
Cosenza et.al [10] desarrollaron un conjunto deucdomhes anisotropas, las cuales

explicaban corrimientos al rojo gravitacionales orag que 2, el valor limite en el caso



12

isétropo. Posteriormente, en 1999, Bondi [21] ddmda existencia de un limite en los

valores de corrimiento al rojo gravitacional ensgrecia de anisotropia, si todas las
presiones son positivas, impuesto por la condiciérenergia dominante. Ivanov [22]

encontro valores limites en el corrimiento al r@vitacional en la superficie de

estrellas anisotropas, impuestos por la condic®memergia fuerte y dominante. Esculpi
et al. [11] han obtenido una nueva familia de dohes anisétropas con densidad de
energia uniforme, donde las soluciones dependedodepardmetros que pueden ser
ajustados para mejorar el corrimiento al rojo demional. Del mismo modo y mas

recientemente, la suposicion de anisotropia loedlasutilizado para estudiar problemas
relacionados a diversos objetos compactos relegtsvis

[28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38].

Con el objeto de describir el comportamiento W& distribucion de fluido
anisétropo cuando sale del equilibrio dinamicetrera [39] y Di Prisco et. al.[40,41]
proponen el concepto de fractura, lo cual impli@aaparicion de distintas fuerzas
radiales dentro del sistema. Del mismo modo, Harf@9] establece que la aparicion
de las fracturas es causada por la anisotropid tieda distribucion de fluido.
Esculpi y Malaver [42] encuentran que la aparicida fracturas, asociada a
fluctuaciones de la anisotropia local, dependdaderma funcional de la presién con
la coordenada radial.

Se espera que la mayoria de los objetosassteconocidos tengan densidad de
energia variable. En efecto, Cosenza et.al.[10}rdf® y Ponce de Ledén [18],
Gokhroo y Mehra [43] y mas recientemente, Chaidilaharaj [44] han propuesto
soluciones anisotropas con una distribucion de idadsvariable, la cual se hace

méaxima en el centro de la estrella y decrece argpldel radio de la estrella.
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Otro problema de gran interés para la congida de la evolucion del universo y en
el estudio de los sistemas estelares es la exigtdaanateria oscura y energia oscura.
En efecto, la naturaleza del universo es un temdaimental en cosmologia y algunas
observaciones astrondmicas recientes parecen lingiiea el universo a gran escala
esta constituido en su mayor parte por una formandeeria desconocida llamada
materia oscura [42].

El contenido de la materia oscura fue odlyrente detectado en el estudio de
fendmenos como la dinamica rotacional de las gadagspirales, las cuales presentan un
comportamiento que es muy diferente de las premhies que ofrece la mecanica
newtoniana [43,44]. Del mismo modo, evidencias erpantales como las mediciones
en supernovas del tipo la y el estudio de la radiadel fondo cosmico de microondas
[45] han confirmado una expansién acelerada deleusd, y la presencia de energia
oscura es un buen candidato para explicar estansipa[46], por lo que resulta
interesante estudiar el comportamiento de estretlaformadas de energia oscura en el
marco de la relatividad general.

Recientemente, Lobo [46] analizé algunas igondciones estelares relativistas de
energia oscura escogiendo distintas funcionesada,ny propone un modelo en el que
la densidad de energia es constante y donde demmealanterior de la estrella y analiza
la estabilidad dinamica de estas nuevas configumasi de estrellas de energia oscura
obtenidas encontrando grandes regiones de estabjhdra estos sistemas. En el nuevo
estado final del colapso gravitacional propuestoNsazur y Mottola [47], en la estrella
de vacio gravitacional conocida como “gravastags,imprescindible considerar la

presencia de presiones tangenciales para asegjerarilério de tales objetos.
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Con el propdsito de contribuir al estudiouyn anejor conocimiento de la estructura
estelar en relatividad general se ha propuestostnievestigacién, encontrar nuevas
soluciones exactas para estrellas anisétropagestelven las ecuaciones de campo con
simetria esférica para una distribuciéon de maigue consiste en un fluido localmente
anisotropo en las presiones. A partir de un anspie, establece la relacion entre las
presiones radial y tangencial, que permite integmaliticamente la ecuacion de
equilibrio hidrostatico, se obtiene una familia deluciones que depende de un
parametro y de un coeficiente que mide la anis@rdpl sistema. Este procedimiento se
utiliza para generar soluciones de estrellas adigichs con densidad de energia
uniforme y variable. Las soluciones con densidaérgia uniforme se comparan con
otros modelos conocidos, se estudia el comportamida las variables fisicas, los
valores limites del corrimiento al rojo gravitacibry la estabilidad de las soluciones
ante una contraccion adiabatica lenta. Asimismba® un analisis de fracturas para
estas nuevas soluciones. Finalmente, se proporerasisoluciones anisotropicas que
permitan modelar el comportamiento y la estabilidacestrellas de energia oscura con
distintas funciones de masa.

Este trabajo se divide en cuatro capitulos.eErapitulo | se proponen algunos
nuevos modelos de estrellas anisotropicas consider&n un caso, densidad de energia
del fluido uniforme y en el otro, densidad varialjieestableciendo una relacion
funcional entre las presiones radial y tangencgatal manera que se puedan integrar
analiticamente las ecuaciones de campo. Asimisenestsidian las propiedades fisicas y
la estabilidad de estas nuevas soluciones a ttevéaa contraccion adiabética lenta y se
comparan con otras soluciones anisotrépicas coa®ckln el capitulo I, se estudia el

comportamiento de estos nuevos modelos de est@fis®tropas con densidad de
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energia uniforme ante fluctuaciones de anisotrodpéadescribe el comportamiento de
estas distribuciones de fluido cuando se rompeulibrio dinamico al aparecer fuerzas
radiales de diferente signo en la distribucion gemgose fracturas. En el capitulo Ill, se
propone un modelo de estrella de energia osculzantio una funcidbn de masa
conocida y se hace el correspondiente analisistddiédad del nuevo modelo obtenido.
En el capitulo IV se discuten los resultados obliesy se muestran algunas aplicaciones

astrofisicas a objetos estelares conocidos.
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CAPITULO |

MODELOS DE ESTRELLAS ANISOTROPAS

I.1. ECUACIONES DE CAMPO DE EINSTEIN.
Considerando un espacio cuadridimensionarieafaente simétrico, cuyo elemento

de linea esta descrito por las coordenadas de Stuohdd dadas por

ds’ =e’dt®> —e’dr? - r?(d&? +sin? &d¢?) 1)(

con una distribucién estatica de materia que istsmsle un fluido hidrodinamico no

pascaliano con un tensor de energia - impulso dadta expresion

T =(p+RUU" -Rg™ +(R -R)x" X’ ()

Las ecuaciones de campo de Einstein son :

8% =1/r*—e @/r*>-A"Ir)

3
g =1/r?—e’ @Wr?+v'/r) (4)
87T 2, = 87T, :'Tle* @ V=XV 420 =AYt 5)

de (3) se obtiene que:
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e’ =1-2m/r con m(r) :_[4zzz)r2dr (6)
Usando las ecuaciones (4) y (5) o lo que es eant@l/, =0 , se obtiene la ecuacion
generalizada de Tolman-Oppenheimer-Volkov para @uilibrio hidrostatico en

presencia de presion tangencial

dP
=~(p+R)

3 —
4rBr®+m(r) |, (R-P)

r’@—2mr)/r) r (7)

I.2. LOS MODELOS.
1.2.1 MODELO DE DENSIDAD DE ENERGIA UNIFORME

Dada una ecuacion de estado para las varialesdimamicas y unas condiciones de
juntura adecuadas, es posible obtener una soly@Eém las ecuaciones de campo de
Einstein. Se considera una distribucion de matesia densidad de energia uniforme,
contenida en una esfera de radio a y se propaosmealacion entre las presiones radial y

tangencial que generaliza la solucion propuestdpory Gleiser [25] como sigue,

p=p, r<a €)

9)

2 2 2
p_p < ZEC (R AR o+ )

' 31— Zn:(r))

donde C es el factor o pardmetro de anisotrppias un nuevo parametro que varia
la relacion entre la presion radial y tangencialapan valor dado del parametro de

anisotropia. Se puede introducir esta relacion &neduacion para el equilibrio
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hidrostatico y resolverla, considerando los posibalores para el discriminant® y

obtener

A = p,?[(4-aC)? - 43-C)a-C)) (10)
Las siguientes soluciones satisfacen las cmris de juntura de Darmois-

Licknerowitz entre la métrica interior y la solugiéxterior de Schwarzschild.

Para valored > O se obtiene la presion radial dentro de la éstgele esta dada por,

8mpor ? 8mpa’®
(1_ m )I’/Z_(l_ 7?- )I’/Z

P, =p-C) — o ay)
(B+ r)(l‘T)”2 —-(B- r)(l‘T)”2

1/2

donde  B=20-9C) y  r=[g-@-0)t-0)

Se observa que para el valor de C = 0 se esada solucion interior de Schwarzschild
[1] y en el valor limite C =1 se obtiene la sifun de Lemaitre [13].

Para la funciébn métrica se obtiene que :

) 5 3(1-C)-(B+I)
2M 2M r 2M r 2(f+T)
+r 1_ r/i2 _ _r l_ 7[_/2 1_ o
I L e e ot o Bt L
2M /2 2M a
or (-2 1-20
a a

(12)



Estableciendo quéM /a) ., es el valor de M/a ( M=m(r=a)) para el cual lagidn

central se convierte en infinita ¥_,, es valor del corrimiento al rojo superficial,

crit
correspondiente al valor d&1/a)

crit

1

Z.. = {?t Hr 1 (13)

Para el casA < 0,

Q

-2y |
= tanfin[ 28| sarctanf"9%) - B0IO00 gy
2B3-C) 1-2M Q 2(3-C)
a
donde Q={4(3‘C)(1‘C)—(4—0'C)2}1/2

para este caso la funcion métrica estara dada p

o

1-&@)2 e
cos |~ a a +arctanw
8 1M
M a

6 6

& = a-2My "43-0)
a 6 6
_ — 3-C
{1 _M (r)z} e {Co{arctaMH
a a Q

(15)

donde £=2(3-C)-3(4-aC)

Z . para este caso estara dado por:
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4 4-aC. 1
- arctan(— -
Q[ Q) 2}

Z . =e -1 (16)

crit
Finalmente cuanda =0 seobtiene que
(4-aC)?> =4(3-C)(1-C)

Resolviendo las ecuaciones de Einstein se puedaaipara la presion radial y el

corrimiento al rojo superficial los siguientes résdos

n - = =
a-1)

P, = p(-C) a (17)

-y

4-[(3-C)@-C)]"*In %

-0
a
2

Z, =e 99 1 (18)

La presion tangencial es obtenida introduciendeaddr para la presion radial en cada

uno de los casos mencionados anteriormente

2 2 2
P=P +2nCr (RZ-':-/Ia'Prrp+p )
a a

Se observa que los valoresadg C estan limitados por los valores que puedaiddqu

(19)

el discriminante. También, como se puede ver faoibe, solo las soluciones obtenidas
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para valores del discriminante mayores que cerdtadmal valor C=0 correspondientes
a la solucion de Schwarzschild. Se observa comsdiagiones obtenidas anteriormente
se comportan cuando diferentes valores del parametry del parametro C son
considerados, para cada valor del discrimindnt®ara esto se eligen valores de los
parametrosa y C fisicamente aceptables, esto es, que perwetlanes positivos de la
presion radial y soluciones que obedezcan la candide energia dominante, es decir
densidad de energia mayor que la presion radial présion tangencial. También se
pueden considerar valores positivos para el parantet anisotropia C con el fin de
garantizar una presiéon tangencial positiva en fedicie de la esfera. Las soluciones
obtenidas parA < 0, pueden tener presiones radiales negatipassiones tangenciales
negativas dependiendo de los valores den@sgcogidos . Por esta razon, solo los casos
en los que el discriminante es mayor o igual a seran considerados en este trabajo.

Se estudiaran primero las soluciones pasaqueA > 0. En la figura 1, se
muestran los valores del exponehi2 como funcion dex para los diferentes valores de
C. Se observa que se incrementa cuandodecrece y toma valores menores que uno
para valores de&x mayores que 2, y mayores que uno pa2. Especial atencion
merece el caso pama=2, en el que el exponenfeadquiere el valor constanfe=1,
independientemente del valor de C. Para este oascsolucion anisotropa es obtenida
con la misma dependencia funcional de la soluc®®schwarzschild, siendo diferente
de las otras soluciones anisotropas conocidasu&depcomparar la solucion paras 2

con la solucion de Schwarzschild. En la figurass@,muestra, para un valor fijo del
potencial gravitacional M/a = 0.4, el cambio dduacién métrica ey la razén Pg y

Ptjp para diferentes valores del factor de anisotr@hi&de han elegido valores de C
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entre 0.2 y 0.8. Se observa como se satisfacendiaon de energia dominante para las
soluciones anisoétropas. Este mismo comportamientemortado por Barraco et al.[51]
para P, > P y cuando se satisfacen las condiciones de en&gipuede comparar el
comportamiento de la nueva familia de solucionesséampas con soluciones
previamente conocidas siempre que se mantengaoiasciones de energia, tal como

lo sugiere Bondi [21] .

FLA

0.8

/2

0.4

0.2

0 " . . i -

-1 0 1 T2 3
a

Figura 1. Exponentd’/2 en funcidon del parametiopara diferentes valores del factor
de anisotropia C. La lineas a, b, ¢, d y e cormdpo a los valores de C = 0.15, 0.25,
0.35, 0.55 y 0.75 respectivamente.
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0.2t

0.175

0.15 } .

0.075

0.05

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r/a

Figura 2a. Variacion de la funcién métricd en funcion de la coordenada radial r/a
paraoa=2 , un potencial gravitacional M/a = 0.4 y difeesn valores del factor de
anisotropia C. Las lineas a, b, ¢ y d corresponde@= 0.2, 0.4, 0.6 y 0.8,
respectivamente.
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“Pr/p

0.2 0.4 0.6 0.8
r/a

Figura 2b. Prljp en funcion de r/a para=2 y M/a=0.4. Las lineas a, b, c y d
corresponden a C=0.2, 0.4, 0.6 y 0.8 respectivaanent
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0.8 r

0.6 1

Pt/p

0.4

0.2 +

of 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r/a

Figura 2c. Ptp en funcion de r/a para=2 y M/a=0.4 . Las lineas a, b, cy d
corresponden a C=0.2, 0.4, 0.6 y 0.8 respectivaanent

Ahora se hara el estudio en los valores del coentoi al rojo superficial de estas
soluciones y en los valores del cociente de laatded tensor de energia-impulso y la

+
Mj . Tal como lo

densidad de energia, donde el cociente se expresa Q :(

establece Bondi [21] , por imposiciéon de la cortticde energia fuerte los valores del
corrimiento al rojo superficial estan restringid®ms estos modelos. Las figuras 3a y 3b
muestran los valores de Q dentro de la esferalpasalucion coma =2 donde M/a=

0.25, 0.3, 0.35 y 0.375 y con C=0.4 y C=0.7, respammente. Obsérvese que en el
primer caso Q se incrementa hacia el centro dsttalla y para el caso b Q decrece. En
la figura 4, para un valor de M/a=0.375, se mudatdependencia de Q con el grado de

anisotropia de las presiones. Alli existe un vat@ico para el factor C que favorece la
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condicién de energia fuerte que se mantiene cuseamnsideran elevados potenciales

gravitacionales.

0.8 1 \
0.6-‘\
@
,;10’4_ e .
0.2 |
Lr 1 L ] L1 i 1 i I ] s 1 ] | L I 1 1 ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r/a

Figura 3a. Q en funcién de r/a para diferentes valores dedrpmél gravitacional M/a.
Se ha considerado que= 2 y el factor de anisotropia C=0.4. La linea gaiones, la
linea solida delgada, la linea delgada con puntaedinea sdlida gruesa corresponden a
valores de M/a=0.25, 0.3, 0.35 y 0.375 respectivaee
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r/a
Figura 3b. Q en funcion de r/a para diferentes valores detrpmél gravitacional M/a.
Se ha considerado que= 2 y el factor de anisotropia C=0.7. La linea t@zos, la
linea solida, la linea sdlida gruesa y la lineaggucon trazos corresponden a valores de
M/a=0.25, 0.3, 0.35 y 0.375 respectivamente.
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0.4 ¢

0.2 ¢

A 1 i

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r/a

Figura 4. Q en funcion de r/a para la solucion esr2, M/a=0.375 y diferentes valores
del factor de anisotropia C. La linea con giore$inkea sélida, la linea sélida gruesa y la
linea delgada con guiones corresponden a C=85, 0.6 y 0.5 respectivamente.

Se observa como los valores del parametro afelets condiciones de energia,
manteniendo fijos los valores de C y M/a, y tomawdimres diferentes pata En la
figura 5, se muestra la variaciéon de los cocieptesion radial-densidad de energia y
presion tangencial -densidad de energia y delf&gtoara los valores de=-1,0, 2.5y
3.2, con un potencial gravitacional de M/a=0.318s gréaficos ubicados a la derecha y

a la izquierda corresponden a los valores de C=§.35=0.7 respectivamente. Se

muestra que para el mayor valor de C es posililnebla condicion de energia fuerte
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cuandoa se incrementa, esto es equivalente a disminugxpbnentel” a la unidad
cuandoa es mayor que 2, o por el contrario, paracuimenor que 2 equivale a
incrementar los valores del exponehta la unidad. . En ambos casos se mantiene la

condicién de energia dominante.

r/a ) r/a

r/a r/a

Figura 5. Cocientes Pp, Ptp y Q para un valor fijo del potencial gravitaciomdia
=0.375 donde los valores de C también se mantiéjeeny varian los valores de.
C=0.35 para los gréficos del lado izquierdo y Cfara los graficos del lado derecho.

= -1,0,2.5y 3.2 para la linea gruesa con trathosa sélida gruesa, linea con trazos y
linea sélida respectivamente.
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Se compararan ahora las soluciones obtenidas fpar O con las soluciones

anisotropicas de Bowers y Liang ( B-L)

_ | @-2mir)* - @-2M/R)"
" 0 31-2M /R)Y - (1-2M /r)®

Se pueden escoger los valores de @ yue proporcionan la misma dependencia
funcional de la coordenada r para ambas soluci@sedgecir[/2 = q. La variacion de
los cocientes de la presion radial y tangencial leodensidad de energia dentro de la
esfera para los valoreB/2 = 0.2, 0.3, 0.45 y 0.51 con un potencial supigfi
gravitacional de M/a = 0.4 se presentan en ladi@jmpara los dos modelos. Los valores
de los parametros (&) correspondientes a los valoresIden la figura 6 son (0.5385,
3.2), (0.5814, 2.85), (0.6593, 2.43) y (0.7887 58)9%respectivamente. Se observa una
gran diferencia entre los perfiles de la presidrgéamcial para el valor dey q cercanos
a0.5.

Para un valor del exponente cerca de 0.5, lacsw de Bowers y Liang no admite
este fuerte campo gravitacional, porque en estegscla condicion de energia fuerte no
se satisface. Las soluciones presentadas en ediagjotradmiten fuertes campos
gravitacionales en la superficie de la esfera rseouentemente mayores corrimientos
al rojo superficiales que los admitidos por el mModke Bowers y Liang. Ajustando los
valores del par (@) es posible obtener una familia de soluciones pargaalor fijo del
exponentd'. La figura 7 muestra, para un valorid@ = 0.4 , el cociente de la presion
radial y tangencial a la densidad de energiatraia Q para diferentes valores ded}C,

, de la nueva solucién y de la solucion B-L pamamismo valor de g. Es importante

mencionar el hecho de que en el nuevo modelo Hayegade (Gy) que permiten que se
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mantenga la condicion de energia fuerte para edte del exponente g, mientras que

para el modelo B-L se satisface totalmente la @idwlide energia dominante.

H
175 =0
~
1.5
~N
1.25 ~N
N N
Q
5 N
075 | T
~ ~N
osf \\\
- ~N\
0.25 P~
N\
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r/a
1 195 =
1.5 ~
0.8 / ~
1.25 ~N
- 0.6 // Q 1 ~
2 S N
& & os —~
0.4 TN
— o 0.
—= P S
0.2 — -
—_— - - — 0.25
~N
0 ~
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r/a r/a

Figura 6. Cocientes Py y Ptp en funcion de r/a. Los graficos de lado derecho
corresponden a la solucion de Bowers y Liang Jat# izquierdo a la nueva solucion.
El potencial gravitacional se mantuvo fijo e igad\l/a=0.4 y los valores del exponente
I'/2 =0.2, 0.3, 0.4 y 0.51 corresponden a la lind@a gruesa, linea con trazos, linea
sélida y linea sdlida gruesa a trazos, respectiagmne

Finalmente, se presentan a continuacion lagisoles correspondientes pda0. La
figura 8 muestra los cocientes®rPtlp y de Q dentro de la esfera para un valor fijo del
potencial gravitacional M/a y diferentes valores @ey su correspondiente valor de C.
Tanto la presion radial como la tangencial decrdwaria la superficie de la esfera. Se
muestra como también un incremento de los valoees thvorecen la condicion de
energia fuerte. En la figura 8 se han tomado &bsrgs de M/a=0.375 y los siguientes

valores de (Cg): (0.24072, 7.0), (0.235529, 8.5), (0.221856,\1(1).196948, 12.5).
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Figura 7. Cocientes Pp, Ptp y Q en funcidén de r/a. Se han escogido los valdees
(C,0) para un valor fijo d&/2 = q = 0.4 en el nuevo modelo. La linea gruesazos, la
linea a trazos y la linea solida se refieren apaes (0.8182, 2.4), (0.5014, 2.5) y
(0.3854, 2.6). La linea sdlida gruesa en los ¢esos corresponde a las soluciones de
Bowers y Liang para el valor de g antes mencionado.
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0.35

r/a

Figura 8. Cocientes Pp, Ptp y Q en funcién de r/a para=0 donde M/a=0.375,
diferentes valores de y sus correspondientes valores de C. Los valoeefCd) =
(0.24072, 7.0), (0.235529, 8.5), ( 0.221856, 1§.00.196948,12.5), corresponden a la
linea sélida, linea con trazos, linea sélida canas y linea gruesa solida
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1.2.2 CONTRACCION ADIABATICA Y LENTA DE ESTRELLAS
ANISOTROPAS

Se estudiara, en esta seccion, la respuesta dadess modelos pars> 0 ante una
contraccion adiabdtica y lenta. Se analiza cuaddsres del pardmetra junto con el
factor de anisotropia C pudiera permitir obtendugones mas estables. El método a
seguir es el utilizado por Bondi [52] y generaliagubr Herrera et. al.[14] en el estudio
de la contraccion adiabatica de estrellas anisas.ofe considerara una distribucion no
estatica de materia que es esféricamente simétiicgo tensor de energia- impulso es

localmente anisotropo. Ahora las funciones métriaatién dependen del tiempo.

ds’ = e’dt®> —e’dr? —r?(d&? +sin? &¢?)

Denotando la diferenciacion con respectopar un punto y con respecto a r por una

prima, con t,r,0,¢) = (0,1,2,3) las ecuaciones de campo de Einsteinaase escriben

como

0o _ 2 _ a4 2 _ gy
87 % =1/r2 —e (Ur2 - A'/r) 20)

8y =1/r2—e*@Wr2+v'/r) (21)

87fr22:8ﬁr33:_71e‘”(2v” +VP =AY 42 - A (22)
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87T, = =AlTr (23)

Para dar un significado fisico a (20), (21), (32X23), se han de introducir las

coordenadas locales minkowskianas,

dr =e"/?dt, L dy=rdg, dz=rsin&
dx=e'?dr, dy ) (24)

De (24) y aplicando las transformaciones de Loresotzre el tensor momento-energia

[39,40] para un fluido anisétropo se obtiene,

+P o’
T =E (25)
+P
Th = ——pi"_zaz f (26)
_e(v+/1)/2 + Pr
T = 1_(2(;0 ) (27)
T2, =T%= -P, (28)

dondep, R, P y w son la densidad de energia, la presion radigirdsion tangencial y

la velocidad radial de materia medida por un olzs#ww local minkowskiano.
Para una esfera de fluido cuya densidad de energ independiente de las
coordenadas espaciales, se tiene que
p=pt) 0<r<a(t)

p=0 r > a(t) (29)
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donde a(t)es el radio de la esfera. Supdngase que la relamifne las presiones
radiales y tangenciales es la misma que en elestatico:

_2Cr* (R +aR p+ p*)

P-P
31— 2m)
r

t r

(30)

En la aproximacion de contraccion lenta se despmedas segundas derivadas

temporales de la funcibn  métrica como también tésminos de la forma
W, Av,v? A% A, vw. De este modo, con esta aproximacion se obtien@Dey((22)

para r = a(t)

3 —
dr r<@-2m(r)/r) r
Se escoge para este estudio la solucidéa jpiad:
- 8m2)r/2 —a- 877/0612)”2
R =p-C) 3 3 ; (32)
8rpa’ 8rr “\r )2
(B+ l')(l-T) -(B- l')(l-T)

Usando las ecuaciones (20), (23), (25), (27) y (8)deduce una ecuacion que
describe el movimiento de una particula dentroaedfera durante una contraccion

adiabatica:
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dr r (ﬂ+r)(1_ﬂ)r/2 _(ﬁ_r)(l_m(L)Z)rlz
) a a _a

da 'a

(33
(B+na- - (@ -rya- 2y
a a a

donde M representa la masa total y se ha definidocomo:

B= _a
p=1+Cd 2)

Se ha enfocado la atencion en el estudio deldaioa presion local-densidad para el

equilibrio el cual se pudo medir a travées del aoefite

— dIDred /(Pred B Prgd)
do/ p

(34)

4n

donde P —
3

o =P I(—)"*, P2, que es el limite newtoniano paR,,, es obtenido

considerando la forma asintética B, para pequefias densidades dada por

P ~ PO 1/3

red red +/]p
dondeA es una funcién d€(a,C). P, y A pueden ser obtenidos por extrapolacion

lineal de minimos cuadrados del valor &g,como funcién dep'?

en la region
asintética.

La ecuacion (33) se integrO numéricamente parzalor dea = 2 y diferentes
valores de C para las condiciones iniciales elegi8a obtuvo numéricamente el valor
dey para estos valores dey C. La figura 9 muestra la variacion de r/a y amficiente

adiabaticoy durante la contraccion paca=2 y los valores del factor anisotropo C=0.1,

0.35y 0.6, para valores iniciales de r/a= 0.1, 0.55 y 0.9.
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Finalmente, se compard el comportamiento deficdente adiabatico del modelo
presentado con la solucién de Bowers y Liang. ladsres dex y C son ajustados con el
fin de mantener la misma dependencia radial en amhbodelos. Los resultados
obtenidos se presentan en la figura 10 para lasdaiciales elegidos y los valores de

[/2=q=0.2,0.45y0.51.

0.13 2.5
0.125 - 2
o 0.12 s 1.5
& 0.115 N
0.11
0.105 0.5
0
o 0 0.2 0.4 0.6 0.8
2M/a
2
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0.58 1.5
1]
o 0.56 e 1.25
o8- 0 751
0.52 e
0 0
0.84 14
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I o8 - 1
0.78 0.8
0.6
0.76 | o4
0 0 0.2 0.4 0.6 0.8
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. .
~%0.93 . 1
- >
S 0,92 - . - 0.8
- —
0.91 = = 0.6
= 0.4
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Figura 9. r/a en funcion de 2M/a durante una contraccionkediea para el modelo con
a =2 para los gréficos del lado izquierdo. Variacd®y en funcion de 2M/a para los
gréficos del lado derecho. Los gréaficos de arribeidhabajo corresponden a los valores
iniciales de r/a=0.1, 0.5, 0.75 y 0.9. C=0.1, 0y3b6 para la linea punteada, linea sdlida
y linea a trazos, respectivamente.
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arriba comd/2 = q = 0.2, 0.4 y 0.51. Para los graficos deblemjuierdo se eligio r/a =

0.1 y para los graficos del lado derecho se esadgi®.9. Las lineas solidas en todos
los gréficos corresponden a la solucion de Bowdrtgmyg y las lineas a trazos al nuevo

modelo.
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1.2.3. MODELOS DE DENSIDAD VARIABLE

La solucién obtenida para estrellas anigéisocon densidad de energia uniforme se
puede generalizar para estrellas con densidad if@me utilizando un procedimiento
analogo al discutido anteriormente. Si se supone @ densidad de materia

correspondiente a la solucion isétropa del modelda@man [2] es :

3
= 35
P= e (35)
se obtiene que:
3r
m(r) = =>— 36
(=1, (36)
El factor de anisotropia es :
2 2 2 2\2
P-p = 7Cr°(P.“ +3aP, /567 © +9/(5677 “)°) (37)
4
La ecuacion (7) toma la forma:
dP 2 3 P 9
L+ 7m-C/2mrP." +=1-aC/4m)— + 1-C/2m) =0 38
ar ( )P, 4( ﬂ)r 44&713( 1) (38)
de donde se obtiene para la presion radial:
p-Y1 -2+C,+2Cy, 1 (39)

- +
L YG (G, 2+ Gy (18 P
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Para este caso
3 9
C, =7m1-C/2m);: C,=—@0-aCl4m): C,=—(@A-C/2
L =TMA-Cl2m);  C = )i Cy= o (=Cl27)

donde
y, = (2-C,)/2C,s [(C, -2)? -4c,C,]"* 12C,

colocando

A=C,-2+2C,y, y B=C,-2+Cy,

La ecuacion (39) se convierte en :

Y A
P==- +1 40
' 2{ y,C, +B(r/a)” } (40)

Ahora bien, sustituyendo (37), (38)y (40) end@ obtiene:

3 14y A
J="r-—= +1
4 r {y1q+B(r/a)A } 0

Integrando esta expresion queda que:

14w
2M, I\ (34149 (C - r.aB yC|a
& =| (=20 yL)¥4mc-Aig] | (LAl i
[( a)(a) (a) A A (42)

En la superficier = a
™ =1-2M /a=4/7
lo que es de esperarse de acuerdo con la éxprpara la métrica exterior de

Schwarzschild [16].
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En la figura 11 se muestran la variacion de laipresadial en funcion del radio r/a
para valores del pardmetro de anisotropia C =1).2 cuandox =2 y un potencial
gravitacional de M/a = 0.4. Para este caso se g -2V3 < C < 2ty la expresion

para la presion radial es:

3C
B 1+§T
P = : c \/1+T—C +1/2 (43)
Ty | 1-— A(L) r _g
21T R

dondeA:§+£— :|_+£ y B:§+£+ 1+£
4 8ir V 217 4 8rir 21T

Como es de esperarse para este modelo de dinsidable corn=2 la presion
radial y la densidad tienden a infinito en el cende la estrella, comportamiento
similar al observado en los modelos de Tolman [Zogenza et al. [LOPara la

condicion de isotropia con C=0, el cociente presiénsidad en el centro de la

P 1 . . -
estrella es— :§ , comportamiento que tambié&e observa para la solucion de

C

Tolman VI [2,16] .

Paraa=2 y C=-2i/3, se tiene que R@=1 , que es el valor limite natural del
cociente para la ecuacion de estado en el centta dstrella. Es de esperarse que
para cada parametro ajustablenddée corresponda un factor de anisotropia C para
el cual Pgic= 1, comportamiento que difiere del modelo de @paeet al. [10]

donde hay un solo valor de C para el cual se cusgtiecondicion.
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Figura 11. Presion Radial Pr en funcion del racyé para diferentes valores del

parametro de anisotropia C, manteniendo un pmied\ei'\/%: Odya=2.

Se observa una disminucion de la presion radendo se incrementa el parametro C
de anisotropia. En la figura 12 se representafi@acion de la presion radial vs el radio
de la estrella para un potencial gravitacional de{d.4 y C=0.5 y los valores de= 0,

2, 3. A diferencia de los modelos discutidos aoterente, no hay una variacion
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apreciable de la presién radial de la estrella @oradio r/a cuando se modifican los
valores del parametie.

a=3 a=2 a=0

Figura 12. Presion radial Pr en funcion del rad)épara diferentes valores dey

donde el potencial tiene un valg/lr— =04 y C=0.5.
a

En este modelo también se satisface la cond#denergia fuerte, como se observa

, L P
en la figura 13, donde se muestra la variacioncdelente — vs r/a paraa=2. Es
P
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interesante hacer referencia al hecho de que uenmmnto en el parametro C de

anisotropia causa una disminucion del cociertelo que es de esperarse debido a que
o,

mayores valores de C implican menores presionésliead

pPr..
P |
0.8
0.6
0.4 -
| C=0.5
02 C=1
i — /\
8 c=2
0 T T T T T T \\
0.2 0.4 06 0.8 1

P

—vsl/ para

Vs
a=2

Figura 13: Prp en funcion de r/a para un valor fijo de=2 y M_ 04y diferentes
a

valores de C

En la figura 14 se muestra el incrementoadpresion radial con el radio r/a para

valores del potencial gravitacional M/a = 0.25,50.8.45 ya=2. Como es de esperarse
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un incremento del potencial gravitacional ocasiomaumento de la presion radial de la
estrella.

M—025M—035 — =045

a a
Pr 1+ /

0.4

0.2

r/a

Prvs%

Figura 14. Presion Radial Pr en funcion de r/a para difeertlores del Potencial

gravitacional% y para un valor fijo de C=0.5g =2

En la figura 15 se muestra la variacién deutacfon métrica & para el valor de

potencial gravitacional M/a=0.4¢=2 y se observa un decrecimiento en esta funcion a
medida que se incrementan los valores del factoangsotropia C. Este comportamiento
también implica que se satisface la condicion dergda fuerte para el modelo con

densidad variable. Del mismo modo, en la figurad @resenta como varian los valores
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de €& cuando se modifica el potencial gravitacional. Wmanto en el potencial M/a

significa una disminucién en los valores que adguii@ funciéon métrica paraC = 0.5y

o = 2. En la figura 17 se muestra un comportamiami@logo al que se observa en la
figura 11, en efecto, no hay un cambio apreciabléadfuncién & cuando varian los

valores dex para un valor de M/a=0.4 y C=0.5.

€’ 0.5+

0.4

0.3+

0.2

0.1

r/a

Figura 15. € en funcién de r/a para un valor fi}l\él— =04,c=05ya=2
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0.2 0.4 0.6 0.8 1
rla

e"vs%1 parac=0.5

Figura 16. €’ en funcién de r/a para diferentes valores del mimsbgravitacionaIM,
a

en todos los casos C=0.5ay=2

La métrica para este modelo estard dada por:

147y,

3,1475,(C,-A) )
ds’ = (1—2—'\")(1)L & {(1)A5+_V1C1} S ar-—9C _r2q07 2 gin? i
a a a

AT A o

r

1
(44)

48
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0.3+

e“vs%l parac=0.5

Figura 17. € en funcién de r/a para diferentes valoresxde0, 2 y 3 y para un valor de
C=0.5 yM =04
a
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CAPITULO Il
FRACTURAS Y FUERZAS DE MAREA
[1.1. ANALISIS DE FRACTURAS Y FUERZAS DE MAREA

El concepto de fractura, introducido por ldear[39] y Di Prisco et. al.[40,41] ,
describe el comportamiento de una distribucién ldeld cuando sale del equilibrio
dinamico, desde el momento en que aparecen fueadasdes de diferente signo en la
distribucion. Se dice entonces que hay fracturanda la fuerza radial esta dirigida
hacia el centro de la estrella y cambia de direcpi@ra algun valor de la coordenada
radial. En caso contrario, cuando la fuerza esigidi hacia afuera en el interior y
cambia de direccidn en las regiones mas externas dstrella, entonces hay una
inversion.

Herrera [39] establece que la apariciénmke fuactura es inducida por la anisotropia
local de una distribucién de fluido, mientras qaeapel caso de un fluido perfecto fuera
del equilibrio, la configuracion tiende a expaneirs a colapsarse. Chan et.al.[53]
estudiaron el papel que juega la anisotropia |soake la inestabilidad dinamica y
encuentran que pequefias anisotropias pueden cairdséicamente la evolucion de un
sistema. Di Prisco et. al. [41] estudiaron elghaue desempefian las fluctuaciones de
la anisotropia local y encuentran que estas fleadnas son un factor crucial para que
ocurran fracturas. En este capitulo se determiagdaicion de fracturas cuando ocurren
fluctuaciones en la anisotropia local para un nwdel estrella anisotropa con densidad
de energia uniforme propuesto por Esculpi et.14l]. [Se ha utilizado el procedimiento
sugerido por Herrera [39] y Di Prisco et. al. [40,£n el estudio de fracturas para

objetos ultracompactos y anisétropos.
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Existen un gran numero de procesos fisiags dpn origen a desviaciones de la
isotropia local del fluido, como por ejemplo, laansiciones de fase exoticas que
involucran la aparicibn de una fase anisétropa rdarael proceso de colapso
gravitacional [53]. La existencia de nucleos s@igda presencia de superfluidos puede
originar anisotropia local [25]. También, la sumeipion de dos fluidos perfectos puede

ser descrito como un fluido anisotropico [54] .

I1.2. ANALISIS DE FRACTURAS EN ESTRELLAS ANISOTROPA S

Introduciendo la funcion de masa m(r,t) dipae (6) se puede escribir (7) en la

forma:
2 —
_dR , 4mP” Rm_  4mpR | om _2AR-PR) (45)
dr  1-2m/r r?>@-2m/r) 1-2m/r r*@-2m/r) r

donde R define la fuerza radial total sobre aadenento de fluido y la funciobn m(r,t)
esta definida por:

et =1-2m/r (46)

Si el sistema sometido a estudio es sacado ftreqdilibrio por alguna perturbacion,
aparece una fuerza radial total R, la cual puedéwr a fracturas o inversiones de la

fuente [39,40].
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.21 FRACTURA EN EL MODELO PROPUESTO CON DENSIDAD DE
ENERGIA UNIFORME

Para el tratamiento de fracturas se ha conslddeasolucién encontrada por Esculpi
et. al. [11], que representa una nueva solucidmtaxaara estrellas anisotropicas con

densidad uniforme en la que la presion radial tlarsggguiente forma:

:p{l—c} @-2m/r)""2-@1-2M /R)""? a7)

At 1-2M /R)"? —U;;::j(l—zm/r)”z

C es la constante de anisotropigs = 2(1—%} , = [,82 - (3—C)(1—C)]1/2 ya es

un parametro que mide el grado de anisotropiaa & se tiene una expresion para la
presion radial que presenta la misma dependenatiofual en la coordenada radial de la
solucién de Schwarzschild.

Se introducen ahora las siguiente variables adiimeales:

Hu=1-2M/ay x=r/a (48)

la expresion (47) se puede entonces escrilda torma

R =0, f(0)¢(X) (49)
en la que:
H(x) = [1— (1—,U)X2]F/2 — (50)

gt
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1-C

y (0= 5=

(51)

Se procede ahora a perturbar el sistema de acwerd@&l esquema establecido por
Herrera [39] y Di Prisco et. al,. [40,41] dondepseturba la densidad y la anisotropia y

la dependencia radial d@ queda invariante, es decir:

P, = 5, f (C)p(X) (52)
C=C+& (53)
150 = P, + 90, (54)

y se ha considerado que
Y=0,10, (55)
la tilde indica la cantidad que se esta perturbando

A partir de (47), (48), (49) y (50) la expespara R toma la forma:

R= p ) A() | x A= £)p, [179(x)*3=C) + A-C) + f(O)p()(4-aC)] o
®a dx a 2 - Q- p)ax?]

Para calculaR se ha de introducir la siguiente funcién adimemalio

R= aF~2/,00 (57)

y la expresion parﬁe queda como

(- 1) |12¢°3-C)+ A-C) + fg(x)(4-aC)|
2 - - )

R= ?(C)% +)x (58)

Teniendo en cuenta que:
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= R, m R
a_y V le=c +£& ¢=c (59)

Se obtiene la expresion:

R={1WN,  xA=4) 2[1— (1_'U)X1[1—C+f2¢2(3—C)+(4—aC)f¢(x)] &
dx -] 2

+

id¢(x) CXQA=) ] e i _ 2 _
(ac i +2[1—(1—u)x2J{ 1- f2¢ af¢(x)+ac[2f(3 C)p +$(x)(4 aC)]}j&

(60)

Para que ocurra una fractura es necesario gueenga un cero en el intervalo -

1<x<1.

En la figura 18 se observa como varia lazaeadial R con elradio de la estrella
para un valor de factor de anisotropia C=0.73 grdiftes valores de , manteniendo

fijo el valor del potencial gravitacional e igualka= 0.2 y donde se ha considerado que

P20 ,A > 0. Se muestra que a medida que aumenta fuerza radialR disminuye;

para valores deax <2 ocurren cambios de signos y la fractura ocua@acvez en
regiones cercanas a la superficie de la estrellaedida que aumenta , lo que
corresponde a la presencia de fracturas para esaloes dea. En este modelo, al
igual en el de Bowers y Liang [6], la fractura sesenta para un bajo valor gde [41],

es decir para configuraciones mas compactas. Upadamiento analogo se presenta

en la figura 19 para un factor de anisotropiaCde0.45 y el mismo valor del potencial
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gravitacional. En ambas figuras se observa comocawmento de C provoca una

disminucion de la fuerza radiall5 , al contrario de lo que ocurre en el modelo de
Bowers y Liang, en el que se observa que a medidaligminuye h, donde h=1-2C, que
es el parametro que mide la anisotropia aumerfteetaa radial, como se muestra en la
figura 20. Para los modelos considerados, pequéi@saciones en los valores de C y
h, es decir cambios en la anisotropia local dédldlu pueden ocasionar la aparicion de

fracturas, por lo que varia la evolucion del sistem

OF

Lxlre

Sx 107

0.2 0.4 0.6 05 | e

-5x10”

Figura 18. ARen funcion de X para u=0.2, C =0.73 y diferent@snes del parametro
a . La linea con guiones y con dos puntos alternadossponde a = 1.5, la linea con
guiones corresponde &=1.0, con guiones cortos es0.5 y la linea sélida es para
0=0.25
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Figura 19. ARen funcion de X para u=0.2, C =0.45 y diferent@snes del parametro
a . La linea con guiones y con dos puntos alternadogsponde a = 1.5, la linea con
guiones corresponde «&=1.0, con guiones cortos es0.5 y la linea solida es para
0=0.25
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Figura 20. R en funcion de X para u=0.2 para el modelo de Bsweériang. La linea
continua y la linea con guiones corresponde a45:0=0.1 y C= 0.73; h = -0.46,
respectivamente.
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CAPITULO Il
1.1 . MODELOS DE ESTRELLAS DE ENERGIA OSCURA

El fenémeno de colapso gravitacional es de rapcia fundamental en astrofisica y
ha sido objeto de gran interés en la comunidaativedta desde la formulacion de la
teoria de la relatividad general.

Antes de 1960 al objeto conocido como agujeggro se le referia como a una
estrella colapsada [55]. Oppenheimer y Snyder [B6],1939 hicieron los primeros
estudios del colapso gravitacional que ocasiondddormacion de un agujero negro,
sin embargo, fue a partir de 1965 que se inicio @naade intensa investigacion en la
fisica de los agujeros negros. En esta lineadssiigacion, es interesante notar que un
estado final de colapso gravitacional ha sido pespu por Visser y Wiltshire [57], el
cual es un modelo simplificado del de Mazur y Miattfb0] y consiste de un objeto
compacto, gobernado por una ecuacién de estadopmtada = p para una solucion
interior de Schwarzschild en la interfase de jumtuEste modelo, denominado como
“gravastar” o estrella de vacio gravitacional nené singularidad en el origen y es
termodinamicamente estable [49].

Hoy en dia ya es aceptado el hecho de que el Wois® encuentra en una fase de
expansion acelerada y esta aceleracion césmicacsdailos problemas mas recientes
en cosmologia [49]. Una posible explicacion pata egpansion es la energia oscura la
cual se define como una forma hipotética de eneggia tiende a incrementar la
aceleracion de la expansion del universo, resuftaed una fuerza gravitacional
repulsiva y produciendo una presién negativa [49,68 energia oscura es un fluido

cosmico homogéneo parametrizado por una ecuaciéstddo dada pav = pp < -1/3,
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donde p es la presién espacialmente homogéne®y la densidad de la estrella de
energia oscura [46,47,49,50]. Para el caso paaticol= -1 se obtiene el modelo de
“gravastar “ de Visser y Wiltshire [57]. El rangarp el cuako < -1 ha sido denotado
como energia fantasma y poseen algunas propietiatesaracteristicas, tales como un
incremento infinito de la densidad de energia [S&nperaturas negativas [52],
violacién de la condicion de energia nula lo quepprciona un escenario natural para la
existencia de agujeros de gusano [48, 49, 58] .

Segun lobo [46], la nocion de energia oscerguede extender a espacio-tiempos
simétricos esfericamente inhomogéneos teniendoi@mt& que la presion en la ecuacion
de estado de energia oscura es una presion ragjaliva y la presion tangencial puede
ser determinada con las ecuaciones de campo deeigjngor lo que el concepto de “
gravastar “ se puede generalizar con la inclus@nrth solucion interior gobernada por
una ecuacion de estado mp cono < -1/3 ; el gravastar que cumpla con esta conalicio
se le llamara estrella de energia oscura, de azwend la definicion de Chapline [47].
Basandose en esta consideracion, Lobo [46] eshldimas configuraciones de este
tipo de estrellas con distintas funciones de nyaaaaliza la estabilidad dinamica de
estos modelos aplicando el formalismo de estabilgieneral desarrollado por Lobo y
Crawford [59] . Asimismo, Chan et al. [60], propangn modelo de estrella de energia
oscura en el que la funcién de masa es una conmsBaugatural de las ecuaciones de
campo de Einstein y con densidad de energia horeagémsu centro.

El objetivo de este capitulo es propamemuevo modelo de estrella de energia
oscura con una funcion de masa conocida depdadienun parametro ajustable, pero

gue no ha sido utilizada para modelar este tipobjietos estelares. Basandose en Chan
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et al. [60] se ha considerado que la denominac&erirgia oscura se aplica a fluidos

que violan la condicion de energia fuep+ p, +2p, 20, p+ p, 20y p+ p, 20 .

Asimismo, se efectla el correspondiantdisis de estabilidad del nuevo modelo
presentado. Se encuentra que las regiones de lidstéhbse incrementan para un
decrecimiento del pardmetiwde energia oscura. Para la propuesta de estdansde
ha utilizado la metodologia sugerida por Lobo [d6]el estudio de estrellas de energia

oscura.

l1l.2. ECUACIONES PARA LAS ESTRELLAS DE ENERGIA O SCURA.

Considerar un espacio-tiempo interior dado porgaisnte métrica [46,49,61] :

dr?
1- m(r)
r

ds? = —e*dt® + +r2d@? +r2serf&g? (61)

donde ¢(r) y m(r) son funciones arbitrarias de la coordenada radigl(r) es la
funcion asociada al corrimiento al rojo definidanmo¢(r) :—jg(F)dF y m(r) es la

funcion de masa. Nuevamente el tensor momento-eng@a una distribucion de

materia anisotropa esta dado por (2) y la ecuadgoampo de Einstei®,, =871, ,

dondeG,, es eltensor de Einstein, proporciona las sigagerelaciones :

m =4m°p (62)
_m+4m°P,
g(r) _W (63)

Usando la ecuacion de estado de energia ogguragp , y en base a las ecuaciones

(62) y (63) se obtiene que :
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_m+arm
g(r) =t —2m) (64)

Teniendo en cuenta que, = ap, la expresion (7) toma la forma:

o :_pr(1+wj(m+arm'j+2(pt—pr) (65)
w N\r(r—-2m) r

De acuerdo con (62) se puede expresar (65) dguaesie forma:

1;“’)m'rg} (66)

A= a)z [m”r —-2m’ +(
8

A=p,—p, es elfactor de anisotropia y es una medida deitotropia de la presion

del fluido comprimido en la estrella de energiauoad\ representa una fuerza debida a

la anisotropia del modelo estelar, que es repulsiva > p, Yy atractiva sip, < p,

[11.3. ESTABILIDAD DE LAS ESTRELLAS DE ENERGIA OSCU RA.

Se puede modelar una métrica dada por (61) y afisfagga la ecuacion de estado

pr = wp conw < -1 . Usando el formalismo de Israel [62], els@nsuperficial de
momento-energiﬁ} y la condicion de juntura provista por las ecuaciothed anczos

[49], se obtienen las siguientes expresiones:
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1 2M . 2m .
g = _R[\/l_?‘FaZ _\/1_?4‘&2} (67)

22 AT
m_ . L oaml+tw
1ram - Mia? r g+ M+ D)
a 2m

a

1_
a
o o (68)
873 1_@4.3'_2 1_@4.32
a a

dondeoc y P son la densidad de energia superficial y la presuperficial tangencial,

1-M a2 van

respectivamente. La ecuacion (64) evaluada enugaeara eliminar g(r) de la relacion

de la presion tangencial [58].Se puede utilizardaacion dada por:

sif = [.etan] (69)

donde S‘J/ es la divergencia del tensor energia-impulso, es el cuadrivector

normal unitario a la interfase de juntixa €'(j) son las componentes de los vectores de
la base holonémica tangentesa y [X]° denota la discontinuidad a través de la

interfase [46,49].De la expresion (69% deduceue:

0’2—2(0+P)+E (70)

donde= esta dada por:

=o  MArE) ) 2M e (71)
~ 4m(a-2m) a
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De acuerdo con Lobo [49], la masa superficial deelécula delgada esgw 4mac por

lo que a partir de (67) se puede obtener la ntdabde la estrella de energia oscura que

es:

M = m(a,) + ms(ao)[(l—M)“ —%} (72)

Teniendo en cuenta la derivada radilla ecuacion (70) se puede reordenar para

deducir la siguiente expresion:

(%)" =y-4mn (73)
a

con el parametrg definido coma =P/o’ y Y esta dado por:

_4r —
y= a(0'+P)+2713_ (74)

La ecuacion (73) juega un papel importante al maonde determinar las regiones de
estabilidad de las respectivas soluciones dopde usa como una parametrizacion del
equilibrio estable por lo que no es necesario éfpeTuna ecuacion superficial de
estado [49]. Este parametousualmente es interpretado como la velocidad detleoy
debe esperarse que Oj< < 1 basado en la exigencia de que la velocidadatetls no
deberia superar la velocidad de la luz. De acuaidabo [49] para el modelo propuesto
en este trabajo de investigacion se ha considerad® <7 <1 en la capa superficial
y se ha impuesto la condicion de que la densidaghdggia superficial sea positiva >

0.
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[11.3. MODELO PROPUESTO DE ESTRELLA DE ENERGIA OSCURA.
En el presente trabajo se ha propuesto un model@strella de energia oscura
utilizando una funcion de masa conocida perorguba sido usada anteriormente para
modelar este tipo de objetos estelares. Consitiesguiente funcion de masa propuesta
por Chaisi y Maharaj [44] :
k | (75)

r.,. 2 4
mr)=—=(j+=r2+—r
(1) =5 (1 +ar7 4Lt

donde j, k y | son constantes. Tomando j = k = €dguque:

5

m(r) = 10 (76)

La ecuacion (76) representa un incremento de lasidiath de energia, en contraste con
modelos conocidos. Esta dependencia radial de karoaurre cuando se modela el
fendmeno de gravitacion repulsiva en el vacio refexla a los modelos inflacionarios
del universo. En el modelo electromagnético de masaTiwari et. al. [63], el cual
obedece la ecuacién de estado PHa masa gravitacional crece comadentro de la
estrella. Wyman [64] propone una solucién similar ed que la distribucion de la

densidad de energia viene dada gpea” donde a y n son constantes. También Bayin

[65] ha considerado este tipo de distribucion dergia, la cual puede ser usada para
explicar fendmenos donde ocurre inversion de lasidad. Ademas esta funcion de
masa pudiera describir porciones de estrellas.

Para esta funcion de masa, la violacion de laiceimdde energia fuerte conduce a
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5m(r)w’ + [5r-4m(r) Jaw+r-m(r) <0 (77)
la cual siempre es satisfecha pare< -1/5 yo > 1—% donde m(r) y r son la masay
m(r

la coordenada radial, respectivamente.

La métrica del espacio-tiempo para esta solucste @ada por:

4 2
_(5wtl)/4 dr
(5w+1) t2 +

- . _Ir_ o 2 2 ia2
dé = - 5) st (d&? +sin &l¢?) (78)

Esta métrica puede ser reescrita como:

-(5w+1)/4 2
ds® = —(1—2m—(r)j dt? dr

: +T(r)+r2(d82 +sin? &dg?) (79)
1_7

r

Los componentes del tensor energia-istpestan dados pg, = ar? 'y

w+1)(w+1/5)Ir*
8w(l-1Ir* /5)

p, = 2adr *[L+ ( ] (80)

La variacion de la condicion de energiartel versus la coordenada radial esta
representada en la figura 21 para diferentes \aldear con un valor fijo del potencial
gravitacional de M/a=0.38 y | = 0.1. Pa#a< -1/5 toma valores negativos indicando una
violacién de la condicion de energia fuerte. Enfiggras 22 y 23 se muestra, para un
valor fijo del potencial gravitacional M/a y vaésr fijos de |, la variacion del cociente

de la presion tangencial a la densidad de eneRjyigp dentro de la esfera para

diferentes valores de». Se observa como la condicibn de energia dominaste

totalmente satisfecha para diferentes valoresyde | Por ejemplo, para | = 0.02 y M/a
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= 0.26 se tiene -1.3 & < -1/5; si | =0.06, M/a=0.34 , se tiene qu& <. <-1/5y
paral=0.1,M/a=0.38 ,-1.1s <- 1/5.

En la figura 24 se representa la variacioraderesion radial P vs la coordenada
radial con M/a=0.38 y 1=0.1, para diferentes vadooke ®. Se observa comd®

disminuye para un decrecimiento del parAmetrde energia oscura. En la figura 25,
para un valor de M/a = 0.38 y | = 0.02; 0.06 arid ,0se muestra la dependencia de la

densidad de energi@ con x = r/a. Se observa comp se incrementa hacia el exterior

de la esfera a medida que aumentan los valores de |
Se estudio como los valores de algunos parametodifican la métrica del espacio-

tiempo, manteniendo fijos el valor de M/anyy tomando diferentes valores de I. En la

figura 26, se muestra como varia la funcion méte¢%para valoresde|=0.02; 0.06 y
0.1 manteniendo fijos M/a = 0.38wy= -0.5, respectivamente. Para elevados valores de
[, la funcion métrica presenta un decrecimientajue es equivalente a una violacion de

la condicion de energia fuerte para valores fipdia y I.
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Figura 21. La condicion de energia fuerte en funcion deadm M/a = 0.38 y | = 0.1
para diferentes valores de.. Las lineas sefialadas con a,b,c y d corresponden-a
0.1,-0.15,-0.25y -0.4, respectivamente.
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Ptip

Pt:a

02 0.4 b 03 PO

Figura 22. Cociente Pp/ en funcion de r/a dentro de la esfera para valdeebl/a =
0.26 y 0.34 y |1=0.02 y 0.06. Potencial gravitacional de M/a = 0.26 y [=0.02.
Potencial gravitacional de M/a=0.34 y | = 0.06. Ldsneas etiquetadas a,b,c y d
corresponden & =-0.5,-0.9,-1.3y-1.4.
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Ptip

Ftip

Figura 23. Cociente Pp en funcién de r/a dentro de la esfera para valdees/a=0.38

y 0.40 y un valor de | = 0.1a Potencial gravitacional de M/a=0. 38. linea purgead
linea con guiones, linea con punto y guién, lird&la gruesa, linea con guién largo y
un punto y linea con guiodn largo y dos puntos spwaeden & = -0.5, -0.7, -0.9, -1.1, -
1.2 y 1.3b Potencial gravitacionale M/a =0.4. La linea con guiones , linea con guién y
dos puntos, linea solida con guiones, linea sdljdesa y linea con guidn corto
corresponden &=-0.5,-0.9,-1.3,-1.5,-1.6 y-1.7.
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Figura 24. Presion radial Pr en funcion de r/a para difieenalores decy M/a = 0.38
y | =0.1. Las lineas etiquetadas con a,b, c y teeponden a = -0.1, -0.15, -0,3y -0.5
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Figura 25. Densidad de energia en funcidén de r/a con M/&88.QLas lineas etiquetadas
como a, b y c corresponden a |l = 0.02, 0.06 yr@sphectivamente .
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Figura 26. e* en funcion d r/a para diferentes valores de | Mém= 0.38 ye = -0.5.
Las lineas etiquetadas como a, b y c corresponddn=a0.02, 0.06 y 0.1 ,
respectivamente .
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Para determinar las regiones de estabiliéadhddelo propuesto, se ha de calcolar

y P con las ecuaciones (66) y (67). Considerando que 0, la derivada radial de la

densidad superficial de energiavendra dada por:

1M _3r®

o = 1 a _ 10a
478° (1_27M)1/2 (1_E)1/2

a 5a

2 52 4 5
LM MY ) e (e
-1 a a N 10a 2 | 10a

Ir®

10a

-+

La derivada radial de la presion superficial tamggres :
8ra’
-2 2%

il h

5 5
AN
a 5a 5a

(81)

(82)

Entonces se ha de graficar el facjor P/c’ como se muestra en las figuras 27, 28 y

29. Se ha considerado un valorwe -0.5 yw = -0.9, respectivamente. Se observa para

este modelo, que las regiones de estabilidad sdifioam cuando disminuye el

parametran de energia oscura, a diferencia de lo que opam& el modelo de estrella

de energia oscura que utiliza la funcion de maseMMY [49], en el cual la regiones de

estabilidad no varian apreciablemente para distimébores dev. En ambas figuras, se

observa como las configuraciones de estabilidad@ementan cuando aumentan los

valores de m/M. Para una disminucion del paranagrenergia oscuka hay un mayor
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crecimiento den , indicando con esto mayores regiones de estabileh el modelo

presentado.

Los valores del parametro | también modificas fegiones de estabilidad para
diferentes valores de M/a. En las figuras 27, 28 ge muestra como un incremento del
parametro | permite la aparicion de regiones dabditad para altos potenciales
gravitacionales en contraste con el modelo de Lp#8}, donde no hay grandes

variaciones en las configuraciones de estabilidad.
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34

m/M 0.2

Figura 27. Gréficas de las regiones de estabilidad para urellasle energia oscura
con la nueva funcion de masa donde | = 0.02. S®hsiderado quée. =-0.5y « = -
0.9, enay b, respectivamente.
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m/M - 01 28 a/M

Figura 28. Graficas de las regiones de estabilidad para ummellasde energia oscura
con la nueva funcion de masa en la que | =0.06wSmnsiderado que. =-0.5y & =-
0.9, enay b, respectivamente.
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Figura 29. Gréficas de las regiones de estabilidad para urellasle energia oscura
donde | = 0.1. Se ha considerado que-0.5y «=-0.9 emay b, respectivamente.
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CAPITULO IV
CONCLUSIONES YERCOMENDACIONES

V.1 CONCLUSIONES

En este trabajo se ha obtenido una nueva familisafigciones anisétropas con
densidad uniforme. Estas nuevas soluciones depetaldas parametros que pueden ser
ajustados para mejorar el corrimiento al rojo gemional y mantener las condiciones de
energia fuerte o dominante. Para el caso espemmled = 2, la solucion mantiene la
misma forma funcional de la solucién de Schwartdaton la coordenada radial y se
muestra en las figuras 2 y 3 como un incremento®ralores del factor de anisotropia
C incrementa la diferencia entre la presion ragli@ presion tangencial lo que permite
gue la estrella soporte mayores valores del pakgeavitacional superficial que en el
caso isotropo, satisfaciendo la condicién de enatgminante.

A diferencia de otras soluciones anisoétropas pseda posible obtener soluciones
con una dependencia funcional de la coordenadal nadiyor que 0.5 con presion radial
positiva dentro de la esfera. Para un valor fijbfdetor de anisotropia C, tal como se
observa en la figura 4, un incremento de los valdiexx aumenta la posibilidad de que
el modelo permita elevados potenciales gravitatésna equivalentemente grandes
valores del corrimiento al rojo superficial. Cos®muestra en la figura 1, esto equivale
a disminuir el exponente de la coordenada radral@es menores que 0.5.

Ajustando los valores de y C, es posible obtener soluciones similares asotr
conocidas previamente, en el sentido de la formaaciénal, y comparar su

comportamiento. Cuando se comparan las soluciobsidas con las soluciones de
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Bowers y Liang, las nuevas soluciones presentaroraayalores del corrimiento al rojo
gravitacional siempre que la condicion de energiaté y dominante se mantenga
dentro de la estrella. Este hecho se muestra diguea 6, donde se han utilizado
diferentes valores de los exponentes [g. Y5e ha escogido §# =0.2,0.3,0.4 y 0.51.
También se muestra la diferencia de los perfile¢adaresion tangencial para los dos
tipos de solucion. Este comportamiento podria mdecaiferencia en la respuesta de
estos modelos ante una contraccion adiabéticeel Exodelo propuesto los valoresale

y C pueden ser ajustados para mejorar el compatamfisico manteniendo el mismo
valor del exponentE. Esto se muestra en la figura 7, donde se ha twmlachlor de de
2 = 0.4 vy algunos valores de {},que proporcionan el mismo valor dey se
comparan los resultados de la solucion de Boweksagg con el mismo valor del
exponente g. Es posible encontrar un valor de{@ar) para un potencial gravitacional
superficial elevado y donde se mantengan las comdis de energia fuerte y dominante;
esto permitiria explicar grandes valores del caemo al rojo superficial con estos
modelos.

Cuando el valor del discriminante se iguala a cero las soluciones encontradas
exhiben comportamientos similares a las solucionescionadas arriba y también es
posible satisfacer en este caso la condicion degienduerte para fuertes campos
gravitacionales ajustando los valores deajC, En la figura 8, para un potencial
gravitacional superficial M/a=0.35 se muestra caimoincremento en el factor @,
ocasionan que los valores de Q disminuyan dentta esfera.

Se ha enfocado la atencion en la relaciési@medensidad cuando se realiza una

contraccion adiabdtica lenta. Debe recordarse quia éeoria newtoniana la relacién
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presion-densidad para un equilibrio neutral es $* y para un fluido relativista
isotropo la ley correspondiente ess BYcony > 4/3 [14]. De este modo un material para
el cual P= p *3en el limite newtoniano, sera lo suficientemengéld para realizar una
contraccion adiabética lenta. No obstante, tantpreomo el potencial gravitacional
empieza a crecer rapidamente, el material no eszcale soportar esta fuerza
gravitacional y puede ocurrir un colapso. En el atlogropuesto, como se observa en la
figura 9, para los puntos dentro de la regiGala< 0.8 dondex = 2 el coeficientg
para pequefos valores de C toma mayores valorelogjgee se obtienen para mayores
factores de anisotropia; ocurre lo contrario pagiones cercanas a la superficie de la
esfera. Este comportamiento es el mismo cuandmisgaran con las soluciones de
Bowers y Liang. Fijando los valores de @ yse obtiene para un valor O igual a q
cantidades menores que 0.5, por lo que el modelpupsto resulta ser mas estable en
regiones cercanas al centro de la esfera quelalstducion de Bowers y Liang. De este
modo, es probable que el nuevo modelo present@bikkdad en las capas externas.

Es posible que el modelo propuesto tenga preaion tangencial mayor que la
presion radial para valores del exponenteld2=mayores que 0.5, aunque, este modelo
es menos estable que uno con valores/denenores que 0.5.

Se ha encontrado otra nueva familia de solesicanisétropas con densidad de
energia variable que también dependen de dos picsnagustables. En este modelo la
presion radial es positiva en el interior de laiedist, se hace cero en la superficie y en el
centro (r/a=0) se hace infinita. Un aumento deldiade anisotropia producird un

decrecimiento de la presion radial de la estrela pin valor dado del parametro
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Para estas soluciones la presion radial etesidad tienden a infinito en el centro de
la estrella, comportamiento analogo a los obsewannlos modelos de Tolman [2] y
Cosenza et al. [10PRara la condicién de isotropia con C=0, el cocipnésion-densidad

P 1 . .
en el centro de la estrella es- == , comportamiento observado para la solucion de

p. 3
Tolman VI [2].

La condicion de energia dominante se cumguiebien con este modelo. Para un
potencial de M/a = 0.4, el cociente@’disminuye a medida que aumenta el factor C de
anisotropia, indicando con esto que se satisfacerdicion de energia fuerte para un
elevado potencial gravitacional. En este modelfyriaion métrica'e se comporta bien
en el interior de la estrella y es continua enupesficie de la estrella. Esta funcion
decrece a medida que aumenta el factor de anisatyagisminuye para un aumento del
potencial gravitacional. En la superficie (r=a) =e4/7, que coincide con la solucion de
Tolman VI en la superficie de la esfera [16].

Se ha presentado en este trabajo un analisiacterfas para un nuevo modelo de
estrella anisotropa con densidad de energia urgfoRara este modelo con valores del
parametro de anisotropia C=0.45 y C=0.73 , la dractse presenta cerca de la
superficie de la esfera a medida que aumentaraloses de.

Es interesante resaltar la marcada deperal€elecia respuesta a la fractura con el
tipo de modelo. Es de esperarse que las variacienegs anisotropia permitan la
ocurrencia de fracturas bajo ciertas condicionata bhodificacion del parametro
puede generar diferentes expresiones para la presilial, lo que a su vez cambia la
respuesta a la fractura. Es de esperarse que ipai@so/alores de no se presenten

fracturas. Como cada valor deambia el exponeniépara la presion radial es obvio
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entonces que el parAmettalefine los diferentes tipos de modelo, tal commsestra

en la figura 1. Se observa qaese incrementa cuando decrece y toma valores
menores que uno para valorescdenayores que 2, y mayores que uno pefad. Si
a>2, el exponentd /2 disminuye a medida que aumenta el valor de C, meamdo
constante el valor dex. Sia <2, I'/2 disminuye a medida que disminuye C para un
valor dea fijo. Para a < 2 se observa la presencia de fracturas.

Se ha encontrado un nuevo modelo de esttellenergia oscura gobernado por una
ecuacion de estado del tipp = Pp < 0, que permite valores de potenciales
gravitacionales en la superficie que dependen detdametro ajustable. Se ha analizado
la configuracién estelar relativista de la estrel@ energia oscura, escogiendo una
funcién de masa especifica. En este modelo lagrescrece con la coordenada radial
como es de esperarse para los modelos estelames s

En este modelo, la funciébn de masa elegidardbpde un pardmetro I, por lo que el
potencial gravitacional aumenta cuando | se incrgape&eomo se muestra en las figuras
27, 28 y 29. Por ejemplo, para | = 0.02 correspand@a > 0.25, para |=0.06 es m/a >
0.33y1=0.1 le corresponde m/a > 0.37.

Los valores del parametro afectan las regiaigesstabilidad para diferentes valores
de m/a . En las figuras 27, 28 y 29 se muestra comincremento de | permite la
aparicion de regiones de estabilidad para mayakses del potencial gravitacional.
Para diferentes valores del parametromanteniendo fijo el valor de |, se observan
grandes variaciones en las regiones de estabiéidatbntraste con el modelo de Lobo,

donde no se observan modificaciones en las comftgures de estabilidad.
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Aunque la funcion de masa utilizada present&gnaremento radial en la densidad de
energia, se ha propuesto en este trabajo un mddeiloido anisétropo recubierto por
una pelicula delgada, donde se espera que exiateedad repulsiva. Las densidades de
energia con esta dependencia radial aparecen enoldslos de masa electromagnética
de Tiwari et. al.[63] , donde esta presente la Iséf gravitacional. Esto pudiera ser el
caso de fluidos anisétropos, donde el gradientagipresiones tangenciales mantiene el
equilibrio con la fuerza gravitacional repulsiva éxistencia de regiones de estabilidad
para valores especificos de estos parametros pepmaponer este modelo como una
aproximacion para describir estrellas de energéras Tal como se ha mencionado
anteriormente, estos resultados podrian ser ugstasdescribir regiones de estrellas

donde ocurren procesos de inversion de densidad.
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IV.2 RECOMENDACIONES

Se recomienda proponer un nuevo factqp,FPr) =yPr* + ap,Pr +Kps> con el que
se pueda obtener una expresion general para lepneslial que incluya los casos de
Dev y Gleiser [25] y el modelo de densidad de emergiforme propuesto. Esta
expresion para Pr puede utilizarse para deduciram@acion general para la fuerza
resultante R y hacer el andlisis de fracturas fmranodelos de Dev y Gleiser. Las
mismas consideraciones son validas para el moéeledsidad variable.

Debido a que la presencia de energia oscura piioparan escenario natural para la
existencia de geometrias exoticas tales como logm@g de gusano [46], la funcion de
masa propuesta en este trabajo de investigaciafepu#izarse para modelar un agujero
de gusano soportado por energia fantasma que cwopll ecuacion de estadoyys=
conw<-1. La métrica del interior de esta geometriaieads [66] :

.
b

r

ds? = —e*dt? + dr? +r2d6? +r?sin? &g? (82)

donde ¢(r)y b(r) son el corrimiento al rojo y la funcion derrha, respectivamente.
Para esto debe hacerse una escogencia apropiaaab(ppro ¢(r) necesaria para

proponer el nuevo modelo de agujero de gusanoesaale
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