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Cuadrados Latinos
Definicién
Definicion (Euler, 1776)

Un cuadrado Latino es una tabla n X n de n elementos, en la que estos
aparecen una vez en cada fila y una vez en cada columna.
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Un poco de historia Oiffsmes

Cuadrados Latinos

Euler

Adivinanza (Euler, 1779/1782)
¢ Es posible ordenar 6 compaiias, cada una con 6 oficiales de distinto
rango en una formacién 6 x 6 de manera que no se repitan rangos o
compaiiias en una columna o en una fila?

Solucién: ©°N
Conjetura

Euler responde que no es posible y ademas dice que tampoco lo es para
ningtn cuadrado de orden n si n = 2(mod 4).
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Un poco de historia Oiffsmes

Cuadrados Latinos

Euler

Definicién (Cuadrado Latino (Euler, 1782))

Dos cuadrados Latinos son ortogonales si al superponerlos generan una
tabla con todos sus elementos distintos.

Ejemplo (Cuadrados Latinos ortogonales)

Dados dos cuadrados Latinos

a b c 1 2 3 al b2 c3
c a b y 2 31 superponiéndolos: c2 a3 bl
b ¢ a S b3 ¢l a2

No se repite ningtin elemeno en la superposiciéon por tanto son
ortogonales

Adivinanza de Euler: jexisten cuadrados Latinos ortogonales de orden 67
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Un poco de historia

Geometria con cuadrados Latinos

Geometria con cuadrados Latinos

Algunos resultados destacados

e En 1890, A. Cayley demuestra que la tabla de multiplicar de un
grupo es un cuadrado Latino.

e En 1901, G. Tarry responde, mediante un eshaustivo trabajo
combinatorio sobre de cuadrados Latinos de orden 6, que Euler tenia
razén en su adivinanza.

e En 1906, O. Veblen y W. Bussey demuestran, usando cuerpos finitos
de Galois, que existen planos proyectivos de orden potencia de un
primo.

e En 1938, R. C. Bose muestra como construir cuadrados Latinos de
orden potencia de un primo usando también cuerpos de Galois.
Ademas relaciona los cuadrados Latinos con las geometrias finitas.

e En 1959, R. C. Bose y S. S. Shrikhande demuestran que es posible
construir cuadrados Latinos de orden 4t + 2 para t > 5.

» Finalmente en 1960 R. C. Bose, S. S. Shrikhande y E. T. Parker
demuestran que existen cuadrados Latinos ortogonales de orden
n> 6.
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Un poco de historia

Mas cosas con cuadrados Latinos

Cuadrados Latinos

Aplicaciones

Hoy en dia los cuadrados Latinos se utilizan en diversas areas de la
matematica.

Para el disefio de experimentos en estadistica.
Ayuda a demostrar la coloracién de ciertos tipos de grafos.

En el estudio de grupos y otras estructuras como casi-grupos,
semigrupos y grupoides.

Generacién de cddigos de correccién de errores en ciencias de la
informacién y la computacion.

Rompecabezas matematicos: Sudoku, Kenken, Futoshiki, Cuadrados
Magicos. . .

Demuestran la existencia de geometrias finitas como veremos.

La generalizacion a hipercubos latinos se utiliza en estadistica y en
métodos numéricos.
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Cuadrados Latinos Propiedades de los cuadrados Latinos

Cuadrados Latinos
Propiedades

Propiedad (1)

La tabla de multiplicar de un grupo es un cuadrado Latino.

Demostracién:
Supongamos que
XiXj = XiXk,

multiplicando por a izquierda
—Xi,

tenemos que
Xj = Xk-
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Cuadrados Latinos Propiedades de los cuadrados Latinos

Cuadrados Latinos
Propiedades

Propiedad (2)

Existen cuadrados Latinos de cualquier orden natural.

Demostracién:
Tomando como conjunto base (Z,, +) que es grupo, luego su tabla de
Cayley es un cuadrado Latino. O
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Cuadrados Latinos Propiedades de los cuadrados Latinos

Cuadrados Latinos
Propiedades

Propiedad (3)

Si permutamos filas o columnas seguimos obteniendo un cuadrado Latino.

Demostracion:
Sea o una permutacién de sus filas y o, de sus columnas,

permutando filas y columnas de (L;;) obtenemos

(Lor(ioeti));

si tenemos que
Loryoet) = Lortiyocth)s
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Cuadrados Latinos Propiedades de los cuadrados Latinos

Cuadrados Latinos
Propiedades

o esta bien definida, luego podemos tomar p = o¢(i),

Lpo.(j) = Lpoc(k)

como (L) es cuadrado Latino tenemos que

oc(j) = ac(k).

Observacion: Dado el conjunto de cuadrados latinos de orden n, se
puede definir la accién del grupo de permutaciones sobre este conjunto.
Recientemente los autores Hulpke, Kaski y Ostergird han usado esta
propiedad para el calculo del nimero de Cuadrados Latinos de orden 11.
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Cuadrados Latinos @it db @albis

Cuerpos de Galois
Algunas propiedades

Teorema (Galois)

Un cuerpo finito tiene q elementos, donde q es la potencia de un primo.

Demostracion:
Sea K el cuerpo finito de orden gq.

Sea el homomorfismo de anillos f: Z — K definido como f(n) := ne,
donde € es la unidad de K.

Por el teorema de isomorfia tenemos que Z/mZ = Imf C K para algin
m entero,

por otro lado Imf es un dominio, luego m debe ser un primo p.
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Cuadrados Latinos @it db @albis

Cuerpos de Galois
Algunas propiedades

Por tanto

Imf ={0,1e,...,(p—1)e} =2 Z,p,
y p=| Imf|, luego Imf no puede tener subcuerpos, luego debe ser
primo.

Veamos que el orden es |K| = p".
Supongamos que hay dos primos p y g que dividen a |K].

Por el teorema de Cauchy para grupos abelianos existen dos elementos a
y b de érdenes p y g respectivamente.
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Cuadrados Latinos @it db @albis

Cuerpos de Galois
Algunas propiedades

Luego (pe)a =0 = (qge)b,

y como K es cuerpo
pe=qe=0.

Por otro lado (p, q) = 1, luego por Bézout tenemos que rp + sq = 1 para
r,s €7,

y asi € = r(pe) + s(ge) = 0, lo que es una contradicci6n. 0

NOTA: El cuerpo de orden p" es (inico y se denota por GF(q).
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Cuadrados Latinos @it db @albis

Cuerpos de Galois
Algunas propiedades

Otras propiedades utiles:

Para todo punto x € GF(q) tenemos que x9 = x.

Si p es primo GF(p) X Z/Z,.

El cuerpo finito GF(p™) == GF(p)[x]/(f(x)) donde f € GF(p)[x] es
un polinomio de grado m irreducible sobre GF(p).

El primo p es la caracterisitica del cuerpo GF(p").

GF(p") es subcuerpo de GF(p") siy sélo si r divide a h.

Para demostrarlas se puede consultar el libro de Robert B. Ash o el de
Joseph J. Rotman.
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Cuadrados Latinos

Cuadrados Latinos mutuamente ortogonales

Cuadrados Latinos
Méas propiedades

Definicién (Cuadrados mutuamente ortogonales)

Sily,...,L, son cuadrados Latinos de orden n tales que L; es ortogonal
a Lj para todo i # j, entonces se llama conjunto de r cuadrados Latinos
mutuamente ortogonales de orden n, o en inglés MOLS.

Teorema (Existencia de cuadrados mutuamente ortogonales)

Existe un conjunto de n — 1 cuadrados Latinos mutuamente ortogonales
de orden n, donde n es potencia de un primo.

Demostracion:
Definimos nuestro conjunto base: GF(n) con n = p™, p primoy m
natural no cero.

GF(n) = {x0,...,%s—1} donde xp =0y x; = 1.

Orlando Galdames Bravo Geometrias Finitas con Cuerpos Finitos y Cuadrados Latinos



Cuadrados Latinos

Cuadrados Latinos mutuamente ortogonales

Cuadrados Latinos
Méas propiedades

Definimos Ly = (Lf) = (xxXi + ;) para k =1,...,n—1.

Pregunta: ; Lf-J‘- = ij = (xkxi + X;) — (xuxi +x) =07

sumando xxx; a la izquierda

La pregunta queda: j x; —x; =07

que se cumple sii x; = x;, es decir sii j = /.
Luego sii son cuadrados latinos.
Veamos que {Li,...,L,—1} es un conjunto de MOLS:

Supongamos (L, Lj;) = (Lgy, Lbg), con k # I, entonces planteamos la

siguiente ecuacion
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Cuadrados Latinos

Cuadrados Latinos mutuamente ortogonales

Cuadrados Latinos
Méas propiedades

XkXi+Xj = XkXp + Xq (1)
XX +Xj = XXp+ Xqg

Restandolas
(xk — x1)(xi — xp) =0,

Como GF(n) es cuerpo, no tiene divisores de 0 asi que:
X;(:X/OX,':XP7
es decir

k=1loi=p.

Como k # I, i = p entonces j = q por ser L¥ y L' cuadrados latinos o
también por las ecuaciones (1). O
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Introduccién
P nitos
finitas y cuadrados Latinos
de geometria finitas

Geometrias finitas

Geometrias Finitas

Introduccién

Geometria para un conjunto finito que se define axiomaticamente.

Existencia: Cuadrados Latinos. Cuerpos de Galois.

Construccion: Cuerpos de Galois. Sistemas de Steiner.

%
\

S S
Plano de Fano (1892). PG(2,2) Plano afin de 9 puntos. AG(2,3)
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Planos finitos
Geometrias finitas

El plano proyectivo

Definicién

Definicion
Un plano proyectivo es un conjunto de puntos P, con un conjunto L de
subconjuntos de P, llamadas lineas. Cumpliendo los siguientes axiomas:

© Dos puntos inciden en una dnica linea.
@ Dos lineas inciden en un tnico punto.

© Hay al menos cuatro puntos, de los cuales tres son no colineales.

Propiedad
Todos los elementos de L tienen el mismo cardinal.

Si a este cardinal le restamos 1 lo llamamos orden del plano proyectivo.
El plano proyectivo de orden g se denota por PG(2, q).
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Planos finitos
Geometrias finitas

Geometrias finitas
Propiedades

Demostracién. (Propiedad)
Sean P un punto y / una linea del plano proyectivo,

por los dos primeros axiomas P incide con tantas lineas como / incide
con puntos.

Si P esta en /, por el primer axioma P’ y P inciden en una Gnica linea.
Si /" pasa por P, por el segundo axioma /" y / inciden en un Gnico punto.
Por el tercer axioma existe @ # P que no esta en /,

por lo mismo tenemos que / tiene tantos puntos como lineas que inciden
con Q,

que coincide con el nimero de lineas que inciden en P. O
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Planos finitos
Geometrias finitas

Geometrias finitas
Propiedades

Propiedad

El plano proyectivo de orden n tiene n®> + n+ 1 lineas y puntos.

Demostracién:
Por definicion de orden, sabemos que para un punto tenemos n—+ 1 lineas
incidentes,

y como cada una tiene n+ 1 puntos, éstas incidirdn en otros n puntos.

Por tanto en el plano proyectivo tenemos n(n+1)+1=n>+n+1
puntos,

que ya hemos visto que coincide con el nimero de lineas. I
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Planos finitos
Geometrias finitas

El plano afin
Definicién
Definicion
Un plano afin es un conjunto de puntos P, con un conjunto L de
subconjuntos de P, llamadas lineas. Cumpliendo los siguientes axiomas:
© Dos puntos inciden en una dnica linea.

© Para cada linea | y un punto no incidente a ella, existe una tnica
linea I' que contiene al punto y tal que I N I' = ().

© Hay al menos tres puntos no colineales.
El plano afin de orden g se denota por AG(2, q).

Definicién
Sean m y | lineas de un AG(2, q), diremos que son paralelas simn | = ()
o si m= 1. La relacién de paralelismo es de equivalencia.
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Planos finitos
Geometrias finitas

Geometrias finitas

Relacién entre el plano proyectivo y el afin

Dado el plano afin AG(2, q) podemos construir el proyectivo PG(2, q).

e P puntos de AG(2, q).
e L lineas de AG(2, q).
e & clases de equivalencia paralelas.

Definimos I+ = 1U[l]y Io = {[/] : [I] € €}.
Donde el conjunto de puntos es
PUE

y el de lineas
{ly:1e L} U{lo}

es un plano proyectivo.
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Planos finitos
Geometrias finitas

Geometrias finitas

Relacién entre el plano proyectivo y el afin

Demostracion:

® - Six,y € P, entonces 3! [ tal que x,y € /, por tanto x,y € /.
-SixePyl[le& IV tal que INT =0, es decir, son paralelas, y
por tanto [/] = [/'], luego x,[/] € /'..

- Si [/],[/'] € € entonces [/],[/'] € I.
La unicidad se deduce de la unicidad de [y /.

@ Sean /. y /' tales que [, # I'.. Puede ocurrir que /'y /" sean
paralelas, entonces /; y /’+ se cortan en [/] € £ C 4, si no son
paralelas, entonces 3 x € /N /', luego x € [, N /..

Veamos la unicidad: denotamos « al punto de corte, si 3 5 € [, N/,
con a # [3, entonces 3! [{ tal que a, 3 € I/, es decir

a,B € !Nl NIy, por unicidad I{. = I, lo que es una
contradiccién. Por otro lado [ y /5, sélo se pueden cortar en [/].

© Sabemos que hay tres puntos no colineales, y hemos afiadido las
clases de lineas paralelas, como hay mds de una linea, hay mas de
una clase, luego tenemos mas de tres puntos en P U €.
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Planos finitos
Geometrias finitas

Geometrias finitas
Relacién entre el plano afin y el proyectivo
Reciprocamente:

Si al plano proyectivo PG(2, q) le quitamos una linea y todos los puntos
incidentes en ella, obtenemos un plano afin.

Habitualmente la linea eliminada se le llama linea del infinito.
Propiedad

El plano afin de orden n tiene n®> + n lineas y n> puntos.

Sabemos que el plano proyectivo tiene n? + n+ 1 lineas untos,
q p proy yp
luego si quitamos una linea nos quedan n® + n,

y si quitamos los n + 1 puntos de esta linea nos quedan n.
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Geometrias finitas Geometrias finitas y cuadrados Latinos

Geometrias finitas

Existencia

Teorema

Existe un plano afin de orden n si y sélo si existen n — 1 cuadrados
Latinos de orden n mutuamente ortogonales.

Esquema para la demostracién:

e La idea es configurar un sistema de coordenadas.

» Se toman dos rectas que se cruzan en un punto que llamamos origen.
o El resto de puntos se etiquetan de 1 a n — 1 en ambas rectas.

o Cada punto del sistema serd un punto del plano afin y viceversa.

» En total hay n? puntos todos con distintas coordenadas.

# Tenemos una malla con dos cuadrados latinos superpuestos.

e Como los puntos son distintos, ademas son ortogonales.

e Hay n — 1 clases paralelas, luego hay n — 1 cuadrados ortogonales.
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Introduccién

Geometrias finitas Geometrias finitas y cuadrados Latinos
Ejemplo de geometria finitas

Geometrias finitas

Existencia

Corolario

Existe un plano proyectivo de orden n si y sélo si existen n cuadrados
Latinos de orden n+ 1

Corolario

Existen planos afines de orden n para n potencia de un primo.
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Geometrias finitas
Ejemplo de geometria finitas

Geometrias finitas
Ejemplo

Veamos cémo construir un plano afin de orden finito utilizando cuerpos
finitos.

El conjunto base serd el de GF(7), es decir, las siguiente clases:
{0,1,x,x%,x3, x* x5}
Busquemos las lineas.
Por la teoria sabemos que deben ser lineas de 7 puntos.
Resolvemos la ecuacién lineal con incégnitas y y x
y = ax + (#(mod 7)

donde «, 8 € GF(7). Veamos cémo resolverla.
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Geometrias finitas
Ejemplo de geometria finitas

Geometrias finitas
Ejemplo

Algoritmo de Euclides para la divisién y p primo
y=cp+r,
donde c es el cociente, p el médulo y r el resto.

Entonces
ax+pB=cp+r,

la solucién nos la dard el resto.

Despejando:

r=ax+0—cp.
Los puntos que buscamos son los

(x,r) para x=0,...,p—1.
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Un poco de historia
Cuadrados Latinos
Geometrias finitas

Bibliografia

Geometrias finitas
Ejemplo

Disponemos los puntos de GF(7) e

0,2°)  (1,2°%)  (z,2%)

Introduccién

Planos finitos

Geometrias finitas y cuadrados Latinos
Ejemplo de geometria finitas

n una tabla como en el teorema

(z?,2%) (2%,2%) (2%,2°) (a°,2)

0,2%) |(L,2%) |(z,2%)

(z2,2%) |(2®,2%) |(z% 2%) (2% %)

0,2%) |(1,2%) |(z,2%)

0,2%) |(1,2%) |(=,2?)

(0,z) (1,z) (z,z)

@) @) |@ho) |

0,1 |11 @1

(22,1) |(=%1) |(@%1) [(2°1)

0,00 (1,00 |(z,0)

(2,0) |[(2%,0) |(@*,0) [(2°,0)
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= historia Introduccién
Latinc Planos finitos

Un poco
Cuad

Geometrias finitas Geometrias finitas y cuadrados Latinos
B it

Geometrias finitas
Ejemplo

Aplicando el algoritmo en metapost:

for i=0 upto n-1:

restaux:=j;

if j<n:
if j>=0:
resto
else:
co:=0;
foreve: exitunless restaux<0; ----> jequivale a un "do while"
co:=co-1;
restaux:=j-co*n; ---> %Algortimo de Euclides
resto:=restaux;
endfor
fi
else:
co:=0;
forever: exitunless restaux>n-1;
co o+1;
restaux:=j-co*n; ---> %Algortimo de Euclides
resto:=restaux;
endfor
fi

draw (i*u,resto*u) withpen pencircle scaled 6pt withcolor(0,0,1);
endfor;

a Ejemplo de geometria finitas
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Un poco de historia Introduccién

Cuadrados Latinos Planos finitos
Geometrias finitas Geometrias finitas y cuadrados Latinos
Bibliografia Ejemplo de geometria finitas

Geometrias finitas
Ejemplo

(0,2%) (1,2%) (z,2%) |(a2,2%) |(@®,2%) |(2,2%) |(2®, 2%)

0.2 |12 |@e?) @) [@5e) |@he?) [@,e)

(0,z) (1,2) ({9, ) (z?,2) |(z%,2) |(z%2) |(z% =)

(0,1) (1,1) (z,1) (2%1) |(2%1) |(@*1) |(2°1)

(0,0) (1,0) (z,0) (2,0) |(=%,0) |(=z%,0) |(2°,0)

[} [ = =
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Geometrias finitas
Ejemplo

(0,2%) (1,2%) (z,2%) |(a2,2%) |(@®,2%) |(2,2%) |(2®, 2%)

0.2 |12 |@e?) @) [@5e) |@he?) [@,e)

(0,z) (1,2) ({9, ) (z?,2) |(z%,2) |(z%2) |(z% =)

(0,1) (1,1) (z,1) (2%1) |(2%1) |(@*1) |(2°1)

(0,0) (1,0) (z,0) (2,0) |(=%,0) |(=z%,0) |(2°,0)

[} [ = =
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Geometrias finitas
Ejemplo

(0,2%) (1,2%) (z,2%) |(a2,2%) |(@®,2%) |(2,2%) |(2®, 2%)

0.2 |12 Loo?) @27 @520 |@he?) [@,e?)

(0,z) (1,2) ({9, ) (z?,2) |(z%,2) |(z%2) |(z% =)

(0,1) (1,1) (z,1) (2%1) |(2%1) |(@*1) |(2°1)

(0,0) (1,0) (z,0) (2,0) |(=%,0) |(=z%,0) |(2°,0)

[} [ = =
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Geometrias finitas
Ejemplo

(0,2%) (1,2%) (z,2%) |(a2,2%) |(@®,2%) |(2,2%) |(2®, 2%)

0.2 |12 Loo?) @27 @520 |@he?) [@,e?)

(0,z) (1,2) ({9, ) (z?,2) |(z%,2) |(z%2) |(z% =)

(0,1) (1,1) (z,1) (z%,1) |(2%,1) |(=*1) |(2°1)

(0,0) (1,0) (z,0) (2,0) |(=%,0) |(=z%,0) |(2°,0)

[} [ = =
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0.2 |12 Loo?) @27 @520 |@he?) [@,e?)
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Geometrias finitas
Ejemplo

p = —81lqg — 23(mod 7)

0,2z%) (@1,2%) (z,2°%) (22,2°) (a°,2°) (2% 2%) (%)

0,2%) 11,a%) |(@a) |[(@%a%) |[(2%a") (2t a!) |(a® )

(0,2%) (1,2%) (z,2%) |(a2,2%) |(2®,2%) l(24,2%) |(2®, 2%)

0.2 120 Loo?) @27 [@%0) |@he?) [(@,e?)

(0,z) (1,2) ({9, ) (z?,2) |(z%,2) |(z% )

(0,1) (1,1) (z,1) (z%,1) |(2%,1) |(=*1) |(2°1)

(0,0) (1,0) (z,0) J(.I‘Q ,0) |(2%,0) |(2%,0) |(2°,0)

[} [ = =
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Geometrias finitas
Ejemplo

p = —81lqg — 23(mod 7) p = 37qg — 21(mod 7)

0,2z%) (@1,2%) (z,2°%) _(a2,2°) (a°,2°) (% 2%) (%)

0,2%) 11,a%) |(@a) |[(@%a%) |[(2%a%) (2% 2!) L(a® )

(0,2%) (1,2%) (z,2%) |(a2,2%) |(2®,2%) l(24,2%) |(2®, 2%)

0.2°) |(12%) I@2%) |(2%2%) L a?) (a%,2%) |(2°2%)

(0,z) (1,2) ({9, ) (z?,2) |(z%,2) |(z% ) '(151)

(0,1) (1,1) (z,1) (z%,1) |(2%,1) |(=*1) |(2°1)

(0,0) (1,0) (z,0) LJ(:2 ,0) |(2%,0) |(2%,0) |(2°,0)

[} [ = =
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Geometrias finitas

Ejemplo
p = —8lg — 23(mod 7) p =37 —21(mod 7)
0,2%) (1,2%) (x,2%) _(a2,2%) f2? 25) (a%,2®) (z5,25)
‘wr" (L,zh) [(w,2) |@%a!) [(@®af) [ a?) (% a%)
0,23 [(1,2%) [@2%) [(%2%) |(%a%) Lat,a?) (2% %)
(0,2%) |(1,2?) Lx,a?) u‘.r?a#m.m (24, %) |(2°,2?)
(0,x) (1,7) (z,2)  |(@*2) [(@%2) |(@*a) L« )
(0,1) (1,1) (x,1) (z2,1) [(=%,1) [(z*,1) [(«%1)
(0,0) (1,0) (z,0) Lr’.m (2%,0) [(z*,0) [(=°0)
* Ninguna de las lineas es paralela.
® Todas se cortan en un (nico punto.
# Si unimos los puntos con rectas paralelas obtenemos diversas rectas
con pendientes iguales médulo 7.
* Hemos dibujado un triangulo.
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Geometrias finitas
Ejemplo

Consideraciones para un algoritmo en base a GF(p").
En el caso de orden primo hemos usado que GF(p) = Z,.

Ahora debemos utilizar que GF(p") = Z[x]/(f(x)), donde f(x) es
irreducible en Z[x].

Lo mas complicado es idear las tablas de sumar y de multiplicar, existe
amplia documentacién para construir los cuerpos GF(p").

Se sabe que el cuerpo que resulta no depende del polinomio f(x), pero la
complejidad para el célculo si depende de la eleccién de f(x).

Una vez tenemos las tablas aplicamos el algoritmo que conocemos para
estas tablas médulo p.

Para la construccién de GF(p") consultar el libro de Ash o el de Rotman.
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Geometrias Finitas

Introduccién

Ejemplo de tablas para GF(3?).

o oo [zon o [ 2 ]
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