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Metodo de Elementos de Borde (MEB)

* Sea el problema exterior de Dirichlet : n
Au=0 i Q',

u=ug on I', u(x)— 0 as [x|— o

* Como la ED es homogénea, es posible

reformular el problema como una
ecuacion integral sobre la superficie
cerrada y acotada I'.

* El uso del MEF para resolver dicha ecuacion integral da lugar al MEB.
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Ecuaciones integrales de Fredholm

Ecuacion de Fredholm de 1 tipo: dados f:I' - R y el kernel k:[' XI' - R,
hallar q:I' - R tal que

IIk(X’y)q(y)dv(y)=f(X), xel.  ——— Kq=f

Ecuacion de Fredholm de 2! tipo: dados f:[' - R, y el kernel k:['xI' - R,
hallar q:[' - R tal que

q(X)+l{k(x, yq(y)dy(y)=f(x), xel. — (I+K)q=f

Los kernels k(x,y) que encontraremos son débilmente singulares, de la forma :

k(X,Y)= Txx_:yl y X#Y,

donde c(x,y) es una funcién acotada. L.os kernels de este tipo son integrables :

l{ k(x,y)|dy(y)<oo, xel.
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Algunas ecuaciones integrales

Veremos algunas ec. integrales asociadas con PVB gobernados por la
ecuacion de Laplace. La solucion fundamental para el operador de Laplace

en 3D esta dada por

1
E(x)=— ——
(x) 47 |x|

lo que significa que
I{ E®) Ae(x)dx=9(0)

para toda funcion suave IR’ que se anule fuera de un dominio acotado.
En otras palabras :

AE=8(0)
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Algunas ecuaciones integrales (cont.)

Teorema: siuessuaveen Qy Q’y o

Au=0 in & and Q’,

u(x)=0(|x|71), [Vu(x)|=0(|x| %) as [x|— o \ g
entonces

[u(x) if x¢T
du 1 _
4n{ j[ ] x—y]| Hriy)7 “u] (I - I)dym}_ | u'(x)+uc(x) if xe'
L 2
ul(x)= l.im u(y), u¢(x)= limu(y), [u]=u—ue, S L auc,
y—X y—X an on on
ye2 yeQ'
au‘ (x) u(x+sn)—u(x), ou® (x)= lim u(x+sn)—u(x)

5_,0_ S on s— 0+ S
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Algunas ecuaciones integrales (cont.)

Demostracion: sea x un punto dado en Q y definimos

Q'
Qe={yeQ: [y—x|>¢},
Se={yeR3: )y—x =g}, / Se
con € tan pequeno que S L L. Q¢
Aplicamos el teorema de Green sobre Q, para las\os funcio @ )y v(y)=1/(411x-y|)
que satisfacen Au=Av=0 en Q. n
. OV du! ov Ju
0= [ uAvdy— [ v Audy= [Ju =dy— J v=—dy— [ u=—dy+ [ v—dy

éﬁ y g y= Juws dv=J v mdy s an ' 4 "an

| vé—}—l-ldyl < cj.m= Ce— 0 as £— 0.

S, on S, 4n|x— y1
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Algunas ecuaciones integrales (cont.)

ov 1
Siendo — =—
on ¥) 4r|x—yl|?
ov 1
resulta | u—dy=—— f u dy— —u(x) as e—0
S, on dme~ S, w)  xeQ,
1 ou 1 1 |
Luego: r{f 3 ’ _ ’dY(y) ful ( l — ’) dY(Y)} *-2-111(}() xel,
0 xeQ'.

Seguidamente, se aplica el teorema de Green
en el dominio exterior truncado

Qp={yeQ’: |y|<b}

Haciendo b — o, se obtiene la expresion
correspondiente.

(QED
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Ecuacion integral para un problema de Dirichlet exterior usando un
potencial de capa simple

Consideremos el problema de Dirichlet exterior
Au=0 in Q°,
u=1ug on [,
u(x)=0([x|~1), [ Vu(x)[=0(|x|7?), as [x|— .

Si y, es suficientemente regular, 0 mas precisamente, si u, es la restriccion a

[ de cierta funcion wH!(R®), entonces el problema tiene solucién tnica u.
Podemos extender esta solucion al interior Q haciendo que u satisfaga

Au=0 in €2,

u=uyg onl.

Este problema también tiene solucién tnica con las condicion fijada a u,.
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Ecuacion integral para un problema de Dirichlet exterior usando un

potencial de capa simple (cont.)

Usando el teorema recién visto, tenemos

[u]=0 on ' 1 ulx)= 1 Ij‘

Llegamos a la siguiente ecuacién integral: dado u,, hallar q tal que

' 1 Ju 1
(u'+u€)/2=ugon I' 0 up(x)= — I[ dvy(y), xel’
Esta es una ecuacion de Fredholm del 1¢ tipo con kernel débilmente 431: I a n | X— y | (1 O 1 5)
El kernel 1/|x—y| se denomina potencial de capa simple. e :
Puede probarse que si u,[lJH(I"), luego existe solucién tnica qUHsS*(I"). q

Una vez calculada g=[du/0n], se puede calcular u usando (10.15).

J‘ q(y)

dy(y)=uo(x), xel (10.17)
4y |x=y|
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de los Elementos 9



Ecuacion integral para un problema de Dirichlet exterior usando un
potencial de capa simple (cont.)

Otra forma de obtener la ecuacion integral es buscando una solucion al problema exterior
de Dirichlet de la forma

_ 1 raly) ,
u)=-J ] dy(y), XeQ'. (10.18)

Dado (—lu\- V\J_I |A J I}I VNNV ]:ll.«llu A7_J’ 401 LUIILVIVvUIL U uuuviu lJUJ. \LO- 18) SatiSfaré Au:() en
Q'. Haciendo x - I', y considerando que la funcion definida por (10.18) es continua en x,
obtenemos la ecuacion integral (10.17) para la densidad incognita q.

Interpretacion fisica: la funcion u dada por (10.18) para x[IR? puede interpretarse como
el potencial eléctrico debido a cargas eléctricas distribuidas en I' con densidad g, o como
la temperatura debida a fuentes de calor de intensidad g en I'.

Introduccion al Método
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Problema de Dirichlet exterior con potencial de capa doble (cont.)
Consideremos el problema de Dirichlet exterior
Au=0 in Q',
u=1uy on [,
u(x)=0(|x|~1), [Vu(x)|=0(|x| 2), as [x|— =

Si u, es suficientemente regular, entonces el problema tiene solucion unica u.
Podemos extender esta solucion al interior  haciendo que u satisfaga

Au=0 in Q

' 10.19
Ju — Jdu! _du® —g on T ( )
n  2n 2n

C
Para que exista solucion u a (10.19), es condicion necesaria que [ gdy= [ %l—dyﬂo
r r on

Ademas, la solucion u de (10.19) es unica solo hasta una constante, i.e., u+c
también es solucion para cualquier constante c.
Introduccion al Método
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Problema de Dirichlet exterior con potencial de capa doble (cont.)

oul _ ux)tul(x) _ 1
[an ¢ e 2 f[ ]any( x—y] )dY(Y)a xel
oo W(X)—ut(x) | ut(x)+u(x) _ 1
1 u¢(x)= > + > 7 i[ (‘ = |)dy(y)

p=[u]=ui-u¢
Siendo u®(x)=u,(x) para xu , negainus a la siguiente ecuacion integral de Fredholm
de 2° tipo: dado u,, hallar ¢ tal que

‘Pg‘) [ 49) any( l;y')dy(y):—u@(x), xe[.  (10.21)

A Su Veu lJLl U ALl 1 4 LLLIVIIIVYD

1 5 ( 1
=0 0 u(=-;-7 o) | )dv(y)
[ ?P I ___ 1asidefi 4t afly lx_y,
.

) [u]=¢ al cruzar
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Problema de Dirichlet exterior con potencial de capa doble (cont.)

El kernel de la ec. integral (10.21) es 9 ( 1 ) (potencial de capa doble)
any\ [x—y|
1 ) - (&-y)  x, yel, x#y
x—y| x=y|

Se observa que S (
ony

Siendo ' suave, n(y) es casi ortogonal a x—y para x cercano ay.
n(y)

Mas precisamente, para [ suave puede demostrarse que

n(y) - (x—y)=|x—y[*c(x, y)

donde c(x,y) es una funcion acotada.

Luego, el kernel tiene la forma
3 ( 1 ) _e(x, y)
3ny\ [x=y|/  |x—y]

y es débilmente singular.
Introduccion al Método
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Problema de Neumann exterior con potencial de capa simple

Consideremos el problema exterior de Neumann

Au=0 in Q’,
Ju

= on I',
on 5

u(x)=0(x[~1), [Vu(x)[=0(x|7?) as |x| - .

Si g es suficientemente suave, i.e. si g=0w/0n para cierta funcion wlIH'(R?),
este problema tiene solucion unica.

Hagamos que dicha solucion también satisfaga el problema de Dirichlet
interio=

Au=0 in €2,

u=u® on I'.

Introduccién al Método
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Problema de Neumann exterior con potencial de capa simple

(cont.)
pl=0.q=[ 2] 0 uw- :H{'j(_”;ldv(y), xeR’
o y—_ax) 1 90 (_1
H W7 +4n£q(w 8nx(|x—y|)dY(Y)’ xel
O %q(x)“ %ﬁ{q(y) aix( ‘Xiﬂ)dv(y):_g(X), xel

Esta es una ecuacion integral de Fredholm de 2° tipo, con kernel débilmente
singular, no simeétrico.

Este problema tiene solucion unica qUL,(I") para cualquier gL ().

Introduccién al Método
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MEF aplicado a las ecuaciones integrales

Apliquemos el MEF para la solucion numerica de las ecuaciones integrales

1 [ q(y)
47T |x—y|

dy(y)=uo(x),  xeT,

1 1 S
S0 - T |

an, |X—-y]) dy(y)=—g(x),  xel.

Por simplicidad, usaremos aproximaciones
constantes por trozos.

Sea T.={K,,...,K,} una malla de elementos

(por €j., triangulos o cuadrangulos curvos),
diametro maximo h.

Introducimos luego el espacio de EF

Wh={veLy(T): v|k is constant, i=1, . . ., M}

Introduccién al Método
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MEF aplicado a la ecuacion de Fredholm de 1¢ tipo

Sea la ec. de Fredholm de 1ler tipo

! J 1) dy(y)=up(x), xell (10.29)
4T |x—y]

Multiplicando (10.29) por una funcion de peso p(x)LIW (W por especificar),
e integrando sobre ', llegamos a la forma variacional: hallar q(x)[JW t.q.

b(q, p)=I(p)  VpeW,

con .

b(q, p)= if J qLle—@dv(y)dvb(),

dnrt [x—y|

l(p)= II_ u(x)p(x)dy(x).

Introduccién al Método
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MEF aplicado a la ecuacion de Fredholm de 1° tipo (cont.)

Luego, la forma MEF Galerkin de (10.29) resulta: hallar q"C/W, t.q.

b(q", p")=i(ph) VpheW,  (10.32)

.

M
Dada la base {U1,..., ), } en Wh tenemos qh= Elgjll’j
]=

Luego, (1032) toma la fAarma matririal

: d
= 1{ I{ Yg)_d;f’(x),
BE=/, con $ o o
(10.33) 1i=1{110d% i, j=1,..., M.
\ i

La forma b(x,y) es bilineal y claramente simétrica. También es positiva-
definida (como demostraremos a continuacion). Luego, definimos la norma

[pllw=b(p, p)"2

Introduccién al Método
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MEF aplicado a la ecuacion de Fredholm de 1° tipo (cont.)

Para demostrar que b(.,.) es positiva-definida, recordemos que si

( Av=0in Q and Q’,

_ p(y) 3 SV —p and [v1=0 on T 10.37b
V(= 4mj"|x g 10) xeRTD S [an] pand[v]=0onT,  (1037b)

Luego: \V(X)=0('X|“1)a WV(X)!=O(lx!—2) as x| — oo.

f |V v|2dx= va Vvdx+ f Vv-Vvdx = fv _EBB_dY J've dy fvpdy
e
por (10.37b)

b(p p)— —f fp(y)p(x) dy(x)dy(y)= f | Vv|2dxore.37b) se deduce que
| 4xT T |x—y)|

Introduccién al Método
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MEF aplicado a la ecuacion de Fredholm de 1er tipo (cont.)

Siendo b(.,.) positiva-definida, el problema (10.32) tiene solucion unica q"LUW,.

Ademas, por la teoria de MEF aplicado a problemas elipticos, sabemos que

lq—qhllw=Ilq—phllw  Vp"eWn
La norma ||.||;, es ligeramente mas débil que la norma en L,(I"), luego:

Ipllw=CllpllL, 0y [ lla—q"|w<Chllq|lmm

Nota 1: El numero de condicion del sistema lineal (10.33) es O(1/h) si la malla
T, es quasi-uniforme. Luego, para h realisticos, el sistema es bastante bien

condicionado.

Nota 2: El calculo de b;=[[(...) demanda un alto costo computacional. Si los

elementos K; y K, no estan muy proximos, se puede usar cuadratura de un solo

punto. En caso contrario, se deberan usar reglas de cuadratura especiales.
Introduccion al Método
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MEF aplicado a la ecuacion de Fredholm de 2° tipo

Considerernos la ec. de Fredholm de 2° tipo

—_—— 1 —_
2q() fq() (’ - |)dv(y) g(x),

0)

(I-K)q=f

con

~
N
~
2z

|

xel.

d 1
d , xel
anx( |X*y|) Y(Y)

Si fLJL,(I"), este problema admite solucion unica qLIL,(I') que, para cierta

constante C independiente de {, satisface

|q/l=C]|t||=C||(I-K)q]|

con HPH“‘_“(JPEdY)m

Introduccion al Método
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MEF aplicado a la ecuacion de Fredholm de 2° tipo (cont.)

La forma MEF Galerkin de este problema consiste en hallar q'"LIW, tal que
(9", pM)—(Kqgh, pn)=(f, p")  VpheW, (10.42)
con (4, pP)= gquY

lo que equivale al sistema lineal de ecuaciones
(

M
O-BE=! | g= T g (5 EweRM,
(10.43) 1 3 ( 1 )
bi'm— d d X), dj“—" d s
{ b 228 L S\ Tyl v(y)dy(x) 1;[ Y
Li=f dy.
\ K,

La matriz D es diagonal, y B es densa y no simeétrica

Introduccién al Método
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MEF aplicado a la ecuacion de Fredholm de 2° tipo (cont.)

Definamos la proyeccion P:L.(I') - W, como

(Pnq, p")=(q, pP Vphe Wy, qeLy(I).
O (Pnq,Pup)=(q,Pnp) Vp, qely(T)

Ahora podemos reformular (10.42) como
(9", Php)—(Kq",Php)=(f,Pnp)  VpeLy(T)
dedonde: (qh,p)—(PhKqh,p)=(Pyf.p) VpeLy(T)

° (I-Kp)qh=Pyf  con K =P, K, K.:L,(IN)-W,.

Introduccién al Método
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MEF aplicado a la ecuacion de Fredholm de 2° tipo (cont.)

Proposicion: el operador K es “suavizante” o “compacto”, i.e., [I1constante C t.q.

Kpllr(m<CllpllL,m), YpeLa(I) (10.46)
o sea, si pUL(I"), entonces KpUJH!(I'), y por lo tanto aplicando K, aumentamos la
regularidad en una derivada.

Estimacion de error para el operador de proyeccion P, :
[lp—Pnpl|<Ch||p/mr) (10.47)

Como W, consiste de funciones constantes por tramos, tenemos :
Puplk,= [ p dy/ [ dy = valor medio de p en K=, i=1,...,M.
K; K,

Combinando (10.46) v (10.47), resulta :
| (K—Kn)pl|=||(I-Pn)Kp||<Ch]||Kp||n,r<Chl|p|]| VYpeLa(l) (10.48)

Introduccién al Método
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MEF aplicado a la ecuacion de Fredholm de 2° tipo (cont.)

Lema: [Ictes. Cy h,t.q. para h< h,y pUL,(I')
lIpl|<C||(I-Kh)p||

Demao.:
lal|<C][t][=C[|(1-K)q]
O |lp|l<C||(I-K)p||=C||(1-K)p—(K-K
(K—Ky)pl|<Chllo| (I=K)p||=C||(1-Kn)p—(K—Kn)p|
<C||(I-Kn)pl|+C|[(K—Kp)p||
<Cl[(I-Kn)pl|+C1h|p]|,
0 (1-Cib)||p||<C|I(1-Kp)p||
El lema queda demostrado tomado, por ej., C,h,=1/2.

Nota: usando este lema, se puede probar que el nimero de condicién de la matriz
(D-B)'(D-B) esta acotado independientemente de h, y en consecuencia, el sistema
lineal (10.43) puede resolverse eficientemente usando, por ej., el método de gradientes
conjugados aplicado a la forma en minimos cuadrados de (10.43) :

-BYI(D-BE=(I-R)T/ , .
(D-B) (PE)EWQUBL {\/Ietodo
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MEF aplicado a la ecuacion de Fredholm de 2° tipo (cont.)

Teorema: [Ictes. Cy h, t.q., si qLJH'(I") y ¢"L/W,, entonces para h< h;:
|q—q"||<Ch

Demo.:
(I-K)q=f
(1-Kp)qh=Pyf }D (I-Kp) (q—q")=(K=Kp)q+(I—Py)f

Usando el lema anterior :

lq—q"||<C(||K=Kp)q||+]||(I-Pp)f])
El estimador buscado se obtiene usando :

|(K—Kp)p||<Ch||p||

|lp—Pnp||<Chl|p||ry(r)

Introduccién al Método
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MEB aplicado a la ecuacion de Laplace

Sean ¢ y U dos funciones suaves en Q, y x[JQ un punto fijo arbitrario. Luego :

Yo R(x,2)] = A2)DY(x, 2) + QU2 RY(x, 2) ‘290
YU, 2)W2)] = PDLAx,2) + R (x, 2)O2)

Restando ambas ecuaciones e integrando s/Q :

@2 DU(x,2) - Y(x, 2)Aq(2)] dv(z) = QB A2)RU(x, 2)] - G U(x,2) Q)] dv(2)

Teorema de Green [J = [[ Wy)QU(x, y) —W(x, y)Gny)| n(y)ds(y)

[@( ORI y)—(y)ﬁs(y)

X, 29Q, yOr

Introduccién al Método
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Solucion fundamental de la ecuacion de Laplace

Se llama solucion fundamental de la ec. de Laplace a la solucién de la ecuacion
AYP(x,z)+0(x—2)=0 x,z0 R?, x fijo.

donde &(x—z) juega el rol de una fuente unitaria aplicada en x. Luego, la
solucion fundamental tiene la forma

W(x,z) = —

4mx—ﬂ'

Introduccién al Método
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Ecuacion integral en los puntos internos

Consideremos la ecuacion integral

@M%, 2) - Y(x, 2)A9(2)] dv(z) = @() (%, )~ W(x, y) 2(y) gs(y)

Q

donde las funciones @ (incognita) y W (solucién fundamental) satisfacen

AQ(z) =p(z) .90 x€90=0
AP(x,z)+0(x-2)=0 ’

Integramos sobre =Q-S, y hacemos € -0 :

lim € 2)DU(x,2)dv(2) +1im Q(x 2)AQ(z)dv(z)

=lim D%(y)—(x y) ~W(x, y)—(y)ﬁsw)

+[§(y)n—i’(x, y) - W(x, y)E(y)ﬁs(y)

Introducciénza%éto)ﬁgsﬁ’ yOrorl,
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Ecuacion integral en los puntos internos (cont.)

X Q.0x,29Q, @ AY(x,z) =00x,2 Q. fnlm Dcp(z)AqJ(x z)dv(z) =0
hm @(X 2)A@(z)dv(z) —hm @(X z)p(z)dv(z) = @X z)p(z)dv(z)

_ 1 Oy _ Oy Dlle__1__1
Arix—z|” [d Ix—z [n 410° ATU
Op| 1 1
OE 4te® area(l,)
lim @sy)—(x y)ds(y) =1im @e(y) —@(x) —(x y)ds(y) +g(x)lim Q”i(x y)ds(y) = @(x)
14r44444244444éB 14r4424443
i € ) o (¥)ds(y) = lim @p(y)ds(y) =0
&Mz4@
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Ecuacion integral en los puntos sobre la frontera

Integramos sobre Q,=Q-S, y hacemos € - 0 :

@, )p(2)dv(z) =lim @% )T 063 =W ) () o)

Q

+111T1 D%Y) (X’ Y) - l-IJ(X’ Y) g_;p(Y) %S(Y) X,Z %’ yor

r

S

[e

Introduccién al Método
de los Elementos 31



	Página 1
	Página 2
	Página 3
	Página 4
	Página 5
	Página 6
	Página 7
	Página 8
	Página 9
	Página 10
	Página 11
	Página 12
	Página 13
	Página 14
	Página 15
	Página 16
	Página 17
	Página 18
	Página 19
	Página 20
	Página 21
	Página 22
	Página 23
	Página 24
	Página 25
	Página 26
	Página 27
	Página 28
	Página 29
	Página 30
	Página 31

