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1. Introduccion al MEF para problemas elipticos

» Problemas elipticos “modelo” y solucion por MEF
— Problema simple 1-D
— Generalizacion a 2-D

» Propiedades basicas del método
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(1.1) Formulacion variacional del problema 1-D

o Sea el problema de valores de frontera:
—u"=f(x) O<x<l
(D)
u(@=u@=0

donde u'= g—u; f (x) es una funcion continua dada.
X

* Integrando 2 veces, vemos que el problema tiene solucidon unica u.

o (D) puede describir cualquiera de los siguientes problemas de Mecéanica del
continuo:

A. Barra elastica
B. Cuerda elastica
C. Conduccidn del calor en una barra
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A) Barra elastica

Barra elastica sujeta en ambos extremos y sometida a carga axial de intensidad f(x)

f(x)

—_— —> —> —>

—>

u(x)

W e

==
§
N
Bajo hipotesis de pequeiios desplazamientos y material elastico lineal:
o=Eu' Ley de Hooke
—o'=f Ec. de equilibrio

u(@)=u() =0 Cond. de borde
donde E es el mddulo de elasticidad. Asumiendo E=1

(D) —u" =_f (x)_ ,
u(@ =u(@) =0
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B) Cuerda elastica

Cuerda elastica sujeta en ambos extremos, con tension unitaria y sometida a carga
transversal de intensidad f(x)
N\ x

l f(x)

.

u(x)

Bajo hipotesis de pequeiios desplazamientos y material elastico lineal:

—u"=f(x) O<x<l1

(D) u(@=u(® =0
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C) Conduccion de calor en una barra

Barra sometida a fuente de calor distribuida f(x), con temperatura nula en ambos

extremos.

I
|
f| v v
u(0)=0

—>
u(x)
Bajo condiciones estacionarias y material lineal:
—qg=ku' Ley de Fourier
—q'= Ec de equilibrio

u(@)=u(@) =0 Cond de borde
donde k es el conductividad. Asumiendo k=1
—u"=f(x), O<x<l1

(D) u(@=u( =0
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Problemas de minimizacion y variacional

Veremos que la solucion al problema (D) es también solucion del problema de
minimizacion (M) y de un problema variacional (V)

Para formular (M) y (V) introducimos nueva notacion.
1. Producto interno (v,w):

(V,w) = jolv(x) w(x) dx

para funciones reales acotadas continuas por tramos v, w.

2. Espacio lineal V- v ={v/v funcion continua sobre [0,1] ,
v' es continua p/tramos y acotada en [0,1],
v(0)=v(1) =0 |

3. Funcional lineal F:V — R

F(v)%(v:v')—(f,v)
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Problemas de minimizacion y variacional (cont)

Problema (M):
(M) HallarueV [/ FU)<F(v)VveV

Problema (V):
(V) HallarueV [/ (u'v)=(f,v) VveV

Nota: en el contexto de los problemas (A) y (B)
F(v) es la energia potencial total asociada al desplazamiento v

1 et
E(v',v') es la energia elastica interna

(f,v) esel potencial de cargas

Problema (M): principio de minima energia potencial en Mecéanica
Problema (V): principio de trabajos virtuales en Mecanica

Veremos la equivalencia de los problemas (D), (V) y (M)
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La solucion de (D) es solucion de (V)

1. Multiplicamos —u" = f por una funcion arbitraria v eV (func. de test).
Integramos sobre (0,1):

—(u",v)=(f,v)

2. Integramos por partes el lado izquierdo, y usamos v(0)=v(1)=0:
—(u",v)==u'Qv@)+u'(@v(O)+(u',v)=(u'Vv"

3. Al ser v arbitraria:

(u',v)=(f,v) VveV (1.1)

0 sea, u es solucion de (V)
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Los problemas (M) y (V) tienen la misma solucion

1. Sea u solucion de (V). Sea veV yw=v—-u [/ v=u+w A weV.

L_uego: F(V):F(u+W):%(u'—|—W',U'+W')—(f,U+W):

zl(u',u')—(f,u)+gu',w')—(f,W2+%(W',W')Z F(u)
—o—— -0por(Ly) B

0 sea, u es solucion del problema (M).

e Seausolucion de (M). Luego VveV vy eeR: FU)SFu+egv) (%)
Definiendo: 1 .
g(e) £ F(U+6V)=§(u ',u')+8(U',V')+%(V',V')—(f,U)—e(f,V)
Por (*) g(¢&) tiene un minimoen&=0. Luego :

9'0) = WV)-(fv) = 0

g(&) minen 0

0 sea, u es solucion del problema (V).
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La solucion de (V) es Unica
Sean u,u, solucionesde (V): u,u,eV vy

(u',v')=(f,v) vV veV
(u',,v)=(f,v) vV veV

Sustrayendo, y eligiendo v=u, —u, eV .
jo (u',—u')*dx=0

lo cual muestra que:
u’ (x) —u’,(x) =(u,—u,)" (x) =0 vV xe€(0,1)

Usando la condicién de borde;

u,(0)=u,(0)=0 = u(x)=u,(x) Vxe[0,1]

0 sea, la solucion a (V) es unica.
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Equivalencia de soluciones a (D), (V) y (M)

1. Hasta ahora hemos visto que si u es solucion a (D), luego es solucién a los
problemas equivalentes (V) y (M) :

(D) = (V) & (M)

Mostraremos que si u es solucion de (V), luego u satisface (D).
2. Sea
1 1
ueVv [/ J' u'v'dx—j fvdx=0 V veV
0 0

Asumimos .« existe y es continua. Integ.p/partes y usando v(0)=v(1) =0

el " 1 I
-|.u vdx—jOde+u v|0=0

—':(u"+f)vdx=0 \4 veV
Como '+ f) es continua, luego:

(u'+f)(x)=0 O<x<l1
0 sea, u es solucion de (D).

@ Introduccion al Método de los Elementos Finitos 12



Equivalencia de soluciones (D), (V) y (M)

Resumiendo: Hemos demostrado que

1. Lasolucion de la ecuacion diferencial es solucion de un problema
variacional

2. Lasolucion del problema variacional es también solucion de un problema de
minimizacion y viceversa
La solucidn del problema variacional es unica

4. Si se cumple un requisito de regularidad (u” continua), la solucién del
problema variacional es también solucion de la ecuacion diferencial

Notar: Las soluciones a los problemas variacional y de minimizacion vistos hasta
ahora tienen dimension infinita, no pueden hallarse en computadora.

Veremos ahora como el MEF construye aproximaciones de dimension finita a las
soluciones de (V) y (M).
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(1.2) MEF p/problema modelo c/funciones lineales p/tramos

1. Construiremos un subespacio de dimension finita V, del espacio V ,
consistente en funciones lineales p/tramos.

2. Sea
O<X, <X Xy <Xyup =1

una particion del intervalo (0,1) en subintervalos I, =(x;_, ;) de longitud

hy=X;,—X, J]=1---M+1
La cantidad h=max h; es una medida de la densidad de la particion.

A

\ 4

Xo= X, X, Xy Xyer=1

@ Introduccion al Método de los Elementos Finitos 14



Subespacio de funciones lineales por tramos

1. Sea V, = {v /'v es lineal en cada subintervalo I
v es continua en el [0,1]
w v(0)=v(1) =0 |
NG .~ EjemplodeveV,
A Notar que V, cV
] : | | | | >
X,=0 >I<1 >I<2 I L >I<M xM'+1=1 ]
2. Paradescribir veV, elegimos los valores
v(x)
A
n; =Vv(x;) enlosnodos X;, J=1--

>

xM xM+1=1

Introduccidén al Método de los Elementos Finitos
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Subespacio de funciones lineales por tramos

3. Definimos funciones de base ¢;(x) eV,, J=1---M

1 st i=] .

[ — @;(X): funcién continua
lineal por tramos que verifica
la propiedad delta.

L Y
.

PO

1 X, X Xyu=1

2
Il

4. Toda funcion v eV, puede ser escrita en forma Unica como combinacion
lineal de las funciones de base ¢.(X) :

V(X) :i 17 @, (X) X€ [011] 1 = V(%)

. . . . ., M
Luego, V,, es un espacio vectorial lineal de dimension M con base:  {¢}._,
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(1.2)

(1.3)

MEF para problema modelo (D)
Formulacion como problema de minimizacion discreto:

(M,) Hallaru, eV, [/ F(u,)<F(v) V veV, (método Ritz)

De la manera ya vista, es equivalente al problema variacional discreto:

V,) Hallaru, eV, [/ (u,'v)=(f,v) V veV, (método Galerkin)

Notar, que si u, €V, satisface (1.2), luego en particular
Uy ;) =(1,9)) 1=1---M

(ademas, si se cumple (1.3), luego vale (1.2) VveV, )
M

. Siendo Uh(X)=Z Ep(X) , &=u.(x) ,escribimos (1.3) en la forma:

ﬁ;é (2 0,")=(f.9) i=1..., M

Sistema de M ecuaciones algebraicas lineales con M incognitas &

Introduccion al Método de los Elementos Finitos 17



Forma matricial

(15) A & = b |
(@) (e) o (len)|[&)] (B ;:\22:2: ddee(:;?'(:;z
(2, 0) (0,,0,) S b, | )
: : STIr=E S
o ' D b =(f,p
_(¢M P ) (v s Ou )_ (Sm \bM, (f.2)
Los elementos &; =(§0i L9, ) pueden |
calcularse facilmente. !
Notar: e et
(00,')=0 si fi-k|>1  amp ;
P, (%) i
Luego A es tridiagonal
Xp X, X, X X X X Xu:+1=1 "
7|V S S R
hl hl"
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Sistema de ecuaciones

Entonces: 1 .
a _((DJ ’¢j) j 1h2 dx + J.J —dX——+h— J:]_’M
. J+1 j j+1
X; 1 _
J(J—l) ((pJ’(pJ—1) _IJleX——F J:2’...|\/|

J
1. A essimétrica pues: ((oi YO ) = ((0,- ) )
M
2. A esdefinida positiva pues siendo v(x) = Z n. @ (x) luego:

S m (2o )n, =[i o ,i‘ 7, 9, ')=(v',v')zo {

i) j=1

>0 casi siempre
=0 solosi v'=0
Como v(0)=0 luego (v,v)=0 < v=0 osea: 7n,=0 J=2,M

Entonces:
N'An>0 V neRY n=0

A simétrica y definida positiva
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Propiedades sistema de ecuaciones (1.5)

. Asim>0 =mp A esnosingulary el sistema (1.5) tiene solucion Unica

. A esrala, o sea pocos elementos de A son distintos de cero.

Esto se debe a que @; tiene soporte local ( ¢; = 0en un intervalo pequefio,
Interfiriendo con pocas funciones & ).

Si la particion es uniforme, h. =h= y logramos
. M +1

2 -1 0 |

. -1 2 -1

A== -1 .
h
2 -1

0 -1 2]
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(1.3) Estimacion de error del MEF para problema modelo

—u"=f(x) |, O<x<l
Sean  y solucion de (D) (0
u(@)=u@=0
u, solucion de (V,) Hallaru, eV, [/ (u,'v)=(f,v) V veV,

Recordando que
(u,vh)=(f,v) VveV

CRIIR S ((u — uh)',v') =0 VveV Ecuacion del error

donde u-—u, eselerror de la aproximacion

Veremos que en cierto modo, u, es la mejor aprox posible a la sol exacta u

Norma asociada al producto escalar (, ): ||W|| 2 (W, W)% = (J'lw2 dx
0

)%

Desigualdad de Cauchy:

(v, ) <]
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Estimacion de error del MEF para problema modelo

Teo 1.1) H(u_uh)-HgH(u_v)'H VveV,

D) Sean veV, arbitrariay w=u, —VveV, .Reemplazando v porw en la
ecuacion del error:

Jo—u) ] = (), (-, )) (-, ), w) = ((u-0,)' (00, +w)) =

o

—

=0 ecuacion del error

(s 9) < o1 wvey
Luego l(u=u)|<|(u-v)| Vvvev, o

Para lograr una estimacion cuantitativa del error, usamos una U, €V, elegida
convenientemente. Por el resultado anterior:

J(u=u )< |(u-a)1
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Estimacion del error

v
Haremos 0 eV, interpolante de y , o sea: ¢ } o :
ANV NG
0, (x;) =u(x;) j=0,---M +1 L = i
R — | .
En Analisis Numérico, se ve que: %0 X X% X Xiaur=1
- B h?
u'(x) =0y ()| < h max u"(y) lu(x)—a, (x)| < g MXocya u"(y)

Luego, por el teoremay (1.12):

!
(u—u,) sh@%

u"(y)

Mediante analisis detallado, se puede mostrar :

(u —uh)H < o(hz)
Notar:

 No necesitamos construir explicitamente . , sino solo la estimacion de error
del interpolante.

e U’ es unadeformacion o tension, y tiene interés practico la estimacion de su
error
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(1.4) MEF para la ecuacion de Poisson

X,
Sea el problema: (D) —Au=1f en Q
u=0 sobre I
con o°u o
AU =—+—
OX,  OX,

F

Puede corresponder a muchos problemas fisicos: conduccion de calor, potencial
electromagnético, desplazamiento de una membrana fija en la frontera, etc.

Teorema de la divergencia:

con: _
div A =

deivAdx:jrA-nds

A,

_|_

A

O,

lo)

OX,

Formula de Green:

_[QVV-VW dx = Lv(Vw-n) ds—L}v Aw dx

Introduccidén al Método de los Elementos Finitos
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Formulacion variacional

1. Si u satisface (D), luego es solucion de:
(V) HallarueV [ a(u,v)=(f,v) V veV

€N a(u,v)=[ Vu-Vvdx  (forma hbilineal) (f.v)=] fvdx

V = {v . (1) v es continuaen € ; (i) ﬂ,ﬁ continuas a trozos en Q ;

OX, OX
ah G (iii) v=0sobre T" }
D) Multiplicamos (D) por una v €V, arbitraria e integramos

(f,v) :—ijAu dx=—_[rv(Vu ‘n) ds+_[QVu .Vv dx =a(u,V)

~0 (v=0enT) a(u,v)

2. Como en el caso 1-D, si u suficientemente regular :
(D) & (V) & (M)

con

(M) HallarueV [ FU)<F(v) V veV
Energia potencial total:

F(v):%a(v,v)—(f,v)
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Subespacio de funciones lineales por tramos

1. Construiremos un subespacio de dimension finita V, 'V consistente en
funciones lineales p/tramos.

2. Asumimos I'" poligonal. Sea una triangulacion de Q : T, = K, K,,---K_con
triangulos no superpuestos K.
g PEPUESIOS Ky /- = K, UK, U UK, = | K

ﬂ K _ {@} KeT,

K GTh

y de forma que no haya ningun vertice de algun triangulo ubicado sobre el

lado de otro.

El parametro de malla h = max diam(K) mide la densidad de triangulacion.

NO
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Subespacio de funciones lineales por tramos (cont)

3. Definimos
V, = {v:(i) v es continuaen Q ; (ii) v|K es lineal paraK €T, ;
(iii) v=0sobre I' }
Notar V. <V
4. Parametros p/def. veV, : valoresv(N,) devenlosnodosN, i=1---M de T,
Excluimos los nodos de frontera pues v =0 sobreT.

5. Def. funciones de base : ¢;(x) eV, /

Soporte de ¢, (x) ={x/x T, connodo N, }|

» X
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Subespacio de funciones lineales por tramos (cont)
Toda funcion v eV, tiene luego la representacion:
W)=Y 10 xeQ , n=v(N)
Formulamos luego el siguiente MEF p/el problema de Poisson (D):

(V.) Hallaru, eV, [/ a(u,,v)=(f,v) V veV,

De manera similar al caso 1-D, este problema es equivalente a resolver el
sistema de ecuaciones:

A £ = b
donde ahora: 5 :a((ﬁi,%):kv% Vo, dx b, :(f,gpi):jQ f o dx
& = Uy (N;)

Nuevamente A es simeétrica, definida positiva y no singular, con lo cual el
sistema de ecuaciones tiene solucion Unica. Ademas, A es rala pues:

a; =0 si N;,N; ¢ al mismo triangulo
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1.

Nocidn de mejor aproximacion
u, €V, es la mejor aproximacion a la solucion u en el sentido:
[Vu=vu,[<|[Vu-vv| VvveV,

con |V 2 a(v,v)% :(.[Q|Vv|2 dx)%

En particular, si encontramos U, €V, tal que
[Vu-vu,||<|[Vu-va,|
podremos probar convergencia. Ejemplo, usando el interpolante
0,(N;)=u(N;) j=1---M

tendremos: |||[Vu— Vv, | < Ch| con C>0 cte independiente de h, que depende de:

« tamano derivadas segundas de u
* menor angulo de los triangulos K €T,

||u—uh||s(jQ(u—uh)2 dx

Asi, si u es sufic. regular, el error y su gradiente tienden a cero con h — 0

Puede mostrarse luego:

)% < Ch?®
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Célculo matriz rigidez

1. Loselementos a; = a(gpi,gpj) son calculadas por suma de contribuciones de

los distintos triangulos:

a((”i’(pj):jQV(Di 'V§0j dx = Z ij¢i 'V(Dj dx = Z Ay (¢i’¢j)
KeT,

K ETh

Notar que .
a, (¢.0;)=0  solosi N, N;eK

Sean N;,N; y N, los nodos del triangulo K. Luego, la matriz de rigidez del

elemento K: - -
a (0.0) a(p.0) a(p.0)

A = aK(¢j!¢j) aK(¢j’¢k)
sim. a (o, 90)

La matriz de rigidez global A es armada luego en 2 etapas:
1. Calculo de las matrices de rigidez elementales
2. Sumatoria de las contribuciones de cada elemento (ensamble)

El vector de cargas b es armado de la misma manera.

Introduccidén al Método de los Elementos Finitos
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Célculo matriz rigidez elemental

1. Trabajamos con las restricciones de las funciones de base al triangulo K:

A

Wi :¢i|K

2.y, esuna funcion lineal /

0 en los nodos j, k
3. Si w(x) es una funcion lineal en K, tiene luego la representacion:

W(x) = WN, () + WON () + WON, Dy (%)

v = {1 Aol {l//i (X), v (X),t//k(x)} base de fcs lineales en K

4. La matriz de rigidez elemental: - _
a(vivi) a(viv;) alvi.w)

A2 a(y,.w;) alw;w)

sim. a(Wk’Wk)
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Ejemplo

v (X, Y) =o; + BX+7ry

a, By | i (%, y) =1 1 x| [a] (1]

wi(X;,y;)=0 — 1 x vy, SPBr=40¢

i (% ¥ ) =0 1 X Ywlln) 9

Resolviendo: XY, —X.Y. ) )
A LA S 1 x5 Y,

| 20 A:Edet 1 x5 v, (area triangulo)

ﬂ:yj_yk : V-ZXK_Xj : L X Y

| 2A | 2A - -

Luego: (ow /| (0w /)
a(‘//"‘”')IKV‘//"V‘”'dXjﬁaé“%ﬁmxjx{f}'{f}d"(ﬁ'z”'z)A
L /oy, Ay |

a(Wi’Wj):jKVWi -V, dX:(ﬂiﬂj +7/i7j)A

Introduccion al Método de los Elementos Finitos 32



Ejemplo

Matriz de rigidez elemental:

k (ﬂi2+7i2) (,Biﬂj+7i7/j) (ﬂiﬂk+7i7/k)
\) AKéA (IBJZ+7/,2) (,Bjﬂk"'?/j?/k)
K
. 2 2
. q - sim, (BE+7E)
Ilustraremos el proceso de ensamble para el caso siguiente:
Ay . .
Elemento 1) i=1; j=2; k=3
=0 =0 o=
1
Bi=—rv B=+ Bi=
h h
> 1 1 1_ 1_
n . Sustituyendo: nETY O TY 7sT
1_ 2 -1 -1](&)
AlglzE -1 1 0K
-1 0 1]\
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Por similaridad:

R
-1 1
-1 0

Elemento 2) i=

Luego:

(2 -1
-1 1

-1 0

1

0

1_

3; J=6; k=1

—1]

S4
S
S6

y
2 1 )&
AP=1-1 1 ofig
10 1|lg
- - h
=0 a;=0 o =0
1 1
gt gt g
1 1
7§=E ¥s =0 7f=—ﬁ
1_2 -1 -1] & 1_2 -1 -1] 52\
A4§4:§ —1 1 O §4 A6§6:§ —1 1 0 4:1
-1 0 1] & -1 0 1 57)
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(2 -1

-1 1
-1 0

—11

&

Ensamble primer elemento

&2

(5

2 -1 -1
-1 1
-1 1

Introduccidén al Método de los Elementos Finitos
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Ensamble segundo elemento

1'2 -1 -1](¢
A2§2:§ -1 1 0|
-1 0 1]\¢g
2+1 -1 | -1-1 0
1 1 0
—1-1 0 |1+2 1
1
AS=—
: 2
0 -1 1

Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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G

(2 -1

-1 1
-1 0

Ag=

—11

N |~

Ensamble tercer elemento

Sa
&1
S
2+1+1 =i 0+0 &
-1 1 | o £,
-1-1 0 |1+2 -1 g,
-1 2 -1 1,
Ss
0+0 1| 1+1 2
(57,
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(2 -1

-1 1
-1 0

Ag=

—1]

N |-~

Ensamble cuarto elemento

&
S4
Ss
2+1+1+2 -1 |-1-1|-1-1| -1 |0+0 "é\
-1 1 0 3
~1-1 0 |1+2 -1 £,
-1-1 241 | 0 | -1 £,
-1 0 1 £,
0+0 -1 | -1 1+1 2
7
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2 -1

-1 1
-1 0

—1]

Ensamble quinto elemento

S5
&7
&1

\

2+1+1+2+1 -1 |-1-1|-1-1({-1-1|0+0 0
-1 1 0
-1-1 0 1+2 -1
-1-1 2+1 0 -1 ]
-1-1 0 1+2 -1
0+0 -1 -1 1+1
0 -1 1
Introduccion al Método de los Elementos Finitos 39

&

&2
S
Sa
Ss
S6

\§7)




(2 -1

-1 1
-1 0

Ensamble sexto elemento

-11(&,
0 4 &
1]l¢
2+1+1+2+1+1 |-1-1(-1-1|-1-1|-1-1({0+0 | 0+0
-1-1 1+2 0 -1
-1-1 0 1+2 -1
-1-1 2+1 0 -1
-1-1 0 1+2 -1
0+0 -1 -1 1+1
0+0 -1 -1 1+1
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Sistema de ecuaciones global

4 -1 -1 -1 -1 0 0 &) (b))
115 0 0 0 0 -05 &l b,
1 0 15 0 0 -05 0 &l b,
1 0 0 15 0 -05 0 - - AR
1 0 0 0 15 0 -05 &l b
AE_,: =9 >
0 0 -05 05 0 05 0 & b, )
0 05 0 0 -05 0 05 &1 b, >
: : X : h

Notar que la ecuacion 1 esta completa (no hay mas elementos que contribuyan alli) :
4G — Gy — 63— 64— 65 = bl

Puede mostrarse, de manera similar, que:

2
blz%(fl+f2+f3+f4+f5+f6) con: =yt dx

La ecuacion es idéntica a la que se obtiene por diferencias finitas. El término a derecha cambia.
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