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Espacios de Hilbert

1. En formulaciones variacionales para solucion de BVP, trabajaremos con
espacios V mas grandes que los vistos hasta ahora.

2. Sucesion de Cauchy: sucesion v,,V,,...,V, € V que verifica

Ve>0,IN eN/|v, —v;|<esii, j>N

La sucesion de Cauchy es convergente si |[v—v,||— 0 cuando i — o

3. [Espacio de Hilbert: Es un espacio lineal V, equipado de producto escalar y
norma asociada, completo (o sea que las sucesiones de Cauchy convergen
respecto de la norma del espacio).

@ Introduccion al Método de los Elementos Finitos



Espacios de Hilbert: ejemplos 1D

« Espacio L,(I) de funciones de cuadrado integrable en 1=(a,b)

L, (1) = {v:v esta definida en 1y [ vidx < oo}
dotado del producto interno: (v, w) = jvwdx
I
ylanorma: V|, = (L V2 dx)2 = (V,V)?

La desigualdad de Cauchy:  |(v, w)|<|lv

|w

Lo (1) Lo (1)

Ejemplo: V(X)=x7*, xel1=(0,1),ve L,(I) si ,B<%
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Espacios de Hilbert: ejemplos 1D (cont.)
»  Espacio H(I) en I=(a,b): H'(I)={v:v,v' eL,(l)}

dotado del producto interno: (v, W),y = jl(vw+ v'w') dx

= {L [vz +(v')2]dx}% = |:(V,V)H1(I):|

 Espacio H (1) en I=(a,b): Ht(l):{v:vE Hl(l)yv(a):v(b):O}

N

y lanorma: |v

e Dado el problema modelo: (D) {—u "= 1(x), Xel
u@) =u(b)=0
luego: (V) HallarueH: (1) / (u',v')=(f,v)¥veH(I)

e Notas:

—  H(I) es mas grande que el espacio V de funciones lineales a trozos que
veniamos usando.

— En MEF, la norma del error es simplemente la norma en H(I).
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Espacios de Hilbert en QeRY, d=2,3

F

e L,(Q)= {v :v esta definidaen Q y ijzdx < oo} X

— Producto escalar: (V,W)ZIQVWdX

— Norma: ||v||=(jgv2dx)%

: Hl(Q)Z{VZVE LZ(Q),%E L,(Q),i=1...,d }

— Producto escalar:  (V, W), = .fQ(VW+ Vv-Vw)dx

e = HQ(V2 +Vv-Vv)de = [(V,V)Hl(g)}
. Hy(Q)={v:veH,(Q)V| =0

1
2

— Norma: ||v
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Espacios de Hilbert en QeRY, d=2,3 (cont)

Dado el problema modelo (ec. de Poisson + CB homogéneas)
—AU = f en Q
(D)
u=0 sobre I

luego: (V) HaIIaruEHé(Q)/_[ Vu- Vvdx '[ fvdx Vv e H  (Q)

a(u,v) (f v)

0, equivalentemente:

(M) Hallaru e H;(Q) / a(u u)—(f, u)< a(vv) (f, v) Vv e H; (Q)

\ \

F(u) < F (v)

Nota: (V) se dice la formulacion débil de (D), y la solucion de (V) es la
solucion deébil de (D). Esta no es necesariamente una solucion clasica de (D).
Para que lo sea, u debe ser suficientemente regular de modo que Au esté
definida en el sentido clasico.
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Interpretacion geometrica del MEF

Consideremos el BVP de difusion-reaccion con CB homogéneas:

~Au+u=f en Q
(D)
Uu=0 obre "

uego: (V) Hallar u e Hy(@) /] dx= | fudx  WveH(Q)

Y |

Producto interno en H () 7 ( fv, V)

Sea V|, un subespacio de dimension finita de H; (Q), ej. el espacio de funciones
lineales a trozos. EI MEF aplicado al problema de difusion-reaccion da:

A

(V,) Hallaru, eV, /{u,,v)=(f,v) WveV, u
Tomando v e V, < Hg () en (V), (V)—(V,) resulta:

Vh
(u-u,,v)=0 WveV, U,
La solucion MEF u,, es la proyeccion con resp a {.,.) de
la solucion exacta u sobre V,, 0 sea que u,, es el
elemento de V,, mas proximo u con resp a ||.||H%(Q), le.. ||U ~Un it o < ||U Vil @) VveV,
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CB naturales y esenciales

Consideremos el BVP de difusion-reaccion con CB tipo Neumann:

(—AU+U=f en Q )
D) <« 5
(B} u =0 sobre I ]
\ on

luego: (V) HallarueH(Q)/
I(Vu -VV+uv) dx j fvdx+_[ gvdx weH(Q) |

T = (v + @
0: (M) HallarueH'(Q)/FU)<F(V) VveH(Q)

con F(u):%a(U,U)—(f,U)_(g’u)r

eL.a CB Neumann, que no tiene gque ser impuesta explicitamente sobre u, se
denomina CB natural.

La CB Dirichlet u=u, sobre I", que debe ser satisfecha explicitamente por u, se
conoce como CB esencial.
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Problema continuo en forma abstracta

Objetivos:

« Dar un tratamiento unificado a muchos problemas de la Mecéanica y la Fisica,
a fin de no repetir el mismo argumento en distintos casos concretos.

e Entender la estructura basica del MEF.

Hipdtesis: sea V un espacio de Hilbert con producto escalar (.,.),, y norma ||.||,
a(.,.) es una forma bilineal en VxV, y L(.) una forma lineal en V, tales que

a(.,.) es simétrica, i.e., a(u,v) =a(v,u) Vvu,veV

a(...) es continua, i.e., 3y >0/[a(u,v)| < y|ul, [M|, YuveV

a(.,.) es V-eliptica o coerciva, i.e., 3a > 0/a(v,v) > a||v||f/ YveV
L(.) es continua, i.e., 34 >0/|L(v)|<A|v]|, WveV

At A
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Formulacion abstracta del MEF para problemas elipticos (cont)
(M) HallarueV/F(u)= mi\p F(v), con F(v):%a(v,v) —L(v)
(V) HallarueV/a(u,v)=L(v), VveV

Teorema: (M) y (V) son equivalentes, i.e., u satisface (M) si y solo
si u satisface (V). Ademas, 3lueV, y esta verifica |ul, <1/a.
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Formulacion abstracta del MEF para problemas elipticos (cont)

Demo.: seaveV y e arbitrarios. Luego, v+eueV, asi que
F(uy<F(u+ev), VeeR

e e R —
g(0) < g(&) = gtiene un minimo en =0
Siendo g(&) = %a(u +eV,u+é&v)—L(u+ev)

1 E g g’
:Ea(u,u) +Ea(u,v)+§a(v,u) +?a(v,v) —L(u)—eL(v)

= %a(u, u)—L(u)+ea(u,v) —eL(v) + g—;a(v, V)

luego 9'(e) =a(u,v)—L(v)+&a(v,v)

Como g tiene un minimo en 0, debe cumplirse

g'(0)=a(u,v)-L(v)=0 (V) (QED)
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Estimacion del error de discretizacion

« Sea V, un subespacio de V, con dimension finita M, y sea {¢;, ©,,..., O}
una base para V,, de modo que toda veV, puede representarse

M
V:Z o, 1 €R
i=1

e Usando V,, obtenemos los problemas discretos analogos a (M) y (V):
(M,) Hallaru, eV, / F(u,)<F(v), VveV,

(V,) Hallaru, eV, /a(u,,v)=L(v),VveV,

— Como ¢, €V, :>a(uh,gpj) L(o;), j—12 LM

— Como u, €V, :>uh—2¢,§,,§eﬂa<:>2a(¢i,¢1)g L(p,), i=12,....M

i=1

— Forma matricial de (V,): |AE=b| con AJ- =a(p, ¢;), b, =L(g,).
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Estimacion del error de discretizacion (cont)

 Dado que a(.,.) es simétrica: a(g,p;)=a(g;, @) = A; = A,
= la matriz A es simétrica
o Dado que a(.,.) es V-eliptica:
M M M M
a(V’V) — a(Z@WnZ%U,—) :Zznia(¢i’¢j)nj =1-An2 0(||V||f/ >0siv=0 (Tl = 0)
i=1 j=1 i=1 j=1
= la matriz A es positiva definida
= la matriz A es no singular
— J1E/ A =b = 3lu, €V, solucion de (V,)
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Estimacion del error de discretizacion (cont)

Teorema: Sea ueV la solucion de (V) y u,eV,cV. Entonces:

u-wl, <Zful, wey,

Demo.:

1.

o~

u solucion de (V) = a(u,w) =L(w),vwe V, c V

u, solucion de (V,) = a(u,,w) =L(w), Vwe V,

Restando: a(u—u,,w)=0,vVweV,

Sea w=u, —V, conV eV, arbitrario.

Operando: o |u—u,[;, <a(u-u,,u-u,)
=a(u-u,,u—-u,)+au-u,,w)
=a(u-u,,u—u, +w)
=a(u-u,,u-v)

<ru-ulu-vl, @)
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Norma de energia

Considerando
1. a(..) es continua, i.e., 3y > 0/[a(u,v)| <y |ull, [v|, Yu.veV
2. a(.,.) es V-eliptica o coerciva, i.e., 3a > 0/a(v,v) > a||v||f/ YveV
podemos definir una nueva norma llamada norma de energia:
||v||a - [a(v,v)]%  WeV
Esta norma es equiv a ||.||y, I.e., 3 constantes positivas ¢ = Ja,C= \/; tal que
cMly <[V, <CM\, wveV

El producto escalar asociado a ||.||, es (u, V), = a(u, V).

La ec de error resulta (u—u,,v), =0VveV,

de donde Ju=uyf, <lu-v], weV,

= Medida en la norma de energia, u,, es la mejor aproximacion a u.
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Ejemplos concretos

Ejemplo 1: sea V=H'(Q), Q = R*.
a(v, W):IQ (vw+ Vv-Vw)dx

L(v)= jQ fvdx, felL,(Q)

En este caso, a(v,w)=L(v), ¥vve H'(Q) es la forma débil del problema de Neumann

(D) —Au+u="f enQ, 2—u:0 sobre I
n
Se verifica

o a(v,w)=a(w,v) = a(.,.) esuna forma bilineal simeétrica

2
Hl(Q) 1 1

a(v,w) <[a(v,v)]* [a(w,w)]* =|v

a(v,v)=|v

= a(.,.) es V-eliptica con a=1

|w

= a(.,.) es continua con y=1

H (Q) H'(Q)

o L) =] fax<|f]_ oM. = L() escontinuacon 2= o)
¢ Luego: ”u HY(Q) = ”f L, (Q)
Jlu-u, o Su=Vlso YVeH(Q)
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Ejemplos concretos (cont)

Ejemplo 2: sea V=H.(1), 1=(0,1), a(v,w)= jl vwdx, L(v)= f. fu dx.
En este caso, a(v,w)=L(v), VveH;(l) es laforma débil del problema

(D) —u"=fenl wu(@=u)=0
Se verifica

. a(v,w):a(w, v) = a(.,.) s una forma bilineal simétrica
|a(v W)| L2(|) L, (1) |W
L( ) dx > — (f V2dX+I ) = a(.,.) es V- eliptica conloc:1/2

1
|dy < D v')” dy

0

:»jv dx<j dx:»j dx>—Uv dx+j

|w

< ||v

Hl(,) +aq = a(.,.) escontinua con y=1

1
2

— Demo.: v e H: (1) = v(x)= jv(y)dyz>IV(X)

. |LW) =L ax<|f_ VL, = L() e ey =]l
o Luego: ”U — U, HE (1) < 2||U —V HE (1) YV e H%)(I)
”u H (1) Snf L, (1)
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Ejemplos concretos (cont)

Ejemplo 3: sea V=H;(Q), Q < R?, a(v, W)ZIQVV-VWdX, L(v):jQ fvdx.
En este caso, a(v, w)=L(v), Vv e H;(Q) es la forma débil del problema de Poisson

(D) —Au=fenQ, u=0sobrel
Se verifica

o a(v,w)=a(w,v) = a(.,.)esuna forma bilineal simétrica
a(V’W)| = ”VV L, (Q) ”VV L, (Q) = ”V HY(Q) ”W

2H1(Q) = “IQ(VZ +VV-Vv)dx

H@ = a(.,.) escontinua con y=1
e a(v,v)zalv

= a(.,.) es V-eliptica con a=1/(C+1), C tal que Jszdx < CIQ Vv-Vvdx
L(v)[=]_ fvdx<|f

v

= L(.) es continua con A = f

L, (Q)

(C+1)|u-v

L, (Q) L, ()

*  Luego: ||ju—u, Vv e Hy (Q)

H'(Q) = H'(Q)

Ju

H (Q) = (C +l)|| f

L, ()
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Ejemplos concretos (cont)

du

Ejemplo 4: (D) W:f en1=(0,1), u(0)=u’'(0)=u()=u'(D)

« Definimos los espacios H*(1)={v:v,v',v" e L (1)}
H ()={v:v e H?(1),v(0) =V'(0) = v(1) =v'(1) =0}

20 {jl[v2+(v’)2+(v”)2}dx}%

La forma débil del problema (D) consiste en hallar u € V=H:(l) tal que
jlu"v"olxzjI fvdx  WveH2(l)

con norma

a(u,v)=L(v)
a(.,.) es una forma bilineal y simétrica

!

la(v, w)| <[V’

W

[wi

Lol g S ||V||H2(,) w2 = al.,.) es continua con y=1

zHl(,) = O‘L [VZ T (V')Z + (V”)Z}dx = a(.,.) es V-eliptica con a.=1/3

a(v,v) > a|v

L(.) es continua con A = f

2
¢ LuegO: ||U H2 (1) = 3”1: L, (1) H2(1) = H2 (1) Vve HO(I)
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Ejemplos concretos (cont)

Ejemplo 5: Consideremos el problema bi-armonico:

(D) Au=f enQ,u:Z—u:OsobreF
n

. _ ov ov oV oV O%v
e Definimos los espacios H*(Q)=4v

:V, y y y y
| Ox oy ox° oy° oxoy
HS(Q):%WVEHZ(Q),V:@:Osobrer}

el, (Q)}

on

el L, (v (ev (oY (Y (v Y
con norma ||v||H2(Q) —j Vit — | 4| — | +| = | +H|— | + dx
) ox) \oy) |ox oy OXOY

o Laforma débil del problema (D) se obtiene haciendo
=0

=0

r a A N r Aav N
V) IQ de:jQAzuvdx:—_[QV(Au)-AvdXJr a—(Au)vds :J'QAu-Avd%—LAu—ds

=L (v) =a(u,v)

e Se puede demostrar que a(.,.) es una forma bilineal, simétrica, continua y V-eliptica,
asi como L(.) es una forma lineal continua.
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Ejemplos concretos (cont)

Ejemplo 6: Consideremos el problema estacionario de conveccion-difusion:
(D) —pAu+B-Vu=fenQ, ueR",pecR*, u=0sobreT
Supongamos ||B||/x moderado.

« La forma debil del problema (D) se obtiene haciendo .

/\

V) _[Q fvdx:jQ(—yAu+|3-Vu)vdx:jg[;Nu-Vv+(B-Vu)v]d>f+'[Fy2—;vds

=L (v) :afa,v)

* L(.) es unaforma lineal continua.
* a(.,.) es una forma bilineal, continua y V-eliptica, pero no simétrica.

 Teorema: si L(.) es una forma lineal continua, y a(.,.) es una forma bilineal,
continua y V-eliptica, pero no simétrica, se puede demostrar que hay solucion
unica a (V), y esta acotada. Sin embargo, en este caso no existe problema de
minimizacion asociado a (V).
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Ejemplos concretos (cont)

Ejemplo 7: Consideremos el problema estacionario de conduccién de calor en QcR3

—V-(kVu)=f enQk, eR" Ecuacion del calor
(D) <u=0 enl CB Dirichlet
kVu-n=g enl, CB Neumann

Definimos el espacio V ={v:veH"(Q),v=0sobre T}
o Laforma débil del problema (D) se obtiene haciendo
V) IQ de:—fQV-(kVu)vdx:_[QkVu -Vvdx—frkVu -nvdx:_[QkVu 'VVdX_LZ gvds

:JQkVu-Vvd%:!Q 1‘\/dx+_[r2 gvds}

a(u,v) L(v)

e L(.) esunaforma lineal continua si f,geL,(Q2).
» a(.,.) es una forma bilineal, simétrica, continua y V-eliptica si
Jc,CeR"/c<k;(x)<C VxeQ
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