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Sea el dominio acotado Q representado

por la “triangulacion” (o malla) de
elementos finitos T,={K}.

— En 1D, el elemento K es un intervalo.

— En 2D, los elementos mas comunes
son triangulos o cuadrilateros.

— En 3D, tetraedros o hexaedros.

Los espacios V,, mas comunes en elementos finitos consisten en funciones
polinomicas por tramos definidas sobre la malla T,..

La definicion de un espacio de elementos finitos V, requiere especificar
— La malla T, del dominio €.

— La naturaleza de las funciones veV, sobre cada elemento K (ej., lineal,
cuadratica, cubica, etc.)

— Los parametros usados para definir dichas funciones.
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Requisitos de regularidad

BVP de 2° orden = V, < H'(Q)
BVP de 4° orden = V, < H*(Q)

Si los espacios consisten de funciones polindbmicas, resulta

V, = H(Q) < V, = C°(©) = {v:V es continua en O} (Q=qur)

V, cH*(Q) &V, cC(Q) :{V:V,%eCl(ﬁ), i =1,...,d}
X.
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Algunos ejemplos de elementos finitos en 2D

Sea el dominio QcR? con frontera poligonal T".

Sea T,={K} una triangulacion de Q en triangulos K.
Definimos los espacios

P (K)= {v ;v es un polinomio de grado<r en K}

— P,(K) es el espacio de funciones lineales en K:
V(X,y)=a, +a,X+a,Yy, V(Xx,y)eK a R

]|
luego {1,x,y} es una base en P,(K) y dim P,(K)=3.
— P,(K) es el espacio de funciones cuadréaticas en K:
V(X y) = Ao T X +ay Y + azox2 +ap Xy + 8y, y2’ v(x,y)eK, &; € R

luego {1,x,y,x2,xy, y°} es una base en P,(K) y dim P,(K)=6.

— En general: Pr(K):{v:v(x, )= > axy, v(xy)eKa, ER}

0<i+j<r
] r+1)(r+2
dim P, (k) = "D +2)
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Elemento finito triangular lineal

Sea el espacio de funciones lineales a trozos:
V, ={viveC’(Q)y V|, eP(K), VKeT,|

Los pardmetros necesarios para describir las funciones veV, se denominan
grados de libertad (gdl) globales, y se eligen coincidentes con los valores de v
en los nodos de la triangulacion T,

Si KeT, es un triangulo lineal de vertices (x;y;), 1I=1,2,3, los gdl elementales
son los valores de v en los dichos vértices.
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Elemento finito triangular lineal (cont)

e Teorema: Sea KeT, un triangulo de vértices (x;y;), i=1,2,3. Una funcion
veP,(K) esta determinada de manera unica por los gdl elementales, i.e.,
dados los valores ¢

AveP(K)/v(x,y.)=a, 1=12,3
Demo.: VeP(K)=vVv(x,y)=c +C,Xx+CY, V(X y)eK,c eR

(V(X,¥;) =C +CX +CY, =y
Evaluando en los vértices —> {V(X,,Y,) =C, +C,X, +C;¥, = , ec (3.7)

(V(X5,Y3) =C +C X +CY, =

. 1 x v
"ot i BSS Bhded S get Bl x* Y g # ecs.

Luego, det B#0 implica que si veP,(K}y v)(%q,yig,gzo para i=1,2,3, ento

debe ser v=0. _ 3 b

-EsFloetsé3 EL\%&(eb[J)r:oga?rsel% lﬁe;ée%ideﬁ dBe %%l%ﬁ I%'rngé’ltlg, ﬁrgésg lljlécslg r(]:ompl Ica

medida que se usan polinomios de mayor orden. (QED) 7
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Determinacion de las funciones de base para el triangulo lineal

3

Toda funcion veP,(K) puede representarse v(x, y) = Z/?,, (X, y)v(x,V:), VY(x,y)ekK
i=1

Las funciones de base 4. (= coord de area del triangulo K) verifican

1 sii=j) .

.. . I!J:11213' 3
0 sii=#]
A Y)=a b ey, =
lo que da lugar al sist de ecs < A,(x,,Y,) =a, +bXx, +¢,y, =0

A Y)=a +bx+cy/ A4(X;,y;)=0; =

A (%, Y5) =8, +bX; +¢y, =0
de donde LS e Be e 3
1 % % 11y 1 x 1 N
0 X, VY, 10 vy, 1 x, 0 1 :
a1:0 X Y :Xzys_xsyz b1: 10 Y3 _ Y3_y2 C = 1 X 0 _ X2_X3
1 x vy 2 area K 1 x vy| 2areaK ol X Yy, 2areaK
1 x, v, 1 x, v, 1 x, VY, A
1 X, v, 1 X, v, 1 X VY, 7
3
A . _ XY, = X%N b = Yi—Y C. = X~ %
Analogamente: & = 2 area K 2" 2areaK > 2areaK 1
X Y1 X1y3 _ yz y1 _ X1_X2
2 = b3 C; =
2 area K 2 area K 2 area K
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Continuidad entre elementos triangulares lineales

. Dado V,={viveC’(Q)y V| eP(K), VKeT,} ec (3.3)
» Adoptando como gdl los nodos de la malla T,, podemos definir alternativamente

V, ={v:V| eP,(K), VKeT,, yVv escontinuaen los nodos}  ec (3.11)

» Demo.: Para probar que (3.11)=(3.4), es necesario probar que la funcion veV,
definida de acuerdo a (3.11) es continua no so6lo en los nodos sino también
a través de las fronteras interelementales.

— Sean K, y K, dos triangulos en T, que comparten el lado Sy los nodos 1 y 2.
— Seav; =V| eP,(K;) larestriccion devaK;.
— V;=V, en los nodos 1 y 2,y VvV, lineales.

= V,=V, a lo largo de todo el lado S

— Vv es continua a través de S

— veC’(Q) (QED)
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Elemento finito triangular cuadratico

Sea el espacio de funciones cuadraticas a trozos: 13 3
g 0/
V, ={viveC’(Q) yV|, eP,(K), VKeT,| 1 s
Sea KeT, un triangulo de vértices x.=(x;,y;), i=1,2,3, >
y sea x;=(x;+ x;)/2 el punto medio del lado ij, i<J, 1,])=1,2,3. )

Teorema: toda funcion veP,(K) esta Unicamente determinada por los gdl
v(x.), 1=12,3
v(x;), 1<, 1,]=123
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Elemento finito triangular cuadratico (cont)

Demo.: como dim P,(K)= #gdl =6, es suficiente probar que si veP,(K) y
v(X;)=v(x;;)=0 (con i<j, 1,J]=1,2,3), entonces debe ser v=0.

1. Alo largo del lado 23, v varia cuadraticamente y v=0 en X,, X3 Y Xp3.
Luego, v=0 VXxe 23, y Vv puede escribirse
v(x) =4 (X)w(x), ¥xeK, w eP/(K), A4 funcion de base en P, (K).
2. ldem alo largo del lado 13, luego
v(X)=A4(X)4,(X)w,, VxeK, w,cte, 4,4, funciones de base en P,(K).

3. Evaluando en x,,

11
V(X,) = A (X)) A, (X)W, :EEWO =0=>w,=0=>v=0 (QED)
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Elemento finito triangular cuadratico (cont)

Toda funcion veP,(K) puede expresarse 651

V=Y ARAD)E D AAZNOG) =Y ¥) ] _

i, j=Li<]j
Con las funciones de base en P,(K) dadas por

W, = ﬂl (Zﬂ‘l _1) \
w, =24 (24,-1) } funciones asociadas a
los nodos en veértices
W3 — 1’3 (2;"3 _1) J
ve=44k )
v, =441, i funclioneg_asgciladals 3 los nodos
v, =421, , en el medio de los lados

Es facil verificar que ;, i1=1,...,6, conforman una base en P,(K)
y ademas ;(X;)=3;.
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Continuidad entre elementos triangulares cuadraticos

» Dado V, ={v:veC’(Q)y V|, eP,(K), VKeT,} ec (a)
0, alternativamente,
V, = {v ; v|K eP,(K), VK eT,, yv es continua en los nodos } ec (b)

» Demo.: Para probar que (a)=(b), es necesario probar que la funcion veV,
definida de acuerdo a (b) es continua no so6lo en los nodos sino también a
traves de las fronteras interelementales.

— Sean K, y K, dos triangulos en T, que comparten el lado S, con nodos 1, 2 y 4.
~ SeaV, =V|, eP,(K;) larestriccién de v aK;.
— v;=v,enlosnodos 1, 2y4,yv,,V, cuadraticas.
= V,=V, a lo largo de todo el lado S

— Vv es continua a través de S

— veC’(Q) (QED)
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Elemento finito triangular cubico

o Sea el espacio de funciones cubicas a trozos:

Vh Z{V:VE CO(Q) yV|K S P3(K)! VK ETh}

e Sea KeT, untriangulo de vertices x,.=(x.,y;), 1=1,2,3,y
Xii =§Xi +%xj, ,]=12,3, 1#]

1
X5 :§(X1+ X, + X;)

e Teorema: toda funcion veP,4(K) esta unicamente determinada por los gdl

v(x), =123
V(Xy), 1,1=123, 1# ]
V(Xy25)
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Elemento finito triangular cubico (cont)

« Demo.: como dim P,4(K)= #gdl =10, es suficiente probar que si veP,(K) y
V(X;)=V(X;;;)=V(X123)=0 (con 1,J=1,2,3, i+), entonces debe ser v=0.

1. v tiene variacion cubica a lo largo de los lados 12, 23y 13, y v=0en
cuatro puntos de cada lado, luego v=0 en los tres lados y puede
escribirse

V(X) = A4 (X)4, (X)L (X)w,, VXxeK, w,cte, A,4,,4, basesen P, (K).

2. Evaluando en X,,,

111
V(Xy55) = A4 (X123) Ay (X153) A3 ( Xy ) Wy = gggwo =0=w,=0=v=0

(QED)
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Funciones de base para elemento finito triangular cubico

RS

a7/ VaVA,

AVAVAN

15
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Continuidad entre elementos triangulares cubicos

Dado V, ={v:veC’'(Q)y v|, eP,(K), VKeT,} ec (a)
Adoptando como gdl los nodos de la malla T,, podemos definir alternativamente

V, = {v ; v|K e P,(K), VK eT,, yV es continua en los nodos} ec (b)

Demo.: Para probar que (a)=(b), es necesario probar que la funcién veV,
definida de acuerdo a (b) es continua no so6lo en los nodos sino también a
traves de las fronteras interelementales.

— Sean K, y K, dos triangulos en T, que comparten el lado S, de nodos extremos
1y 2,ynodos intermedios 4y 5.

— SeaV, =v|_eP;(K;) larestriccion devaK;
— V,=V, en los nodos 1,2,4y5,yv,V, cubicas.
= Vv,=V, a lo largo de todo el lado S

= v es continua a través de S

= veC’(Q) (QED)
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Elemento finito triangular cubico con gdl en derivadas

Sea el espacio de funciones cubicas a trozos:
V, ={v:V|, eP(K), VKeT,}

Sea Ke T, un triangulo de vértices x;=(x,y;),
1=1,2,3, y centro de gravedad X; .

Teorema: toda funcion veP,4(K) esta Unicamente determinada por los gdl
v(X.), 1=12,3

oV oV :
&(Xil E(Xi)i 1=1,2,3

V(Xyp5)
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Elemento finito triangular cubico con gdl en derivadas (cont)
Demo.: como dim P,(K)= #gdl =10, es suficiente probar que si veP,(K) y
ov oV .
v(X;) :&(Xi) :a(xi) =V(X3) =0, 1=123

entonces debe ser v=0.
V(X) =4 (X)4, (X)L (X)w,, VXxeK, w,cte, A,4,,4, basesen P, (K).

1. la funcion v tiene variacion cubica a lo largo del lado 12, y se anula asi
como su derivada en dos puntos del lado, luego v=0 en todos los puntos

del lado 12.
2. Razonando analogamente con los lados 23 y 13, llegamos a

V(X) = A4 (X)4, (X)L (X)w,, VxeK, w,cte, A,4,,4, basesen P, (K).

3. Evaluando en X,,, 111
V(Xp55) = A4 (X123) Ay (X153) A3 Xy )Wy = gggwo =0=>w,=0=v=0
(QED)
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Continuidad entre EF triangulares cubicos con gdl en derivadas

» Dado V, ={viveC’(Q)y V|, eP(K), VKeT,} ec (a)
e Adoptando como gdl los nodos de la malla T,, podemos definir alternativamente

V, = {v:v|K e P,(K), VKeT,, yV, ?% continuas en los nodos} ec (b)
X

« Demo.: Para probar que (a)=(b), es necesario probar que la funcion veV,
definida de acuerdo a (b) es continua no so6lo en los nodos sino también a

traves de las fronteras interelementales.
—Sean K, y K, dos tridngulos en T, que comparten el lado S, de nodos 1 y 2.
-Sea V; =V|, € Py(K;)larestriccion de v a K.
V=V, Y U (derivadas en la direccion s a lo largo de S)

0s  0S
enlosnodos1y 2,y v,,V, cubicas = v,=V, a lo largo de todo el lado S

— vescontinuaatravésde S= veC’(Q) (QED)
* Nota: no se logra continuidad C! por cuanto la funcion de base asociada a X,,; N0
llega con pendiente nula a los lados.
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Elemento finito triangular C1-continuo

Consideremos un espacio de EF V. < C'(QQ), lo que requiere usar polinomios
de grado 5 por triangulo, i.e.

V, ={viveC(Q)y V| eP(K), VKeT,|

Sea KeT, un triangulo de vertices x.=(x.,y;), i=1,2,3,
y sea x;=(X;+ x;)/2 el punto medio del lado ij, i<J, 1,]=1,2,3.

Teorema: toda funcion veP.(K) esta Unicamente determinada por los gdl

v(X.), 1=1,2,3 2
13
@(Xi)v @(Xi)’ 1=123
OX oy
23
2 2 2 1
ET0 (%) SF(x) =123
OX0Y OX 17
—(xu) i,j=123i<]
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Elemento finito triangular C-continuo (cont)

Demo.: como dim P¢(K)= #gdl =21, es suficiente probar 3
que si todos los gdl son nulos, entonces debe ser v=0.

1
1. vesun polinomio de grado <5 a lo largo del lado 23 y

2 _ 12
v(x)= X x)= Y (x)=0, i=23 =v=0, Vxe23
oS oS

2. i es un polinomio de grado < 4 a lo largo del lado 23 y

on

oV oV O ( oV : oV e
Tx) =L (x) =2 L |(x)=0, i=23 =Z=0, ¥xe23

2 ) =2 0)= 2 X)) -0, =23 =20, wxe
V=O,@:O, Vxe23 = v(x)=[/11(x)]2 p,(x), VxeK,p,eP,(K)

on
3. Aplicando identico razonamiento sobre los lados 12 y 13, llegamos a

V(X) =W, [ﬂl(x)]z[ﬂbz(x)]2 [ﬂs(x)]z, vx e K, w, cte
veP(K)ow,=0 =v(x)=0, VxeK (QED)
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Continuidad entre EF triangulares Ct-continuos

« Sean K, y K, dos triangulos en T, que comparten el lado S, de extremos 2, 3.
e SeaV; = V| e P (K ) la restriccion de v a K., y w=v,-v, sobre S.

wx) =2 ()=
oW oW 0 [ ow :
%(XZS):E(Xi):gtaj(xi):O’ 1=2,3

i=23 —=w=0 VvXxeS

o

3520, VX eS \ :>VEC1(Q)
o

:%:O, VXESJ (QED)

» Luego: V, ={veC'(Q):v| eP,(K), VKeT,|

v:iv| ePi(K), VKeT,
av ov 0°v v 0%V

ax oy Ox* oxoy oy’

continuas en los nodos vértices

oV . .
— continua en los nodos medios de los lados

Lon
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Elemento finito tetraédrico lineal

Sea Q la union de un conjunto T,={K} de tetraedros no superpuestos K tales
que ningun vertice de algun tetraedro se ubique sobre el lado de otro
tetraedro.

Adoptamos los siguientes espacios polindmicos por trozos de EF

V, Z{VZVEPr(K), vKeT, ie,v= > a,xy'z",V(xy,2)ekK, a, ER}

i+ j+m<r

4
Para r=1, toda funcion veP,(K) esta Unicamente
determinada por sus valores en los vertices de K.
En este caso, el espacio de EF es .
Vh:{v:VECO(S_z)yVEPl(K), VKeTh} 1
2
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Elemento finito rectangular bilineal

Sea Q la union de un conjunto T,={K} de rectangulos no superpuestos K
tales que ningun veértice de algun rectangulo se ubique sobre el lado de otro
rectangulo.

Definimos el espacio

Q,(K) = {v:v es bilineal en K, 1.e., (X, y) =ay + )X +a, Y +a, Xy, V(X,y) e K, g; € R}

G

Toda funcion ve Q,(K) esta inicamente determinada por sus valores en 10s
vertices del rectangulo K.

.4 o3
Se puede demostrar facilmente que existe
continuidad interelementos de v. /KD
. ® ®
Luego, el espacio de EF es 1 2
V, = {v:v eC’(Q) yveQ,(K), VK e Th}
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Elemento finito rectangular bicuadratico

Definimos el espacio de funciones bicuadraticas en K

Q,(K) ={v: V(X,Y) = 22: a, X'y, V(x,y) eK, a, ER}

i, j=0
Toda funcion veQ,(K) esta unicamente determinada por sus valores en los
vertices, en el medio de los lados y en el centro del rectangulo K.

Se puede demostrar facilmente que existe
continuidad interelementos de v.

v
04 O ¢3

Luego, el espacio de EF es

_ 9

Vh:{VZVECO(Q)yVEQZ(K), VKeTh} ce ‘/é ¢6
® @ ®
1 5 2

Introduccion al Método de los Elementos Finitos 25



Resumen

« Definimos un elemento finito como la terna {K, P,, X}, donde
— K es un objeto geométrico.
— P, es un espacio lineal de dimension finita de funciones definidas en K.
— X es un conjunto de gdl que determinan de manera Unica toda funcion veK.

e Por ej., para el EF triangular lineal {K, P,, X}, resulta
— K es un triangulo.
— X es el conjunto de valores de v en los vertices de K.
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Tipos de elementos finitos mas comunes

3
° S
T 0n o 2
_ og 329
Geometria - §'8 = § Geometria _
Grados de libertad = f: a 5 So Grados de libertad = ;%
3 P C 6
4
10 P(KK) C AN
10
%49
L7
(:1 $ —= >
5
21 Py(K) ] 18
P A
A
5
° Valor de la funcién ?
>
. Valores de las derivadas primeras \<

(crecy
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Espacio de
funciones
Continuidad del
espacio MEF

@3

P,(K)

0

P,(K) C

P.(K) C

Valores de las derivadas segundas

Valor de la derivada normal al lado
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Tipos de elementos finitos mas comunes (cont)

9 ©
5 i Su
T
Sg 83 S I
. g < 2.9 o2 ERe
Geometria = 8'8 g3 Geometria _ 8 2 £ 8
Grados de libertad X g 25 84 Grados de libertad = % L(?J-..% § §
4 QK C :
0
9 QK C
Z} ﬁ‘l % 7"! °
0
A 7" 1y ;"I 16 Q3 (K) C | — 2 P]_ (K) 6
3 P C = 4 P(K) C
4 P(K) C 10 P,(KK) C
A
5
* Valor de la funcién :) Valores de las derivadas segundas
. Valores de las derivadas primeras \< Valor de la derivada normal al lado
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Soporte de diferentes funciones de base

Soporte de funciones de base
asociadas a nodos sobre los lados

Soporte de funciones
de base asociadas
a nodos de veértice

Soporte de funciones
de base asociadas
a nodos en el centro
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