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Estimacion de error en problemas elipticos

Para un tipico problema eliptico de la forma
HallarueV / a(u,v)=L(v) VveV
donde se verifica
1. a(.,.) es una forma bilineal simétrica, continua y V-eliptica.
2. L(.) es una forma lineal continua
resulta

u-wl, <ZJuvl, vvev

S1 elegimos V=m,UueV como un interpolante de U y estimamos el error de

interpolacion ||u—m,U||y, obtendremos una estimacion del error ||u—u,||,, del
MEF.

Elegimos 7,U tal que sus gdl coincidan con los de U en V,, asi el problema de
determinar ||u—m,U||y se reduce a determinar U—7; U individualmente sobre
cada elemento finito KeT,,.

Introduccion al Método de los Elementos Finitos 2



Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D

Sea V=H'(Q), V,={veV:V| eP'(K),VKeT,}

Para c/triangulo KeT,, definimos

h,: diametro de K = lado mas largo de K
Px - didmetro del circulo mscripto en K

or/hy da una idea de la calidad del elemento (cuanto mayor, mejor)

Designemos T, a una familia de mallas {T,} indexadas por el parametro h = max he

Asumimos 7 una constante f<R*, independiente de h, tal que

PK>p vKeT,
hK

Esta condicion implica que los triangulos Ke T, no pueden ser arbitr. finos.
La constante £ es una medida del angulo mas pequenio para cualquier KeT,,.
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Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D (cont)

Sean N, i=1,2,...,M, los nodos de T,. Dadou € C’ (ﬁ) , definimos el
interpolante 7UeV, por

zv(x)=v(x') i=12,... M
i.e, 74U es la funcion lineal a trozos que coincide con U en los nodos x' de T;..

Empecemos por estimar el error U—z,U en cada triangulo K.
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Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D (cont)

« Teorema Sea KeT, un triangulo de vértices x', i=1,2,3. Dado ve C°(K), sea
el interpolante zveP,(K) definido por zv(x;)=V(x;),1=1,2,3.
Luego:
1. ”V — TV

<2h’ maXHD“V
L, (K) = % Tglo

L, (K)

2. max”D“ (v—7nv) < 6£max”D“V

|a|=1 L, (K) Pk |o|=2 L, (K)
" a|a|v
donde D% = oy a=(a,a,), lal=a +a,
V], = max|v(x)

Nota: la magnitud de los errores de interpolacion en la funcion y sus derivadas
primeras dependen del valor de las derivadas segundas, que es una medida
de la curvatura de la superficie descripta por la funcion.
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Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D (cont)
Dem

* Como nveP,(K), usando las funciones de base A, podemos escribir
w(x)= Y A(0)zv(x') = 3 A (v(x)
i=1 i=1
« Usando una expansion de Taylor, en el punto y = x+4 tenemos

W) =V + X ) (3, -X, )+ RGe)

j

R(x,y):lZ oV (x+&4)-(y,-%)-(y;-%) 0<é<l

2 {73 O%.0X,
— L i 2 8V i i
*  Tomando y = x". V(x):V(x)+Z;aT(x)(Xj—Xj)+ R(x,x')
1= j _/ \ J
Y Y
pi (x) R (x)
« Como [x—x'|[<h, VxeK, i=1,2,3, el resto R;(x) resulta acotado por
R (x)| < 2hg max||D*v VxekK,i=123
) L, (K)
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Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D (cont)

* Luego:

v(x) = Z A (0)V(x') = V(x)Z A (x) + Zﬂf. (0)p; (%) + Zﬂ,, ()R (x)

3 3
* Veremos luego que: Zj,l =1, Zﬂ,l p. =0.
— .

3
= 2V(x) =V(x) + 3 2, ()R (%)
i—1
* En consecuencia;

V() - 2v()| <[ AR ()

< 2R ()] < max|R (x)| 2|4 (<)

1

<2h’ max‘D“V VxekK

|a|:2

L, (K)

(QED 1)
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Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D (cont)

*Se calcula la derivada de 72v:

8 )= 3 2 () V() S 2 (3)+ 3 2 )+ )R ()

-1 OX, i-] OX. i-] OX, i-] OX

*Veremos luego que también: i% -0, i%p v

*En consecuencia:

oV (’97zv 3
R R. — R.
ox; oOX; | [iT 5Xj ) <Zmax | (X)|< N .Z:‘| (x)|
%/_/
%A
2
S6h—Kmax‘D“V Vx e K
/OK ‘a\:2 L, (K)
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Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D (cont)

Lema Para J=1,2 xeK tenemos:

3 3 3 aﬂ’l 3 a/’tl av
Zﬂfl:l? Zﬂ’lpizoa Z_:Oa Z_pi:aT
= = i -

_/

"

A B C D

Dem
* Notar #zv=V si1 Ve P(K) .Luego,eligiendo v=1 en:
3

=Y VEAE) = 1= Y A

=l (QED A)
*Derivando la anterior :
0= 3 O
= 27(’“) (QED C)
i=l YA
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Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D (cont)

e Recordamos :

VY A+ AP+ D AR p () =32 3) (x4,
i=1 i=1 i=1 j=1 aXj
Luego
3 3 2 av |
DD =2 A () (% =%, )=
i=1 i=1 k=1 k
3 2 av ) 3 2 av
= A —X, — A —X =
Z; ox, Z‘kz:‘ ox,
D YAty SR S A Rt
ko OX, i3 ko1 OX, =
X 1

(QED B)
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Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D (cont)

 De manera similar :

3 aﬂfl - 3 % 2 ﬂ i B
H@_ija—; X; (X)kZ‘@xk () (%% )=
3. 04 OV . SO v
= _'_Xl_ o4 v, _
'Zzl:kzz; X; OX ‘ Zﬂ:kzz; X; OX, .
SIS RS O S O
_kz;axk;axj ; kz;axk Xk.z:‘ﬁxj 0K
\%/_J H—J
O 5

(QED D)
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Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D (cont)

« El teorema visto da estimaciones en norma L_(K) . Ello no nos sirve para lograr
estimaciones de ||U — 7ThU||H1(Q).

Notacion:

v

W) = LZ JIpv dx)

« No es norma, porque puede ser |V|Hf(g) =0, conv=0(ej:v=1r=>1)

mide la norma L, (Q) de las derivadas parciales de v de orden igual a r.

e () €S Una seminorma.

Teorema: Sea KeT, un triangulo de vértices x!, i=1,2,3. Dado ve C%(K), sea el
interpolante 7veP,(K) definido por zVv(x;) =V(x;),1=1,2,3. Luego, 3C cte

a\ H ()
Luego, decimos que |V

2
SCh—K|v

<Chg v
Pk

Iv—7v v —7v|

L,(K) H2(K) H; (K) H?(K)

Este teorema es similar al anterior, pero demostracion mas dificil (no la haremos).
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Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D (cont)

Usando el teorema, podemos calcular

LZ(Q)_ZHU TThU LZ(K)_ZC h4|u <C h4Z|U

K GTh K ETh K GTh

Ademas, usando la propiedad de la triangulacion y < /b’

|lu—7,u

-y € 3 C B € 30 <
Luego, introduciendo S en la cte:
o, C7|u o =Cll
|u—7u Lz(Q)_Ch2|u

Introduccion al Método de los Elementos Finitos 13

24 |2
_C h |UH29




Interpolacion con polinomios de mayor grado

 Trabajando con polinomios de grado I 21 se tiene

<Ch™ul,.. lu— 7l

”u — T,U L, (Q) H'(Q)

()
*  SiV, c H?(Q) podremos asegurar también

<ch™'|ul ..

|U — 7 H2(Q)

(@)
Notar:
1. La potencia de h cae con el orden de derivacién del error

2. Lacte C es independiente de Uy de h

* SiUuno tiene la regularidad requerida, la potencia de h cae:

<Ch® |u <Ch*'|u

u—r,ul

”u — 7Ty H' (Q)

H*(Q)

L, ()

con 1<s<r+1
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Interpolacion con polinomios de mayor grado

1. Ejemplo Sean
{Th} familia de mallas T, = {K} de QcR?/ ph<p

V, ={veC’(Q) : vl eP(K), VKeT] . 3
Para el elemento mostrado, definimos 1 23
z,V=V en los nodos y puntos medios de T, 12 ;
En este caso se verifica:
V=7,V Ly S Ch’lv - lv— ”hV|H1(Q) <Ch’lv -
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Interpolacion con polinomios de mayor grado

2. Ejemplo Sean
{Th} familia de mallas T, = {K} de QcR?/ ph<p
V, ={veC'(Q) : vl PR (K), VKeT,|

Para el elemento mostrado, definimos

D“z.v=D" en los nodos vértices de T, , |a| <2
0 o

— 7V = en los puntos medios de lados de T,
on on
En este caso se verifica:
|V—7rh TN <Ch®
V=7V, 0 SCH°
V=7V ) <Ch*
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Estimaciones de error en MEF para problemas elipticos

Recordamos:
ju-uf, <Clu-vl,  wev, = Ju-ul, <Clu-mul,

Usamos luego las estimaciones de error de interpolacion para el error del MEF.

3. Ejemplo Sea el problema x|
~Au=f en QcR’ d
u=0 sobre I
r
En este caso, V = H(Q) y elegimos

b /

V,={veV :v| eP(K), VKeT,|

Usando la estimacion de error de interpolacion, logramos

lu=uy|...,, <Ch"|u

HI(Q) H r+1(Q)

@ Introduccion al Método de los Elementos Finitos

17



Estimaciones de error en MEF para problemas elipticos

4. Ejemplo Sea el problema biarmonico x|

(AU=f en QcR? n

<
u:a—uzo sobre I’
\ on r

En este caso, V = H; (Q) v si elegimos
V,={veV : V| eP(K), VKeT,|

y usamos la estimacion de error de interpolacion, logramos

|lu—u,

<Ch*|u

H*(Q) H°(Q)
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Sobre la regularidad de la solucion exacta

* Vimos que la regularidad de la solucion exacta U influye sobre la estimacion
de error ||u —u, ||V Veremos ahora que la regularidad de u depende de la
regularidad de los datos

, ~Au=f en QcR’
Sea el problema de Poisson

u=0 sobre I
1. Si I' essuave,paras=0, 1, ... existe C indep de f tal que

”u H2(Q) S C”f

H*(Q)

0 sca feH (Q) = ueH™(Q) ("ganamos 2 derivadas")

2. Si I tiene esquinas, U o sus derivadas tienen singularidades en la
esquina aun con f muy suave. %}




Sobre la regularidad de la solucion exacta (cont)

La solucién U con f suave tiene la siguiente forma en el entorno de una esq

u(r,0) =r"oa(0)+ B(r,0)

con «, f funciones suaves.

—— o= =
07 - 1

@ = xi

=04

1. Claramente,s1t o >7 —= UQsz(Q)

2. Se puede mostrar que s1 Q) poligonal convexo (a) < 7z), = ueH”’ (Q)
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Sobre la regularidad de la solucion exacta (cont)

(AAU=f en Qc R’
Sea el problema biarmonico J

u= M =0 sobre I
. on
Si T es suave, resulta ||u nows(qy = C |f Hs () $=0,1,2,... (4.28b)

S1 1" no es suave y
— o<n = (4.28b) vale con s=0
— o>t = UgH*(Q)

Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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M¢étodos adaptivos

Si la solucion exacta tiene por ej. una singularidad en una esquina, es natural
refinar la malla cerca de esa esquina para mejorar la precision.
2
i — — <
Dado el estimador de error |u uh|H1(Q) < |u 7rhu|H1(Q) <C Z ( Ul K))
KETh

con el de hy, tomando h, pequefio

podriamos contrarrestar el tamafo de |u H2(K)

alli donde |u (k) S€2 grande.

Si U tiene la formau(r, ) = r%a(g) +,B(I’,6’), con 0<7/:£ <1, una manera
posible de refinar seria definiendo @

h, = Chd'" d, : distancia del elemento K a la esquina N |u Uh|H N <ch

h :tamafio de la malla lejos de la esquina

Nota: el nimero de elementos asi refinados es de igual orden O(h?) que para
una malla de h uniforme. Luego, el refinamiento no aumenta significativamente
el nimero de incognitas, pero si la precision.
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M¢etodos adaptivos (cont.)

En gral, se desconoce a priori la naturaleza de la solucion exacta, por lo que no
esta claro como refinar la malla.

« Maetodos adaptivos: métodos de refinamiento automatico de la malla, que
obtienen informacion sobre de la suavidad de la solucidon de resultados sobre una
sucesion de mallas de refinamiento progresivo.

1. Dada una tolerancia 6>0, deseamos obtener por MEF una solucion que satisfaga

U=Uy[y 0, S (4.33)

2. Dado el estimador de error por |u _uh|H1(Q) < C\/Z (hK |u

KETh

H*(K) )

la condicion 4.33 se satisfara si elegimos una malla T,={K} tal que

)3 (hK u Hz(K))2 - (gjz (4.34)

KGTh
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M¢etodos adaptivos (cont.)

3. Lamalla que satisfaga 4.34 se determina usando el siguiente procedimiento:
[.  Se parte de una malla T {K} de N elementos y se calcula la
correspondiente U, por MEF, con la que se calcula la aproximacion |u
|u (R)"
II.  Se construye una nueva malla T,={K} dividiendo en 4 triangulos iguales
cadaK e Th , y se calcula la solucion u, por MEF, con la que se calcula

una aproximacion a|u H(R):
III. Se repite el paso II hasta que

H*(K)
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M¢étodos adaptivos (cont.)

Podemos partir de otros estimadores de error, por ¢j.

| _Cmax[h max”D“ }
L, (K)

Se busca una malla T,={K} tal que

Chy max|[D“u| ~o& VKeT,

=2

L, (Q)

L, (K)

Se comienza con una malla gruesa, con la que se calcula una aprox. a“ D”u
Se refina la malla subdividiendo los triangulos K que no satisfagan

L,(K)

<o

L, (K)

Ch max”D“

Se termina el proceso cuando todos los triangulos satisfacen la condicion anterior.
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Estimacion de error en norma L,

Aplicando MEF con V, = {V veH (Q)y V|K eP (K),VKeT, } a
Au=f enQ

Ecuacion de Poisson
u=0 sobre I

en ) poligonal, el estimador de error resulta

lu=uy| ., <Chlu

H?(Q) = ||u—uh

< Chlu

H'(Q) L,(Q) H*(Q)

<Ch’|u

Ademas, hemos visto que ||u —,u

L, (Q) H*(Q)

Teorema 4.3: si Q2 es un dominio poligonal convexo, y U, es la solucion de la
ec. de Poisson usando EF lineales por trozos, entonces hay una constante C
independiente de U y h tal que

Jlu-u,

<Ch’|u

L, (Q) H*(Q)
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Estimacion de error en norma L, (cont.)

« Demo.: a(u,v)=(f,v) VveV,cV

a(u,,v)=(f,v) vveV, cV
e=u-u, =>ae,Vv)=0 VveV, cV

Ap=¢e enQ

L,(Q)

Sea ¢ la solucion del problema “dual” { = |l ) = Chle
=0 sobreI
el o, = (&:8) =—(e.Ap) = ae, p) = a(e,0) - a(e, 7,0)
=0

=a(e,p-m,p) < ||e||H1(Q) ”(0 - ﬂh(ﬁ”Hl(Q)

<Ch e”Hl(Q) |§0 H? (Q) - Ch”e”Hl(Q) ”(p H? (Q) - Ch”e”Hl(Q) ”e L,(Q)

= Ch2 ”e L,(Q) |u H?(Q) (QED
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Estimacion de error en norma L, (cont.)

La cond.de estabilidad establece que

”u”Hl(Q) <Al

A una cte. tal que
(F. V)| < AV, YV € Hy(Q)
El menor valor posible de A es entonces
o (V)
= sup
veH; (Q) ||V||H1(Q)

V=0
Asi definido, A es en cierta una medida de f.

Definimos entonces la nueva norma
it
= sup
veH, (@) ”V”Hl(Q)

v=0
Luego, la condicion de estabilidad puede escribirse

1
”V”Hl(Q) = ;” f ||H'1(Q)

|| ||H-1(Q) norma en el espacio H' (Q) dual de H; (Q)
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