Métodos Cuantitativos para la Toma de Decisiones 
UNIDAD Nº I.
 LÌMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE R EN R

Competencia que el participante habrá alcanzado:

1. Explica el  límite de una función  algebraica.

2. Recuerda  la Continuidad de una función y las condiciones para que una función sea continua.

3. Identifica las diferentes formas indeterminadas.

4. Evalúa el límite  de una función.

5. Reconstruye una función de discontinuidad evitable en una función continua.

6. Aplica los conceptos de límites y continuidad en el estudio de los conceptos marginales, de fenómenos naturales  y tecnológicos.

 Capacidades que el participante adquirirá:

1 Define  el límite de una función.

2 Define continuidad y reconoce el tipo de discontinuidades.

3 Calcula  el límite de una función..

4 Aplica reglas  básicas de límites.

Contenidos conceptuales.
Límites. Idea intuitiva.Definicion formal de límite. Continuidad en un punto y en un intervalo. Tipos de discontinuidades.Formas Indeterminadas.Límites infinitos y al infinito. Cálculos de límites.

Actitudes que desarrollará:

1. Reconoce el valor de la matemática como herramienta necesaria para el aprendizaje científico de las ciencias Administrativas, Contables, Económicas, Financieras, Ingenieriles,...

2. Valora el papel formativo de la matemática sobre el pensamiento.

3. Respeta el aporte de los demás participantes, está dispuesto a ponerse en el lugar del otro participante, es solidario y responsable frente a la tarea en equipo.

4. Reconoce y valora las relaciones entre el lenguaje gráfico y el numérico.

5. Respeta a los demás participantes y es flexible frente a los diferentes procedimientos para resolver un mismo problema.

6. Demuestra interés por relacionar las funciones con las transformaciones geométricas.

7. Sensibilidad y gusto por la realización sistemática y la presentación cuidadosa y ordenada de los trabajos  geométricos.

UNIDAD NºI
LÍMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE R EN R

CAPÍULO Nº 1.
LÍMITES-FORMAS INDETERMINADAS
Introducción.

Las ideas y conceptos que se introducen en este capítulo son las nociones básicas necesarias para una mejor comprensión del Cálculo Diferencial.

Se recomienda al lector dedicar el mayor esfuerzo posible para asegurarse de que está logrando una plena comprensión de estas ideas, lo cual le posibilitará entender y comprender el significado técnico de: costo marginal, ingreso marginal, utilidad marginal, productividad marginal, área de una región limitada entre dos curvas, …
Concepto intuitivo de límite.

Ejemplo N º1

Sea la función  F: R ( R , cuya regla de correspondencia es:

[image: image757.png].

a) Hallar dominio.
b) Graficar la función. c) Analizar el comportamiento de la función cuando la variable independiente x se aproxima cada vez más al número 2, por ejemplo x = 1,900;  x = 1,950;  x = 1,999;  x = 2,001;  x =2,050;  x = 2,100
Solución.
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a) Dominio:x ( < (( ; 2 > ( < 2; ( >.b) Grafica de la función: en DERIVE: 
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          x ( < +2; +(>

   x = 2 ( (Nº Positivo(; x =2 ( ( ; ( > 0       
 x = 2 + (Nº Positivo( x = 2 + ( ; ( > 0

                    x (  2(


; 

           x (  2 +
	
	           F(x) = x2 + 3;    x < 2
	
	    F(x) = 9 ( x;    x > 2

	x
	1,900
	1,950
	1,999
	2
	2,001
	2,050
	2.,100

	y = F(x)
	6,610
	6,8025
	6,996001
	¿…?
	6,999
	6,950
	6,900


Se interpreta que el valor de y = F(x) se aproxima cada  vez más al número L = 7 tanto cuanto se quiera, asignándole valores a ”x” lo suficientemente cercanos al número 2.

Límite lateral por la izquierda: x < 2
	
	           F(x) = x2 + 3;    x < 2
	

	x
	1,900
	1,950
	1,999
	2

	y = F(x)
	6,610
	6,8025
	6,996001
	¿…?


Cuando x se aproxima a 2 por la izquierda el valor de la función se aproxima a y = 7
Límite lateral por la derecha: x > 2 
	
	
	    F(x) = 9 ( x;    x > 2

	x
	2
	2,001
	2,050
	2.,100

	y = F(x)
	¿…?
	6,999
	6,950
	6,900


Cuando x se aproxima a 2 por la derecha el valor de la función se aproxima a y = 7. 
Como los límites laterales de la función F, cuando la variable tiende a 2, son iguales significa que el límite de F cuando x tiende a 2 existe y es igual a 7.

Simbólicamente:
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, significa que cuando x se aproxima cada vez  más a 2  el valor de la función y = F(x) es cada vez más próximo a  L = 7.

[image: image3]
Simbólicamente:
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Observaciones:

1) Las letras  griegas: épsilon  “(” y delta “(” son números positivos pequeñísimos:( > 0;( > 0, es decir tienen valores positivos infinitesimales.

2) La magnitud de delta “(” depende de la magnitud de épsilon  “(”, es decir: ( = F (()

3) Mientras más pequeño sea el valor de epsilon  “(”, más pequeño será el correspondiente valor de delta  “(”.

4) La condición
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 es debido a que estamos interesados solamente en valores de F(x) para  valores de x cercanos a x0, pero no iguales a x0.

5) La desigualdad 
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lo cual indica que x debe estar contenida en un intervalo de longitud “2(” cuyo centro es x0.

6) La desigualdad, 
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 , lo cual  indica que la función y = F(x) esta por:

· encima de la recta horizontal y = L ( (
· debajo  de la recta horizontal y = L + (
Propiedades operacionales del límite.

Supongamos que:
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1) Límite de una constante:
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el límite de una constante es la misma constante.

2) Limite de una suma:
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el límite de una suma es igual a la suma de los límites de cada uno de los sumandos.

2.1)
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3) Límite de un producto:
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el límite de un producto es igual al producto de los límites de cada uno de los factores.
3.1)
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4) Límite de un cociente:
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el límite de un cociente es igual al límite del numerador entre el límite del denominador si y sólo si el límite del denominador es diferente de cero.
5) Límite de una potencia:
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6) Límite de una raíz:
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Si  L ( 0;  “n ” es cualquier entero positivo y n ( 2
Si  L < 0;  “n” debe ser impar  positivo.

Teorema Nº 1

El límite de una función, cuando existe, es único; es decir, sí:
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Este teorema nos indica que al calcular el límite de una función, sea cual fuere el procedimiento, el valor del límite tiene que ser el mismo.

Teorema Nº 2

Si f y g son dos funciones tales que:

a)  F(x) ( G(x),(x(B(x0;() con x ( x0
b) 
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c) 
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	El límite de un  polinomio se obtiene reemplazando en el polinomio el valor al cual tiende la variable.


Ejemplo Nº 2
a) Si y =F(x) = 5x3 – 4x +11, i) ¿Cuál es el dominio?  ii) Calcular: 
[image: image22.wmf])
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b) Si y =F(x) = 3x4 – 2x3 +7x  ( 17, i) ¿Cuál es el dominio?  ii) Calcular: 
[image: image23.wmf])
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Solución.

a-i) y =F(x) = 5x3 – 4x +11, es un polinomio, dominio los reales,  x( <((( ( > = R
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, cuando x se aproxima a ( 3 el valor de la función se aproxima  y =  ( 112.
Nota: El límite de un  polinomio se obtiene reemplazando en el polinomio el valor al cual tiende la variable

Aplicando DERIVE
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En la línea de edición escribir: y =F(x) = 5x3 – 4x +11
Dar enter, en la ventana de Álgebra aparece etiquetado:(1:  5.x3(4.x + 11
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Dar cilc en límites, aparece el siguiente cuadro de diálogo
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Donde dice punto, escribir el valor al cual tiende la variable, en este ejemplo x = ( 3 

dar clic en simplificar, se obtiene ( 112
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c) Para Graficar
[image: image724.wmf]Vertical

Asíntota

x

F

lím

x

x

,

)

(

0

-¥

=

+

®

En la ventana de ÁLGEBRA dar clic en  ventana 2D

[image: image26.wmf]
Aparece la ventana de gráfica en dos dimensiones

[image: image725.png]Luego dar clic en Representación de Expresión.
Se obtiene el siguiente gráfico

[image: image726.png]
b-i) y =F(x) = 3x4 – 2x3 +7x  ( 17, es un polinomio, dominio,  x( <((( ( > = R
b-ii)
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cuando x se aproxima a +2 el valor de la función se aproxima a  y = 29.
[image: image727.png]
Ejemplo Nº 3
Sea y = F(x) = x2 (6x +5. a) Hallar dominio y rango    
b) Esbozar la gráfica

c) Hallar el valor óptimo( máximo o mínimo)     d) Calcular:
[image: image28.wmf])
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Solución.
a) y = F(x) = x2 (6x +5, es un polinomio de segundo grado.

El dominio de un polinomio es el conjunto de los números reales.   DF = <((; ( > = R

La función cuadrática es una parábola, a = 5 > 0, cóncava hacia arriba,  el punto mínimo está en el vértice V (h; k); 

Abscisa del punto mínimo.   
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Ordenada del punto mínimo.

k = F (3) = (3)2 (6(3) +5 = ( 4.



Punto mínimo es 


V (3;(4)

Rango: y ((( 4; ( >

[image: image728.png]b) gráfica.

c) Tiene mínimo en V (3;-4)
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; se interpreta que cuando x se aproxima a  (3  el valor de la función y = F(x) = 5x2 (7x +12  se aproxima cada vez al número 78.
Nota: El límite de un  polinomio es igual al valor numérico del polinomio para  x= x0.En  este ejemplo el límite del polinomio y = F(x) = 5x2 (7x +12 (polinomio de segundo grado)   cuando x se aproxima a (3, se obtiene reemplazando en el polinomio  la variable x por el número  (3. 

Ejemplo Nº 4
Si 
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Solución.
a) 
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, cuando x se aproxima a 7 el valor de la función  (F+G) se aproxima a 16.

b) a) 
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, cuando  x se aproxima a 7 el valor de la función  (F(G) se aproxima a 64.

c) 
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d) 
[image: image44.wmf];
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 cuando  x se aproxima a 7 el valor de la función 
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f) 
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 cuando  x se aproxima a 7 el valor de la función 
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Ejemplo Nº 5

Evaluar los siguientes límites: a)   
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d) 
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Solución.
a)   
[image: image59.wmf];
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b) 
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  cuando x se aproxima a 11 el valor de la función se aproxima a  y = 8.
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 cuando x se aproxima a 1 el valor de la función se aproxima a  
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FORMAS INDETERMINADAS.

Al calcular límites podemos encontrar las formas indeterminadas:
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NOTA
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Forma Indeterminada 
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Al calcular:
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Función racional:
Si el numerador y el denominador tienden a aproximarse a cero cuando x tiende a   x0 entonces (x (x0) es un factor del numerador y del denominador, luego:
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este procedimiento se sigue hasta levantar la indeterminación.

Ejemplo Nº 6
Calcular:  a)
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Solución.
a)
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, es una forma indeterminada.

Para levantar la indeterminación se reduce a la mínima expresión. (Factorizando numerador y denominador, como son funciones de tercer grado se aplica la regla de Ruffini). 
	
	x3
	x2
	x1
	x0
	
	
	x3
	x2
	x1
	x0

	
	1
	0
	(5
	4
	
	
	1
	7
	0
	(8

	x = 1
	
	1
	1
	(4
	
	x = 1
	
	1
	8
	8

	
	1
	1
	(4
	R = 0
	
	
	1
	8
	8
	R= 0

	x3 – 5x + 4 = (x – 1)(x2 + x – 4)
	
	x3 +7x2 (8  = (x – 1)(x2 + 8x +8)


Simplificar (x ( 1)
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; significa que cuando x se aproxima  al número 1 el valor de la expresión se aproxima al número  
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 ,es una forma indeterminada.
Para levantar la indeterminación  se reduce a la mínima expresión.( factorizando numerador y denominador, como son funciones de tercer grado se aplica la regla de Ruffini)

	
	x3
	x2
	x1
	x0
	
	
	x3
	x2
	x1
	x0

	
	3
	(18
	36
	( 24
	
	
	1
	( 3
	0
	4

	x = 2
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	(24
	24
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	(2
	(4

	
	3
	(12
	12
	R = 0
	
	
	1
	(1
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	R= 0

	x = 2
	
	6
	(12
	
	
	x = 2
	
	2
	2
	

	
	3
	(6
	R = 0
	
	
	
	1
	1
	R = 0
	

	3x3 – 18x2 +36x (2 4 = (x – 2)2(3x – 6)
	
	x3 (3 x2+4  = (x – 2)2(x +1)


simplificar: (x  (2)2
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el límite  existe, cuando x se aproxima a  2  el valor de la función   se aproxima a y = 0

Gráfica

[image: image730.png]Función irracional:

Primer caso: Cuando todos los radicales se anulan
Si el numerador y el denominador se anulan para  x = x0 entonces 
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este procedimiento se sigue hasta levantar la indeterminación.

Ejemplo Nº7
Calcular:a) 
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Solución.
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es una forma indeterminada.

 Para levantar la indeterminación  factorizamos
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significa que cuando x se aproxima al número 1  el valor de la expresión se aproxima al número 
[image: image101.wmf]2

1

6

+

=

y

.
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, es una forma indeterminada.
Para levantar la indeterminación  factorizamos 
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significa que cuando x se aproxima al número (2  el valor de la expresión se aproxima al número 
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Segundo caso:Cuando no todos los radicales se anulan
se racionaliza , multiplicando numerador y denominador por el correspondiente factor racionalizante (F.R)  de la expresión irracional y se reduce a la mínima expresión.
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Ejemplo Nº 8
Calcular: a) 
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Solución.
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Para levantar la indeterminación, racionalizamos el numerador y el denominador por el factor racionalizante:  F.R =
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 Para levantar la indeterminación, debemos multiplicar el numerador y denominador por el factor racionalizante F.R=
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; cuando x se aproxima al número 1  el valor de la expresión se aproxima al número 
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 es una forma indeterminada.

 Para levantar la indeterminación debemos multiplicar el numerador y denominador por el factor racionalizante F.R=
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, cuando x se aproxima al número ( 8  el valor de la expresión se aproxima al número y = 12.
LÌMITES INFINITOS .ASÍNTOTAS VERTICALES

Sea “F” una función que está definida en un intervalo abierto “I” que contiene al punto de abscisa  x0; la abscisa x0 puede o no estar en el dominio de “F”. 

Definición Nº1.

Si el valor de  la  función y = F(x)  aumenta en forma positiva continuamente  cuando 
x se aproxima  a x0, se representa por  
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, geométricamente  x = x0 es una asíntota vertical (AV)
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Definición Nº2

Si el valor de la función y = F(x) disminuyen forma negativa continuamente cuando x  se aproxima  a x0, se representa por:    
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Teorema

Si n es un entero positivo, entonces:
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Teorema

 Supongamos que  
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a) Si G(x)>0; para x ( x0 , en algún intervalo que contiene a x0, entonces:
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b)  Si G(x) <0; para x ( x0 , en algún intervalo que contiene a x0, entonces:
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Ejemplo Nº 9
Sea la función:  
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c)  Trazar la gráfica  de F(x)

Solución

a)DF = R ( (2(;
Nota    
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Geométricamente   x = 2 es una asíntota vertical

b-1)
[image: image144.wmf]0

2

2

2

<

-

\

<

Þ

®

-

x

x

x

Si

;
[image: image145.wmf]-¥

=

=

-

=

-

=

-

-

-

®

®

®

-

-

-

0

4

2

2

4

)

2

(

)

4

(

2

4

2

2

2

x

x

x

x

lím

lím

x

lím

el límite no existe;*Significa que cuando x se aproxima a 2 por la izquierda, el valor de la función F(x) disminuye en forma negativa  continuamente. 
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existe;*Significa que cuando x se aproxima a 2 por la derecha, el valor de la función H(x) aumenta en forma positiva continuamente

c)   Gráfica  de F(x)
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luego dar clic en simplificar, se obtiene la respuesta: ((
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Ejemplo Nº 10
Sea la función: 
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c)  Trazar la gráfica  de F(x)

Solución

a) DF = R ( (2(;
   Nota:  
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Geométricamente  x = 2 es una asíntota vertical

b-1)
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*Significa que cuando x se aproxima a 2 por la izquierda, el valor de la función H(x) disminuye en forma negativa  continuamente. 
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Gráfica:
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LÍMITES AL INFINITO.  ASÍTOTAS HORIZONTALES

Introducción.

Si L es un  número real diferente de cero entonces:

a) L ( (  =  ( (;
b)
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además:

e) (+() + (+() = + (;

f) ((()  + ((()  = ( (

g) (+() (+() = + (


h) ((()  ((()  = + (

i) 
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Definición Nº1
Sea y = F(x)  una función definida en todos los números de un intervalo abierto:< a;( >,
es decir: F : < a;+(> ( R;  L( R.
El límite de F(x) cuando la variable independiente “x” crece en forma positiva continuamente, el valor de la función  se aproxima a L se escribe:
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[image: image162]
Geométricamente significa que y = L es una asíntota horizontal.
Definición Nº2
Sea y = F(x)  una función definida en todos los números de un intervalo abierto 
<( (; a >, es decir: F :<( (; a> ( R; L( R.
El límite de F(x) cuando la variable independiente “x” disminuye  en forma negativa
continuamente , el valor de la función   se aproxima a  L se escribe:
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Gráfica[image: image742.png]


          

Geométricamente significa que y = L es una asíntota horizontal

Teorema: Si n es un entero positivo, entonces se cumple:   
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Forma Indeterminada:
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Funciones racionales: 
Para levantar la indeterminación se factoriza numerador y denominador en función de la variable independiente elevada a la mayor potencia que aparece en la expresión, se simplifica luego se evalúa.
Ejemplo Nº 11
a)
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Solución.
a)
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; el límite  no existe.

[image: image743.png]significa que cuando la variable independiente “x” aumenta en forma positiva continuamente, el valor de la función  aumenta en forma positiva continuamente
b) 
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, en este ejemplo 
dividimos entre  x2 :  
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*el límite existe. 
Significa que cuando la variable independiente “x” disminuye indefinidamente, el valor de la función  se aproxima cada vez más a 
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[image: image744.png]Gráfica de la función.
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*significa que cuando la variable independiente “x” disminuye  en forma negativa continuamente, el valor de la función  se aproxima cada vez más a cero.

*y = 0, es una asíntota horizontal 
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NOTA:
Para el caso de límites de funciones racionales, cuando 
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Casos:

1.) Cuando el grado del numerador  (m) es mayor que el grado del denominador (p); 

 m > p;
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el límite no existe;


2.) Cuando el grado del numerador  (m) es igual que el grado del denominador (p);  

m = p;
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2.1) Si 
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2.2) Si 
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3.) Cuando el grado del numerador  (m) es menor que el grado del denominador (p); 

 m < p;
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3.1) Si 
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3.2)Si 
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Función irracional.

Para levantar la indeterminación de funciones irracionales, debe tener en cuenta que:
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Ejemplo Nº 12
Calcular los siguientes límites a): 
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Solución.
a)
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recordar que    
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*el límite existe

[image: image746.png]*significa que cuando la variable independiente “x” crece indefinidamente, el valor de la función  se aproxima cada vez más a 
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recordar que    
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*significa que cuando la variable independiente “x” crece indefinidamente, el valor de la función  se aproxima cada vez más a 
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Ejemplo Nº 13
Suponga que la función de costo de producir reglas es: C(q) = 4q + 3800.a)Hallar la función de costo medio y su dominio. b) Calcular el costo medio a largo plazo, es decir, cuando la producción aumenta continuamente. c) Graficar la función de costo medio.

Solución.

a) Hallar la función de costo medio y su dominio. 
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b) Calcular el costo medio a largo plazo, es decir, cuando la producción aumenta continuamente. 
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c) [image: image748.png]Gráfica del costo medio.

Ejemplo Nº14
Suponiendo que los ingresos totales en taquilla a nivel nacional de la película XYZ está modelada por la función:
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,donde:

R(t): mide el ingreso en miles  de unidades monetarias(u.m)

“t” son los meses posteriores al lanzamiento de la película.

a) Determinar el dominio de la función ingreso.

b) ¿Cuál es el ingreso total aproximado en la taquilla al final del quinto año?

c) ¿Cuál será el ingreso total aproximado de la película a largo plazo? Interprete su resultado?

Solución.

a) Dominio de R(t) : t ≥ 0.

b) El ingreso total aproximado en la taquilla al final del quinto año se obtiene calculando el límite de  la función de ingreso cuando  t ( 5.
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c) el ingreso total aproximado en la taquilla a largo plazo se obtiene calculando el límite de  la función de ingreso cuando cuando  t ( +(.


[image: image221.wmf]¥

¥

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

+

+

=

+¥

®

+¥

®

20

93

3

95

459

3477

)

(

2

2

t

t

t

t

lím

t

R

lím

x

t

;es una forma indeterminada,*caso: grado del numerador es igual al grado del denominador.
[image: image222.wmf]1159

3

3477

)

(

=

=

+¥

®

t

R

lím

t


Ejemplo Nº15
Suponga que la concentración de cierto medicamento en el torrente  sanguíneo de un paciente t horas después de la inyección está dada por:
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 e interprete el resultado.

Solución.
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, a largo plazo, la concentración del medicamento en la corriente sanguínea decrece hasta llegar a cero.

FORMA INDETERMINADA: (0) (() ;( ((();…

Forma indeterminada: (0)(() o (()(0);
Función Racional
Para levantar la indeterminación se efectúan las operaciones indicadas y se reduce a la mínima expresión.

Ejemplo Nº16
Calcular:a)
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Solución.

a)
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es una forma indeterminada.

Para levantar la indeterminación, se efectúan las operaciones indicadas y se  reduce a la mínima expresión.
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el límite existe

*significa que cuando la variable independiente x tiende a 1 por la derecha el valor de la función se aproxima a 
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, es una forma indeterminada, para levantar la indeterminación se efectúa las operaciones indicadas y se reduce a la mínima expresión.
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es una forma indeterminada,

grado del numerador es igual al grado del denominador
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el límite existe. 
*significa que cuando la variable independiente x crece continuamente el valor de la función se aproxima a 
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[image: image749.png]Función irracional
Para levantar la indeterminación se racionaliza y se reduce a la mínima expresión.

Ejemplo Nº 17
Calcular:a)
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Solución.

a)
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racionalizando 
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[image: image245.wmf]10
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el límite existe

*significa que cuando la variable independiente x tiende a 1 por la derecha el valor de la función se aproxima a 
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Para levantar la indeterminación, racionalizamos  
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, el límite no existe

x = 2 es una asuntota vertical.

Se analiza los límites laterales.

Límite lateral por la izquierda
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Cuando x se aproxima a 2 por la izquierda el valor de la función disminuye en forma negativa continuamente

Límite lateral por laderecha
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Cuando x se aproxima a 2 por la derecha el valor de la función aumenta  en forma positiva continuamente

[image: image750.png]
Forma indeterminada: (( ( ()

Función Racional
Para levantar la indeterminación se efectúan las operaciones indicadas y se reduce a la mínima expresión.

Ejemplo Nº18
Calcular:a)
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Solución.

a)
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,es una forma indeterminada,efectuando las operaciones indicadas y reduciendo a la mínima expresión.
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, el límite existe

*significa que cuando la variable independiente x tiende a 2 por la derecha el valor de la función se aproxima a   y = ( 0.125

b)
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,es una forma indeterminada,

efectuando las operaciones indicadas y reduciendo a la mínima expresión.
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, el límite  no existe

*significa que cuando la variable independiente x tiende a 3 por la izquierda el valor de la función aumenta en forma positiva continuamente.* x = 3  es una  asíntota  vertical 
Función irracional
Para levantar la indeterminación se racionaliza y se reduce a la mínima expresión.

Ejemplo Nº19
Calcular:a)
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Solución.

a)
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racionalizando 
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*significa que cuando la variable independiente x  aumenta en forma positiva continuamente el valor de la función se aproxima a cero (0)

* y =0 es una asíntota horizontal.

b)
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es una forma indeterminada,

racionalizando 
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 forma indeterminada, donde grado del numerador es igual al grado del denominador
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el límite existe

*significa que cuando la variable x disminuye en forma negativa continuamente  el valor de la función se aproxima a  y = ( 2.      *
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 es una asíntota horizontal.

Ejemplo Nº 20
Hallar el valor del parámetro “a > 0” para que      
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Solución.
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,es una forma indeterminada, debemos levantar la indeterminación y el valor del límite debe ser igual a 1.

El factor racionalizante es: 
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Notas:
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a2 – 4a + 4= a, ( a2 – 5a + 4 = 0 ( (a (1)(a (4) = 0 las raíces son: a = 1 y a = 4
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Notas

1)Sea f(x) = c0xn + c1x(n(1) + c2x(n(2) + ...+  c(n(1)x + cn;  n =(2;4;6;8;...( y 
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Ejemplo Nº 21
Calcular: a) 
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Solución.
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[image: image308.wmf][

]

¥

-

¥

=

-

+

+

¥

+

®

x

x

x

lím

x

11

5

4

121

2

; forma indeterminada



Factor racionalizante de 
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*significa que cuando la variable independiente “x” crece en forma positiva continuamente, el valor de la función  se aproxima a 
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Aplicando la nota:
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Factor racionalizante de 
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*significa que cuando la variable independiente “x” crece en forma positiva continuamente, el valor de la función  se aproxima a 
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 es una asíntota horizontal.

Ejercicios de Reforzamiento.Forma indeterminada
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Ejemplo Nº 22
Calcular los siguientes límites: 
a)
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Solución.
a)
[image: image332.wmf]0

0

35

60

25

15

10

25

35

12

15

2

2

2

5

=

+

-

-

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

-

+

-

®

x

x

x

x

lím

x

es una forma indeterminada, para levantar la indeterminación factorizamos el numerador y el denominador, luego:
x2 +  2x (15   = (x + 5)(x ( 3);

x2 + 12x + 35 = (x + 5)(x +7)
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, cuando x se aproxima a ( 5 el 

valor de l función se aproxima a y = ( 4.

b)
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, forma indeterminada, para levantar la indeterminación  factorizamos  numerador y denominador, aplicando la regla de 
Ruffini:
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Simplificar : (x (1)2
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,;el límite existe,; significa que cuando x se

 aproxima al número 1  el valor de la expresión se aproxima al número 
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Nota: Al calcular límites es conveniente reducir a su mínima expresión.
c)
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 es una forma indeterminada, para 
levantar la indeterminación factorizamos el numerador y el denominador, aplicando la 
	
	x3
	x2
	x1
	x0
	
	
	
	
	
	x3
	x2
	x1
	x0

	
	1
	6
	11
	6
	
	
	
	
	
	1
	7
	14
	8

	x = (1
	
	(1
	(5
	(6
	
	
	
	
	x = (1
	
	(1
	(6
	(8

	
	1
	5
	6
	R = 0
	
	
	
	
	
	1
	6
	8
	R = 0

	x =(2
	
	(2
	(6
	
	
	
	
	
	x =(2
	
	(2
	(8
	

	
	1
	3
	R = 0
	
	
	
	
	
	
	1
	4
	R = 0
	

	x3 +6x2 11x + 6  =  (x +1)(x+2)(x +3)
	
	
	
	
	x3+7x2+14x+8  =  (x +1) ( x +2)(x+4)


regla de Ruffini. 





















Simplificar : (x +1)(x+2)
simplificar (x +1)(x+2)
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;significa que cuando x se aproxima al número –1 el valor de la expresión se aproxima al número 
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Ejemplo Nº 23
Calcular: a) 
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Solución.
a) 
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, es una forma indeterminada, para levantar la indeterminación debemos multiplicar el numerador y denominador por:
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;  significa que cuando x se aproxima al número 4  el valor de la expresión se aproxima al número 
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:
[image: image349.wmf])

3

(

+

x

 que es el factor racionalizante de : 
[image: image350.wmf])

3

(

-

x

, luego:

[image: image351.wmf]3

)

9

(

)

3

)(

9

(

)

3

)(

3

(

)

3

)(

9

(

3

9

+

=

-

+

-

=

+

-

+

-

=

-

-

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


[image: image352.wmf][

]

6

3

9

3

lim

3

9

lim

9

9

=

+

=

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

®

®

x

x

x

x

x

;  significa que cuando x se aproxima al número 9  el valor de la expresión se aproxima al número  y = 6.
Ejemplo Nº24
Calcular: a)
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Solución.
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, es una forma indeterminada, para levantar la indeterminación debemos multiplicar el numerador y denominador por el factor racionalizante de 
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; significa que cuando x se aproxima al número 8  el valor de la función se aproxima al número  y =12.
b)
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, es una forma indeterminada, para levantar la indeterminación debemos multiplicar el numerador y denominador por el factor racionalizante de 
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; significa que cuando x se aproxima al número  (27  el valor de la expresión se aproxima al número 
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Ejemplo Nº25.

a) Calcular m y p  para que 
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.b) Luego calcular el límite.
Solución.
a) Teorema del Resto o residuo:
Al dividir el polinomio P(x) entre el binomio  de primer grado (ax + b), el resto o residuo se obtiene reemplazando  
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P(x) = (ax + b) q(x)  + R,   Regla  práctica 
ax + b = 0,  (

[image: image369.wmf]R

R

a

b

q

a

b

P

+

=

+

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

0

0


luego:  
[image: image370.wmf]R

a

b

P

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-


Si la fracción racional adopta la forma indeterminada 
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 cuando x( ((, significa que 
 al reemplazar x = (l el resto o residuo en el numerador y en el denominador es igual a cero.

Numerador: 

 P(x) = x4 + 4x3 + mx2 + 4x +1


R = 0= P((l) = ((l)4 + 4((l)3 + m((l )2 + 4((l ) +1,  (  m = 6

Denominador: 
R(x) = x4 + 6x3 +12x2 + px +3


R = 0= P ((l) = ((l)4 + 6((l)3 + 12((l)2 + p ((l) +3,  (  p = 10

b)
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, significa que cuando x se aproxima al número ((  el valor de la expresión se aproxima al número 0.
Ejemplo Nº26
Calcular: 
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Solución.
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, significa que cuando h se aproxima al número 0  el valor de la expresión se aproxima al número  nxn(1
Ejemplo Nº27
Calcular: 
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Solución.
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Aplicando Binomio de Newton exponente fraccionario
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Ejemplo Nº28
Calcular: 
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Solución.
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AUTOEVALUACIÓN Nº1
*Calcular los siguientes límites1.) 
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*Hallar el valor de “a” para que el límite exista.
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Dada la función F(x)  a) Calcular m y p  para que adopte la forma  indeterminada  
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b) Luego calcular el límite.25)   
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Ejercicios de Reforzamiento.Límites Infinitos.Asíntotas verticales
Ejemplo Nº29
Sea la función:    
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 c) graficar la función F(x) 

Solución

a)   DF = R ( ((3(;
     Nota:  
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;  x = (3 es una asíntota vertical

b-1)
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el límite no existe

*Significa que cuando x se aproxima a (3 por la izquierda, el valor de la función H(x) aumenta  en forma positiva continuamente.

b-2)
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el límite no existe

*Significa que cuando x se aproxima a (3 por la derecha, el valor de la función H(x) disminuye en forma negativa continuamente.
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Ejemplo Nº30
Sea la función:  
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c) Graficar la función F(x).





Solución

a) Df = R ( ((1; 1(;
b)
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;   x = 1 es una asíntota vertical.
b-1) Límite lateral por la izquierda
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el límite no existe

*Significa que cuando x se aproxima a 1 por la izquierda, el valor de la función H(x) aumenta en forma positiva continuamente

b-2) Límite lateral por la derecha
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*Significa que cuando x se aproxima a 1 por la derecha, el valor de la función H(x) disminuye en forma negativa continuamente
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AUTOEVALUACIÓN Nº 2
En los siguiente ejercicios a) Cual es el dominio de la función. b) calcular el correspondiente límite c) Esbozar la grafica d) En caso de que exista indicar el tipo de 
de la función e indicar  en caso de que exista el tipo de asíntota.
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Ejercicios de Reforzamiento.Límites al  Infinitos.Asíntotas horizontales
Notas:

1) Si n es un número entero positivo, entonces: 
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2) Dada la función:  

 y = F(x) = a0xn + a1xn(1 + a2xn(2 + (((+ an(1x + an ;     n = Z+ = (1;2;3;((((
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3) Si m y n son números enteros positivos:
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Ejemplo Nº 31
Evaluar los siguientes límites .a) 
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Solución.
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el límite no existe.

*significa que cuando la variable independiente “x” crece en forma positiva continuamente, el valor de la función  crece en forma positiva continuamente.

b) 
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;      el límite no existe.

*significa que cuando la variable independiente “x” aumenta  en forma positiva continuamente, el valor de la función  disminuye en forma  negativa continuamente.
Ejemplo Nº 32
Evaluar los siguientes límites .a) 
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d)
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Solución.
a) 
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; el límite no existe.

*significa que cuando la variable independiente “x” disminuye  en forma negativa continuamente, el valor de la función  aumenta  en forma positiva continuamente.
b) 
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*significa que cuando la variable independiente “x” disminuye  en forma negativa continuamente, el valor de la función  disminuye  en forma negativa continuamente.

c) 
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*significa que cuando la variable independiente “x” disminuye  en forma negativa continuamente, el valor de la función  disminuye  en forma negativa continuamente.
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*significa que cuando la variable independiente “x” disminuye  en forma negativa continuamente, el valor de la función  aumenta  en forma  positiva continuamente.

Observación.

El límite de una función polinomial cuando la variable independiente x  tiende a + ( ó a (( corresponde  al  término con  el mayor exponente
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;    n = Z+ = (1;2;3;((((
Ejemplo Nº33
Sea la función: y = F(x) = (7x2 (11x + 21.a) Hallar el valor óptimo (máximo o mínimo).

 b)  graficar la función c) Calcular: 
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Solución.
a) y = F(x) = (7x2 (11x + 21, es la función parabólica con a = (7  < 0, (cóncava hacia abajo) tiene máximo en el vértice V (h; k); b = (11

abscisa del vértice 
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ordenada del vértice: 
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[image: image753.png]b) Grafica de la función.
c)
[image: image478.wmf][

]

[

]

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

-

=

+

-

-

+¥

®

+¥

®

+¥

®

+¥

®

2

2

2

2

2

21

11

7

)

(

21

11

7

21

11

7

x

x

lím

x

lím

x

x

x

lím

x

x

lím

x

x

x

x

; 


[image: image479.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

¥

-

=

-

¥

=

+

-

-

¥

+

=

+

-

-

+¥

®

7

0

0

7

21

11

7

2

2

x

x

lím

x

; el límite no existe.
*significa que cuando la variable independiente “x” aumente en formapositiva continuamente, el valor de la función  disminuye  en forma negativa continuamente.
Ejemplo Nº34
Sea la función: y = F(x) = 2x2 (5x + 17.a) Hallar el valor óptimo (máximo o mínimo).

 b)  graficar la función c) Calcular: 
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Solución.
a) y = F(x) = 2x2 (5x + 17, es la función parabólica con a = +2 >  0, (cóncava hacia arriba) tiene mínimo en el vértice V (h; k);  b = (5

abscisa del vértice 
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ordenada del vértice: 
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[image: image754.png]b) Grafica de la función.
c)
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;    el límite no existe
*significa que cuando la variable independiente “x” disminuye  en forma negativa continuamente , el valor de la función  aumenta en forma positiva continuamente.
Ejemplo Nº35
Calcular: 
[image: image485.wmf][

]

56

3

5

3

+

+

¥

-

®

x

x

lím

x


Solución.
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; el límite no existe.

[image: image755.png]*significa que cuando la variable independiente “x” disminuye  en forma negativa continuamente , el valor de la función  disminuye  en forma negativa continuamente.

Ejemplo Nº36
Calcular: 
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Solución.
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*el limite existe,*significa que cuando la variable independiente “x” disminuye
 indefinidamente, el valor de la función  se aproxima cada vez más a  y = ( 0,8..
y = ( 0,8  es una asíntota horizontal.
Ejemplo Nº37
Si la función de costo total de producción esta modelada por:C(q) = 80q + 220 000 en unidades monetarias por año. Hallar

a) El dominio de la función de costo total de producción.

b) La función de costo medio o promedio total de producción.

c) El dominio de la función de costo medio total de producción.

d) El costo medio   total de producción aproximado cuando se producen 20unidades del bien.

e) El costo medio o promedio total de producción aproximado cuando la producción crece indefinidamente.

Solución.

a) Dominio del costo total:   q ( N = (0; 1; 2; 3;((
b)
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c) Dominio del costo medio: 
[image: image495.wmf]+
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d) para hallar el costo medio total aproximado  cuando se producen 20 unidades del bien debemos hallar el límite de la función de costo medio total cuando la producción se aproxima a 20 unidades.
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e) para hallar el costo medio total aproximado  cuando la producción crece continuamente debemos hallar el límite de la función de costo medio total cuando la producción crece continuamente, luego:
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Nota
1) Al aumentar el nivel de producción los costos medios unitarios disminuyen debido al término 
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2) El costo medio tiende a un valor constante de 80 u.m.

AUTOEVALUACIÓN Nº 3
Evaluar los siguientes límites.

Función racional
1
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Función irracional

13)
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Problemas

25) Suponiendo que los ingresos totales en taquilla a nivel nacional de la película XYZ está modelada por la función:
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,donde:R(t): mide el ingreso en miles  de unidades monetarias.

“t” son los meses posteriores al lanzamiento de la película.

a) Determinar el dominio de la función ingreso.

b) ¿Cuál es el ingreso total aproximado en la taquilla al final del sexto año?

c) ¿Cuál será el ingreso total aproximado de la película a largo plazo? Interprete su resultado?

26) Si la función de costo total de producción esta modelada por:

C(q) = 80q + 220 000 en unidades monetarias por año. Hallar:

a) El dominio de la función de costo total de producción.


b) La función de costo medio o promedio total de producción.
c) El dominio de la función de costo medio o promedio total de producción.

d) El costo medio o promedio  total de producción aproximado cuando se producen 20 unidades del bien.

e) El costo medio o promedio total de producción aproximado cuando la producción crece continuamente.

27) Suponiendo que los ingresos totales en taquilla a nivel nacional de la película XYZ está modelada por la función:
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,donde:

R(t): mide el ingreso en miles  de unidades monetarias.

“t” son los meses posteriores al lanzamiento de la película.

a) Determinar el dominio de la función ingreso.

b) ¿Cuál es el ingreso total aproximado en la taquilla al final del sexto año?

c) ¿Cuál será el ingreso total aproximado de la película a largo plazo? Interprete su resultado?

28) Si la función de costo total de producción esta modelada por:

C(q)= 92 q + 450 0     en unidades monetarias por año. Hallar:

a) El dominio de la función de costo total de producción.b) La función de costo medio o promedio total de producción.c) El dominio de la función de costo medio o promedio total de producción.d) El costo medio o promedio  total de producción aproximado cuando se producen 15 unidades del bien.e) El costo medio o promedio total de producción aproximado cuando la producción crece indefinidamente.
29) Si la función de costo total de producción esta modelada por: C(q) = q3(21q2+174q+121

 Hallar::a) El dominio de la función de costo total de producción.b) La función de costo medio o promedio total de producción.c) El dominio de la función de costo medio total de producción.d) El costo medio   total de producción aproximado cuando se producen 20unidades del bien.e) El costo medio o promedio total de producción aproximado cuando la producción crece indefinidamente.
30) Si la función de costo  de producción esta modelada por: C(q) = 5q3 – 30q2 + 71q +500
 Hallar:a) El dominio de la función de costo total de producción.b) La función de costo medio o promedio total de producción.c) El dominio de la función de costo medio total de producción.d) El costo medio   total de producción aproximado cuando se producen 20unidades del bien.e) El costo medio o promedio total de producción aproximado cuando la producción crece indefinidamente.

31) Si la función de costo total de producción esta modelada por: C(q) = 3q3 – 27q2 + 93q +75
 Hallar:a) El dominio de la función de costo total de producción.b) La función de costo medio o promedio total de producción.c) El dominio de la función de costo medio total de producción.d) El costo medio   total de producción aproximado cuando se producen 20unidades del bien.e) El costo medio o promedio total de producción aproximado cuando la producción crece indefinidamente.
Ejercicios de Reforzamiento. Forma indeterminada (((
Ejemplo Nº 38
Calcular:  a)
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b) 
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Solución.

a)
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Factor racionalizante de 
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*significa que cuando la variable independiente “x” disminuye en forma  negativa

continuamente, el valor de la función  se aproxima a 
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b) 
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Factor racionalizante de 
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*significa que cuando la variable independiente “x” disminuye en forma  negativa

continuamente, el valor de la función  se aproxima a 
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Forma indeterminada : 1(.

Ejemplo Nº 39
Calcular  
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es una forma indeterminada, para levantar la indeterminación desarrollamos la expresión
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aplicando los conceptos del binomio de Newton: exponente entero  positivo
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*al calcular el límite de T3;T4;T5;T6;.......cuando x tiende a ( se obtiene la forma indeterminada 
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“e” es un número irracional que se puede representar con tantos decimales como se desee.

*si consideramos los tres primeros términos:

e = 1+1+
[image: image564.wmf]2
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* si consideramos los cuatro primeros términos:
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* si consideramos los cinco primeros términos:
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* si consideramos los seis primeros términos:
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e = 2,7166666........................................................   e = 2,718281828459045235……..
Ejemplo Nº 40
Calcular  
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,es una forma indeterminada, para levantar la indeterminación desarrollamos la expresión
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“e” es un número irracional que se puede representar con tantos decimales como se desee.

*si consideramos los tres primeros términos:

e = 1+1+
[image: image575.wmf]2
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* si consideramos los cuatro primeros términos:

e = 1+1+
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* si consideramos los cinco primeros términos:

e = 1+1+
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* si consideramos los seis primeros términos:

e = 1+1+
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Ejemplo Nº41
Calcular:a)
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Solución

a)
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Haciendo : m = 5x (  
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Haciendo : m = 7x (  
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Ejemplo Nº42
Calcular:a)
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haciendo 11x = m (
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haciendo 8x = m (
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Ejemplo Nº43
Calcular:a)
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x

x

lím

3

11

4

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

¥

®
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Solución

a)
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Haciendo : 
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Haciendo : 
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Nota:En las Series Infinitas de MACLAURIN el número “e” es el desarrollo de la serie
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Nota:

Factorial de un número entero positivo n , es el producto de los números consecutivos desde 1 hasta el número dado.
Factorial de 1 se escribe.    1! ; 
1! = 1 = 1

Factorial de 2 se escribe.    2! ; 
2! = 1(2) = 2 
Factorial de 3 se escribe.    3! ; 
3! = 1(2) (3) = 6 
Factorial de 4 se escribe.    4! ;
4! = 1(2) (3) (4)=24 
Factorial de 5 se escribe.    5! ; 
5! = 1(2) (3) (4)=120

…………………………………………………………………………………………………..
Factorial de n se escribe.    n! ;
 n! = 1(2) (3) (4) (((((n)

AUTOEVALUACIÓN Nº 4
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14) Hallar el valor del parámetro “a > 0” para que:
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*Calcular los siguientes límites infinitos e indique el tipo de asíntota en caso que exista
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*Calcular los siguientes límites  al infinitos e indique el tipo de asíntota en caso que exista
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*Hallar el valor del parámetro “a” para que:

52.)
[image: image666.wmf]2

11

2

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

+

¥

+

®

x

x

x

ax

Lím

x

;

53.) 
[image: image667.wmf]4

18

2

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

+

¥

+

®

x

x

x

ax

Lím

x


54.) 
[image: image668.wmf]1

4

2

-

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

-

¥

-

®

x

x

x

ax

Lím

x

;

55.) 
[image: image669.wmf]2

8

2

-

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

-

¥

-

®

x

x

x

ax

Lím

x


56.) 
[image: image670.wmf]4

31

2

-

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

-

¥

-

®

x

x

x

ax

Lím

x


*Calcular los siguientes límites  al infinitos e indique el tipo de asíntota en caso que exista
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*Hallar :
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, en los siguientes casos:

89.) F(x) = (37

90.)  F(x) = 15x;

91.) F(x) = (8x+1


92.)  F(x) = 23x + 4

93.) F(x) = 3x2

94.)  F(x) = (9x2;


95.)  F(x) = 4x2 + 8x ;

96.)  F(x) = 3x2   (9x 

97.)F(x)=2x2(3x+47 98.)
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*Formas indeterminadas 1( . Calcular los siguientes límites:
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Limites - Definición.

Dados una función “F” y los números x0, L; decimos que el límitede F(x) cuando x tiende 

a x0 es “L”, si para todo número positivo “(”  existe un número positivo “(” tal que: 
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