2 El Método de Elementos Finitos (MEF)

2.1 Funciones de prueba por tramos

Los métodos de residuos ponderados son muy poderosos, principalmente el método de Galerkin, pero

presentan una limitacién importante: no establecen una manera sistemética para elegir el conjunto de
. . . . . A

funciones de prueba necesarias para determinar la forma de las aproximaciones u (que se establecen para

todo el dominio ).

Las funciones de prueba que se utilizan para armar 2 son arbitrarias, salvo por los requisitos de
independencia, continuidad y deribabilidad que deben cumplirse para todo el dominio 2. Quien quiera
resolver un problema deberd elegir entre distintas posibilidades lo cual puede no resultar muy claro en
algunos casos. Lo que sf esta claro es que la calidad de la solucién que se obtenga dependerd fuertemente
de las propiedades de las funciones que se elijan. El problema empeora cuando se trata de probemas en
dos y tres dimensiones donde el contorno del dominio suele ser de geometria complicada y las funciones
N,, deben “disenarse” para satisfacer las condiciones en esos bordes. Por otra parte, una mala eleccién
de las funciones de prueba puede resultar en una matriz de coeficientes K mal condicionada lo cual hace
que sea dificil o imposible encontrar su solucién con un grado de aproximacién suficiente.

Una manera alternativa de armar 4 es hacerlo por tramos. Esto significa dividir el dominio 2 en
subdominios 2¢ a los que llamaremos elementos, los cuales no deben superponerse, y elegir las expresiones

A .. . . .
para w que valdrdn para cada uno de los subdominios de la particién. La integral del residuo que
esta definida sobre todo el dominio, por propiedad de las integrales, se obtendra como la suma de las
contribuciones de las integrales sobre cada uno de los subdominios o elementos, es decir:

NE
/Wl RodQ = Y /Wl Rq dQ (1a)
Q e=1 \Qe

NE
/Wl Rpdl' = /Wl Rr dr (1b)
T e=1 Te

No perdiendo de vista que:

NE
Q = ) o (2a)
e=1

NE
r = Yr° (2b)
e=1

donde NE representa el nimero de subdivisiones ¢ (niimero de elementos) en los que se ha dividido
el dominio 2 y I'° es la parte del contorno de 2° que se encuentra sobre I'.
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2.1.1 Aproximacién mediante funciones de forma definidas por tramo

En la Fig.[2] el dominio 2 = [0, L] se ha dividido eligiendo puntos x; (i = 1,2, ..., M) que pertenecen a (,
siendo 1 = 0y z3; = L. Cada elemento Q¢ se define como el intervalo z, < x < z.y1. A la subdivisién
del dominio €2 la denominaremos discretizacion. En la misma figura se muestra la aproximaciéon de una
funcién w cualquiera en un dominio unidimensional utilizando colocacién por puntos, eligiendo como
puntos de colocacién a los puntos medios de cada elemento, a los que denominaremos nodos.
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Figura 2: Aproximacién con elementos constantes
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Como resultado de esto, la aproximacion u tiene valor constante dentro de cada elemento (subdo-
minio), resultando una funcién discontinua en los puntos donde un elemento se conecta con sus vecinos.

A _
La funcién u puede escribirse
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Figura 3: Funciones de prueba constantes

En el caso particular es:



Donde N, es una funcién de forma global discontinua, como puede observarse en Fig.[3], que tiene

.. A .
valor 1 en el elemento m y cero en el resto del dominio; u,, es el pardmetro que toma el valor de la
funcién u en el nodo m.

Si se piensa la aproximacién desde el punto de vista de los elementos, esta resulta:

W= Ue N, = Qe en el elemento e (6)

La aproximacién que se obtendrd no va a coincidir en los extremos (x = 0 y = L) con los valores
que toma la funcién original u en esos puntos. Una manera de obtener una mejor aproximacién seria
disminuir la longitud de los elementos que tienen como punto medio 1 y zas (la otra posibilidad seria
incorporar a la funcién v, pero esto dificulta la sistematizacion).

Otro aspecto de la figura, que guarda relacién con el método de elementos finitos, es que se numeran
los nodos y los elementos (las numeraciones son independientes una de la otra) numeracién que en este
caso tan simple es muy obvia.

En Fig.[4] se muestra la misma subdivision del dominio que en Fig.[3], pero se utilizan funciones
lineales dentro de cada elemento, resultando una mejor aproximacién. En este caso los nodos coinciden
con los extremos del elemento. Otra particularidad es que a cada nodo m se le asocia una funcién N,,
global con las siguientes propiedades:

e ¢s no nula dentro de los elementos (subdominio 9¢) que se encuentran conectados por el nodo m
e es nula en los restantes elementos (elementos que no contienen al nodo m)
e N,=1lenz=ux,

e N, =0enx; #x, (; y 2 son las coordenadas x de los nodos j y m respectivamente)
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Figura 4: Aproximacién con elementos lineales
Desde un punto de vista global, nuevamente:
M—1
A A
u:u:ZumNm en ) (7)
m=1



Figura 5: Funciones de prueba lineales

Donde, ahora tenemos que:
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Non = ZTjt1—T; para x; ST < Tjiq (8)

0 para z<z; yx2>Tj41
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y umes el valor que toma la funcién v en el nodo m. En este caso, u autométicamente coincide con
con los valores de u en los extremos (21 y zas) (no serfa necesario utilizar la funcién ). Si se piensa la
aproximacion desde el punto de vista de los elementos, en este caso:

= u; N +u;Ni en el elemento e (9)

Donde:
u; y u; son los valores que toma la funcién u en el nodo 7 y en el nodo j respectivamente
N¢ y N son funciones de “interpolaciéon” lineales que se definen como:

. he — (x — ;)

Nf = — (10)
e (I — l‘)

N=

h® = .Tj — X;

Para encontrar los coeficientes de la aproximaciéon debemos plantear el residuo, que si utilizamos
Galerkin (W; = N;), puede escribirse como:

L
/Nl (u—a) dx (11)
=0

Restan ahora seguir los pasos ya vistos para residuos ponderados.
(Se sugiere utilizar funciones definidas por tramos lineales para encontar una aproximacion a la funcién
propuesta en el ejemplo 1 de la seccién “Antecedentes del método de elementos finitos”).

2.2 Aproximacién a la solucién de ecuaciones diferenciales.

Veremos ahora como utilizar las funciones de prueba definidas en la seccién anterior para resolver ecua-
ciones diferenciales. La forma general de una ecuacién diferencial:

A(u) =L(u)+p=0 en () (12)

y de las condiciones de borde asociadas

Bu)=M(u)+r=0 enl (13)

Si aplicamos residuos ponderados para obtener una aproximacién discreta



/WZRQdQ+/WlRFdF=O (14)
Q r

Rqo = A@W) =L@ +p en Q (15a)
Rr = B(u)=M(@)+r enT (15b)

Cuando se definieron las funciones por tramos en la seccién anterior, en el primer caso teniamos una
funcién discontinua entre elementos y en el segundo una funcién continua pero con derivadas discontinuas
entre elementos. Observando (14) vemos que contiene derivadas de la funcién aproximada. Surge ahora
la pregunta: jserd posible utilizar este tipo de funciones de aproximacién?

2.2.1 Condiciones de continuidad

Para obtener una respuesta a la pregunta planteada, se anlizan los siguiente tres tipos de funciones de
aproximacién en la vecindad del punto de unién o entre dos elemetos:

e funcién discontinua en o (Fig.[6a)])
e funcién continua en o, pero su derivada primera es discontinua en o (Fig.[6b)])

e la funcién y su derivada primera son continuas en o pero la derivada segunda de la funcion es
discontinua en o (Fig.[6¢c)])
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Figura 6: Funciones de forma y sus derivadas en la union de dos elementos (1D)



Estas tres funciones tendran valores infinitos de la derivada primera, segunda y tercera en el punto o
respectivamente. Para evaluar las integrales de la expresion de residuos ponderados (14) serfa deseable
no tener esos valores infinitos porque puede indeterminarnos la forma integral.

Entonces podemos observar que si los operadores £() y M() contienen derivadas de orden d, apare-
cerdn derivadas de orden d en nuestra expresion (14), entonces debemos asegurarnos que las funciones N,,
tengan derivadas continuas de orden d—1. Diremos entonces que nuestras funciones requieren continuidad
de orden d — 1, y utilizaremos la notacién C%1.

Si en £() y M() no aparecen derivadas (d = 0) podremos utilizar la primera funcién definida por
tramos (Fig.[4a) |); si aparecen derivadas primeras (d = 1) podremos utilizar la segunda funcion definida
por tramos (Fig.[ 4b)]) continuidad C° y si aparecen derivadas segundas utilizar concontinuidad C*
(Fig.[4c ]).

Las condiciones de continuidad que deben cumplir las funciones de prueba también son exigibles a
las funciones de peso W;. En el caso de colocacién por puntos, estos requerimientos no se cumplen
pero esta excepcién es permisible dado que la integral del residuo toma un valor finito. En general
no se utilizan funciones de peso especiales, para las funciones de peso las condiciones de continuidad
establecidas constituyen condicién suficiente para que sea vélido utilizarlas.

Si reemplazamos a u por 4 definida como en (4) en la expresion del residuo (14) se tiene:

/Wl (c(a)+p) dQ+/Wl (M(ﬁ)w) ar = 0 (16)
Q r
/Wl ﬁ(ﬁ)d9+/wlp dQ—i—/W;M(@)dI‘Jr/erdF =0
Q Q r r
Al agrupar términos convenientemente, se obtienen:
Kim = / Wi L(h)de + /WlM(@)dr (17)
Q

T
fi = /V[/lde—F/erdF
Q r

2.3 Calculos basicos del método de elementos finitos. Problemas unidimes-
nionales (1D)

Los pasos a seguir para obtener la solucién aproximada a un problema especifico, combinando las opciones
mas ventajosas ya presentadas, pueden ordenarse segin la siguiente lista:

e Establecer el problema (ecuacion diferencial y condiciones de contorno, -forma fuerte del problema-)
e Planteo del residuo
e Encontrar la forma débil del residuo

e Eleccion de las funciones de peso y de prueba (definidas por tramos y teniendo en cuenta las
condiciones de continuidad, -Galerkin-)

e Discretizar el dominio (establecer los subdominios)
e Evaluar las integrales (obtener los coeficientes Ki,,, v f1 )
e Aplicar las condiciones de borde (*)

e Resolver el sistema de ecuaciones algebraicas.

((*) Este item ha estado implicito en el proceso de cdlculo, pero deja de estarlo cuando se utiliza la
descripcién local y el proceso de ensamble que se presentan méas adelante).

Antes de proceder a aplicar estos pasos a un ejemplo, se analizan algunas consideraciones a tener en
cuenta al utilizar funciones de discontinuas definidas por tramo para resolver ecuaciones difereciales.



2.3.1 Propiedades de la matriz K y del vector f

Examinaremos algunas propiedades de la matriz de coeficientes y del vector de términos independientes.

Aditividad Esta propiedad se deriva de la propiedad del célculo de integrales, respecto de su dominio.
La expresién general para obtener el coeficiente Ky, es:

Klm /Wl 'm (18)

Si adoptamos un dominio unidimensional, = [0, L] (solo a los fines de aportar mayor claridad)
podemos escribir la expresiéon anterior como:

Klm - /Wl m( )) dz (19)
_ /Wl(x) dx+/Wl (Nyn (2)) da + . + / Wi(z) L(Ny, () do
zo=0

NE
= 3 [ Wiw) LN (@) a0

En las expresiones (19) con / se denota la integracién sobre el elemento €2°; en el interior del elemento

Qe
e se cumple (si por ejemplo utilizamos (8)) que N,, = N¢, entonces (lo mismo valdria para W)

Kiy = [Wi () £, (2) a2 (20)
Yy como consecuencia
NE
Klm = ZKlem (21)
e=1

Lo mismo sucede con f;, haciendo las mismas consideraciones que para Kj,,:

fi = /Wlpdﬂ—i-/erdF (22)

= /Wl pdx—i—/VVl ) pde+ ..+ /Wl ) pdx+W,(0)r+W;(L)r

1 TM—1

e= 1 Qe

NE
= DI
e=1

R = WZ(O) r+ Wl(L) r (23)



fi = [Wi @p o+ R (24)
Qé’

NFE
A=Y ff (25)
e=1

donde ff es la componente del vector de términos independientes para el elemento Q° = [z._1, z].
Para los elementos que tengan nodos en el contorno I' del dominio, R estard dada por la (23) (siendo
R = 0 para los elementos que no tengan ningtin nodo en T').

Esta propiedad permite que sea posible obtener la matriz K y el vector f para resolver el problema en
todo el dominio €2, calculando los coeficientes de las matrices K¢ y el vector f¢ de cada elemento tipico
Q¢ y sumar luego las contribuciones de cada uno como establecen (21) y (25). Se denomina ensamble al
proceso de sumar las contribuciones a K y f de cada elemento, se abordard con més detalle més adelante.

Matriz K es bandeada Las funciones de forma Ny se definen de modo tal que pueden ser pensadas
como que estan asociadas al nodo k, como se esquematiza en la siguiente figura:
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Figura 7: Funciones de forma lineales en sistema global

Entonces, la funcién global N,,, # 0 en Q™! y Q™ y nula en el resto del dominio. Si el elemento e
que comprende 2¢ esta definido en una dimensién, podrd compartir su nodo ¢ con el elemento e — 1 y su
nodo j con elelemento e 4+ 1. De modo que NV; # 0 en el dominio de los elementos ¢ — 1 y e y nula en el
resto del dominio similarmente con N; # 0 en los elementos e y e + 1 y nula en los restantes elementos.
Lo mismo sucede con las derivadas, lo que produce que Kij = 0 si el elemento no contine a los nodos ¢ o
j. Esto produce una matriz que tendrd elementos no nulos en la diagonal principal y cerca de ella. Los
elementos no nulos forman una “banda”, lo que le da nombre a las matrices con esta caracteristica. El
ancho que tenga la banda dependera de como se hayan numerado los nodos, por lo cual se debe prestar
atencién a este este aspecto.

Por ejemplo, observando la Fig.[7], la funcién Na es no nula para los elementos 2 (Q?) y 3 (Q3), y
nula en los restantes elementos (subdominios).

Matriz K es simétrica Debido a que se esta utilizando residuos ponderados con funciones de peso
de tipo Galerkin, si se intercambian los indices en las expresiones de los coeficientes de la matriz de

rigidez, se observa que K;; = Kj; por lo cual la matriz K es simétrica. (La simetria de K depende del
operador diferencial del cual se ha obtenido la forma débil, es védlida para los operadores denominados
autoadjuntos).

Esta propiedad es muy importante en el momento de definir el algoritmo a programar.

EJEMPLO 1:
Se procede a aplicar los pasos enumerados para resolver el siguiente ejemplo unidimensional.

—%—}—d):f(x) para 0 <z <1
flz) ==
¢=0en z=0
¢=0en xz=1
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[ 0% " row, 04 % 9%
/Wz@dxz— Wa—xdx—i- W, e + W P
0 0 o=1 2=0
1 A N R ) )
/%%dm - |M % +W % JF/ngdm - /Wl f(z)dz
0 z=1 =0 0 0
si Wi(0) = W;(1) = 0 resulta
1 A L
/ %%4‘%2 dfF:/Wl f(z)dz
0 0

Si se subdivide el dominio en 4 subdominios (M = 4), y las incégnitas serdn los pardmetros a,, =
¢ () como en (8)
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La aproximacién de la funcién incégnita serd como en Fig. [7] y estard dada por:

Donde N, estan dfinidas en forma global como en (8) cuya grafica es similar a Fig.[7], si se utiliza

Galerkin, las funciones de peso son:

Wy =N; paral=1,2,3,4

(Se dejan al lector los célculos de los coeficientes de la matriz K y del vector f, utilizando las funciones

de forma globales definidas por tramos en (8))

2.3.2 Descripcion global y local del elemento

A partir de la propiedad de aditividad, podemos observar que debemos repetir los mismos calculos para
cada elemento. Por esto solo debemos hacer éstos cdlculos sobre un elemento tipo al que denominaremos
elemento maestro. Para ello, conviene introducir el punto de vista del elemento (local) como se muestra
en la siguiente figura:
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Figura 8: Descripcién global y local de un elemento
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En la siguiente tabla se enumeran las caracteristicas del elemento desde una descripcién global y desde

la descripcion local

Descripcién global
1) Dominio [z;, z;]

Nodos {i,j}

Funciones de forma {Nf (x) 7Nj€ (x)}

)
2)
3) Grados de libertad {u;,u;}
4)

)

5) Funcién de interpolacién (prueba)

A
¢° = aiN} (z) + a; N7 (x)

Descripcién local

1) Dominio [£;, 5]

Nodos {1, 2}

Grados de libertad {u,us}
Funciones de forma {Nf (£), N§ (€)}
5) Funcién de interpolacién (prueba)

¢ = a1y (§) + azN3 (§)

2
3
4

Para relacionar los dominios global y local, se utiliza una transformacién afin que se define como:

§: [l’i,l’j] — [£1,80]

para obtener los valores de a y b se debe resolver el siguiente sistema:

con lo cual se obtiene que:

E(x)=a+bx

-1

a+ bx;
a + bx;

tal que &(z3) =& y &(z5) =&,

Es usual adoptar £ = —1 y &, = 1, entonces & (z) puede escribirse como:

(26)



Pero el tamano del elemento es h® = x; — x; entonces:

2 —x; — x;

Eo) = (31)
La funcién inversa a £ (z) se obtiene despejando de la anterior la variable x
he i ;
c(6) = w (32a)
pe) = gmi)£+ (; ;xi) (32b)

Si se utiliza esta dltima expresién es posible definir funciones de prueba (o de forma o de interpolacién)
en forma local a partir de las correspondientes funciones globales. Ya se habia definido que, por ejemplo:

. he — (2 — z;

Niw) = Moo
e xr —X;
NJ(ZE) = (hie)
h® = (Ej—iCi

si reemplazamos x (£) en las expresiones anteriores obtenemos:

Ni(€) (1-¢) (33)
N3 (§) = S(1+¢)

Con lo cual se completa el punto de vista local del elemento. Utilizando las expresiones (33) se puede
escribir (32a) como:

N = N =

z (&) = N (§)zi + N3 (§); (34)
La (34) muestra que la interpolacién del dominio es la misma que para la funcién incégnita ¢.

Se sintetizan a continuaciéon algunas expresiones que serdn ttiles para continuar con los cdlculos
necesarios.

Integracién por partes (teorema de Green): sea la funcién u y el operador diferencial dv,
definidas en el dominio 2 cuyo contorno es I', entonces:

/udv =uv |r —/vdu (35)

Q Q
Cambio de variables: sea una funcién real integrable f definida en el intervalo [z1, 23] que se nota:

f : [.’1?1,.’)32] — R

y sea x una funcién continuamente diferenciable que cumple con z (£;) = x1 y x(§;) = 22 cuya
notacién es:

z: [51752} - [$1,$2]

entonces

Z2

&2
[r@ar= [ 2 a (36)
&1

z1

Regla de la cadena: sea una funcién f integrable y diferenciable (f : [x1, 23] — R) y « una funcién
continuamente diferenciable (z : [£1,&5] — [21, 22]), entonces:

9 _ Of(x(§)) 0z (§)
875 (z(8)) = ~or o€

(37)

11



2.3.3 Cilculo de la matriz de coeficientes o “matriz de rigidez”

La matriz de coeficientes K, en el contexto del método de elementos finitos es comunmente denominada
“matriz de rigidez” debido a que este método surgié en el ambito del cdlculo de estructuras donde los
coeficientes representan la rigidez de esa estructura asociada un desplazamiento generalizado unitario.

La expresién para obtener la matriz de coeficientes Kj,,, (20), con las N&, (x) definidas globalmente
por tramos:

K, = / W (@) LIV, (x)) d2
Qe

puede ahora ser calculada a partir de la visién local del elemento utilizando el cambio de variables y la
regla de la cadena de la siguiente manera ( por simplicidad se presenta para un dominio unidimensional):

Kf, = / W (2) L(NE (2))da (38a)
he
1

= [ ) v e ) e (350)
21

2.3.4 Cailculo del vector de términos independientes o “vector de cargas”

El vector de términos independientes f; en el contexto del método de elementos finitos es conocido como
“vector de cargas” ya que en el cdlculo de estructuras, sus componentes representan las fuerzas externas
que actian sobre la estructura.

La expresién para obtener el vector f; (24)

fi = / W () p dQ + R°
Qe

Utilizando el cambio de variables y la regla de la cadena se puede calcular con la visién local del
elemento de la siguiente manera ( si el dominio es unidimensional):

fi = / W (2 (6)) f (2)dx + R (39)

Esta expresién contiene a la funcién f (x) continua, ademds de la funcién de peso (que en el caso de
utilizar Glerkin sera ;). Si se piensa sistematizar el cdlculo haciendo uso de la descripcién local, tener
una funcién definida en forma continua complica el proceso. Ahora bien, nada impide que utilicemos
una aproximacioén paramétrica a f (). En el caso que resulte conveniente podrian utilizarse las mismas
fuciones de forma y escribir entonces:

NE NE
fla) =Y fo(x) =Y [f (@) N (2) + f (x;) Ny (2)] (40)

obteniendo una forma discreta también para f (x). Cabe aclarar que es posible utilizar otro conjunto
de funciones de forma para discretizar f (z) si fuera m4ds apropiado. Entonces:

e=1

1 NE
ff = / Wi (z (€)) {Z [f (@) Nf (@) + f () Ny ()] } de+ R (41)
-1

EJEMPLO 2:
Tomando un problema similar al definido en el ejemplo 4 del capitulo anterior (en el cual f (z) =1 =

12



flz)=x

¢=0 en =0

9¢

oz

para el cual, se habfan elegido como funciones de forma N,, = 2™ y W; = N; y de peso W; (1) =

—W; (1) definidas globalmente (han sido transcriptas a fin de tener en cuenta que N,, (0) = 0). Luego de

integrar por partes, los coeficientes de la matriz de rigidez y del vector de cargas se obtuvieron con las
siguientes expresiones para ellos:

=1len z=1

1 1
Ky = 7/%8dez+/VVledﬂc
oxr Oz
0 0
| ON,
fo= [ wis@ des cwn, s (w20
x =0
0
K¢+f=0

La solucién aproximada estard dada por:

A
¢~ ¢=¢yNo+ ¢ N1+ ¢oNa + ¢3N3 + ¢4 Ny
donde ¢, son los pardmetros incégnitas, que representan al valor de la funcién en la coordenada nodal
xy, como en (7).
Si ahora subdividimos el dominio en cuatro subdominios de igual longitud (discretizamos con cuatro
elementos), de modo tal que el nodo 0 tenga coordenada x = 0 y el nodo 4 x = 1 como en la figura
(h = h°)

L )

Hodes x

R !
-1 ~ 4
—_
— w q
JHE =

h k k b

y adoptamos las funciones de forma definidas por

. he —(z —z;

Ni(z) = 7(}16 )
e xr —x;
Ny = L2
he = .’L'j—.%'i

y utilizamos estas funciones para calcular las integrales tendremos:

Kiy = - [ SO0 i [N ) Ny ()
J,

or ox

he
utilizando el cambio de variable x (§) = N7 (§)z; + N5(§)x; y la regla de la cadena tenemos

Ky = - [ PN O N OV e 1 [ i o 9) Mo (o (6)) 2 e

donde tenemos que:
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(§) = Ni (§)zi + N5 (§)z;

NE(§) =5 (1-¢) =
€ Ne
N5 () = 5 (1+¢) : dg“ =3
H*(5 e8]
i |
1 I 1 -
-1 0 1k
dax (€)
der = d
T s £
__dNF(§) dN3 (§)
= x; dé + x5 dé
e n Tj — T;
T g T 2
-
2
I ONF (§) ONE, ( he
K, =— Lol —m sl —d, N ( —d
== [ e e 2€+/z i (6) e
~1
Utilizando las mismas consideraciones para el vector de cargas:
ON,,
fi= /Wl de + ( W, ’I")le + <W1 >
or /. ,

fr= /Nl ) dz + (=N (z) (=1)),—, + (Nl () aNng(@)x_o

En esta expresién debemos notar que el primer término es general para todos los elementos, mientras
que el segundo solo corresponde al elemento €24 que es el tinico que comprende a la coordenada x = 1.
Por esta razoén en lo que sigue se considera solo el término con la expresién integral al cual cabe definirlo
desde el punto de vista local del elemento. El segundo término se tendrd en cuenta antes de procder a
resolver el sistema de ecuaciones.

ff= /Nl )dzcon [=1,2
he

Debido a que esta expresion integral ademds de la funcién de peso N; contine a la funcién f(z), a la
cual podemos aproximar en forma global como:

4 4
fl) = Y f(x) =D [f (@) Ny (2) + f (2;) Ny ()]
= e=1
i = 0,1,2,3
j = 1,2,3,4

si la reemplazamos en la anterior y utilizamos el cambio de variable
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i = / NE (2 (€)) {[f () NE (2 () + f (a5) N? (2 6))

I =

foo= [NEOU@)N©+ (@) N} (©) e para 1=

fo=

explicitamente:
1 1
e ANE(E) ONE(E) he e
e L 3 EAGRAGES
-1 —1

1

1
—— [@ (@® e+ [La-9ta-9ke =i
-1 -1
1 1

Kiy = [250050 4y [0 v, (0) g

-1 -1
1

1
—— [ D e+ [1a-00+0 ke = Fb

1—1
K= / NE(€) [ () N§ (€) + f () NS (€)] B

=/%<1—5> (A3 0-9+fia+0)hd  =n (4
- 1 1
K = [ 250008 ac [Na© M) g
—1 —1
1 1
-/ G S [r0r030-050 —hn
—1 —
1
KSQ _ /8]\22&(@ 31\2%(5 he df-i- /N2 N2 (5) df
—1 -1

1
l 1 h° 1 1 1ye
:*/5 3) rd /5 1+&3(1+8hde =gh

— &)+ Loz (L+8)] dg
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fe_he |: 2f1+f2:|

T 6 | fit2f
e | &1
¢ [¢J

Para e =1, h® =1/4, fi = f(0) =0, fo = f(1/4) = 1/4, ¢] = by, ¢3 = ¢,

15 1/4 o ¢
SHEA R EIREY

Para e =2, h* = 1/4, fr = f(1/4) = 1/4, fo = [(1/2) = 1/2, ¢1 = 61, ¢5 = ¢,

. (1 5] . M1 | __(b___qb_

K2_ﬁ_5 1 fg—i_s/z;_ ¢2—_¢é_—_¢;_

Para e =3, h¢ = 1/4, f1 = f(1/2) = 1/2, fo = f(3/4) = 3/4, ¢ = ¢, ¢35 = ¢
a1 5] oy [r/a] AR

Ki=a|5 1| P=als | =8| o |

Para e =4, h® = 1/4, f1 = f(3/4) = 3/4, f2 = f(1) = 1, ¢] = b3, ¢3 = ¢,

15 5/2 4
eoa[ 2] e-afin] o= [4)- (2]

Debido a la propiedad de aditividad de las matrices K¢ y del vector f¢, tendremos que

K=K T K2+ KB+ K
f=f Tyf2 oyt

Kp+f=0

Debemos tener en cuenta que el sistema a resolver tiene 5 incégnitas {¢g, 1, @o, @3, ¢4} por lo cual la
matriz global K tendrd dimensién 5z5, el vector global f tendrd 5 componentes. Entonces, el elemento

1 contribuye a la matriz global y vector de términos independientes con:
1 5000 ! o

5 1 0 0 0 % 0N
K1:418 00 0 0O flzi 0 b= ¢
00 0 0O 0 o
L0 0 0 0 0 | 0 ?4

el elemento 2 con: _
00 0 0O 0 ®o
01 5 00 1 N
K2=L |05 100 f=5;]21] o=1| ¢
00 0 0O 0 o3
|0 0 0 0 0 | 0 Oy

el elemento 3 con: _
00 0 0O 0 ®o
00 0 0 O 0 0N
Ki=L |0 015 0| f=4| 1| o=] ¢
00 5 10 2 o
|0 0 0 0 0 | 0 04

y el elemento 4 con:
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00 0 0 O 0 oo
00 0 0 O 0 o)
Ki=L |0 000 0| f=5 0 b= o
00 0 1 5 g b5
00 0 0 1 %(*) o
Sumando obtenemos:
1 5 0 0 0
1 5 1+1 5 0 0
K:& 0 5 1+1 5 0
0 0 5 1+1 5
0 0 0 0 1
1
1
1
p_ L] 2ts
= 1
24 2+§
(%)
b0
®1
¢: ¢2
o
o

Al procedimiento que se basa en la propiedad de aditividad y nos permite encontrar K, f, ¢ se lo
denomina ensamble.

Observaciones:

1) La matriz K obtenida por la propiedad de aditividad, tal como estd escrita hasta el momento es
una matriz singular, lo cual dice entre otras cosas que no tiene inversa.

2) Dado que hemos utilizado la descripcion local para encontrar las K€ y £¢) y que se habian quitado
de sus expresiones los términos que las modifican y que provienen de las condiciones de contorno, entonces
aun no se han tenido en cuenta las condiciones de borde.

Condicion esencial: establece que ¢ = 0 = ¢, en x = 0. Para hacerla cumplir estrictamente entonces
la funcién N; del elemento Q! debe ser cero, lo cual anula las integrales que definen los coheficientes de
la primer ecuacion del sistema definido por las matrices econtradas (K11 = K12 = 0 ). (Tener presente
que estamos integrando el residuo), ademds ¢, = 0 que multiplica a los coeficientes K;; por 0. Como
consecuencia el sistema se reduce en una ecuacién (en este caso la primera) y en una incégnita (¢,)que
no es tal por la condicién de contorno en z = 0.

Condicién natural: establece que 22 =1 en x = 1. Luego de integrar por partes y elegir Wi (1) =

ox
—W; (1) di6 lugar a que apareciera el tercer término en f; por lo que la primer ecuacion del sistema

1 5 ONp, (=10
@%_'_478% == (Nl (z=0) (‘gfy))

pero ¢, = 0, W, (z = 0) = 1, entonces podemos encontrar una aproximacion a:

09 (0) 5
= 77¢1
oz 48
El segundo término en la expresion de f; modifica el término independiente asociado a la iltima
ecuacion del sistema, ya que establece que:

(=N (@) (=1))pms
Teniendo en cuenta nuestra aproximacién, N; (z = 1) = Ny (x = 1) = 1, por lo tanto:

111 107 1107
fo=917 (=D (=1 96 24 4

Con estas consideraciones, el sistema a resolver serd:
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2 5 0 0 o 3
115 2 50 6 | 1| 3
4810 5 2 5 ¢y | 24| 3

0001 b4 @

Observese que si no se tiene la condicién ¢ = 0 en x = 0 (condicién esencial), la matriz K seguirfa
siendo singular (de alli su nombre), en cuyo caso existirfan infiniatas soluciones que diferirdn en un valor
constante (compatible indeterminado).

El sistema de de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas puede ahora resolverse para obtener:

¢ —13171
d)l 2158749
¢ = ¢2 = 1098287
o i
4 2

Para escribir la solucién aproximada, podemos encontrar N, (z) que por la (10) seran:
e=1 h*=1/4 z;,=0 N} (z)=1-42 N}!(z)=4x

e=2 h°=1/4 z;=%1 N?(z)=2-4z N} (z) =4z — 1
e=3 h®=1/4 z;=5 N}(z)=3-4x N3 (z) =42 — 2
e=4 h°=1/4 z;=%2 N}(z)=4—4z N} (z)=4x-3
entonces:
()N12(3c) + ¢1N]12(x) (1) <z< il
‘/1\5: ¢1N13(73)+¢2N%($) %Sxﬁg
N7 () + 3N () gﬁxﬁz
¢3Nfl(1’)+¢4Nf(x) g<z<1
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