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INTRODUCCION

El estudio del tema de funciones es basico para lograr comprender muchos otros temas que se
irdn viendo mas adelante en el curso de matematica, ademas es importante porque se le puede
dar muchos usos en la “vida diaria” ya que generalmente se hace uso de las funciones reales,
(aln cuando el ser humanonose da cuenta), en el manejo de cifras numéricas en
correspondencia con otra, debido a que se esta usando subconjuntos de los nUmeros reales.
Las funciones son de mucho valor y utilidad para resolver problemas de la vida diaria,
problemas de finanzas, de economia, de estadistica, de ingenieria, de medicina, de quimica y
fisica, de astronomia, de geologia, y de cualquier area social donde haya que relacionar
variables.

RELACIONES Y FUNCIONES
Para empezar a hablar de lo que son las relaciones y funciones es necesario empezar a hablar sobre el
Par Ordenado (PO), y ¢por qué la importancia de de saber la definicion de para ordenado? La
importancia del PO se desprende de la simplicidad (facilidad, claridad, comodidad) con que a partir de el
se puede estructurar una red de definiciones con los principales elementos de la matematica clasica.

La fecunda utilizacién del PO se puede observar en la lista siguiente, que obvia todo comentario:

1.- Producto Cartesiano

2.- Relacion

3.- Relacion Univoca

4.- Funcion

5.- Relacion de Equivalencia
6.- Relacion de Orden

7.- Namero Natural

8.- Numero Entero

9.- Namero Fraccionario

10.- Estructura Métrica

11.- NUmero Real

12.- Numero Complejo

13.- Estructura Algebraicas
14.- Leyes de Composicion
15.- Estructura Lineal (Vectorial)
16.- Coordenadas Cartesianas
17.- Grafos

18.- Etc.

A. PAR ORDENADO (PO)

Se llama Par Ordenado o dupla al conjunto cuyos elementos son a su vez otros dos conjuntos, su
simbolo es (x y):

1.- el conjunto {x y} que es un par simple
2.- el conjunto {x} de un Gnico elemento
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Definicion: (x y):= {{x y} {x}}

(x y): Par Ordenado (PO)

x: Primer elemento del PO (Primera componente del PO)

y: Segundo elemento del PO (Segunda componente del PO)

Obs 1: PO es un par de conjuntos (es un Conjunto de Conjuntos) donde {x y} € (x )

Obs 2: La igualdad de PO es la de Conjuntos
Obs 3: Primer y segundo elemento es una forma de llamar a las componentes del PO, porque los
ndmeros todavia no estan definidos. Justamente el concepto de nimero se define a partir del PO.

B. TEOREMAS DE PO

X=a

T1-(xy)=(ab) < {-"=f’
TCRTL-(xy)#(@b)e x#aV y#b

T2-(Xy)=(yX) < x =y
TCRT2.- (X y) £ (y X) © x #y

T3.- Def PO = (x x) = {{x}}

C. TERNAS
La definicion de Par Ordenado se puede generalizar para el caso de tres componentes (ternas) o
mas componentes, en general para n componentes (nuplas):
Definicion: (x y z):={{x y z} {x y} {x}}
(xy 2): Terna
x: Primer elemento de la terna
y: Segundo elemento de la terna
z: Tercer elemento de la terna
Obs: Si se hubiera definido la terna por la proposicion
(xy 2):= ((x y) 2) (definicion no valida)
se habria tomado un conjunto de conjuntos de diferentes niveles
(xy 2):={(xy) z}, {(x )= {{x v} {x}} z}, {{{x y} {33}

lo cual es erréneo.

D. NUPLAS
Definicion: (x1x2 ... xn ) :={{x1x2 ... xn} ... {x1 x2} {x1}}
(x1 x2... xn): Nupla
xi: i-enésimo componente de la nupla

Nupla De 1 Elemento

A fin de generalizar el concepto de nupla para todo valor de n = 1 se define también para el caso de n
=1

Def: (x):= {{x}}

Obs: Notese que del T3 resulta (x x):= {{x}}

RELACION (R)

Se llama Relacion en AxB a todo Subconjunto no vacio del Producto Cartesiano AxB



Def: R € Relacion AxB: =R C AxB,R# @&
R (AxB):= S (AxB):={(x y): (xy) € R}

R: Relacion AxB:=R C AxB,R# &

S (AxB): Gréaficade R (AxB)

A: Conjunto de Partida o Primer Conjunto del Producto Cartesiano
B: Conjunto de Llegada o Segundo Conjunto del Producto Cartesiano

Se define ademas algunos elementos destacados de la Relacién en AxB

Def: D(R):={x: x€E AN\ 3 (xy) € R}
I(R):={y:yEB N T3 (xy) €ER}
D(R): Dominio de R (AxB)

I(R): Imagen de R (AxB)}

Una representacion de R (AxB) sobre el Producto Cartesiano es:

B AxB
Relacion
V x X X X X X
U x X X X x X
T x X x [x (et)x
S x X X X X X
a B c¢c d e f A

Otra representacion de una relacion R (AxB) es por Graficas como las que se muestran a continuacion:
Los Conjuntos Ay B y sus elementos se representan por Diagramas de Venn y los PO que componen la
Relacién por segmentos orientados (flechas).

A={abcdef}
B={stuv]
Gréafica (R) ={(at) (bt) (ct) (cu)(cv)(du)(dv)}
Dominio (R) ={a b c d}
Imagen (R) ={tu v}

RELACION UNIVOCA (RU)



-
e

‘y)e R
Def: R € Univoca := (xr)e } =y

(xz)e R
B AxB B AxB
Relacién no univoca Relacién univoca
v X X X X X X v X X X X [x X
u X X |x X X x u X X X [x x X
t X X X X (et)x t X X X x (ef)x
s X X X X X X s X X X X X X
a b ¢ d e f A a b ¢ d e f A

En la representacién de una relacién univoca por segmentos orientados se caracteriza por la condiciéon que
de los elementos del dominio sale una flecha sola o ninguna.

FUNCION

Una funcién es una relacién que cumple 2 condiciones:

1.- Estar definida para todo elemento del Conjunto de Partida A. Es decir que el Dominio de la Relacion f
es el Conjunto de Partida: A=D

2.- Ser Univoca

Vxe A Ixy)e f
Def:' f-A—)B = (_\:}v)ef }:'

x>y f e Univoca :=

(xz)e f

D(f) == {x: xeAArd(xylef}=A
I() = {y: yeBa3d(xy)ef}
flAxB) := {(xy): (xy) €f]
f: funcion
A: Conjunto de Partida o Primer Conjunto del Producto Cartesiano 6 Dominio de la funcion
B: Conjunto de Llegada o Segundo Conjunto del Producto Cartesiano 6 Codominio de la funcién

f (AxB): Gréfica de la funcion
I (f): Imagen de f (AxB)

Obs 1: Notese que el simbolo [A—B] representa al Producto Cartesiano AxB y el simbolo [x—y]
representa al PO (x y). Es decir que las dos flechas tienen significado diferente, y es por ello que la flecha
gue sefiala al PO a veces se la indica con una colita [x +— Y] para diferenciarla de la flecha que sefiala el
PC. Esto se obvia si no hay confusion posible.

f:ASB _ f:AxB
x>y ' (xy)



Una primera forma de representar una funcion es con un gréafico Cartesiano donde puede observarse las 2
proposiciones que hacen a la definicién de funcion:

1.- El estar definida para todo elemento del Dominio A =D.

2.- Ser Relacién Univoca.

B AxB
funcioén
v X X X X [|x X
u x X X x X x
t X X x x (et)ix
s X X X X X X
a b ¢ d e f A

A={abcdef}

B={stuv]
Gréfica(f)={(at) (bt) (cu) (dv) (e u) (ft)}
Dominio (ff={abcdef}=A
Imagen (f) = {t u v}

Obs 1: En una funcién de cada elemento del Conjunto de partida A sale una flecha y solo una {1}. Con
respecto al Conjunto de Llegada B no existen restricciones.

Obs 2: En la definicién de funcion existen 4 elementos, el primero de los cuales es su nombre, y los otros 3
elementos son 3 conjuntos el Dominio, el Codominio y la Gréfica, de las cuales depende la funcién.
Cambiando cualquiera de estos 3 Conjuntos cambia la funcién.

Ejemplo: Sea el Conjunto de pares ordenados G:={(x y): y = x1/2}

1.- Este Conjunto G carece de sentido si no se aclara que son x e y. Pueden ser elementos de cualquier
conjunto genérico ( que significaria y = x1/2?), o nimeros reales o complejos etc. Esto muestra que debe
definirse el PC AxB sobre el cual se quiere trabajar. Suponiendo que AxB = RxR entonces G seria la Gréfica
siguiente:



2.- Si se toma A = R no existe funcion pues
2.1.- La relacion no es univoca
2.2.- La relacion no esta definida para todo elemento de R. Es decir D = A #R

3.- Si se restringe a A = R+ U {0} no existe funcion pues
3.1.- La relacién no es univoca

4.- Si se restringe a A =R + U {0} y a B = R+ U {0} si existe funcion, que se llamara arbitrariamente

RaizCuad:
RaizCuad: R+ U {0} - B = R+ U {0}
X —Yy=x1/2

5.- Pero también se podria haber elegido arbitrariamente a A = [0 2] y los siguientes subconjuntos de G:
X € [0 1]y =+x1/2

XE[12y=-x1/2
lo cual permite definir otra funcion que se llamara f2 diferente por supuesto de la anterior RaizCuad:

fr: [02] = R Ui}
y=+x""? xef0 If

X =
y==x? xey1 2

todo este andlisis muestra como una funcién depende no solamente de su Gréfica, sino también de sus

Conjuntos de Partida y de Llegada.
EJERCICIOS DE RELACIONES Y FUNCIONES

Ejercicio 1:

Sean A, B y C conjuntos no vacios. Demostrar que:
a)(ANB)xC=AxC)N(BxC)
b)(A-B)xC=(AxC)-(BxC)

Demostracion
a)Sea(x,y) €E[ANB)xCloxE (ANB)Ay&EeC
SXEANXEB ANyEC
SXEANYEC)ANAKXEBAYECQ
Sy EAXC)A (X y) & (BxC)

S Xy E[AxC)NBxC)

Luego (ANB)xC=(AxC)N (B xC)
Sea(x,y) E[(A-B)xCl&x<E (ANBc) AyeC
SxXEANX/EBYANYyEC
SXEANYEC)AX/EB

=y EAXC)A (X y)/E (BxC)



=y E[(AxC)-(BxC)]

Luego se demostré que (A-B)xC = (AxC) - (B x C) (1)
i(x,yY)E(AxC)-(BxC)e(x,y) € (AxC)A (x,y)/e (BxC)
=>(XeEAANYEC)A (x/eBvV yl/e C)
=>(XeEAANYyeCAXx/eB)V(xe ANYyeCAY/eC)
=>(XeE(A-B)AYyeC)v (xe AANF)

=X y) e [(A-B)xC](2)

Luego por (1) y (2) se tieneque: (A-B)xC=(AxC)-(BxC)

Ejercicio 2:

Sean S, T relaciones de X — Y, pruebe que:
a)(S-1)-1=8

b)(SNT)-1=8S-1NT-1

Prueba

aAXyY)EG-N-1o(WY, X)) ES1S KXY ES
b)(x,y) E(SNT)-1<(y,X) E(SNT)
SWX)ESAWYXNET

SXYESTAKXY) ET1S((XY) E(S-1NT-1)
Luego (SNT)-1=8-1NT-1

Ejercicio 3:

Sea R una relacion de equivalencia de A en A. Demuestre que R—1 también
Es una relacién de equivalencia.

Demostracion:

i) Refleja: Vx € A, (X, X) € R< (X, X) € R-1

Luego R-1 es refleja

ii) Simétrica: (X,y) € R-1 & (y,X) E RS (X, Y) €ER

Por ser R simétrica, como (X, y) € R = (y, X) € R-1

Luego R-1 es simétrica.

i) Transitiva: (x,y) €E R-1 A (y,z) ER-1&(y, X)) ER A (z,y) € Rde
Aqui (z, X) € R = (X, z) € R-1 esto prueba que R-1 es transitiva.

Ejercicio 4:

Sean S: A —» By R: B — C dos relaciones demostrar que:
(R°8)-1=S8-1°R-1

Demostracion:

VXY)ERS) -1 (Y, Xx) E(RS)< JzEB: (Y, 22 €ERA(z,X) €S
< (z,y) € R-1 A (x,2) € S-1

S JzEB X2ES-1TA(Z,YER-1ESXYES-1A(z,Y) ER-1S
X,y) € (8-1°R-1)

Luego (R S)-1=S-1°R-1

Ejercicio 5:

Sea R: N2 — N2 definida por (a, b) R (c,d) <a+d=b+c

Pruebe que R es una relacion de equivalencia (N2 = N x N) y determine la
clase del elemento (1, 2)
Prueba

Refleja: V(a,b) ENxN<<a+b=b+a< (a b)R(@a b)

ii) Simétrica: (a, b) R(c,d) < a+d=b+c<c+b=d+a< (c,d) R(,b)
i) Transitiva:(a, b) R(c,d) A (c,d)R (e,f)<>a+d=b+c Ac+f=d+e
Sumando miembro a miembro resultaa+d+c+f=b+c+d + e de donde



atf=b+e<(a,b)R(ef)

C (1,2) ={(n, m)/ (1, 2) R(n, m); n, m & N}

C@12)={n, m/L+m=2+n}={(n, m)/m-n=1}

Ejercicio 6:

Sea R: N — N una relacién definida por:

R={(n,m)/)n+3m=12;n,m & N}

a) Exprese R como un conjunto de pares ordenados

b) Hallar Dom Ry el Rec R

c) Determine R-1

Solucién

a) R={(9, 1), (6, 2), (3, 3)}

b) Dom R ={3, 6,9}, RecR =11, 2, 3}

c) R-1={(1,9), (2, 6), (3, 3)} 0o bien R-1 ={(n, m)/m +3n =12, n, m € N}
Ejercicio 7:

Sea R una relacion de equivalencia en A = {a, b, ¢, d, e} demuestre que si:
(@,c),(b,dy((b,c)ER=(da<ER

Demostracion

Por hipétesis R es refleja, simétrica y transitiva.

Por ser simétrica: (b,d) E R=(d,b) ER A (a,c) ER=(c,a) €ER
Por ser transitiva: (d,b) € R A (b,c) € R=(d,c) €ER
Entonces (d,c) =R A (c,a) ER=(d,a) € R

Ejercicio 8:

Sean Ry S dos relaciones dadas por

R={(a 1), (a 2), (a, 3), (b, 2), (b, 3), (c, 3)}

S={1,x),(2,x), (3 y}

Determine: S° R, R-1°S-1y S-1° R-1

Solucién:

Nétese que DomR ={a, b,c}=A, RecR={1,2,3}=B
DomS=ByRecS={x,y}=C

AsiR:A—-ByS:B—»C,S°R:A—>C

S.R={(u,v) EAxXC: Ay EB/(u,y) ER A (y,v) € S}

B. o}y

S=1={(x, 1), (x, 2), (v, 3)} se tiene que R-1-3-1 = {(x, &), (x, b), (y &), (v, b), (y, €)}
Note que (S° R) -1 =R-1-S-1

S-1°R-1es vaciapues si(x,y) € S-1°R-1conR-1:B—>A AN S-1:C—>B
Y A6=C.

Ejercicio 9:

SiR: A — A es transitiva demuestre que R—1 también es transitiva.
Demostracion:

Por demostrar que si:

X, ¥Y) ER-1 A (y,2) € R-1= (X, z) € R-1
KYERTAWM,ZDERT1S WY, XN)ERAN(EZYERSEZYERAW,XY)ER=(Z,X) ER—-(X2) €
R-1 Como se queria

Ejercicio 10:

Sea R: Z — Z definida por

k,p) ER< Idm & Z+:k=mp

Demuestre que R es una relacion de orden parcial.

Demostracion

Debemos demostrar que R es: refleja, transitiva y antisimétrica.
Refleja:



VzeZ d1€ 2+ 1z=2<(z2,2) €R
Transitiva:
(@, b) R A (b,c) € R< Iml,m2 € Z+/a=mlb A b=m2c <

a=mlm2c,seamlm2=m;m € Z+<a=mc<(a,c) €R
Antisimétrica;

@b)ERA (M acERS IMIm2 € Z+la=mlb A b=m2a<&
dmlm2 € Z+/a=mlm2a, ahora:

Sia6=0=mlm2=1comoml /A m2 € Z+ = ml=m2 =1 en cuyo caso
a=bh.
Sia=0<b=0, Vml,m2 € Z+ asitambién a=b

II1. APLICACIONES DE LAS FUNCIONES REALES

Generalmente se hace uso de las funciones reales, (aun cuando el ser humano no se da cuenta), en el
manejo de cifras numéricas en correspondencia con otra, debido a que se estd usando subconjuntos de
los numeros reales. Las funciones son de mucho valor y utilidad para resolver problemas de la vida
diaria, problemas de finanzas, de economia, de estadistica, de ingenieria, de medicina, de quimica y
fisica, de astronomia, de geologia, y de cualquier area social donde haya que relacionar variables.

Cuando se va al mercado o a cualquier centro comercial, siempre se relaciona un conjunto de
determinados objetos o productos alimenticios, con el costo en pesos para asi saber cuanto podemos
comprar; si lo llevamos al plano, podemos escribir esta correspondencia en una ecuacion de funcién "x"
como el precio y la cantidad de producto como "y".

Se puede aplicar en muchas situaciones, por ejemplo en economia (uso de la oferta y la demanda) los
economos se basan en la linealidad de esta funcién y las leyes de la oferta y la demanda son dos de las
relaciones fundamentales en cualquier andlisis econémico. Por ejemplo, si un consumidor desea
adquirir cualquier producto, este depende del precio en que el articulo esté disponible. Una relacién
gue especifique la cantidad de un articulo determinado que los consumidores estén dispuestos a
comprar, a varios niveles de precios, se denomina ley de demanda. La ley més simple es una relacién
del tipo P=mx + b, donde P es el precio por unidad del articulo y m y b son constantes.

Muchas son las aplicaciones de la funcion lineal en el caso de la medicina. Ciertas situaciones requieren
del uso de ecuaciones lineales para el entendimiento de ciertos fendmenos. Un ejemplo es el resultado
del experimento psicoldgico de Stenberg, sobre recuperacion de informacion.

Esta dada por la formula y=mx+b donde m y b son nimeros reales llamados pendiente y ordenada al
origen respectivamente. Su grafica es una recta.

Dada la ecuacion y=mx+b:Si m=0, entonces y=b. Es decir, se obtiene la funcién constante, cuya gréfica
es una recta paralela al eje X que pasa por el punto (0,b).
Si b=0, entonces y=mx. Esta ecuacién tiene por grafica una recta que pasa por el origen de coordenadas
(0,0).

Funcién Cuadratica.

El estudio de las funciones cuadréticas resulta de interés no sélo en matematica sino también en fisica y
en otras areas del conocimiento como por ejemplo: la trayectoria de una pelota lanzada al aire, la
trayectoria que describe un rio al caer desde lo alto de una montafia, la forma que toma una cuerda floja
sobre la cual se desplaza un equilibrista, el recorrido desde el origen, con respecto al tiempo
transcurrido, cuando una particula es lanzada con una velocidad inicial.



Puede ser aplicada en la ingenieria civil, para resolver problemas especificos tomando como punto de
apoyo la ecuaciéon de segundo grado, en la construccion de puentes colgantes que se encuentran
suspendidos en uno de los cables amarrados a dos torres.

Los biélogos utilizan las funciones cuadraticas para estudiar los efectos nutricionales de los organismos.

Existen fendmenos fisicos que el hombre a través de la historia ha tratado de explicarse. Muchos
hombres de ciencias han utilizado como herramienta principal para realizar sus calculos la ecuacion
cuadratica. Como ejemplo palpable, podemos mencionar que la altura S de una particula lanzada
verticalmente hacia arriba desde el suelo esta dada por S= VOt - % gt2, donde S es la altura, VO es la
velocidad inicial de la particula, g es la constante de gravedad y t es el tiempo.
La funcion cuadratica responde a la formula: y= a x2 + b x + ¢ con a =/ 0. Su gréafica es una curva
llamada parabola cuyas caracteristicas son:
Si a es mayor a 0 es concava y admite un minimo. Si a es menor a 0 es convexa y admite un maximo.

Vértice: Puntos de la curva donde la funcién alcanza el maximo o el minimo.
Eje de simetria: X = xv. interseccién con el eje y.

Intersecciones con el eje x: se obtiene resolviendo la ecuacion de segundo grado.

Funcién Logaritmica

La geologia como ciencia requiere del planteamiento de ecuaciones logaritmicas para el célculo de la
intensidad de un evento, tal como es el caso de un sismo. La magnitud R de un terremoto esté definida
como R= Log (A/A0) en la escala de Richter, donde A es la intensidad y AO es una constante. (A es la
amplitud de un sismégrafo estandar, que esta a 100 kilébmetros del epicentro del terremoto).

Los astrénomos para determinar una magnitud estelar de una estrella o planeta utilizan ciertos célculos
de carécter logaritmico. La ecuacién logaritmica les permite determinar la brillantez y la magnitud.

En la fisica la funcién logaritmica tiene muchas aplicaciones entre las cuales se puede mencionar el
célculo del volumen "L" en decibeles de un sdlido, para el cual se emplea la siguiente ecuacién L= 10 .
Log (I/10) , donde | es la intensidad del sonido(la energia cayendo en una unidad de area por segundo),
I0 es la intensidad de sonido més baja que el oido humano puede oir (lamado umbral auditivo). Una
conversacion en voz alta tiene un ruido de fondo de 65 decibeles.

El logaritmo en base b de un nimero a es igual a N, si la base b elevada a N da como resultado
Logba=NsibN=a
Notacion logaritmica
log, @ =3

1
oo

i . 3
Notacién exponencial 2

Hallar las funciones inversas de:
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X +3
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yx -2y =x+3 x(y-1)=2y +3
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f(x)=x?

y = x2 x =+fy

FU(x) = 2%
fO)=-x* —4x-4
-(x+2¥ =20 D=
GO =% -4 +3x

X -4x+3)20 X(x-1)x-3)=20
D =[0,1]U[3,w)

y-

x:

Mo es una funcion

Para ver trabajos similares o recibir informacion semanal sobre nuevas publicaciones, visite www.monografias.com



X-5

f(x)= ——
0=
X-250 D =(2,c)
_Wfx-2
. 1G0=3—5
X-5%0 D=R-{5)
D=|2,5 Iy
{ x-220 D = [2, ) [2:5)U (5 )
IH+2
9 Sk (v
D=Rk-{-1}
G =¥ +x+4
X2 +x+420 D=R
10 fOO=+2¢ -4x-4
—-(x+2)¥ 20 D=9
11 fOO =0 —4x® +3x
K -4x+3)=20 X(x—-1)Xx-3)=0
D =[0,1]U[3,)
-5
12 'O 53
M—=2=0 D =(2,m)

IV. FUNCIONES ALGEBRAICAS
Las funciones algebraicas son aquellas en que las variables estan enlazadas con las constantes, solo
por adicion, sustraccién, etc., sin entrar en ellas lineas trigopnométricas, logaritmos, etc.; pues cuando
entran estas cantidades se les llama funciones trascendentes.
El conjunto de funciones algebraicas es ilimitado.

Funciones Polindmicas

A\ 4

FUNCIONES : ]
ALGEBRAICAS | Funciones Racionales

A

Funciones Irracionales

v

1. Funciones Polindmicas:

Son las funciones que vienen definidas por un polinomio, su dominio es los R.



f(x) = a0x® + alx + a2x* + a3x* + ..+ anx™

1.1 Funcién Constante:
Es la funcion que toma el mismo valor.
flx) =k
K. es la constante, y viene dado por cualguier R

1.2 Funcidn Lineal:
La funcién lineal es la funcién polinémica de primer grado. @ # 0
flx)=ax+b

1.3 Funcién Cuadratica:

Es la funcién que se manifiesta mediante un polinomio de sequndo grado. a =+ 0
flx)=ax*+bx+c

14 Funcion Cibica:
La funcidn cibica es de la forma, a =0

flx)=ax®*+bx?+cx+d

2.  FEunciones Racionales:

2.1 Funcién Explicita:
Una funcién es explicita cuando la ecuacién actlia como regla de correspondencia, se tiene
despejada la variable y los términos de la variable.
flx)=3x+2x+1
La ecuacion permite calcular directamente para cualquier valor de “x”.

2.2 Funcion Implicita:
Una funcién implicita se caracteriza porque en la ecuacién que actia como regla de
correspondencia, la variable dependiente no se encuentra despejada
Esta definida de la forma:
flx,y)=0
Una ecuacion implicita podria ser:

Ejercicios resueltos:
1. Demostrar que A X (BNC)= (AXB) N (AXC)
Resolucién:
Sea(x,y)€ AX(BNC)
—-XEAANyEBNCQC)
—-XEAAN[yEB A y€EC(C]
De donde:
—(XEA AN yEB) AN XEA AN yECQ)
—(x,y) € AXBA (x,y) € AXC
—(x,y) € (AXB) N (AXC)
—AX (BXC) C (AXB) N (AXC)
2. SI AXB ={(1,3), (1,5), (2,3), (2.5))}
BXC ={(3,2), (3,3), (3,5), (5,2) , (5,3) ,(5,5)}
Halle el conjunto (AUB)-C
Resolucién:
Por definicién:
AXB = {todos (a, b))Ja€ A A b € B}
Luego de AXB ={(1,3), (1,5), (2,3), (2,5)} se tiene:
A ={1,2}, B={3,5}
De BXC ={(3,2), (3,3), (3,5), (5,2), (5,3), (5,5)} se tiene:
C={2, 3,5}
Se busca (AUB)-C
Definicion: (AUB)-C={x €AV x€B A x¢C}
—AUB= {1, 2, 3,5}, C={2, 3,5}
— (AUB)-C= {1}
— (AUB)-C = {1}




3. DEMOSTAR:

(AUB) N C = (ANC) U (BNC)
Solucidn por doble inclusion:
Seax€ (AUB)NC
—X€E(AUB)A xEC
—(XEA VXEB)A xE€C
—(XEA AXEC)V (xEB A x€C)
—->XxE€(ANC)VxE (BNC)
—-x€(ANC) U (BNC)

— (AUB)N C ¢ (ANC) U (BNC)
4. DEMOSTRAR:

Sea x € (AN C) U (BNC)

—X € (ANC) V x€ (BNC)
—-(XEAAXEC)V(XeBAXxECQC)
—(XEAV x€EB) A xEC

—Xx € (AUB)N C

— (ANC) U (BNC) c (AUB) NC

V. TIPOS DE FUNCIONES
» FUNCIONES EXPONENCIALES
Si: f(x) =x* y g(x) = 2%, Las funciones f y g no son iguales.
La funcién f(x) = x* es una funcion que tiene una variable elevada a un exponente constante.
La funcién g(x) = 2" es una funcién con una base constante elevada a una variable. Esta es un nuevo

tipo de funcién llamada funcién exponencial.

Definicion: Una funcion exponencial con base b es una funcion de la forma f(x) = b*, donde b y x
son numeros reales tal que b > 0 y b es diferente de uno.

El dominio es el conjunto de todos los nimeros reales y el recorrido es el conjunto de todos los
nameros reales positivos.

f(x) = 2%, tabulando la siguiente funcion , genera el siguiente grafico:

8
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2) f(x) =@ @' =2"

, tabulando la siguiente funcién, genera el siguiente grafico:



Propiedades de f(x) = b*, b>0, b diferente de uno:

1) Todas las gréficas intersecan en el punto (0,1).

2) Todas las graficas son continuas, sin huecos o saltos.

3) El eje de x es la asintota horizontal.

4) Si b>1 (b, base), entonces b* aumenta conforme aumenta x.
5) Si 0<b <1, entonces b* disminuye conforme aumenta x.

6) La funcion f es una funcién uno a uno.

La funcién exponencial de base e

Al igual que &, e es un numero irracional donde e = 2.71828... La notacion e para este numero fue
dada por Leonard Euler (1727).
Definicion: Para un nimero real x, la ecuacion f(x) = * define a la funcién exponencial de base e.

Las calculadoras cientificas y graficas contienen una tecla para la funcion f(x) = e*.

La gréfica de f(x) = e* es:

El dominio es el conjunto de los nimeros reales y el rango es el conjunto de los ndmeros reales
positivos.

La funcién f(x) = e* es una funcién exponencial natural. Como 2<e<3, la gréfica de
f(x) = " esta entre f(x) = 2" y f(x) = 3%, como se ilustra a continuacion:



En la simplificacion de expresiones exponenciales y en las ecuaciones exponenciales con base e
usamos las mismas propiedades de las ecuaciones exponenciales con base b.

La gréfica de la funcion exponencial f(x) = e™ es:

N
(4]

» FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
Trigonométricas circulares directas:
Son aquellas cuyos valores dependen de un angulo, y son el seno, coseno, tangente, cotangente,
secante, cosecante de este angulo.

Trigonométricas circulares inversas:
la funcién f(x)=sen x, definida en el intervalo [-p /2, p /2], es continua, estrictamente creciente y
transforma dicho intervalo en el [-1, 1]. Esta funcién es pues un homeomorfismo del primer intervalo
sobre el segundo y su funcién inversa que denotaremos por

f “(x)=arc sen x
Estard definida de [-1, 1] siendo también continua y estrictamente creciente.



Es inmediato coTrprobar que arc sen (- X)=- arc sen x para todo x en [-1, 1].

arc sen x

La funcion f(x)=cos x, definida en el intervalo cerrado [0, p ], es continua, estrictamente decreciente y
transforma dicho intervalo en el [-1, 1]. Esta funcién es pues un homeomorfismo del primer intervalo
sobre el segundo y su funcién inversa que denotaremos por
f *(x)=arc cos x
Estara definida de [-1, 1] siendo también continua y estrictamente decreciente.

Nétese que en ambos casos las funciones seno y coseno no se han considerado en toda la recta real
puesgo que no en ella no son inyectivas y por lo tanto su funcién inversa no estaria definida.

A

COs X



L J

arcC Cos X
Teorema.- Las funciones trigpnométricas inversas arc cos x y arc sen x definidas en el intervalo [-1,1]

son derivables en todos los puntos de (-1, 1) y se tiene

d -1 o 1
——arccosy = ——— ——arcseny =

dx V1-x? dx V1-x?

La funcion f(x)=tag x, definida en el intervalo (-p /2,p /2), es continua, estrictamente creciente y
transforma dicho intervalo en IR puesto que
izmx_}_ﬂztagx:—m, Ezmx_} otagx=o
Esta funcién es pues un homeomorfismo del primer intervalo sobre toda la recta real y su funcién
inversa

f *(x)=arc tag x

Que estard definida en IR, es también continua y estrictamente creciente.
YA

A\

tag x

arc tag x

Ademas arc tag x es derivable en todo punto y su derivada viene dada por

iar-::ta xr=
dx 5 1+x2

Las funciones trigopnométricas inversas verifican las siguientes igualdades
[1 arccos x +arccos (-x)=p,

[l arccosx+arcsenx=p/2,

[1 arc tag x = -arc tag (-x).

El resto de las funciones trigonomeétricas inversas se consiguen de forma similar aunque es usual
considerar la funcién cotangente definida en (0,p ), la funcién secante definidaen [0, p]-{p /2} y la



funcién cosecante en el intervalo [-p /2,p /2]-{0} (donde son inyectivas) para definir sus inversas que
entonces verificaran las siguientes igualdades:

arc cotag x = p /2 - arc tag X,

arc sec x = arc cos (1/x),

arc cosec x = arc sen (1/x).

> FUNCION HIPERBOLICA
Las funciones hiperbdlicas son andlogas a las funciones trigpnométricas ordinarias o
funciones circulares. Estas son:
10 T T T T
Sinh{x) =— |

cosh{x}
tANA{x) —

-10 ! i
-10 -5 0 5 10

sinh, cosh y tanh

a T T T
cosech|x)
sechix)
COF{x)  —

10 I I i
-10 -5 0 8 10

csch, sech y coth
El seno hiperbdélico
wrE

—HLE
: e — €
sinh(wz) = —
El coseno hiperbéliqo .
cosh(waz) = —

La tangente hiperbdlica



tanh(x) = sinh(z)

cosh(z)
y otras lineas:
cosh(zr)
th = ——
coth(z) sinh(x)

(cotangente hiperbdlica)

SBChl: T) = m

(secante hiperbdlica)

csch(z) = sinh(r)

(cosecante hiperbdlica)

» Funcion logaritmica
Se llama asi a la funcién inversa a la exponencial, que existe en base a lo demostrado anteriormente:
x =0 (y) = loga y, definida para 0<y<+9, si a>0 y ad1l.

Escribamos ahora la funcién de otra forma:

y =0 (x) = loga x,

donde llamamos de nuevo x a la variable independiente e y a la funcién, y obtenemos de la gréfica
de la funcién exponencial, la gréfica de la funcién logaritmica por simetria de primer y tercer
cuadrantes.

Por las propiedades de los logaritmos vistas previamente enunciamos las siguientes:

- La funcién logax soélo esta definida para x>0.

- logaa =1 y logal=0. [Todas las graficas pasan por el punto (1, 0)]

- Para a>1 (es decir, b>0) es mondétona creciente desde -0 hasta +0; para a<1 (es decir, b<0) es
monétona decreciente desde +0 hasta -8, tanto mas lentamente cuanto mayor sea

0 loga x@ .

lim logax = + 8 (a>1) lim logax = 80 (0<a<1)

X—>00x—008

- La curva se aproxima asintéticamente al eje y(para a>1 hacia abajo, para a< 1 hacia arriba), tanto
mas rapidamente cuanto mayor sea 8 logaxd .

lim logax = 80 (a>1) lim logax = +d (0<a<1)

x —006 x -0+
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