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rentielles algébriques, qu’on sest efforcé longtemps d'exprimer en
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Prélogo

Para la labor de recopilacion y clasificacion del material se han utilizado
mayormente los recursos en linea disponibles en internet, libros, articulos,
apuntes, etc. .. incluyendo los articulos originales de Poincaré [21] y Bendix-
son [1]. Para las resenas histoéricas se ha utilizado bésicamente el texto de
Krzysztof Ciesielski [1], el cual recomiendo para tener, con pocas palabras,
una visién amplia sobre el tema. Para las explicaciones intuitivas y los co-
mentarios bibliogréficos se han usado las notas de Scott Zimmerman [32].
Para la prueba he elegido la del libro de Gerald Teschl [25], por considerarla
la més cercana en el tiempo y con una notaciéon mas actual de las que he en-
contrado. También nos hemos valido del libro de Morrys W. Hirsch y Stephen
Smale [13] y del libro de Philip Hartman [1 1] el cual dedica unas 60 péginas a
la teoria de Poincaré-Bendixson, para completar la demostracion de Teschl.
El libro de Hartman suele presentarse como un libro de nivel avanzado, pero
en su defensa diré que al menos la parte de la teoria de Poincaré-Bendixson
esta expuesta con bastante detalle. Para explicar los limites del teorema nos

hemos referido a las notas de curso de los profesores Joris Vankerschaver y
Moley Tao [29]

Como prerrequisitos a pesar de que hay conceptos que necesitan algo mas
que los apuntes que se pueden proporcionar en un trabajo de este calibre, y
siendo una doctrina que auna una amplia variedad de ramas de la matematica
intentaremos dar una idea general de los conceptos necesarios en ecuaciones
diferenciales ordinarias, topologia y sistemas dinamicos. Pero hay que decir
que también son necesarios conocimientos en analisis de dos variables reales,
geometria del plano y rudimentos del dlgebra de grupos.

El trabajo se divide en dos partes, una formativa en la que se demuestra el
teorema a un nivel de detalle comprensible para la mayoria de los estudiantes
de matematicas, y una segunda parte informativa en la que se enumeran di-
versas versiones de los teoremas en distintos a&mbitos de las matematicas. Esta
segunda parte deja constancia de la semilla plantada por la fuerte influencia
que han producido y producen hoy en dia.
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Introduccién

Henri Poincaré (1854-1912) es, sin duda, uno de los matematicos més in-
fluyentes y es considerado padre de la teoria cualitativa de ecuaciones diferen-
ciales. Uno de los motivos de esta consideracion viene por su trabajo publica-
do entre 1881 y 1886 [2], concretamente en el volumen 1 (1885) obtiene una
primera versién del teorema para un sistema auténomo en el plano x’=f(x),
con f una funcién analitica. En el volumen 2 (1886) realiza un estudio del
diagrama de fases de un problema de mecanica celeste, logrando responder
varias preguntas de la teoria de ecuaciones diferenciales sin necesidad de en-
contrar la solucion explicita.

Ivar Otto Bendixson (1861-1935) publica en 1901 [1], el articulo que de
alguna forma le dio a conocer a la comunidad matematica, se trataba de una
version mas débil del mismo teorema pero con una prueba mas rigurosa que
la de Poincaré. Fue uno de los primeros resultados aplicables a la teoria de
sistemas dinamicos, teoria que en aquel entonces estaba por venir, y hoy en
dia uno de los mas importantes dentro de la misma. En el mismo articulo,
realiza un estudio de los diagramas de fases de los subconjuntos del mismo
que estan entre ciertas orbitas especiales llamadas separatrices.

El Teorema de Poincaré-Bendixoson, nace de un teorema enunciado ini-
cialmente por Poincaré, posteriormente versionado por Bendixson. Final-
mente, la intuicién de Poincaré y el rigor de Bendixson conformaron un
teorema generalizado con una demostracion rigurosa que hoy en dia conoce-
mos como el Teorema de Poincaré-Bendixson. Originalmente el teorema se
planteé como herramienta para el estudio de las soluciones de sistemas de
ecuaciones diferenciales autonomos en el plano, pero pronto se vio que podia
desprenderse de su parte analitica y demostrarse utilizando iinicamente técni-
cas topoldgicas, y de aqui su aplicacion a la teoria de los sistemas dinamicos.
A partir de aqui han sido infinidad los investigadores e investigadoras los que
han querido aportar su granito de arena, construyendo asi una teoria para el
estudio local de los sistemas dinamicos y las ecuaciones diferenciales.

En esencia el teorema dice que para un sistema dinamico en el plano, o
equivalentemente en un sistema de ecuaciones diferenciales en el plano, una
orbita, o equivalentemente una solucién al sistema, la cual estd dentro de
un conjunto acotado, converge necesariamente bien a un punto de equilibrio,
bien a una oOrbita peridédica o bien a un grafo. Pero tal vez, la conclusion
mas relevante del teorema es que con unas condiciones de diferenciabilidad
no encontraremos ningun sistema dinamico cadtico sobre el plano.



1. Prerrequisitos

1.1. Introduccion

El teorema de Poincaré-Bendixson se demostro inicialmente para dimen-
sion 2, en cuya demostracién mas conocida se utiliza el teorema de la curva
de Jordan en el plano y este es el enfoque en el cual nos centraremos en el
presente trabajo. Los conocimientos previos no son necesariamente basicos,
sirva de muestra el siguiente resultado va un poco mas alla de lo que suele
conocer un alumno de bachiller.

Teorema 1.1 (Teorema de la funcién implicita). Sea el puntop = (aq, ..., a,,
Ry la ecuacion F(zy,...,7,,0) = 0, donde F es una funcién de n + 1
variables reales cumpliendo las siguiente condiciones:

1. F(p) =0, es decir, el punto p satisface la ecuacion.

2. En un entorno U C R"™! del punto p existen y son continuas las
derivadas parciales hasta orden k, es decir, la funcion es de clase C*(U).

3. %F(p) # 0. Entonces, en un entorno V del punto q = (xy,...,2,),
existe una unica funcion z = f(x1,...,x,) cuyas derivadas parciales
son continuas hasta orden k en dicho entorno, es decir, f € C*(V) y
tal que F(xy, ..., xp, f(z1,...,2,)) =0 para todo (x1,...,2,) € V.

Aunque existen versiones de este teorema con hipotesis més generales, es-
ta version sera suficiente para los resultados que se muestran en este trabajo.

En esta seccién veremos los resultados mas destacados y menos conocidos
orientados a la demostracion del teorema.

1.2. Topologia

Para los conceptos basicos de topologia como espacios métricos, compaci-
dad, conexion, continuidad. . ., remitimos al lector a un texto de introduccion
a la topologia [20], aunque hay muchisimos més este es sumamente didéctico.

Como hemos dicho, en la demostraciéon mas difundida del teorema de
Poincaré-Bendixson se utiliza el teorema de la curva de Jordan, lo cual sim-
plifica bastante la prueba, por tanto dada una curva diremos que es una curva
de Jordan si es homeomorfa a la circunferencia S, otra forma de definirla es
como una curva simple y cerrada, o dicho de otra forma, que no tiene extremos
ni autointersecciones. También usaremos el concepto de arco de Jordan que
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es una curva homeomorfa al intervalo cerrado, habitualmente denotado por I.

El teorema de la dicotomia del plano fue formulado por Marie Ennemond
Camille Jordan en 1887 [10] y de él toma el nombre, pero fue el matematico
Oswald Veblen [30] el primero en dar una prueba satisfactoria para la may-
oria de los matematicos en 1905.

Teorema 1.2 (Teorema de la curva de Jordan). Si J es una curva de Jordan,
entonces su complemento en el plano es la union de dos conjuntos abiertos,
conezos y disjuntos. Formalmente: R? \ J = M; U M, donde los M; son
conjuntos abiertos y conexos para i = 1,2 y M; N M, = ().

El libro de Victor Guillemin y Alan Pollack [¢] nos brinda la oportunidad
de construir una demostracién para el caso generalizado de R™ resolvien-
do una serie de ejercicios, esta generalizacién es conocida como Teorema de
Separacién de Jordan-Brouwer. Allen Hatcher [12] da una prueba sobre S?
utilizando grupos de homologia. Para una prueba clasica se puede consultar
el texto de Maxwell A. H. Newman [21].

Otro concepto que necesitaremos es el de transversalidad, aunque aplican-
do este concepto a curvas sobre el plano, es excesivo pues la definicion es muy
general y el uso que le daremos es un caso muy particular que puede deducirse
inmediatamente de la geometria de la curva, sin embargo lo deduciremos de
la transversalidad dado el caracter evaluativo del presente trabajo. Para esta
definicién necesitaremos dos variedades X e Y y una subvariedad Z C Y y
una aplicacién f: X — Y, y que usaremos a conveniencia.

Definicién 1.1. Decimos que [ corta transversalmente a Z en x € X si se
cumplen las dos condiciones:

(I) f(x) e Z.
(1) dfy: To X = Ti)Y DTy Z y  dfo(ToX) + TryZ = Tiw)Y -
Y se denota por fM,Z o fMZ en x.

Definicién 1.2. Decimos qeu f es transversal a Z si para todo v € X se
cumple una de las siquientes condiciones:

1. f(x) & Z.
2. fM.Z.



Concretamente a nosotros nos interesard el caso en que X = S, Y = R?,
Z = J C R? un arco o una curva de Jordan y f = ¢: S' — R?, una curva de
clase C* (k > 1) sobre R? que har4 el papel de curva integral de una ecuacién
diferencial como veremos en la Seccién 2. En R? tenemos la ventaja de que
es sencillo encontrar una caracterizacion de la transversalidad utilizando el
producto escalar al uso. Si parametrizamos J mediante la curva a: I — J
y suponemos que existen s € S' y t € I tales que ¢(s) = a(t) hemos de
comprobar que

ds(ToS") + Tys)J = Ty R?

y sabemos que T,S' = R, y por tanto do,(T,S") = dos(R) = ({L4(s)})
({#'(s)}), y andlogamente tenemos que Ty(5)JJ = Top)J = doy(R) = ({a (t)}).
Por otro lado Ty»R?* = R?, luego estd claro que ({#'(s)}) + ({/(t)}) = R?
si y sélo si o/(t) y ¢'(s) no son tangentes, o lo que es lo mismo o/(t) y ¢'(t)*
no son perpendiculares (obviamente también sirven o/ (t)* y ¢/(t)), es decir,
son transversales si y solo si

a/(t) - (1) #0.

1.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias

En esta seccién unicamente vemos la definicién sistema de ecuaciones
diferenciales auténomo tomada de unos apuntes de la Universidad Politécnica
de Valencia [5], y una referencia al libro de Philips Hartman[! 1] para quien
desee indagar més sobre este tipo de sistemas.

Una ecuacion diferencial ordinaria es una relacién de la forma

Flt,y,y,...,y"™)=0

donde t es la variable independiente y n es el orden de la ecuacion, si el orden
es 1 se diran de primer orden y asi sucesivamente. Un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias es un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias
las cuales deben satisfacerse a la vez, tiene esta forma

Flt,y, o, 9”) = 0
F<t7y27yéa7y§n)) = 0

F(t Yoy Uy - y)) = 0

Para nuestro propdsito inicamente necesitaremos ecuaciones diferenciales
de primer orden sobre el plano, que expresadas en su forma matricial explicita
quedaria

y/ - f(tvy)
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donde y = (y1,%2) vy f = (f1, [2).

Un sistema de ecuaciones diferenciales en el plano, en las que la variable
independiente t no ocurre explicitamente se llama autonomo, es decir:

v =f). (1)

Una propiedad importante y trivial es que en estos sistemas si y = y(t), donde
t € (a, 3), es una solucién del sistema auténomo (1), entonces y = y(t + to)
también es solucién del sistema para t € (o — to, 5 — tg), obvio pues f no
depende del parametro independiente, por tanto %y(t +1to) =y (t+ to)%(t +
to) =y'(t +to) = f(y(t +to)).

El problema de condicién inicial o problema de Cauchy asociado a un
sistema auténomo tiene la forma

v =f),  y(0)=yo.

Dada una curva v: I — R? solucién a este problema de Cauchy diremos
que es solucién mazimal si dada otra curva v': I’ — R? solucién al sistema
I' C I. Sabemos que la solucién maximal al problema de Cauchy es tinica. No
discutiremos aqui sobre la existencia, unicidad o extensién de las soluciones
para este tipo de problemas, esta se puede ver como consecuencia del teorema
de existencia de Peano, y se puede consultar el Teorema 1.2 de la pagina 145
del libro de Hartman [ 1] para una demostracién sobre estos asuntos.

1.4. Sistemas dinamicos

La definicion de sistema dinamico ha evolucionado considerablemente
desde sus primeras definiciones alla por los anos treinta, donde el sistema
dindmico no se habia desligado de la componente analitica que le propor-
ciona la ecuacion diferencial del que proviene. De hecho algunas definiciones
y resultados que se dan en esta seccién, aparecieron antes de tener una defini-
cion formal de lo que hoy entendemos por sistema dindmico, un ejemplo de
ello son los mismos teoremas de Poincaré y Bendixson.

Las siguientes definiciones las podemos encontrar en el manual de Teschl

[28] y servirdn para entender mejor el desarrollo de la demostracién. También
nos hemos servido del manual de José A. Martinez Alfaro [19)].

Definicién 1.3. Un sistema dindmico es una triada (M,G,T) donde M es
un espacio, puede ser un espacio métrico, un espacio vectorial, un espacio
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topoldogico o incluso una variedad diferencial al que llamaremos espacio de
fases, G' es un semigrupo y T es la accion del semigrupo sobre el espacio, es

decir
T: GxM — M

(g,2) — Ty(z)
donde T' cumple que Ty, =Ty o Ty,

Si G = (NU{0},4) o G = (Z,+) diremos que el sistema dindmico es
discreto. Si G = (R*,+) o G = (R, +) diremos que el sistema es continuo.
Nosotros trabajaremos tinicamente con el caso continuo y para M C R2
Luego en nuestro caso tendriamos una aplicacién ¢: (R 6 Rt x M — M
cumpliendo que ¢(t + s,x) = ¢(t, P(s, x).

Dado un sistema auténomo
= f(x). f € C*(M,R?), para k > 1. (2)

Este sistema puede verse como un campo vectorial, y sus soluciones son cur-
vas en M tales que su tangente es este campo vectorial en cada punto.

Definicién 1.4. A las soluciones del sistema (2) se les llama curvas inte-
grales o trayectorias. Y diremos que una curva ¢ es curva integral en xqy si

#(0) = xo.

Por tanto, por lo comentado en la seccién anterior, existe una tinica curva
integral maximal en = € M, al intervalo de definicién de este sistema lo
denotaremos por I, y a esta solucién ¢(t, x), definimos entonces el siguiente
conjunto:

W=|JLx{z} CRxM
xeM
Definicién 1.5. Llamamos flujo de nuestra ecuacion diferencial a la apli-
cacion
D: w — M
(t,z) — o(t )

También se puede usar la notacién ®(t,z) = &, (z) = P, (t), segin con-

venga y dependiendo del elemento al que se le quiera dar importancia.

La propiedad mas importante del flujo es que

O(t + s,2) = B(t, Phi(s, z))



y que en definitiva es la que hace que un sistema auténomo se “adapte”
a nuestra definicién de sistema dinamico. Para comprobar esta propiedad
basta comprobar que fijado ¢t € I, entonces ¢(t + s,z) (donde ahora la
variable temporal es s) también es solucion del sistema pero para el pun-
to inicial ¢(t + 0,2) = ¢(t,x) y por unicidad de la solucién ¢(t + s,z) =
o(t, ¢(s, x)). Para ver que es solucién calculamos su derivada respecto de s que
es Lo(t+s,z) = Lo(u, )% (s) donde u = t+s, entonces fracdds(t+s) =1,
y por tanto Lo(t + s,x) = ¢'(u) = f(P(u)) por ser ¢ solucion.

A continuacién se definen los subconjuntos mas relevantes del espacio
de fases y por extension, del sistema dindmico, y que posteriormente nos
serviran para construir la demostracion.

Definicién 1.6. Dado x € M, se define la érbita de x al conjunto
y(z) == ®(1,,2) C M.

El concepto de érbita en un sistema dinamico es el mismo que se utiliza en
algebra para definir las 6rbitas de una accién, y del mismo modo las érbitas
son las distintas clases de equivalencia de los puntos que pertenecen a la
orbita. Entre otras cosas tenemos que las érbitas son disjuntas dos a dos y
que la union de todas las érbitas son todo el espacio de fases.

Definiciéon 1.7. Dado x € M, se dice que es punto fijo o punto estacionario
o punto singular o punto de equilibrio si y(z) = {x}. En cualquier otro caso
se dice que es punto regular.

Definicién 1.8. Dado x € M, se define la érbita positiva al subconjunto de
la drbita v(z)
vi(z) := (I, x), donde IS ={tel,:t>0}.
Andlogamente la érbita negativa a
v-(x) =@l ,x), donde IS ={tel, :<0}.
Notar que puede darse el caso en que IF = (), entonces v (x) = .
Definiciéon 1.9. Dado x € M, se dice que es periddico si existe T € I, tal

que T # 0 y ®(T,x) = x. Y se llama periodo al infimo mayor que cero de
todos estos valores, es decir a T, :=if{T € I, : T >0, ®(T,z) = x}.



Por extensién de la definicién de punto periédico se suele decir que los
puntos fijos son puntos de periodo cero.

Definicién 1.10. Una drbita se dice que es una érbita peridédica si contiene
un punto periodico.

Notar que si t # 0y ®(t,z) = z, dado y € y(x) = ®(I,,z) tendremos
que existe un s € I, tal que y = ®(s,z) = O(s, P(t,z)) = P(s+t,x) = (t+
s,x) = ®(t, (s, x)) = ®(¢,y) y por tanto y también es periddico. Asi que en
una Orbita periddica todos los puntos son periédicos y con el mismo periodo.
Ademads, como ®(kT,,x) = ¢((k — V)T, + T, x) = O((k — V)T, (T}, x)) =
O((k —1)T,, ) para cualquier k € Z tendremos que tanto para valores posi-
tivos como negativos de I, el flujo pasa por z y por tanto v+ (z) Ny~ (z) # 0,
el reciproco es sencillo, basta tomar un elemento de la interseccién no vacia
y aplicar las definiciones de érbita positiva y negativa, encontraremos dos
valores de I, que nos dan x al aplicarle el flujo, y que por tanto cumple la
definicién de periddico. Por este motivo a las dorbitas periddicas también se
les llama orbitas cerradas.

Definicién 1.11. Clasificaremos las orbitas del sistema (2) del siguiente
modo:

Orbitas fijas. Son las drbitas en la que todos sus puntos son fijos.

Orbitas cerradas. Son las orbitas periddicas, también se llaman érbitas
periddicas regulares.

Orbitas no cerradas. Son las orbitas que no son ni fijas ni cerradas.

Las siguientes definiciones y resultados son interesantes pues su importan-
cia dentro de la teoria de sistemas dinamicos, pone de relieve la trascendencia
del teorema principal de este trabajo.

Definicién 1.12. Dado U C M y o € {+,—}, diremos que es o-invariante
st para todo x € U tenemos que v, C U. Diremos que es invariante si es
+-invariante y —-invariante.

La definicién viene a decir que un conjunto invariante es aquel que con-
tiene todas las orbitas de todos sus puntos.

La siguiente definicién de conjunto limite es una versién moderna sobre la
idea original de conjunto limite de George D. Birkhoff [2]. Intuitivamente es
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un conjunto al que van a parar todas las érbitas del flujo cuando el tiempo se
hace infinito, tanto hacia adelante como hacia atras en el tiempo. Tomando
el orden natural del tiempo, coloquialmente se dice que las orbitas se alejan
(sit — 400) o se acercan (si t — 400) a estos conjuntos, y de ahi su impor-
tancia, pues si tenemos determinados estos conjuntos, tenemos determinado
todo el sistema, al menos cualitativamente.

Definicién 1.13. El conjunto wi-limite de un punto x € M es el conjunto
de todos los puntos y € M tales que existe una sucesion (t,), C I, tal que
lim ®(t,, x) =y, y se denota como wy(x).

Algunos autores llama a-limite al w_-limite y w-limite al w.-limite, por su
analogia con el alfabeto griego, nosotros respetaremos la notacién de Teschl.

El siguiente resultado nos asegurara que las hipdtesis del teorema de
Poincaré-Bendixson son factibles.

Teorema 1.3. Los conjuntos a(vy) y w(vy) son cerrados e invariantes. Si
vt estd acotado, entonces w(vy) es no wvacio, compacto y conero. Ademds
d(x(t),w(7)) tiende a cero cuando t — +o0.

Para una demostracion puede consultarse el libro de F. Verhulst [31].

El siguiente teorema nos asegura que una seccién transversal o como la
llamaremos aqui un arco transversal es en realidad una variedad de dimension
1 sin autointersecciones, lo que es fundamental para la posterior prueba.

Teorema 1.4. Sea X una variedad 2-dimensional y (X,R,m) un sistema
dindamico. Entonces toda seccion continua y localmente conexa es bien un
arco de Jordan o una curva de Jordan.

En este caso la referencia es el libro de Otomar Héjek [11].

La siguiente definicién la podemos encontrar en el libro de L. Perko [23],
aunque en el presente trabajo no extraeremos conclusiones sobre los ciclos
limite, es conveniente conocer el concepto para ver la relaciéon que hay entre
el teorema de Poincaré-Bendixson y estos importantes conjuntos, ya que son
estos conjuntos los que nos proporcionan mayor informaciéon cualitativa que
cualquier otro conjunto definido hasta el momento sobre un sistema dinamico.

Definicién 1.14. Un ciclo limite v de un sistema dindmico en el plano es
una orbita periodica que coincide con el conjunto o u w-limite de otra trayec-
toria ' distinta de ~y. Si el ciclo limite v es el w-limite de todas las otras
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trayectorias en un entorno de vy, entonces se dice que v es el ciclo w-limite
o ciclo limite estable. Andlogamente, si v es el a-limite de un entorno de
trayectorias, entonces es el a-limite o ciclo limite inestable.

Recordemos que un conjunto X C R" es una subvariedad de codimensién
uno, o equivalentemente de dimensiéon n — 1, si la podemos definir como

Y={zxeU:S(x)=0},

donde U C R” es un abierto y S € C*(U) cumpliendo que a%S # 0 para todo
x € X. La subvariedad X es transversal al campo vectorial f si ((0S/0z) -
f)(z) # 0 para todo z € ¥.

Lema 1.1. Seax € M y'T € I,. Sea ¥ una subvariedad de codimension uno
transversal a f, tal que ®(T,x) € X. Entonces existe un entorno U de z y
7€ CKU) tal que T(x) =T vy por tanto

O(7r(y),y) € ¥ para todo x € U .

Demostracion. Consideremos la ecuacién S(®(t,y)) = 0, que por hipétesis
se satisface para (T, x). Luego por transversalidad

D S((t,)) = (0 (0(t,)) - Tab(1,)) = (02 (@(1,)) - F((1,))) #0

para (t,y) en un entorno I x U de (T, z). Luego por el teorema de funcién
implicita 1.1 restringido a U, existe una funcién 7 € C*(U) tal que para todo
y € U tenemos que S(®(7(y),y)) = 0, lo que implica que ®(7(y),y)) € ¥. O

Definicién 1.15. Llamaremos aplicacion de Poincaré a la aplicacion
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2. El Teorema de Poincaré-Bendixson

2.1. Introduccién

La demostracién estd basada en el manual de Teschl [28], pero para com-
pletar la misma se han utilizado también el libro de Hartman [l 1] y el de
Hirsch y Smale [13]. Comenzaremos con unas definiciones previas.

Un arco ¥ C R? serd una subvariedad de dimensién uno dada por la
aplicacién diferenciable de (a,b) — R? definida como t — s(t), que hard las
veces de parametrizacion de la variedad. Usando esta aplicacion, los puntos de
> pueden ordenarse siguiendo el orden del parametro ¢ dentro de los niimeros
reales. Ademds, para cada punto z € R? regular de la ecuacién (1), podemos
encontrar un arco que sea transversal a la funcién f. Segun la definicién de
transversalidad, el vector tangente al arco (s)(t),s5(t)) junto con el vector
(fi(s(t)), f2(s(t))) forman una base de R? como espacio vectorial, o lo que es
lo mismo, el vector normal a s’ y el vector f no llevan la misma direccién y
por tanto su producto escalar es distinto de cero

$5() f1(s(1)) — 51 (1)) f2(s(t)) # 0.

Es suficiente tomar ¥ como el segmento de linea dado por

s(t) = t(=fa(x), f(2)) + 2,

definido en un entorno suficientemente pequetio del cero (—¢, €), que sabemos
que existe pues el producto escalar de funciones continuas es una funcién
continua y como (s - (f 0s))(0) = ||f(x)|| > 0 por ser x regular tendremos
que

(s (fo9))(t) =s5(t) fr(s(t)) — s1(1) fa(s(t)) =
fi(@) (U= fo, 1) (@) + 2) + fo(2) fo(t(=f2, [1) (@) + 2) # 0

para t € (—¢,¢€), donde ¢ es suficientemente pequenio. Notar ademés que si
no es regular no es posible encontrar ningiin arco transversal a f, ya que en
tal caso f(x) =0y este vector no forma base.

Llamaremos segmento del arco Y a un subconjunto cerrado, de interior
no vacio y conexo de ¥. Notar ademds que hemos utilizado la notacién f(x)
para denotar el vector f(z) — x, no hay que olvidar que f(x) en realidad es
un punto sobre el plano real, usaremos esta notacién salvo que se indique lo
contrario.
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En la demostracion que a continuacién se expone, la principal dificultad
con que nos encontramos viene implicita en el primer Lema 2.1 y viene del ar-
gumento conjuntista que se utiliza para ordenar los puntos sobre el arco, por
lo que he podido leer, la mayoria de los demostraciones (por no decir todas)
incluidas las de Poincaré y Bendixson, utilizan un dibujo para convencerse de
que el argumento es correcto. Por mi parte, aunque también me he molestado
en realizar un dibujo, creo que la demostracién del lema puede prescindirse
del mismo y de paso dejar patente que no es tan evidente llegar formalmente
a la demostracién. En cuanto al resto de la demostracién surge con relativa
facilidad, salvo por el Lema 2.3 que tiene el mismo problema que el anterior
comentado, pero sencillo de resolver usando el mismo razonamiento.

2.2. Demostracion del Teorema

Lema 2.1. Sea xq € M wun punto reqular y ¥ un arco transversal y que
contiene a xo. Denotamos por x,, = z(t,) para n > 1, la secuencia ordenada
(tal vez finita), de todas las intersecciones de ,(xg) con el arco 3. Entonces
Tn es monotona con respecto al orden de X.

Demostracion. Consideraremos o = +. Es suficiente demostrarlo para tres
puntos arbitrarios, los denotaremos xg, x1, xs para conocer su orden original
To9 < x1 < X9, hemos de averiguar si son consecutivos también en el arco
Y. Sea J la curva formada por la unién de la curva que va de z¢ a x; a lo
largo de v (x) y vuelve de 1 a xy por un segmento del arco . Como x;
es el siguiente punto que intersecta con ¥ a lo largo de la semidrbita v, (zo),
tenemos que J es una curva de Jordan. Luego por el teorema de la curva de
Jordan tenemos que M = M; U M, donde M; N My = (). Supongamos que
M y M, son las regiones no acotada y acotada respectivamente.

Sea Y el arco que va de zg a z1 a lo largo de ¥, que como es transversal
en todos sus puntos también lo es 3 y por el razonamiento de arriba el vector
f(x) # 0 para todo x € 3. Ademés, por continuidad de la funcién f tenemos
que si (s - (f os))(t) > 0 para algiin ¢ tal que x(t) € 3 entonces debe serlo
para todo t, pues en caso contrario por el teorema de Bolzano existiria un c
tal que (s-(fos))(c) =0, lo que estd en contradiccién con la transversalidad
de ¥. Ver Figuar 1.

Lo que nos viene a decir esto es que f(z) € My 6 f(x) € My (exclu-

sivamente uno u otro) para todo x € ¥. De nuevo por continuidad de f
tendremos que si f(x) € M;, entonces f(x1) € M; parai = 1,2, 0lo que es lo
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Figura 1: La 6rbitas entran en el interior de J o salen de él.

mismo, si f apunta siempre hacia una de las dos componentes en ¥, también
lo hace el vector f(z1). Por las propiedades de las érbitas, estas no pueden
autointersectarse, y como 74 (x1) C 74 (zo) tendremos que v, (x;) C M
6 vy (z1) C Ms, unicamente una de las dos puede darse.

Por tanto supongamos que vy (x1) C M, si el caso es el contrario la
demostracién es andloga. Por definiciéon de zo = x(t3) y ademés to > tq,
entonces 75 € vy (12) C vy (21) C M;. Por otro lado tenemos que My NJ = ()
y Y C ¥ C J. Entonces x9 & X, es decir, x5 no estd entre xg y x; dentro de X,

Por otro lado, como la curva de J esta formada con dos puntos de inter-
seccién zg y x1, entre la érbita dexq y el arco ¥, tenemos que ¥\ S C M.
Como el segmento de curva 7, (xg, 1) comienza a un lado del arco ¥ y termi-
na en el otro, necesariamente la curva debe pasar al otro lado sin intersectar
Y., pues z es la primera interseccion, esto sélo es posible si X tiene un exremo
en int(M) ya que X es conexo por serlo (—¢, €), de manera que un extremo de
Y. queda en M y el otro en M,. Intuitivamente lo que ocurre es que la érbita
rodea el arco para pasar al otro lado dejando uno de los extremos del mismo
totalmente dentro de la curva J, tal y como se muestra en la misma Figura 1.

Sixg < x1 en X, sabemos que x5 € v, (z1) esta en una de las componentes
M;, y como f(xg), f(x1) tienen que estar en el mismo lado de X, s(rq,¢)
esta también contenido en la misma componente M;. Por tanto x; < x5 en
Y. Anédlogamente si o > 1 en X v4(z1) y s(—e,71) estdn en la misma com-
ponente (recordemos que z; = s(r;) para i =0, 1) y entonces z1 > 5.

Si aplicamos este procedimiento iterativamente a todos los tripletes (x;,
x; + 1, z; + 2) el resultado es el mismo, por lo que podemos concluir que la

15



secuencia es monotona en .. OJ

El siguiente razonamiento lo utilizaremos en varios de los siguientes resul-
tados. Lo que nos asegura es que si tenemos un punto y del conjunto limite
de x y un arco transversal que pasa por y, entonces tenemos una sucesion de
puntos sobre la orbita de x que también estdan en el arco transversal.

Sea y € ¥ Nwy(z), por definicién del conjunto w-limite existe t,, — goo
tal que x,, = ®(t,,x) — y. Por el Lema 1.1, tomando x =y y T' = 0, pode-
mos usar la sucesion t,, = t, + 7(z,) que tiende a oo como t,, y la sucesion
T, = ®(t,,r) — y cumple que %, =€ X N 7,(x).

Corolario 2.1. Sea ¥ un arco transversal, entonces w,(z) intersecta X como
mucho en un punto.

Demostracion. Supongamos que existen dos puntos distintos y;,y2 € % N
w,(x), entonces existen dos sucesiones que tienden a ellos a lo largo de ¥ y
a lo largo de v, (z), como hemos visto. Si ordenamos estas dos sucesiones de
manera que formen una sucesién monétona a lo largo de v, (x) tendremos una
contradiccién con el Lema 2.1 pues la sucesion ira saltando alternativamente
de un entorno de y; a un entorno de y, por la definicién de convergencia de
sucesiones, y no serd monotona en X. O]

Corolario 2.2. Si wo(xz) N7,(y) # 0, entonces x es un punto periddico y
por tanto w_(x) = wy(x) = vy(x).

Demostracion. Primero veamos que v,(z) C wy(x), esto es asi pues dado
y € wo(z) Nv,(z) que existe por ser la interseccion distinta de vacio, ten-
emos por un lado que 7, (y) = v,(x), y por invariaza de w,(z) tenemos que

Yo (y) C wo ().

Seay € wo(x)Nv,(x) que no sea un punto fijo, y sea ¥ un arco transversal
que contenga a y, entonces tenemos una secuencia x,, € 3 N ~,(x) entonces
esta interseccion es distinta del vacio y por tantoX N v,(z) C ¥ N w,(x).
Luego por el Corolario 2.1 tenemos que x,, = y para todo n y por tanto y es
un punto periédico. O

Corolario 2.3. Un conjunto C' compacto, minimal y o-invariante, es una
orbita periodica.

Demostracion. Sea x € C, entonces wy(x) = C por ser ambos invariantes
minimales deben coincidir. x € v,(x) N C' = v,(x) N w,(x), entonces por el
Corolario 2.2 x es periddico. Como esto ocurre para todo x € C', tendremos
que C' debe ser una érbita periddica. O
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Lema 2.2. Siw,(z) # (0 es compacto y no tiene puntos fijos, w,(x) es una
orbita periodica reqular.

Demostracion. Sea y € w,(x). Tomemos z € w,(y) C w,(x) que no serd un
punto fijo por hipdtesis. Fijamos un arco transversal > que contenga a z y
una sucesion y, — z tal que y,, € £N7,(y). Entonces XN, (y) C XNw,(y) C
Y Nwy(z) = {z} por el Corolario 2.1. Entonces y,, = z y w,(z) debe ser una
orbita periodica. O

Lema 2.3.

Supongamos que w,(z) es conexo y contiene un érbita peridédica regular
v(y). Entonces w,(z) = v(y).

Demostracion. Si w,(x) \ 7,(2) # 0, por ser w,(x) conexo tenemos un pun-
tos § € v(y) tal que existe un z € w,(z) \ 7, (z) arbitrariamente cerca de
y. Fijamos un arco transversal > que contenga . Entonces, por el Lema 1.1
podemos encontrar 7(z) tal que ®(7(z), z) € ¥. Pero entonces, por el Coro-
lario 2.1, tendremos que ®(7(z2), 2) € ¥ Nw,(z) = {7}, luego z € v(y), lo que
es una contradiccién. Luegow, (x) \ 7,(x) = 0 y por tanto hemos demostrado
el lema. ]

Cuando escribamos w4 estaremos hablando de ambos conjuntos w_-limite
y wy-limite, si hablamos de w, con o € {£} estaremos hablando de uno sélo
de los conjuntos limite.

Teorema 2.1. Sea M un subconjunto abierto de R? y f € CY(M,R?). Fije-
mos un punto x € M, o € {£} y supongamos que w,(x) # 0 es compacto,
conexo y sélo tiene un nimero (finito como mucho) de puntos fijos. Entonces
se da uno de los siguientes casos:

1. wy(x) es una orbita fija.
2. wy(x) es una drbita periddica regular.

3. we(r) es un conjunto (finito como mucho) de puntos fijos {x;}5_, y
una tnica orbita cerrada () tal que wi € {x;}7_,

Demostracion. Siw,(x) no tiene puntos fijos por el Lema 2.2 tenemos que es
una oOrbita regular. Si w(z) tiene al menos un punto fijo x; y no tiene puntos
regulares, entonces w,(z) = {x1} ya que los puntos fijos son aislados y w, ()
es conexo por hipdtesis.

Supongamos que w,(x) contiene puntos fijos y regulares. Sea y € w,(x)
regular, veremos que esto no es posible y que como mucho w. (z) es un punto
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fijo. Luego es suficiente ver que y no existe.

Sea z € w4 regular. Tomamos un arco transversal ¥ que contenga al
punto z y una secuencia y, — 2 tal que y, € y(y) N 3. Por el Corolario 2.1
7(y) C wy(z) intersecta con 3 en un unico punto que tiene que ser y. Y por
tanto y, = z para todo n y gamma(y) es peridédico regular. Ahora por el
Lema 2.3 tenemos que v(y) = w,(x), lo que contradice la hipdtesis de que
w,(x) contenga puntos fijos. [l

2.3. Limitaciones del Teorema

Aunque el teorema es muy potente gracias a la enorme cantidad de situa-
ciones en las que se puede aplicar, tiene sus limitaciones.

El teorema puede descartarse cuando nos enfrentamos a un compor-
tamiento cadtico dentro del plano, lo que nos lleva a que no sea un resultado
muy genérico, sin embargo no parece que esta situacién se mantenga en otros
espacios de configuracion u otros tipos de sistemas dinamicos.

Espacio de configuracién 2-dimensional. En superficies distintas del plano,
puede que el teorema de Poincaré-Bendixson no se cumpla. El siguiente
sistema en el toro

=1
{ y=n

Las orbitas de este sistema no son periddicas, de hecho son densas
sobre la superficie del toro. Si en lugar de m tomamos cualquier otro
numero irracional, se sigue cumpliendo. Sin embargo pueden exigirse
condiciones para que el teorema se verifique como demuestra el Teorema
de Schwartz enunciado en la Seccion 3.3.

Dimensiones superiores Para dimensién 3 o mayores, las érbitas pueden
aproximarse a un conjunto limite muy complejo conocido como atrac-
tor extrano (ver Figura 2). Este sistema se caracteriza por no tener
dimensiéon entera y por una dinamica muy sensible a las condiciones
iniciales, es lo que conocemos como caos.

A pesar de esto han habido autores que han investigado la manera
de conseguir condiciones similares a las del plano con la finalidad de
obtener resultados que equivaldrian al teorema de Poincaré-Bendixson
en dimensiones superiores, ver por ejemplo el trabajo de F. Haas [10]
y el de M. M. Peixoto [22].
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Figura 2: Atractor de Lorentz

Caso discreto No existe un teorema similar para sistemas dinamicos dis-
cretos, aunque si existen algunas contribuciones para generalizar el teo-
rema a sistemas dindmicos hibridos [27], que combinan parte discreta
y parte continua.

En conclusion, el teorema de Poincaré-Bendixson nos dice que en un sis-
tema dinamico definido en el plano no puede haber caos.
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3. Versiones del Teorema de Poincaré-Bendixson

Esta seccion es una traduccion parcial de unas notas en preprint del pro-
fesor Krzysztof Ciesielski [1] en las que se hace un recorrido histérico de
teorema en cuestion, se dan algunas indicaciones sobre la demostracion mas
extendida, andloga a la que hemos presentado en la secciéon anterior y fi-
nalmente se exhiben algunos resultados relacionados y destacados, segin su
propio criterio, al que he anadido una tesis dirigida por el profesor Carlos
Gutiérrez en 2008 y publicada en octubre de 2009 [6].

3.1. Las versiones originales

El teorema nos garantiza, bajo ciertas condiciones, la existencia de érbitas
periddicas, frecuentemente estas érbitas son ciclos limite. Y siempre nos ase-
gura la existencia de puntos estacionarios ya que para un sistema definido en
el plano, cada érbita periddica debe girar alrededor de un punto de este estilo.

Poincaré [24]

Teorema 3.1. Sea un sistema auténomo en el plano:
v = f(z), xR

Supongamos que el sistema define un flujo y que la semidrbita positiva
v"(p) para unp € R? estd acotada, y el conjunto limite positivo w(p) no
contiene puntos estacionarios, entonces w(p) es una orbita periddica.
Ademds, para cada p es un punto periddico, v"(p) es una espiral hacia
un ciclo limite del sistema.

Los resultados para el conjunto limite o(p) son andlogos.

Corolario 3.1. Con las mismas hipotesis del teorema, si una region
acotada no contiene ningun punto estacionario y contiene una semiorbi-
ta de algun punto, entonces contiene una orbita cerrada.

Bendixson [1]
Teorema 3.2. Sea un sistema autonomo en el plano:
v = f(z), zeR%

Supongamos que f = (f1, f2) es continua y que f1 y fo tienen derivadas
parciales continuas. Sea p un punto estacionario. Entonces al menos
una de las siguientes condiciones debe darse:
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1. En un entorno de p existen infinitas orbitas periddicas que dan
vueltas alrededor de p.

2. Existe un punto x # p tal que w(zx) = {p} o a(x) = {p}.
Teorema 3.3. Sea un sistema autonomo en el plano:
= f(r), ze€R?.

Supongamos que f = (f1, f2) es continua y que f1 y fo tienen derivadas
parciales continuas. Sea y(p) una drbita periddica. Entonces al menos
una de las siguientes condiciones debe darse:

1. En un entorno de (p) existen infinitas drbitas periddicas.

2. Eziste un punto x ¢ ~(p) tal que w(x) = v(p) o a(x) = v(p).

Version generalizada Que fusiona el Teorema de Poincaré y el Teorema
de Bendixson, mas conocido como Teorema de Poincaré-Bendixson. Se
puede observar que no es exactamente la versiéon que hemos probado
en el apartado anterior, pero también es facil ver o al menos intuir, su
equivalencia con el mismo.

Teorema 3.4. Sea un sistema auténomo en el plano:
v = f(z), xR

Supongamos que el sistema define un flujo y que la semidrbita positiva
v (p) para un p € R? estd acotada. Entonces se cumple una sola de las
stquientes circunstancias

1. el congunto positivo w(p) es un orbita periddica.

2. para cualquier ¢ € w(p) los conjuntos limite a(q) y w(q) no es
vacio y contiene puntos estacionarios.

Perko [23] Se trata de una versién para campos vectoriales. Aunque no es
clasico puede considerarse como una versiéon moderna de los anteriores.

Teorema 3.5. Sea R una region del plano cerrada y acotada. Consid-
eramos un sistema dindmico ¥’ = X(z) en R donde X es un campo
de vectores de clase C* al menos. Suponemos que R no contiene pun-
tos fijos de X. Suponemos ademds que existe una trayectoria v de X
que comienza en R y permanece siempre en R. Entonces, o bien 7y es
una orbita cerrada, o bien v se aproxima asintoticamente a una orbita
cerrada. En otras palabras, existe un ciclo limite en R.
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3.2. Poincaré-Bendixson y los sistemas dinamicos

En los inicios un sistema dinamico se definia como un flujo, o al menos
era la definicién mas extendida entre diferentes autores, y de alguna man-
era el concepto aiin no se desligaba de su componente analitica, ni si quiera
Poincaré, a pesar de sus progresos en el estudio cualitativo de un problema
de mecdanica, profundizé en sus resultados, siendo otros matematicos como
Birkhoff, Whitney o Markov entre otros los que dieron forma a esta teoria
tal y como la conocemos hoy en dia.

A pesar de que para que un sistema de ecuaciones diferenciales en el plano
cumpla el teorema, una de las condiciones constante en todas las versiones
es que defina un flujo, en ninguna de las demostraciones conocidas se utiliza
la definicién actual de flujo o mejor dicho, de sistema dindmico, entre otras
cosas por que este era un concepto que ain estaba por llegar. En esta sec-
cion veremos coémo algunos autores han adaptado los resultados conocidos
en sistemas de ecuaciones, para sistemas dinamicos.

H. Bohr y W. Fenchel [3]

Teorema 3.6. Sea (R?, R, 7) un sistema dindmico y p € R?* un punto
reqular del sistema. Entonces p ¢ w(p).

P. Seibert y P. Tulley [26]

Teorema 3.7. Sea X C R? y (X, R, 7) un sistema dindmico. Supong-
amos que p € R? es un punto regqular del sistema. Entonces p & w(p).

H. Kneser [17]

Teorema 3.8. Sea K la botella de Klein y (K, R, w) un sistema dindmi-
co sin puntos estacionarios. Entonces existe un x € K tal que su orbita
es periodica.

O. Hajek [15]

Teorema 3.9. Sea (X,R,7) un sistema dindmico donde X es una
variedad dicotémica. Supongamos que w(p) # O para algin p € X. En-
tonces w(p) consiste en un conjunto de puntos estacionarios y al menos
una familia numerable {T,, : n € A C N} de drbitas no estacionar-
1as. Ademds, cada subconjunto compacto de X sin puntos estacionarios
tiene en comun con al menos un numero finito de T,.
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Teorema 3.10. Sea (X,R,7) un sistema dindmico donde X es una
variedad dicotémica. Supongamos que w(p) # O para algin p € X. En-
tonces w(p) consiste en un conjunto de puntos estacionarios y al menos
una familia numerable {T,, : n € A C N} de orbitas no estacionar-
tas. Ademds, cada subconjunto compacto de X sin puntos estacionarios
tiene en comiun con al menos un numero finito de T, .

N. G. Markley [18]

Teorema 3.11. Sea K? la botella de Klein y (K,R,7) un sistema
dindmico. Supongamos que p € w(p) o p € a(p). Entonces p es un
punto estacionario o periodico.

C. Gutiérrez [9]

Teorema 3.12. Sea (X, R, 7) un sistema dindmico sobre una variedad
2-dimensional X de clase C™°. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. (X,R,m) es topoldgicamente equivalente a un sistema dindmico de
clase C? sobre X.

2. (X, R, 7) es topoldgicamente equivalente a un sistema dindamico de
clase C'™ sobre X.

3. 81 M es un congunto minimal del sistema (X,R,7) entonces o
bien M es un punto estacionario, o bien M es homeomorfo a la
circunferencia (es decir, una orbita periddica) o M = X (es decir,
toda la variedad), en el iltimo caso X = T2,

3.3. Poincaré-Bendixson sobre superficies

El resultado principal de esta seccion es el teorema de Schwartz sobre
superficies, aunque se hace referencia también a otros resultados anteriores
y posteriores para superficies concretas.

Versién para S?

Teorema 3.13. Sea un sistema autonomo en el plano:
7 = f(r), xe€S>.

Supongamos que el sistema define un flujo. Entonces cualquier conjunto
minimal es o bien un punto estacionario o una trayectoria periodica.
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Teorema 3.14. Sea un sistema auténomo en el plano:
o = f(r), x€S>.
Supongamos que el sistema define un flujo. Si p € S? no es ni esta-
cionario ni periddico, entonces p ¢ a(p) y p ¢ w(p).
Corolario 3.2.
Teorema 3.15. Sea un sistema autonomo en el plano:
v =f(z), re€S*o0oxrecR?
Supongamos que el sistema define un flujo. Entonces cualquier conjunto
minimal del sistema es una sola trayectoria.
Versién para el toro (Denjoy [7]

Teorema 3.16. Sea un sistema auténomo en el toro T2:
v = f(z), =xeT.

Supongamos que el sistema define un flujo y que f es de clase C?. Sea
M un conjunto minimal para este sistema. Entonces o bien M es un
punto estacionario o bien M es homeomorfo a un circulo (es decir una
orbita periddica) o bien M = T2.

Versién para superficies orientables (Schwartz [25])

Teorema 3.17. Sea un sistema autéonomo en una variedad M com-
pacta, conexa, 2-dimensional y de clase C?:

v = f(z), =xecT.

Supongamos que el sistema define un flujo y que f es de clase C?. Sea
M un conjunto minimal para este sistema. Entonces o bien M es un
punto estacionario o bien M es homeomorfo a un circulo (es decir una
orbita periddica) o bien M = M, en este tltimo caso M = T?.

Corolario 3.3. Sea un sistema auténomo en una variedad M com-
pacta, conexa, orientable, 2-dimensional y de clase C?:

o' = f(z), xeT.

Supongamos que el sistema define un flujo y que f es de clase C?. Sea
M un conjunto minimal para este sistema. Supongamos que M # M.
Entonces si el conjunto omega-limite de un punto w(p) no contiene
ningun punto fijo, omega(p debe ser homeomorfo a la circunferencia

St
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Version para la botella de Klein (Demuner [6]) El teorema en reali-

dad se demuestra para campos de vectores continuos, no necesariamente
diferenciables, y lo hace introduciendo el concepto de w-recurrencia

débil y que consiste en que todas las trayectorias tienen un punto en
su w-limite.

Teorema 3.18. Sea X un campo vectorial continuo sobre la botel-
la de Klein K2 con un nidmero finito de singularidades. Si v es una
trayectoria que no es débilmente w-recurrente, entonces vy es uno de los
stguientes conjuntos:

1. Una singularidad.

2. Una orbita periodica

3. Un grafo.
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