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“La geometría tiene dos grandes tesoros: uno es el teorema de
Pitágoras; el otro es la división de un segmento en razones extrema y media.
El primero lo podemos comparar con una pieza de oro; al segundo lo
podemos considerar una preciosa joya”.

Kepler



I. INTRODUCCIÓN

La geometría es uno de los tópicos matemáticos más novedosos en cuanto a
su planteamiento. En los nuevos diseños curriculares de la ESO, el tratamiento de la
geometría ha estado exclusivamente centrado en el aprendizaje de figuras, es por lo
que a continuación presentaremos una “propuesta de unidad didáctica dedicada a
la semejanza y a la razón áurea” que está dirigida a estudiantes de Matemáticas  de
4º de ESO (OPCIÓN A).

En el desarrollo de la unidad y en el diseño de las diferentes actividades, se
procurará activar el desarrollo de las diferentes competencias que, dado el aspecto
multidisciplinar del tema, no resultará difícil. Se procurará activar aspectos propios
de otras disciplinas como el Dibujo Técnico y el Arte. En esta unidad didáctica, se
exponen procedimientos con la formación y creatividad del manejo del programa de
código libre GeoGebra, que es una herramienta TIC que posteriormente utilizaremos
para desarrollar diferentes actividades, aunque previamente habrá que adiestrar a
los alumnos.

Es importante considerar que todos estos aprendizajes necesitan ser
programados, en el sentido de que para abordarlos es preciso marcarse objetivos y
contenidos, diseñar actividades de desarrollo y evaluación y prever los recursos
necesarios. Esta unidad didáctica se configura en torno a una serie de elementos,
dichos elementos contemplan los siguientes aspectos: descripción, objetivos
didácticos, contenidos, actividades, recursos materiales, organización del espacio y
el tiempo y evaluación, por los que está constituido el siguiente diagrama:

EVALUACIÓN

ADAPTACIÓN
CURRICULAR

CONTENIDOS

ACTIVIDADES Y
ESTRATEGIAS

OBJETIVOS
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II. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El problema que planteamos para la realización de esta unidad didáctica es
“Identificar la razón áurea en las diferentes figuras, polígonos, semejantes, donde
esté la influencia del numero áureo, para llegar a la comprensión del cálculo de
áreas y volúmenes”. Los medios informáticos nos ayudaran a estimar el valor del
número áureo.

III. DETERMINACIÓN DEL CONTENIDO ACADÉMICO.Trataremos aquí el concepto de proporcionalidad en Geometría. Diremosque dos figuras son semejantes, si tienen la misma forma y sus dimensiones sonproporcionales.Dos polígonos son semejantes si sus lados son proporcionales. A la razónentre sus lados, le llamaremos razón de semejanza. Una definición equivalente depolígonos semejantes, es que son aquellos que tienen ángulos iguales.Aunque no sea objeto de esta unidad, se podría hacer un estudio funcionalde la semejanza: La semejanza es la transformación del plano que resulta decomponer un movimiento y una homotecia. Llamaremos razón de semejanza a larazón de la homotecia correspondiente.No será este último el enfoque que daremos a nuestra unidad didáctica,sino que nos centraremos en dos casos particulares de semejanza: la escala y larazón áurea.Las escalas son factores de reducción que nos permiten representar en unplano elementos de la realidad. Así la escala (por ejemplo E 1:50) es la razón desemejanza entre la realidad y el plano.Otro caso particular de semejanza es la razón áurea. Podemos consultarmúltiples trabajos al respecto algunos con un enfoque más artístico (Pacioli,1987), otras con un enfoque matemático (Alsina y Trillas, 1984), todos ellosatractivos presentando el mágico número de oro .El número áureo se define como la proporción que divide a un segmentoen dos partes tales que la mayor es a la menor como el total es a la mayor.Es decir, dos números A y B (A<B) están en proporción de oro si:
Luego:
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Luego la solución positiva de la ecuación resulta en la proporción:que es el número de oro.
Enunciaremos a continuación algunas propiedades del número áureo:
1.-
2.-  es el cociente entre la diagonal y el lado del pentágono regular.Trazando las diagonales obtenemos el pentáculo, en el que hay másrelaciones áureas.

3.-En el pentáculo hay dos tipos de triángulos isósceles de 72, 72 y 36,llamado triángulo sublime, e isósceles obtusángulo de 36,36 y 108, quetiene los lados en proporción y los lados en 1:34.- Un rectángulo áureo es aquel que tiene los lados en proporción áurea. Apartir de uno se generan otros por adición o substracción de cuadrados.5.-Dada la sucesión de Fibonacci:a, b, a+b, a+2b, 2a+3b, 3a+5b…;

Luego la solución positiva de la ecuación resulta en la proporción:que es el número de oro.
Enunciaremos a continuación algunas propiedades del número áureo:
1.-
2.-  es el cociente entre la diagonal y el lado del pentágono regular.Trazando las diagonales obtenemos el pentáculo, en el que hay másrelaciones áureas.

3.-En el pentáculo hay dos tipos de triángulos isósceles de 72, 72 y 36,llamado triángulo sublime, e isósceles obtusángulo de 36,36 y 108, quetiene los lados en proporción y los lados en 1:34.- Un rectángulo áureo es aquel que tiene los lados en proporción áurea. Apartir de uno se generan otros por adición o substracción de cuadrados.5.-Dada la sucesión de Fibonacci:a, b, a+b, a+2b, 2a+3b, 3a+5b…;

Luego la solución positiva de la ecuación resulta en la proporción:que es el número de oro.
Enunciaremos a continuación algunas propiedades del número áureo:
1.-
2.-  es el cociente entre la diagonal y el lado del pentágono regular.Trazando las diagonales obtenemos el pentáculo, en el que hay másrelaciones áureas.

3.-En el pentáculo hay dos tipos de triángulos isósceles de 72, 72 y 36,llamado triángulo sublime, e isósceles obtusángulo de 36,36 y 108, quetiene los lados en proporción y los lados en 1:34.- Un rectángulo áureo es aquel que tiene los lados en proporción áurea. Apartir de uno se generan otros por adición o substracción de cuadrados.5.-Dada la sucesión de Fibonacci:a, b, a+b, a+2b, 2a+3b, 3a+5b…;



es decir, se cumple que
6.- Esta propiedad geométrica implica la presencia del númeroáureo en multitud de proporciones entre polígonos regulares, pues elángulo de 36 aparece en el pentágono, decágono, estrellas pentagonalesy decagonales.

El número áureo tiene diferentes conexiones con otras partes de lasmatemáticas, así como con el arte, véase por ejemplo (Cachafeiro, 2010), laBiología y la Arquitectura, donde por ejemplo nos podríamos extender hablandodel Modulor de Le Corbusier.
IV. DETERMINACIÓN DE LA PROBLEMÁTICA DE APRENDIZAJEDaniel Chazan caracteriza en “Similarity: Exploring the understanding of ageometrical concept”, los conceptos previos de los alumnos acerca de semejanzaademás de las dificultades que experimentan en el aprendizaje de este tema. Aúnsin pretender presentar un grupo cerrado de ítems,  este autor identifica cuatroáreas de dificultad en relación a la semejanza:a) Comprensión del concepto de semejanza,b) Proporciones durante la amplificación de un objeto,c) Relaciones en el crecimiento dimensional, yd) Proporciones en triángulos rectángulos.Todas estas cuestiones se tratan durante una unidad de semejanza típica enla educación secundaria y han sido reconocidas como obstáculos para losestudiantes de enseñanza secundaria.  De acuerdo con las citadas aportaciones(Chazan, 1988), esta situación motivó la creación de una unidad de semejanzaenfocada a su uso con una herramienta informática, de modo que los alumnosson instados a explorar construcciones  incluyendo semejanza y pretendiendo,en la medida de lo posible, que esta actividad les fuerce a confrontar susconcepciones con  las evidencias que puedan ser contrarias. La herramientainformática permite atacar las dificultades de comprensión de los estudianteshaciendo que se enfrenten a tareas relacionadas con esas dificultades.Potenciando el trabajo grupal de los alumnos, se favorece que el docente observeal estudiante “hacer Matemáticas”, dejando a la vista los procesos depensamiento a lo largo de la discusión.Por otra parte, en el trabajo citado (Chazan, 1988) se señala que la dificultadmás básica que experimentan los estudiantes estudiando semejanza implica un



aspecto crucial de semejanza, razón y proporción. También se indica que losestudiantes suelen confundir semejanza con dimensión.Ruiz y sus colaboradores (2009)  presentan una revisión de las estrategiasque emplean los estudiantes de sexto grado de primaria al resolver actividadesde razón y proporción simple y directa, con la finalidad de reconocer losprocesos cognitivos del pensamiento de los alumnos y poder determinar cómoestructuran sus respuestas ante situaciones problemáticas. Según (Clark y otros2003; Ruiz, 2002; Ruiz y otros, 2002), la enseñanza y aprendizaje de los tópicosde razón y proporción se inicia en la educación primaria y constituyen elcimiento para la adquisición de los conceptos fundamentales. Como afirman Ruizy sus colaboradores, la incomprensión de los tópicos de razón y proporcióncontribuyen al mal empleo de conocimientos de la aritmética escolar, como elmanejo de problemas multiplicativos, además de distorsionar conceptos que seabordan en secundaria y en el nivel superior, como el estudio de funciones.Piaget e Inhelder (1978) indican que en el estudio de la evolución delpensamiento del niño, con frecuencia encontraron el problema de cómo llegan aser entendidas las proporciones. Para Piaget la noción de proporción empiezasiempre de una forma cualitativa y lógica, antes de estructurarsecuantitativamente. Además, el razonamiento proporcional, junto con la habilidadde formular hipótesis y trabajar con un cierto número de variables es, paraPiaget, indicativo de que el estudiante se encuentra en la etapa del razonamientoformal y que es cuando el sujeto tiene que reflexionar y hacer abstracciones paraentender a las razones como relaciones entre cantidades y vincularlas a otrasrazones.Markovits, Hershkowits y Bruckheimer (1986), al analizar problemas devalor perdido y problemas de comparación, llegan a la conclusión de que una delas razones por las que los estudiantes resuelven erróneamente estos problemases el uso de la regla de tres no apoyado en la comprensión. Nesher y Sukenik(1989) apuntan como uno de los errores dominantes la estrategia aditiva, demodo que la relación de las razones es apreciada como la diferencia entretérminos, en vez de asimilar que es de carácter multiplicativo.Los trabajos de Hart (1988) sobre los métodos empleados por estudiantesde enseñanza secundaria durante la resolución de problemas de razón yproporción, apuntan la dificultad hallada por la mayoría de los estudiantes en laresolución de este tipo de problemas usando muchos de ellos métodos aditivos yevitando el uso de fracciones. Según el autor,  los problemas de proporciónrequieren a menudo el reconocimiento de un factor escalar fraccional, seguidode una multiplicación por el factor, relacionándose así con la comprensión de lasfracciones. Por otra parte, Streefland considera que la enseñanza temprana derazón y proporción debe partir de niveles cualitativos, aún apoyando procesosde cuantificación.
Ruiz y sus colaboradores (2009) indican varios aspectos relativos alpensamiento cognitivo de los estudiantes, a través de las estrategias empleadaspara resolver la tarea. Como conclusión, extraen que la enseñanza escolar no ha



explotado al máximo el pensamiento cualitativo de los estudiantes en relación ala proporcionalidad. Este hecho es deducido, por ejemplo, por centrar suatención en una de las dimensiones de las figuras que se les pedía reducir oamplificar. El hecho de que visualizaran un dibujo en su conjunto, y no se fijaranen cada una de sus partes, para poder seleccionar la reducción del original,indica la necesidad de trabajar más el aspecto cualitativo de la proporcionalidad.Además, los alumnos mostraron una cierta comprensión rudimentaria de laproporción, confusión al establecer relaciones entre magnitudes y falta dedetección del factor escala. Tampoco fueron conscientes de la diversidad derepresentaciones que conducían a la solución. Como estrategia de resolución detareas frecuente se observó la estrategia del valor unitario.Por otra parte, en Ruiz (2008), se plantea la importancia de que losestudiantes complementen su aprendizaje de razón y proporción (simple ydirecta) con la observación y manipulación de representaciones hechas porgeometría dinámica, más concretamente en el ambiente del Cabri-Geometre. Laautora señala que las representaciones de distinta naturaleza usadas de manerasimultánea le permiten al estudiante, por un lado, dotar de significado a losproblemas planteados y, por otro, desarrollar el pensamiento proporcionalcualitativo, el cual se ve favorecido con el uso del Cabri-Géomètre, y hacer eltránsito al cuantitativo.Los autores Lesh, Post y Bher señalan que toda persona que resuelve unproblema referido a proporciones, no necesariamente usa el razonamientoproporcional, sino que puede simplemente notar una simple relación numérica ousar un algoritmo mecánico tal como una multiplicación cruzada. Según estosautores, el razonamiento proporcional abarca una amplia y compleja gama dehabilidades cognoscitivas que incluyen tanto la dimensión matemática como lapsicológica.Según Ruiz (2008), la utilización de la conservación de la proporción puedeser usada en el desarrollo de las actividades didácticas, al menos con tresposibles enfoques:i) como verificador de los cálculos que hagan los alumnos,ii) como generador de nuevos problemas por medio del arrastre dealgún punto libre conveniente,iii) como ilustrador de la transición entre las configuraciones posibles.Por consiguiente, se presenta Cabri-Géometrè como un recurso para favorecer elreconocimiento y desarrollo de patrones perceptuales.Finalmente, en Ruiz y colaboradores “Empleo de la Tecnología en laenseñanza de los temas de razón y proporción en educación Básica “, seintroducen algunas actividades enfocadas a la enseñanza de razón y proporcióndesarrolladas en una web interactiva, identificando si permiten al estudiante de11 años de edad lograr consolidar los conceptos involucrados, desarrollando supensamiento proporcional cualitativo y ayudándolo a recuperar el sentido quetiene su pensamiento proporcional cuantitativo.



Galbraith y  Haines (1998) mostraron que los estudiantes que usan elordenador en su práctica de aprendizaje en matemáticas, disfrutan lasmatemáticas. Se sienten atraídos por las características de flexibilidad queproporciona el ordenador, por lo que no les importa pasar mucho tiempo paracompletar una tarea y disfrutan probando nuevas ideas. Su opinión es que lasaplicaciones basadas en la Web aumentan el nivel de confianza, motivación, einteracción. Observaron además  que los alumnos mostraron gran interés altrabajar con la aplicación Web interactiva y tuvieron autonomía en la resoluciónde las tareas.La aplicación Web interactiva logró que el alumno desarrollara habilidadesque con el lápiz y papel no logran ser desarrolladas en todos los alumnos de ungrupo. Se concluye que las actividades realizadas permitieron desarrollar lovisual y lo perceptual, es decir, lo que constituye su pensamiento proporcionalcualitativo. También  desarrollaron aspectos cuantitativos mediante lacomparación de figuras, a través de la superposición de ellas (Freudenthal,1983). La experiencia  tuvo como resultado que los alumnos fuesen capaces deemplear los distintos registros de representación al resolver problemas de razóny proporción, permitiendo construir estos conceptos, dotándolos de significado ysentido, yendo más allá que la simple aplicación de un algoritmo.
Las actividades consideradas en esta unidad van enfocadas al estudio dela proporción a través de cuestiones de tipo geométrico. En cuanto a lasdificultades de comprensión de los conceptos geométricos, los autores Dina vanHiele-Geldof y Pierre van Hiele, sugieren que la comprensión geométrica de losestudiantes progresa a través de diversos niveles que deben alcanzarse de modoconsecutivo: los niveles de van Hiele (visual, descriptivo/analítico,abstracto/relacional,  deducción formal y rigor/metamatemática). Los trabajosde varios autores reflejan que gran parte de los alumnos comienzan la educaciónsecundaria con un nivel de comprensión Van Hiele bajo, mientras que serequeriría al menos un nivel 3 (o incluso 4) para el estudio de la geometría anivel de la enseñanza secundaria. Dado que la elaboración de pruebas formalesrequiere al menos un nivel 4, muchos alumnos tendrían problemas paraentender los contenidos. Normalmente los problemas se concentran demasiadoen el empleo de fórmulas para realizar diferentes cálculos, y no lo suficiente enanalizar los conceptos, plantear conjeturas sobre las propiedades, probarlas, yestudiar multitud de figuras experimentalmente.Por otra parte, de acuerdo con la teoría del psicólogo Jean Piaget sobredesarrollo cognitivo,  una persona necesita alcanzar un cierto nivel (llamado elestado de las operaciones formales) para ser capaz de razonar formalmente yentender y construir pruebas.Una de las dificultades que presentan los estudiantes en relación a laspruebas es su propio concepto de lo que constituye una prueba. Por ejemplo,algunos alumnos consideran que comprobar que un enunciado se cumple paraun ejemplo, o quizás varios, es suficiente para mostrar su veracidad, o que eldibujo de un diagrama adecuado permite demostrar visualmente que una



propiedad se cumple. La utilización de herramientas informáticas persiguefacilitar que los estudiantes formulen y prueben conjeturas.
V. FORMULACIÓN, SELECCIÓN Y SECUENCIACIÓN DE OBJETIVOS.Objetivos escolares de la semejanza y la razón  áurea:

1. Identificar figuras semejantes.

2. Identificar polígonos semejantes.

3. Calcular la razón de semejanza entre dos figuras.

4. Identificar la escala como razón de semejanza.

5. Realizar diferentes cálculos con escalas.

6. Reconocer la influencia de la razón de semejanza en el cálculo de áreas y
volúmenes.

7. Conocer el número áureo.

8. Identificar la aparición del número áureo en diferentes lugares.

9. Utilizar diferentes medios informáticos para estimar el valor del número
áureo.

Por lo tanto, planteamos la siguiente estrategia de aprendizaje que es un mapa
conceptual, el cual nos permitirá sintetizar la información para comprenderla en el
proceso enseñanza-aprendizaje de esta unidad didáctica:

Triángulos

Rectas
Paralelas

Planos

Polígonos

Razón Áurea

Semejanza Escala

GeoGebra

Número Áureo

Área Volumen



Realizaremos diferentes actividades para alcanzar los objetivospropuestos. En el siguiente cuadro, se recoge la contribución de las diferentesactividades a la consecución de los objetivos propuestos:OBJETIVO 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 111.- Identificar figuras semejantes. X

2.- Identificar polígonos semejantes. X

3.-Calcular la razón de semejanzaentre dos figuras. X X

4.- Identificar la escala como razón desemejanza. X X

5.-Realizar diferentes cálculos conescalas. X

6-Reconocer la influencia de la razónde semejanza en el cálculo de áreas yvolúmenes. X

7.-Conocer el número áureo. X X X X X X X X X X

8.- Identificar la aparición del númeroáureo en diferentes lugares. X X X X X X X X X X

9.-Utilizar diferentes mediosinformáticos para estimar el valor delnúmero áureo. X X X X X X X X X X



VI. SELECCIÓN DE ESTRATEGIAS DIDÁCTICAS: PLANTEAMIENTO
METODOLÓGICO Y SECUENCIACIÓN DE ACTIVIDADES.

PLANTEAMIENTO METODOLÓGICO

El diseño de las actividades proviene de la perspectiva de que losestudiantes construyen su conocimiento por sí mismos (Piaget, 1952) enrespuesta a sus objetivos dentro del contexto social (Vygotsky, 1978) como lopuede ser el aula  (Cobb & Bauersfeld, 1995). El diseño instruccional y lametodología debe permitir, por un lado, oportunidades para que los estudianteselaboren de modo individual su experiencia e intuiciones  además de laconstrucción colectiva del conocimiento escolar. Por otro lado, los estudiantesdeben implicarse en actividades participativas que promuevan un ambienteescolar basado en el apoyo por parte del profesor (Fuson, De La Cruz, Smith, LoCicero, Hudson, Ron, & Steeby, 2000).La colaboración entre profesores y alumnos produce la modificacióniterativa del diseño de modo que se optimice la consonancia con las dificultades,estrategias, vocabulario, y comprensiones emergentes (Abrahamson, 2003).Se ha demostrado que las actividades resultan más efectivas cuando sulectura o construcción permite a los alumnos conectar el material con suscomprensiones previas (Wilensky, 1993),  entendiendo “comprensiones” nocomo conceptos estáticos, sino como maneras de actuar y pensar (vonGlasersfeld, 1990, pág. 37; o Freudenthal, 1981).De los trabajos sobre Fenomenología (Heiddeger, 1962), se conoce quelas concepciones previas de los estudiantes, tanto académicas como noacadémicas, se encuentran de modo implícito en su modo de actuar y pensar  yse hacen parcialmente explícitas a través de la problematización en la clase quefacilita la apropiación de los artefactos matemáticos (Abrahamson, 2003).Siguiendo los estudios realizados por Piaget y sus colaboradores sobreproporcionalidad (Piaget, Grize, Szeminska y Bang, 1968),  que llevaron a pensarque una vez que los alumnos habían entendido las funciones lineales seríancapaces de resolver problemas de proporcionalidad en cualquier situación,  lostrabajos de Vergnaud (1994) sugieren, en cambio, que a la hora de entender elconcepto de proporcionalidad, la naturaleza de la situación del problema juegaun papel importante. Véase (Abrahamson, 2003).Las actividades que se trabajan en la unidad persiguen el razonamiento, laargumentación y el trabajo en pequeño grupo, remarcando el papel protagonistadel alumno asistido por profesor, que fomenta la actitud positiva hacia elaprendizaje y que los alumnos sean conscientes del valor que tiene el trabajo queellos realizan para su propio aprendizaje.



La acción del profesor irá dirigida del siguiente modo. En primer lugar, losestudiantes obtienen información del profesor, quien presenta una nueva idea ypermite que estos trabajen con el nuevo concepto. A continuación, y a través dela guía del profesor, los alumnos realizan tareas mediante la exploración de lasrelaciones implícitas. Tras la explicación de sus descubrimientos, los estudiantespodrán realizar tareas más complejas y resumir su aprendizaje.Es importante permitir al alumnado que experimente, investigue, yjuegue con las ideas geométricas y figuras, para ello la utilización de las nuevastecnologías será de gran ayuda, en particular el uso de herramientas degeometría dinámica, que permitirán una manipulación interactiva de las figuras,moviéndolas, rotándolas, estrechándolas, de modo que se puedan analizar suspropiedades.Los alumnos podrán comprobar distintos comportamientos, hacer susprocedimientos más sistemáticos, realizar descubrimientos por sí mismos ycomunicar su conocimiento explicando sus conclusiones.
SECUENCIA DE ACTIVIDADES

El número áureo o número de oro es uno de los tres famosos números quetiene como nombre una letra, Φ. Se trata de un número que no se puede expresarcomo razón de dos números enteros, lo que equivale a decir que tiene infinitosdecimales y que, además, esos infinitos decimales no responden a ninguna reglade repetición.La también llamada divina proporción ha tenido una importancia capital alo largo de la historia en artes plásticas y arquitectura, considerándosela laproporción perfecta entre los lados de un rectángulo. Presentamos ésta comouna importante herramienta en la aplicación de la proporcionalidad, a la vez quese potencia su utilidad en el estudio de propiedades de tipo geométrico.La mayoría de las actividades (especialmente las más sencillas que seproponen al principio) han sido diseñadas de manera que se facilite un contextodonde los alumnos puedan realizar una observación y exploración del problemaplanteado, indagación y experimentación con las diferentes posibilidades yaplicación a ejemplos particulares. La utilización de Geogebra se convierte enuna herramienta ideal para garantizar que los alumnos realicen las diferentesfases dentro de las actividades propuestas. En las actividades más complejas, seproporciona un guión detallado con la finalidad de orientar la actuación.
ACTIVIDAD 1: LA FOTO.Repartimos el alumnado en grupos de 4 o 5 alumnos. Hacemos una foto.Podemos imprimirla en un folio A3 primero, y después en A4.



Pedimos medir a cada uno de los componentes del grupo en la foto A3 con unaregla. Luego tomamos la medida real de uno solo de los miembros del grupo.¿Podríamos calcular ya la medida real del resto de los miembros del grupo?¿Cómo mecanizaríamos los cálculos?¿Como calcularíamos la altura en A4 de cada uno de los componentes utilizandoel menor número posible de veces la regla? Mecaniza los datos.¿Cuál es la media de las alturas reales de la clase? Relaciona las alturas mediasreales, las medias A4 y las medias A3.
ACTIVIDAD 2: EL PENTÁGONOPara realizar esta actividad utilizaremos el programa de software libreGeogebra, en el cual habremos adiestrado previamente a los alumnos.
 Construiremos un pentágono regular. ¿Cuánto miden sus ángulosinteriores? ¿Cuánto medirán los de un hexágono? ¿Y los de un decágono?
 Mide las longitudes de los lados y el área del pentágono.
 Traza una de las diagonales del pentágono. ¿Qué relación existe entre ellado y la diagonal?
 Traza el resto de las diagonales. Observa que se forma un pentágono.¿Qué relación existe entre este pentágono y el original? Fíjate en los ladosy las áreas.
 Clasifica los diferentes tipos de triángulos que aparecen.
 Sin volver a hacer las diagonales, predice la longitud de las mismas y ellado y el área del nuevo pentágono que se forma.

ACTIVIDAD 3: ¿SOMOS ÁUREOS?



Midamos la estatura y la altura del ombligo de cada uno de los miembrosde la clase. Calcula la relación entre ambos con su cociente. ¿Qué observas? Siuna persona mide 182 cm., ¿a qué altura del suelo se espera que tenga elombligo?



ACTIVIDAD 4: CONSTRUCCIÓN DE UN RECTÁNGULO ÁUREO CONOCIDO SU
LADO MENOREl problema consiste en, dado un segmento, obtener otro de modo que la razónentre este último y el dado sea la razón áurea. Construye, utilizando Geogebra,un rectángulo áureo a partir de su lado menor.A modo de guía, y tal como se indica en la figura siguiente, el proceso deconstrucción consistirá en los siguiente pasos:
 Construir un triángulo rectángulo con el segmento dado y su mitad.
 A la diagonal de este triángulo le sumamos la mitad del segmento dado.
 Comprobar que el segmento así obtenido es al dado como la razón áurea.

ACTIVIDAD 5: EL PLANO DE MI CASASe presentará al grupo un plano real de una casa E 1:50 del tipo:

QuickTime™ and a
 decompressor

are needed to see this picture.

ACTIVIDAD 4: CONSTRUCCIÓN DE UN RECTÁNGULO ÁUREO CONOCIDO SU
LADO MENOREl problema consiste en, dado un segmento, obtener otro de modo que la razónentre este último y el dado sea la razón áurea. Construye, utilizando Geogebra,un rectángulo áureo a partir de su lado menor.A modo de guía, y tal como se indica en la figura siguiente, el proceso deconstrucción consistirá en los siguiente pasos:
 Construir un triángulo rectángulo con el segmento dado y su mitad.
 A la diagonal de este triángulo le sumamos la mitad del segmento dado.
 Comprobar que el segmento así obtenido es al dado como la razón áurea.

ACTIVIDAD 5: EL PLANO DE MI CASASe presentará al grupo un plano real de una casa E 1:50 del tipo:

QuickTime™ and a
 decompressor

are needed to see this picture.

ACTIVIDAD 4: CONSTRUCCIÓN DE UN RECTÁNGULO ÁUREO CONOCIDO SU
LADO MENOREl problema consiste en, dado un segmento, obtener otro de modo que la razónentre este último y el dado sea la razón áurea. Construye, utilizando Geogebra,un rectángulo áureo a partir de su lado menor.A modo de guía, y tal como se indica en la figura siguiente, el proceso deconstrucción consistirá en los siguiente pasos:
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¿Cuáles son las dimensiones reales de la cocina? ¿Cuál es la superficie?Averigua el precio medio de la vivienda en Santiago y calcula el precio de estacasa.¿Podríais hacer un diseño de una casa de 50 m2? Y con estancias áureas?
ACTIVIDAD 6:La siguiente definición aparece en el Libro VI de los Elementos de Euclides:
Se dice que un segmento ha sido cortado en extrema y media razón cuando la recta
entera es al segmento mayor como el segmento mayor es al segmento menor.Otra manera de expresarlo sería: El todo es a la parte mayor como ésta es a la
menorTraduce la definición anterior a lenguaje algebraico observando la relación entrelos dos segmentos que se obtienen en la división:1. Considerad un segmento de longitud l2. Divididlo en dos partes, llamándole a la mayor de ellas, a y a la menor b.3. Escribid l en función de a y b4. Transcribid en lenguaje algebraico: “El segmento total es al segmento mayorcomo el segmento mayor es al menor”
¿Qué se puede concluir sobre la razón entre el todo y el trozo mayor (que es iguala la razón entre el lado mayor y el menor), en la división de cualquier segmentoen Media y Extrema razón, independientemente de la longitud del segmento?
(El número 1 5

2
se llama número áureo o número de oro y se representa porla letra griega φ o su mayúscula Φ).

Si dos números cualesquiera están en razón áurea, ¿qué relación existe el menory la diferencia entre ambos números?
ACTIVIDAD 7: PROPIEDADESComprueba las siguientes cuestiones:a. El inverso de φ es 5 1

2

b. 1+ φ-1= φc. φ+1= φ2d. φ+ φ-1= 5



ACTIVIDAD 8: DIVISIÓN CLÁSICA DE UN SEGMENTO EN MEDIA Y EXTREMA
RAZÓNLa manera clásica de dividir un segmento en Media y Extrema razón es unaaplicación rápida del Teorema de Pitágoras: Un triángulo rectángulo cuyo catetomenor sea la mitad del cateto mayor a cumple que la hipotenusa es a 5

2
. Realizaeste proceso utilizando Geogebra.

ACTIVIDAD 9: EL RECTÁNGULO ÁUREO. PROPIEDADES

Llamamos rectángulo áureo a aquel en el que la razón entre el lado mayor a y ellado menor b es la razón áurea a
b

1 5
2

.Comprueba la siguiente propiedad de los rectángulos áureos: Si a un rectánguloáureo le quitamos el cuadrado determinado por su lado menor, el rectánguloresultante también es áureo.
Método alternativo para la construcción del Rectángulo áureo conocido su
lado menorEl siguiente proceso de construcción es similar al especificado con anterioridad.Realiza los siguientes pasos con la ayuda de Geogebra:
 Construir un triángulo rectángulo con el segmento dado y su mitad.
 Sumar, a la diagonal de este triángulo, la mitad del segmento dado.
 Comprobar que el segmento obtenido es al dado como la razón áurea.
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ACTIVIDAD 10: CONSTRUCCIÓN DE UN RECTÁNGULO ÁUREO CONOCIDO SU
LADO MAYOREl proceso de construir un rectángulo áureo conocido su lado mayor es muysencillo pues hemos visto que, si dividimos un segmento en media y extremarazón, el segmento dado es al fragmento mayor (media razón) como éste es alfragmento menor (extrema razón).Con ayuda de Geogebra, realiza esta construcción: dado el lado mayor de unrectángulo áureo, dividirlo en media y extrema razón y comprobar que elfragmento mayor es el lado menor del rectángulo áureo buscado.
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ACTIVIDAD 10: CONSTRUCCIÓN DE UN RECTÁNGULO ÁUREO CONOCIDO SU
LADO MAYOREl proceso de construir un rectángulo áureo conocido su lado mayor es muysencillo pues hemos visto que, si dividimos un segmento en media y extremarazón, el segmento dado es al fragmento mayor (media razón) como éste es alfragmento menor (extrema razón).Con ayuda de Geogebra, realiza esta construcción: dado el lado mayor de unrectángulo áureo, dividirlo en media y extrema razón y comprobar que elfragmento mayor es el lado menor del rectángulo áureo buscado.



Utilizad también Geogebra para seguir este otro método alternativo paraconstruir un rectángulo áureo a partir de su lado mayor, utilizando la propiedadde los rectángulos áureos enunciada en la actividad 9:
 Construid el rectángulo áureo que tiene el segmento dado como ladomenor.
 Quitad el cuadrado determinado por el lado menor.
 El rectángulo que se obtiene es el buscado, pues tiene al segmento dadocomo lado mayor.

EL PENTÁGONO REGULAR Y LA RAZÓN ÁUREAEl pentágono regular y el número áureo tienen una relación muy estrecha ya quepodemos encontrar la razón áurea en varios de los elementos implicados en él.En particular, detallamos los dos casos más interesantes que son básicos parajustificar las construcciones del pentágono regular dado el lado y dado el radio.
ACTIVIDAD 11: TRIÁNGULO ÁUREO MAYOR Y TRIÁNGULO ÁUREO MENORCualquier triángulo cuyos ángulos sean 108º, 36º y 36º, se llama Triángulo áureoMayor. Averigua, con la ayuda de Geogebra, cuál es la relación entre su ladomayor y cualquiera de los otros dos lados. Sugerencia: ¿Cómo es el triángulo queforma la diagonal de un pentágono regular con los lados del pentágono?Por otro lado, cualquier triángulo cuyos ángulos sean 36º, 72º y 72º, se llamaTriángulo áureo Menor. Averigua, utilizando Geogebra, cuál es la relación entrecualquiera de sus lados mayores y su lado menor.
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ACTIVIDAD 12: OTRAS RELACIONES ÁUREAS EN EL PENTÁGONO REGULAREn un pentágono regular se pueden encontrar muchas relaciones áureas. Yahemos mencionado la existente entre la diagonal y el lado. Vamos ahora adestacar dos relaciones interesantes que permitirán, entre otras cosas, justificaruno de los procedimientos habituales de construcción del pentágono regulardado el radio.En un pentágono regular inscrito en una circunferencia, trazamos un radio quedivida en dos partes iguales a uno de los lados y llamemos G al punto de corte delradio con la circunferencia.(A) Si unimos G con uno cualquiera de los vértices contiguos del Pentágono
(T), el radio es al segmento resultante GT como la razón áurea. Esinteresante observar que el segmento mencionado es, precisamente, ellado del decágono regular inscrito.(B) Si unimos G con uno cualquiera de los vértices siguientes a los contiguosdel pentágono (P), el segmento resultante GP es al radio como la razónáurea.Comprobad estas cuestiones con ayuda de Geogebra.



ACTIVIDAD 13: CONSTRUCCIÓN DE UN PENTÁGONO REGULAR DADO EL
LADOPartiendo ahora del lado del pentágono, construid dicho pentágono con la ayudade Geogebra.Sugerencia: La diagonal coincidirá con el lado mayor de un rectángulo áureo delado menor igual al lado del pentágono.

ACTIVIDAD 13: CONSTRUCCIÓN DE UN PENTÁGONO REGULAR DADO EL
LADOPartiendo ahora del lado del pentágono, construid dicho pentágono con la ayudade Geogebra.Sugerencia: La diagonal coincidirá con el lado mayor de un rectángulo áureo delado menor igual al lado del pentágono.

ACTIVIDAD 13: CONSTRUCCIÓN DE UN PENTÁGONO REGULAR DADO EL
LADOPartiendo ahora del lado del pentágono, construid dicho pentágono con la ayudade Geogebra.Sugerencia: La diagonal coincidirá con el lado mayor de un rectángulo áureo delado menor igual al lado del pentágono.



ACTIVIDAD 14: CONSTRUCCIÓN DE UN PENTÁGONO REGULAR DADO EL
RADIOUtiliza las relaciones estudiadas en la Actividad 12 para realizar el siguienteproceso constructivo. Aunque sería posible la construcción utilizandoúnicamente (B), la utilización de ambos enunciados hace el proceso máselegante. Mediante el uso de Geogebra,
 Partid de un radio de la circunferencia en la que vamos a inscribir elpentágono.
 Construid un segmento de modo que la razón del mismo con el radio sea larazón áurea.Una vez realizados estos pasos, es inmediato dibujar el pentágono buscado, comose aprecia con detalle en la figura siguiente.

VII. SELECCIÓN DE ESTRATEGIAS DE EVALUACIÓN: EVALUACIÓN DEL
APRENDIZAJE Y DEL MÉTODOPara finalizar, presentamos una actividad de evaluación con la finalidad deevaluar tanto el progreso en el aprendizaje de los alumnos como el método deenseñanza seguido.
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ACTIVIDAD DE EVALUACIÓN: RELACIONES EN EL DECÁGONO REGULARPara su realización, los alumnos tendrán a su disposición el programaGeogebra. A pesar de que en esta actividad es necesario manejar otras razonesde proporcionalidad diferentes al número áureo, su ejecución nos permitirásaber si el aprendizaje de los alumnos ha sido significativo y si son capaces deenfrentarse a retos donde no se conozca de antemano cual va a ser el resultado.
 Construid un decágono regular. ¿Cuánto miden sus ángulos interiores?
 Mide las longitudes de los lados y el área del decágono.
 Traza la diagonal que une el vértice A con el vértice C del decágono. ¿Quérelación existe entre el lado y esta diagonal? ¿Y para las restantesdiagonales?
 Traza todas las diagonales que unen vértices que tienen como adyacenteel mismo vértice. ¿Qué figuras se forman? ¿Qué relación existe entre estasfiguras y el decágono original? Fíjate en los lados y las áreas.
 Clasifica los diferentes tipos de triángulos que aparecen.
 Sin volver a trazar las diagonales en el nuevo decágono, predice lalongitud de las mismas y el lado y el área del nuevo decágono que seformaría siguiendo el procedimiento descrito.
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