Acotacion de los ceros de un polinomio.
Aladar Peter Santha

80. Introduccion.

Si C= {+bi /a,beR,i?=-1 es el cuerpo de los nimeros complejos, teniendo en cuenta la
representacion de los nimeros complejos en el plano (Figura 0.1)
A

r Figura 0.1

v

, resulta que a=rcosa,b=rsenc. Asi se llega a la forma trigonométrica:
= r(:osa+isena: (r=||z||20, —m+2kr<a<rm+2km, keZ)

, donde r es el méduloy « es el argumento del nimero complejo z .
Si z; =r,€osay +isenay Y 7, =1, €osa, +isen a, _ entonces se tienen las férmulas siguientes:

2,2, =11, os(ay +a,) +isen (o +a, , 2" =r" €osna +isenna
|22 22l =N 2al 22|, arg€, -2, >-arg€, Farge, ., |27 =2]", arg€” Sn-arge”.
Lema 0.1: Cualesquiera que sean los nimeros reales a;,b;,a,,b,
|aya, +byb,| < \/af +b? \/ag +h? (01)
En efecto, para comparar dos nimeros reales positivos es suficiente comparar sus cuadrados:

Zn

2
|a1a2 + b1b2| = alzag + b]_2b22 + 2a1a2b1b2

~

2 ~
2 2 2 2 2 2 2 2 2,2 212 2,2 212

2
lagby +a,b, |’ —(\/af +bZ \JaZ +b2 ) ——€b, —a,b, 2 <0
Teorema 0.1: Si z, =a, +ib, Y z, =a, +ib, entonces
|2+ 22 [ <] z+] 2] 02)

En efecto, para comparar los nimeros reales positivos| z, +z, | Y | z,|+| z.| hay que comparar
sus cuadrados:

|| ) +22||2 =€ +a, 3 +@ +b, 2 :|| zl||2 +|| 22||2 +2Qa, +b1b2:

2 2 2

foul+lzo] = =l 2l +l 22" + 2] 2l 22|
Segun el lema 0.1,
(2 +ZZ||2 - (Zl"Jr"ZZ"j = 2[ €,a, +b;b, }\/alz +b{ \/af +b3 } < 2[ lasa, erlbz|_\/""12 +b! \/ag +b3 } <0

, de donde resulta la desigualdad (02).
Observacion 0.1: Por recurrencia se puede demostrar que
|2+ 22+ +zo [ <[z +] ze]+-+ ]zl (0.3)

Teorema 0.2 z, =a, +ib, Y z, =a, +ib, €entonces
|2+2: [ 2[ 2l -] 2| (04)




2

Tal como en el teorema 0.1, para comparar dos nuameros reales positivos es suficiente
comparar sus cuadrados. Puesto que

2 3 3 -
|| Zl+22 || = 6.1 +a2/+61 +b2/ :af+a§+b12+b22+26.1a2 +b1b2/

[l -leall” = 2al® +lzal* = 2z | = a7 +a3 +b7 +b3 ~2y/af +b{ a3 +b3

, segun el lema 0.1, resulta que
2242, [ |||l 2l [ =2( 302, +bab, +a? +b2 a3 +b3 )20
Observacion 0.2: Puesto que || z,|-| z,]|2] z]|-| z,|, del teorema 0.2 resulta que

| z+22 |2 2] 2]

§1. Cotas de los modulos de los ceros de una funcién polinomio compleja.

Sea C el cuerpo de los numeros complejos y sea f:C — C una funcion polinomio con
coeficientes complejos, definida por

f(x)=apx" +a,x"t+---+a, x+a, (a,#0). (1.1)
Definicion 1.1: Se dice que L € R} es una cota superior de los mddulos de los ceros de f si
||| < L, cualquiera que sea el cero no nulo rde f .

Definicion 1.2: Se dice que | e R} es una cota inferior de los modulos de los ceros de f si

|| =1, cualquiera que sea el cero no nulo o de f .

Teorema 1.1: Si a=max {a,,...,| a,| , entonces
a
”X"21+H = [|f€]>0

Demostracion: Puesto que
a 13
= <
o IX-1
, segun las relaciones (0.4) y (0.2) resulta que
|f €= H ax"+€x""+---+a _x+a, ]

> a,x"

=1+

n-1
—[a X"+ +a, x+a,

ZH a,X"

= Qallx + -+ fan+ o,

—alp" L

-

z“aox“

X" -1 ay N

W= = ol = 2 - >0

Observacion 1.1: Si a, =a,, =---=a,,,=0 Yy a,, ;tP <k <n resultaque
f(x)=x QX"+ +a,,

, y asi los ceros de la funcion g, definida por
g =aX " +-+a,, €. 20

, son justamente los ceros no nulos de f . Asi, el calculo de Lyl para la funcion f se

reduce al mismo célculo para la funciéng .

—a

foe
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Teorema 1.2: Si f :C — C es una funcion polinomio compleja con coeficientes complejos,
definida por (1.1), donde a, = 0, entonces cualquiera que sea el cero « de f , tendremos

| <|of <L
, donde
L=1+2 y a=max fa),...[a| (1.2)
||
Pol oy o ma ) e @
|a,]+b R '

Demostracion: Si || =L, entonces segln el teorema 1.1 resulta que |f(x)|>0 y asi x no
puede ser un cero de f . Portanto, L es una cota superior de los ceros de f .

Si x, €=1,...,n_ son las raices de f,i {=1...,n_son los ceros de fl(x):x”f(ij.
X, X

Si L' es una cota superior de los médulos de los ceros de f, &, entonces

1 1 1 -
—l==<L" = |x|z= 4€=1,..,n_
X Il L

Por tanto | =% es una cota inferior de los médulos de los ceros de f . Luego, puesto que

f,()=a,x"+a, X" +---+ax+a,,
, segun la formula (1.2),

I'=1+— donde b = max ﬁ{ao||
a

anfl

y asi I—i—
LI

n

Figura 1.1




Observacion 1.2: Intuitivamente, el teorema 1.2 tiene el significado siguiente: los ceros de la
funcion f , definida por la relacion (1.2) y que verifica la condicion a, = 0 , estan situados en

la corona circular determinada por dos circunferencias C; y C, de centro O y de radios | y L,

respectivamente, tal como se ve en la figura 1.1.

Observacion 1.3: Puesto que RcC las formulas (1.2) y (1.3) sirven también para calcular las
cotas de los ceros complejos o reales de un polinomio con coeficientes reales. El cddigo
necesario para calcular las cotas (1.2) y (1.3) es el siguiente:

Public Function CotasCerosPC(ByRef p10() As Double, p20() As Double) As Variant
Dim i As Integer, z As Integer, e As Integer, ggq As Integer
Dim a As Double, b As Double, r(2) As Double, md() As Double
Dim p1() As Double, p2() As Double
gp = UBound(p10())
1f p10(gp) = 0 And p20(gp) = 0 Then
gp = CerosFinalesCD(p10(), p20())
ReDim p1(gp), p2(gp)
Fori=0 Togp: p1(i) = p10(i): Next i
Fori=0 To gp: p2(i) = p20(i): Next i

Else
p1() = p10(): p2() = p20()
End If
ReDim md(gp) As Double
Fori=0Togp
md(i) = Sqr(p1(i) * p1(i) + p2(i) * p2(i))
Next i

' Método Anénimo
"r(1) cota superior de los modulos de lo ceros
'1(2) cota inferior de los médulos de los ceros
'Fori=0Togp
a=md(1)
Fori=2Togp
If md(i) > a Then a = md(i)
Next i
b =md(0)
Fori=1Togp-1
1f md(i) > b Then b = md(i)
Next i
r(1) =1+ a/md(0)
r(2) = md(gp) / (b + md(gp))
r(1) = (Int(r(1) * 100) + 1) / 100
r(2) = (Int(r(2) * 100) - 1) / 100
Ifr(2) <0 Thenr(2)=0
CotasCerosPC =r()
End Function
Public Function CerosFinalesC(ByRef p1() As Double, ByRef p2() As Double) As Integer
' Contar los coeficientes nulos al final del polinomio
Dim i As Integer, z As Integer, grado As Integer
Dim q() As Double, gq As Integer
grado = UBound(p1())
I1f p1(grado) = 0 And p2(grado) = 0 Then
i=grado:z=0
Do Until p1(i) <> 00rp2(i)<>00ri=0
i=i-liz=z+1
Loop
End If
gq =grado - z
CerosFinalesC = gq

Ejemplo 1.1: Utilizando la funcién CotasCerosPC en el caso del polinomio con coeficientes
complejos:

P(Z)=@-3I Z°+€+7i 2* + €1 +4i 2° + €+7i 2% + €251 Z—4+3i
Resulta que 3.39 (0.26) es una cota superior (inferior) de los médulos de los ceros complejos.
Observacion 1.4: En el caso de los polinomios duales (con coeficientes de la forma



(a+be, a,beR,e=0ye?=0) no se puede establecer una cota superior de los médulos de sus ceros

(tal como se ha hecho en el caso de los polinomios complejos). Para justificar esta afirmacién basta
con presentar un polinomio dual que tiene infinidad de ceros y cuyos mddulos forman un conjunto
gue no esta acotado superiormente. En efecto, si se considera el polinomio sencillo

P& = €x+1+z  k-€-3: Jk-€+3: F @x+1+5 €-47 =2x3+ €15+ X2 + @4—8¢ +16+16
, entonces teniendo en cuenta que para todos los nimeros duales de la forma x, =4+rg, reR
€ -4°=€>=r?s*=r2.0=0, resulta que
P& >0,y lim |x.|= lim v16+r® =+o.
r—-+owo r—-+ow
Evidentemente esto ocurre siempre cuando el polinomio tiene por lo menos un par de ceros duales

conjugados.
Observacion 1.5: El polinomio P(X)de la observacion 1.4 es de grado 3y tiene infinidades de ceros.

Por tanto para los polinomios con coeficientes duales el teorema de D’Alembert no es valido (es
decir el namero de los ceros duales de un polinomio dual no es siempre igual con su grado).

8.2. Cotas de los ceros reales de una funcion polinomio real.

Sea f:R — R lafuncion polinomio real definida por

f(X)=a,x"+ax" " +---+a, X+a, (2.1)
Definicion 2.1: L, € R, es una cota superior de los ceros estrictamente positivos de f si no
hay ningun cero de este tipo mayor o igual que L,.
Definicion 2.2: L, eR, U 4o es una cota inferior de los ceros estrictamente positivos de
f si no hay ningln cero de éste tipo menor o igual que L,.
Observacion 2.1: Si L, es una cota superior de los ceros estrictamente positivos, entonces
cualquier nimero real positivo mayor que L,, es una cota superior de ellos. De manera
analoga, cualquier numero real positivo menor que L,, es una cota inferior de los ceros
estrictamente positivos de f . Obviamente nos interesa el menor valor posible de L, o bien el
mayor valor posible de L,.

Observacion 2.2: Evidentemente, O es una cota superior de los ceros estrictamente positivos
de f si, y solamente si, f no tiene ceros de este tipo. De manera analoga, +oo €S una cota

inferior de los ceros estrictamente positivos de f si, y solamente si, no hay ceros de este tipo.
Definicion 2.3: L, € R_ es una cota inferior de los ceros estrictamente negativos de f si no
hay ningln cero de este tipo menor o igual que L, .

Definicion 2.4: L, e R_ U f es una cota superior de los ceros estrictamente negativos de
f si no hay ningun cero de éste tipo mayor o igual que L.

Observacion 2.3: Si L, es una cota inferior de los ceros estrictamente negativos, entonces
cualquier nimero real negativo menor que L,, es una cota inferior de ellos. De manera
analoga, cualquier nimero real negativo mayor que L,, es una cota superior de los ceros
estrictamente negativos de f . Obviamente, en este caso también nos interesan el mayor y el

menor valor posible de L, y L, , respectivamente.
Observacion 2.4: Obviamente, 0 es una cota inferior de los ceros estrictamente negativos de
f si, y solamente si, f no tiene ceros de este tipo. De manera andloga, —<c es una cota



superior de los ceros estrictamente negativos de f si, y solamente si, f no tiene ningln cero

de este tipo.

Observacion 2.5: Si en la definicion (2.1) de f tenemos
a,=-=a,,,=0 vy a, =0,

, entonces,

f(x)=Xx QX"+ +a,,
,ysea g:R — R definida por

g(xX) =ax" ™  +--+a,,
Puesto que el conjunto de los ceros no nulos de f coincide con el conjunto de los ceros de g,
el calculode L,,L, L, y L, para f sereduce al calculo de las mismas cotas para g .
Teorema 2.1: Si la funcion polinomio f esta definida por la relacion (2.1) y a, #0,
entonces

L S Ll
|a,|+b

EY

a=max fh],....|a| Jy b=maxfh|,....|a,,|

Demostracion: Segun el teorema 1.2, los ceros complejos no nulos de f (entre ellos los ceros
reales) tienen que ser situados en el interior de la corona circular determinada por las
circunferencias C; y C, de centro O y de radios L, y L,, respectivamente (ver figura 1.1). Los
puntos de corte de estas circunferencias con el eje Ox tienen las abscisas
Xa=-L,Xg =-L3,Xc =L3 Y Xp=L;, respectivamente. Entonces es obvio que, fuera del
intervalo €, D: no puede existir ningun cero estrictamente positivo, mientras que fuera del
intervalo @, B: no pueden existir ceros estrictamente negativos. Asi, quedan demostradas
las férmulas (2.2) y la codificacion de los calculos es la siguiente:

L,=-L y L, =-L (2.2)

, donde

Public Function AnonimoPR(ByRef p0() As Double) As Variant

'METODO ANONIMO
Dim a As Double, b As Double, gp As Integer, y(4) As String
Dim p() As Double, res(4) As String, xx(4) As Double
p() = CerosFinalesR(p0)
gp = UBound(p()
a = Abs(p(1))
Fori=2Togp

If Abs(p(i)) > a Then

a = Abs(p(i))

End If
Next i
b = Abs(n(0))
Fori=1Togp-1

I1f Abs(p(i)) > b Then

b= Abs(p(i))

End If
Next i
xx(1) =1 +a/ Abs(p(0)): xx(1) = Redondeo(xx(1), 1): xx(2) = -xx(1)
xX(3) = Abs(p(gp) / (Abs(p(gp) + b))): xx(3) = Redondeo(xx(3), 3): xx(4) = -xx(3)
Fori=1 To4: y(i) = FormatoNumero(xx(i)): Next i
res(4) = y(1) ' Cota superior ceros positivos
res(1) = y(2) ' Cota inferior ceros negativos
res(3) = y(3) ' Cota inferior ceros positivos
res(2) = y(4) ' Cota superior ceros negativos
Anonimo = res()

End Function



Public Function CerosFinalesR(ByRef p() As Double) As Variant
' Supresion de ceros al final del polinomio
Dim i As Integer, z As Integer, grado As Integer
Dim q() As Double, gq As Integer
grado = UBound(p())
If p(grado) = 0 Then
i=grado:z=0
Do Until p(i)<>00ri=0
izi-liz=z+1
Loop
End If
gq=grado - z
ReDim q(ga)
Fori=0Togq: q(i) = p(i): Next i
CerosFinalesR = q()
End Function

Public Function Redondeo(ByVal Is As Double, ByVal k As Integer)
' REDONDEO DE LAS COTAS
Dim valor As Double
valor = Is * 100
If valor <> Int(valor) Then ' hay més que 2 decimales
Ifk=20rk=3Then
Is = (Int(valor) - 1) / 100
Else
Is = (Int(valor) + 1) / 100
End If
End If
Redondeo = Is
End Function

Ejemplo 2.1: Si se considera el polinomio siguiente con coeficientes reales:
P& =31X° -123X 4 +47X % 84X 2 72X +65

, Segun el cddigo anterior resulta que si « es un cero real del polinomio entonces
o c €4.97,-0.33 3 (.334.97

Los modulos de los ceros complejos pertenecen al intervalo: (0.33, 4.97)

Teorema 2.2: Sea K, una cota superior de los ceros estrictamente positivos de la funcion

polinomio
foix—>x"f (Ej
X

Si K; >0,1/K,es una cota inferior de los ceros estrictamente positivos de f . Si K, =0, la
cota inferior de los ceros estrictamente positivos de f esel + oo, es decir, no hay tales ceros.
Demostracion: Primero, si « es un cero estrictamente positivo de f , entonces 1/« es un
cero estrictamente positivo de f,:

f{l):a”fe}o
o

Si K, =0, f;no tiene ceros estrictamente positivos y asi f tampoco tendra ceros de este
tipo. Por tanto, en este caso el + o es una cota inferior de los ceros estrictamente positivos de

f. Si K3>0, entonces
x>K, = ‘f(lj >0 (2.3)
X

Puesto que



O<y< = = —2K,
K, y
, segun (2.3), resulta que

O<y£i = |f¢]>0.
Ks

Asi pues, f no tiene ceros estrictamente positivos menores o iguales que 1/ K,. Por tanto,
1/ K, es una cota inferior de los ceros estrictamente positivos de f .
Teorema 2.3: Si K, es una cota superior de los ceros estrictamente positivos de la funcion
polinomio

fox— f€x,
, entonces — K, esuna cota inferior de los ceros estrictamente negativos de f .
Demostracion: Dado que

x>K, = |[f€x]>0
» Y que

y<-K,= -y=K,
, resulta que

y<-K, = |[f¢]>0.
De esta Ultima implicacion resulta que f no puede tener ningln cero estrictamente negativo,
menor o igual que —K,. Por tanto — K, es una cota inferior de los ceros estrictamente
negativas de f .
Teorema 2.4: Sea K, una cota superior de los ceros estrictamente positivos de la funcion

polinomio
f, i x—>x"f [—1)
X

, entonces —1/K, 6 —oo es una cota superior de los ceros estrictamente negativos de f ,
seginque K, >0 6 K, =0, respectivamente.

Demostracion: Si a es un cero estrictamente negativo de f, entonces —t/ < es un cero
estrictamente positivo de f, , puesto que

22
o o

Si K, =0, entonces f, no tiene ceros estrictamente positivos y, por tanto, f tampoco tendra

raices de este tipo, es decir, el —oo serd una cota superior para los ceros estrictamente
negativos de f .

Si K, >0, teniendo en cuenta que

x>K, = ‘f(—1j>0
X

»y que

Loy = -1k,
4 y
, Se obtiene que



1
~ > <y<0 = |1¢]>0.

K4
Con otras palabras, f no tiene ceros estrictamente negativos mayores o iguales que —-1/K,
yasi —1/K, esuna cota superior para los ceros estrictamente negativos de f .

De los dltimos tres teoremas resulta que es bastante hallar métodos para el calculo de las
cotas superiores de los ceros estrictamente positivos de una funcién polinomio, puesto que el
calculo de los otras cotas se reduce a esto.

Dado que en los tiempos anteriores a la aparicion de los ordenadores las cotas calculadas con
las formulas (2.2) no eran consideradas de las mejores, en el caso de los polinomios reales se
han buscado otros métodos més satisfactorios.

Teorema 2.5 (de Lagrange): Si la funcion polinomio no nula f , definida por (2.1), cumple
la condicion
a,>0 €=0,1...,n (2.4)

, entonces 0 es una cota superior de los ceros estrictamente positivos de f puesto que para
cualquier x > 0 resulta que f (<:> 0, es decir, f no tiene ceros estrictamente positivos.

Si a, >0 y no todos los coeficientes restantes son mayores o iguales que 0, sea a, el primer
coeficiente negativo y sea A el mayor namero entre los valores absolutos de los coeficientes

negativos. Entonces
L=1+« ,A
a'0

, S una cota superior de los ceros estrictamente positivas de f .
En efecto, en este Gltimo caso, sustituyendo en la expresion de f (C los coeficientes positivos

a,,a,,...,a,, con cerosy los coeficientes a,,...a, con A, f & _decrecera, y asf tendremos:

n—-k+1

f(x)=a,x" +---+a,_,X +a,x"* +...+a >ax" - A" +obXHL

Por otra parte,

A
X214 — = €-1">—
aO a‘0
,'Y por tanto,
- A ‘(n—k+l _1\ Aankle
fg >ax"-— ~~sax"-——
-0 X—1 0 X—1

—k+1 -

X" K1 ~
X“&-1-A>
X 1 bo — .

n—k+1

X -+
«-1" -A

Xx—1 |30 _

~ X"l a A

f & > = _A|=0
x=1]| a,

Asi pues, si x>L, f (C no puede anularse y por tanto, L es una cota superior de los ceros

estrictamente positivos de f .

El procedimiento siguiente calcula las cotas de los ceros reales segun el método basado en el
teorema anterior.

~

/

Public Function Lagrangel(ByRef p0() As Double) As Variant



oo PRIMER METODO DE LAGRANGE -------
Dim i As Integer, j As Integer, k As Integer, sw As Integer, w As Integer
Dim cs As Double, gp As Integer, ic(4) As Integer, t As Double
Dim p() As Double, res(4) As String, ct() As Double, h() As Double
ic(l)=4:ic(2) =1:ic(3)=3:ic(4)=2
p() = CerosFinalesR(p0())
gp = UBound(p())
ct() = Transformaciones(p())
Fork=1To4
ReDim h(gp)
j=0:sw=0
Fori=1Togp
If ct(i, k) <0 Then
h(j) = Abs(ct(i, k))
j=j+1
If sw =0 Then
w=isw=1
End If
End If
Next i
t=h(0)
Fori=1Toj-1
If h(i) > t Then t = h(i)
Next i
If sw =0 Then
cs=0
Else
cs =1+ Abs(t/ct(0, k)) ~ (1/w)
End If
res(ic(k)) = RutinaCotas(cs, k)
Next k
Lagrangel = res()
End Function

Public Function Transformaciones(ByRef p0() As Double) As Variant
Dim gp As Integer, e As Integer, k As Integer
Dim ct() As Double, p() As Double, i As Integer
p() = CerosFinales(p0())
gp = UBound(p())

ReDim ct(gp, 4)
Fori=0 Togp: ct(i, 1) = p(i): Next i
' TRANSFORMACIONES DEL POLINOMIO
'Dim i As Integer, z As Integer, e As Integer
' Transformacion de X en -X
e =gp Mod 2
Fori=0Togp
If e <>0 Then
cti, 2) = (-1) A (i + 1) *ct(i, 1)
Else
ct(i, 2) = (-1) Mi *ct(i, 1)
End If
Next i
' Transformacion de X en 1/X y de X en -1/X
Fori=0Togp
ct(i, 3) =ct(gp - i, 1)
ct(i,4) =ct(gp - i, 2)

Next i
Fork=1To4
If ct(0, k) <0 Then
Fori=0Togp
ct(i, k) = -ct(i, k)
Next i
End If
Next k

Transformaciones = ct()
End Function

Public Function RutinaCotas(ByVal cs As Double, ByVal k As Integer) As String
Dim res As String
Ifk =1 Then
'Cota superior ceros positivos
¢s = Redondeo(cs, k): res = FormatoNumero(cs)
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End If
Ifk =2 Then
'Cota inferior ceros negativos
¢s = Redondeo(-cs, k): res = FormatoNumero(cs)
End If
Ifk =3 Then
'Cota inferior ceros positivos
If cs <> 0 Then
¢s = Redondeo(1 / cs, k): res = FormatoNumero(cs)
Else
res = "+infinito"
End If
End If
Ifk =4 Then
'Cota superior ceros negativos
If cs <> 0 Then
¢s = Redondeo(-1/ cs, k): res = FormatoNumero(cs)
Else
res = "-infinito"
End If
End If
RutinaCotas = res
End Function

Public Function FormatoNumero(ByVal x As Double) As String
Dim xx As String
XX = Str(x)
If Abs(x) >= 1 Then
FormatoNumero = Str$(x)
Else
If Left$(xx, 1) = "-" Then
FormatoNumero = "-0" + Right$(xx, Len(xx) - 1)
Else
If x =0 Then
FormatoNumero = Str$(0)
Else
FormatoNumero = "0" + Right$(xx, Len(xx) - 1)
End If
End If
End If
End Function

Ejemplo 2.2: Si
f(x) =—2x" +3x" +4x"° —7x? +10x® —8x" +9x°® —5x> +4x* —6x> +2x* +2x -7
, Y aes uno de sus ceros reales entonces o e €3.25,-0.45 3 (.4,6_
Teorema 2.6 (de Lagrange): Si f es la funcion polinomio definida por (2.1) y a, >0,

existe ce R, tal que f (:} 0 y en la sucesion de los coeficientes no nulos hay exactamente
un par de nimeros consecutivos de signos contrarios, entonces

x>c = f(x)>0,
, s decir, ¢ es una cota superior de los ceros estrictamente positivos de f .
Demostracion: Dado que

a,>0 y lim f&3+o

X—>+o0

, existird r <R” tal que f & sea mayor que cero para X mayor que r. Por tanto ¢ podria ser

cualquier numero real mayor que r. Luego, segun las hipotesis, existird en la sucesion de los
coeficientes un término a, tal que a, >0 y que este término separe los términos positivos de
los negativos.

Si a,., es el primer término negativo no nulo, entonces
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n—k+1

f((::aOXn+---+aan_k_ Iak+1|x +'”+|an|:

:Xn—k|:§oxk +___+ak}{|akt+t|+,..+@]:|:Xn—k E‘(:_h‘(:
X

X

, donde
g(x) =a,x" +---+a,

h& = |a)‘(<—t”| Fot |j—£|
Teniendo ahora en cuenta que de x >c > 0 resultan las desigualdades:
X" >c" | g(x)>g(c) y h(x)<h(c),
,de x>c>0yde f€ >0 resultara que
f(x)=x"* h(x)-h(x) >c"™ p(c)-h(c) >0
Asi, ¢ es una cota superior de los ceros estrictamente positivos de f .
Si la funcion polinomio f esta definida por la relacion (2.1) y a, >0 entonces se puede
escribira f € _ de la manera siguiente:
f) =100+ (%) +---+ f,(x),
, donde las funciones polinomios f, €=1,---,m_ o bien tienen todos los coeficientes
positivos o bien verifican las condiciones del teorema (2.6). Por ejemplo, si
f & =5x" —9x® +2x° + 4x°® —33x* - 2x* + 7Tx +1
, entonces las funciones f,, f,, f, se definen de la manera siguiente:
f, & =5x° —9x°
f, & =2x° +4x* —33x* - 2x°
f,& =7x+1
, Y obviamente,
f& =T & T, & &.
Sic,eR, €=1--,m sontalesque f,€ >0 €=1--,m ,yc=max §,c,,...,C, ,
x>¢, = f(x)>0
, cualquiera que sea i =1, ---,m. Por tanto, tendremos también
x>c = f(x)>0,
,yasi C serauna cota superior de los ceros estrictamente positivas de f .
Si en el ejemplo anterior se observa que

f, & =x"€x-9_

f, € = X3 €x® +4x> —33x -2

f,& =7x+1
, entonces se verifica facilmente que ¢, =2, ¢, =4 y ¢, =1. Por tanto 4 es una cota superior
de los ceros estrictamente positivos de f .
Observacion 2.6: Si a, <0, entonces teniendo en cuenta que f y — f tienen los mismos
ceros, para hallar una cota superior de los ceros estrictamente positivos de f , hay que aplicar



el mismo procedimiento que antes, pero para la funcién — f .
El método expuesto en el teorema 2.6 se puede codificar de la manera siguiente:

Public Function Lagrange2(ByRef p0() As Double) As Variant
! SEGUNDO METODO DE LAGRANGE -----
Dim i As Integer, j As Integer, k As Integer, ic(4) As Integer
Dim sg As Integer, ng As Integer, sw As Integer, gp As Integer
Dim ps As Single, cs As Double, a As Double, fa As Double
Dim i1() As Integer, f1() As Double, ct() As Double
Dim p() As Double, res(4) As String
ic(l)=4:ic(2)=1:ic(3)=3:ic(4) =2
p() = CerosFinalesR(p0())
gp = UBound(p())
ct() = Transformaciones(p())

Fork=1To4
' ==== NUMERO DE LOS GRUPOS
sg=1:j=0
Fori=0Togp
If ct(i, k) <0 Orsg <> 1 Then
If ct(i, k) <= 0 Or sg <> -1 Then
Ifsg=1Thensg=-1
Else
j=j+l:sg=1
End If
End If
Next i
ng=j+1
'==== FORMACION DE LOS GRUPOS
ReDim il(ng + 1)
ReDim f1(ng)
sg=1:i1(0)=-1:j=0
Fori=0Togp
If ct(i, k) <0 Orsg <> 1 Then
If ct(i, k) <= 0 Or sg <> -1 Then
Ifsg=1Thensg=-1
Else
sg=1:j=j+1:il(j)=i-1
End If
End If
Next i
i1G+1)=gp
'==== COTAS SUPERIORES DE LOS GRUPOS ====
Forj=0Tong-1
a=0:ps=5sw=0
Do
fa = ct(i1(j) + 1, k)
Fori=il(j)+2Toil(j+1)
fa=fa*a+ct(i, k)
Next i
If fa <=0 Then
a=a+ps
Else
If ps <> 0.1 Then
Ifa<>0 Then
a=a-ps:ps=0.1l:a=a+ps
Else
ps=0.1
End If
Else
sw=1
End If
End If
Loop Until sw=1
flj)=a:ps=5
Next j
‘====== COTA SUPERIOR
cs = f1(0)
Fori=1Tong
If f1(i) > cs Then cs = f1(i)
Next i
res(ic(k)) = RutinaCotas(cs, k)
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Next k

Lagrange2 = res()
End Function
Ejemplo 2.3: Si

f € =—3x"2 +26x" —9x" +3x° + 6x° —10x’ +8x° —9x° +3x* +16x° +3x* —6x+7

, entonces L =L, =-1 Yy por tanto no hay ceros reales negativos. Luego si « es un cero real
entonces « < €1.02,-0.83 3 €.75,6.71 .
Teorema 2.7 (de Newton): Si f es la funcidn polinomio definida por la relacion (2.1),

a, >0 yexiste ceR; tal que

f(c)>0, f'(c)>0,...,f"P(c) (2.5)
, entonces ¢ es una cota superior de los ceros estrictamente positivos de f .
Demostracion: Segun la formula de Taylor

f«::f(;}%f'((—c:+---+%f®¢:(<—Cj (2.6)

Teniendo en cuenta las desigualdades (3.3.5) y que
f™(c)=€'3, >0,
, tendremos
x>¢c = f(x)>0.
Puesto que f (;} 0 tendremos también la implicacién:
x>c = f(x)>0.
Por tanto, ¢ es una cota superior de los ceros estrictamente positivos de f vy el teorema
queda demostrado.
A continuacion se comprobara que si a, >0, existird siempre ceR] verificando las
relaciones (2.5). En efecto, de a, >0 resulta que

lim f€ =+ y limfO& =+ €¢=1...,n-1

X—>+00

, y asi existiran c,,c,, ...,c,, verificando las desigualdades:

O<c <C,<--<C,
fOV€ >0,...,f €, >0, € >0
Dado que
fO(x)= @ 3, >0,

f €Les una funcién creciente y asf

x2¢ = fOVX)=f"Y¢ >0 (2.7)
De (2.7) resulta que f &2 s creciente en ‘;1,+oo: y asi
x>c, = fO2x)=f"2¢, >0. (2.8)

Por tanto f € es creciente en €,,+ . Repitiendo este mismo razonamiento € —4 — veces
mas, se llega a la conclusion que f ' es creciente en cn_2,+oo: y asi
x>¢c,, = fx)=Ff6€.,>0. (2.9)
Si se pone c=c, se verifica que
f(c)=f €, >0.
Luego, poniendo x>c en las implicaciones (2.7), (2.8) y (2.9) y teniendo en cuenta que
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c>c, €=1...,n-1 seobtiene que

I
fOV¢€>0,f"?¢ >0,...,f € >0.
El procedimiento siguiente utiliza el método anterior para calcular las cotas de los ceros reales
de una funcion polinomio por el método de Newton.

Public Function Newton(ByRef p0() As Double) As Variant
'---- METODO DE NEWTON ----
Dim i As Integer, j As Integer, k As Integer, d As Integer
Dim w3 As Integer, w4 As Integer, sp() As Integer
Dim sg As Integer, sw As Integer, ic(4) As Integer
Dim ps As Single, cs As Double, gp As Integer
Dim al As Double, a As Double, fa As Double, t() As Double
Dim p() As Double, res(4) As String
ic(l)=4:ic(2)=1:ic(3)=3:ic(4) =2
Fork=1To4
p() = CerosFinalesR(p0())
gp = UBound(p())
ct() = Transformaciones(p())
d=(gp+1)*(@p+2)/2
ReDim t(d)
ReDim sp(gp + 1)
' La matriz T contiene los coeficientes del
' polinomio y de sus derivadas.
' POSICION DE LAS DERIVADAS EN LA MATRIZ T
sp(0)=0
Fori=1Togp
sp(i) =sp(i-1) +gp+2-i
Next i
' Carga del polinomio en la matriz T
Fori=sp(0) Tosp(1) -1
t(i) = ct(i, k)
Next i
' Carga de las derivadas en la matriz T
Fori=1Togp
w4 =sp(i) - sp(i - 1): w3 = w4
Forj=sp(i) Tosp(i+1)-1
t(G) = t( - w3) * (w4 - 1)
w4 =w4-1
Next j
Next i
' CALCULO DE LAS COTAS
ps=2:a=0.1:al=a
Fori=gp-1ToO Step-1
Do Until sw =1
fa = t(sp(i))
Forj=sp(i)+1Tosp(i+1)-1
fa=fa*a+t()
Next j
If fa <= 0 Then
a=a+ps
Else
If ps <> 0.1 Then
Ifa<>al Then
a=a-ps:ps=0.l:a=a+ps
Else
ps=0.1
End If
Else
sw=1
End If
End If
Loop
al=a:ps=2:sw=0
Next i
cs=al
res(ic(k)) = RutinaCotas(cs, k)
Next k
Newton = res()
End Function
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Ejemplo 2.4: Si

f & =3x" +16x™" —9x" +3x° + 6x® —10x +8x° +4x° —5x* +8x® +10x* -~ 7x+12
, 'Y entonces segun la funcion Newton se obtiene que L, =031<1.98=L,. Por tanto no hay
ceros positivos. Si « es un cero real negativo del polinomio entonces « < €5.92,-0.99 .

Observacion 2.7: Si en el segundo método de Lagrange 6 en el método de Newton el valor
inicial del pardmetro " ps" seria 0.01, entonces, cuando el polinomio tiene raices grandes en
valor absoluto, el tiempo de ejecucion de estos programas podria ser algo mas largo. Esto
podria suceder incluso si se pone ps=1. Para solucionar este problema, se podria combinar

el primer método de Lagrange con el segundo método de Lagrange 6 con el método de
Newton. En efecto, el primer método de Lagrange permite calcular rapidamente una cota
superior "cs" de los ceros positivos, luego, a partir de esta cota se podria deducir una cota
menor por el segundo método de Lagrange (o por el método de Newton) invertido. En este
caso hay que proceder de la manera siguiente: Eligiendo para " ps" un valor (por ejemplo 0.1)

se calcula la diferencia D =cs — ps. Si D>0 y todos los polinomios f; (<:) que se forman con

el segundo método de Lagrange (o todas las derivadas en el caso del método de Newton) son
positivos en el punto D, se repite el proceso anterior. El proceso se finaliza cuando algln

polinomio f; (<: (o alguna derivada) tiene un valor negativo en el punto D. En este Gltimo
caso, la cota superior de los ceros positivos serd D+ ps. Los procedimientos siguientes
funcionan segun lo descrito anteriormente.

Public Function LagrangeC(ByRef p0() As Double) As Variant
e METODO COMBINADO DE LAGRANGE
Dim ps As Single, a As Double, fa As Double, i1() As Integer
Dim i As Integer, j As Integer, k As Integer, w As Integer
Dim sw As Integer, cs As Double, gp As Integer, ic(4) As Integer
Dim ng As Integer, sg As Integer, ct() As Double
Dim p() As Double, res(4) As String
ic(l)=4:ic(2) =1:ic(3) =3:ic(4)=2
p() = CerosFinalesR(p0())
gp = UBound(p())
ct() = Transformaciones(p())
ReDim h(gp)
Fork=1To4
' Método 1 de Lagrange
j=0:sw=0
Fori=1Togp
If ct(i, k) < 0 Then
h(j) = Abs(ct(i, k))
j=j+1
If sw =0 Then
w=irsw=1
End If
End If
Next i
t=nh(0)
Fori=1Toj-1
If h(i) > t Then: t = h(i)
Next i
If sw =0 Then
cs=0
Else
cs =1+ Abs(t/ct(0, k)~ (1/w)
End If
' Método 2 de Lagrange, modificado
' --- NUmero de los grupos
sg=1:j=0
Fori=0Togp



If ct(i, k) <0 Orsg <> 1 Then
If ct(i, k) <= 0 Or sg <> -1 Then
Ifsg=1Thensg=-1
Else
j=j+lisg=1
End If
End If
Next i
ng=j+1
' --- Formacion de los grupos
ReDim il(ng + 1)
sg=1:i1(0)=-1:j=0:ps=5
Fori=0Togp
If ct(i, k) <0 Orsg <> 1 Then
If ct(i, k) <= 0 Or sg <> -1 Then
Ifsg=1Then:sg=-1
Else
sg=1l:j=j+1:il1(j)=i-1
End If
End If
Next i
i1G+1)=9p
'---- Mejorar la cota obtenida por el primer método de Lagrange
a=cs:ps=0.01
Do
a=a-ps
Fori=0Tong-1
fa = ct(il(i) + 1, k)
Forj=il(i)+2 Toil(i+1)
fa=fa*a+ct(, k)
Next j
If fa< 0 Ora<0 Then Exit Do
Next i
Loop
cs=a+ps
res(ic(k)) = RutinaCotas(cs, k)
Next k
LagrangeC = res()
End Function
Public Function LagrangelNewton(ByRef p0() As Double) As Variant
"METODO DE NEWTON
Dim i As Integer, j As Integer, k As Integer, w As Integer
Dim w3 As Integer, w4 As Integer, d As Integer, ic(4) As Integer
Dim sg As Integer, sw As Integer, tt As Double, gp As Integer
Dim ps As Single, h() As Double, cota As Double, sp() As Integer
Dim a As Double, fa As Double, t() As Double, cs As Double
Dim p() As Double, res(4) As String
ic(l)=4:ic(2) =1:ic(38)=3:ic(4)=2
Fork=1To4
p() = CerosFinalesR(p0())
gp = UBound(p())
ct() = Transformaciones(p())
d=(gp+1)*(@gp+2)/2
ReDim t(d)
ReDim sp(gp + 1)
' La matriz T contiene los coeficientes del
' polinomio y de sus derivadas.
' POSICION DE LAS DERIVADAS EN LA MATRIZ T
sp(0)=0
Fori=1Togp
sp(i)=sp(i-1)+gp+2-i
Next i
' Carga del polinomio en la matriz T
Fori=sp(0) Tosp(1) -1
t(i) = ct(i, k)
Next i
' Carga de las derivadas en la matriz T
Fori=1Togp
w4 = sp(i) - sp(i - 1): w3 = w4
Forj=sp(i) Tosp(i+1)-1
t() = t(j - w3) * (w4 - 1)
w4 =w4 -1

17
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'===== METODO 1 DE LAGRANGE ==============
ReDim h(gp)
j=0:sw=0
Fori=1Togp
If ct(i, k) <0 Then
h(j) = Abs(ct(i, k))
=i+l
Ifsw =0 Then
w=iisw=1
End If
End If
Next i
tt=h(0)
Fori=1Toj-1
If h(i) > tt Then tt = h(i)
Next i
Ifsw =0 Then
cota=0
Else
cota =1+ Abs(tt/ ct(0, k)) ~ (1 / w)

' Mejorar la cota cs por el método de Newton
ps = 0.01: a = cota
Do
a=a-ps
Fori=gp-1ToO Step -1
fa = t(sp(i))
Forj=sp(i)+1Tosp(i+1)-1
fa="fa*a+t()
Next j
If fa<=00ra<0Then
Exit Do
End If
Next i
Loop
End If
cs=a+ps
res(ic(k)) = RutinaCotas(cs, k)
Next k
LagrangelNewton = res()
End Function

Ejemplo 2.5: Para comprobar la eficacia de todos los métodos presentados para los polinomios reales
se considera el polinomio:

P& = & 116X +7€x? +9;¢< +5 =6X°-22X " -387X° ~869X > ~1863X —3465
Aplicando las funciones establecidas en este trabajo, se obtienen los resultados siguientes:

Método Andénimo 1° Lagrange 2° Lagrange Newton Lagrange Lagrange-
combinado -Newton
Cota inf. ceros <0 -578.5 -18.64 -6.52 -5.02 -6.43 -5.02
Cota sup. ceros <0 -2.15 -0.65 -1.66 -1.99 -1.85 -2.28
Cota inf. ceros >0 2.15 0.77 9.98 10 9.95 9.95
Cota sup. Ceros >0 578.5 578.5 11.01 11.01 11.01 11.01

Se observa que en el caso de este polinomio el método Andnimo y el primer método de
Lagrange no son idéneos para el calculo de las cotas de los ceros reales. Comparando todos
los métodos resulta que si « es un cero real del polinomio entonces

ac €5.02,-2.28 3 €0,11.01°
La cota superior de los ceros, calculado por el primer método de Lagrange, es poco
satisfactorio puesto que el segundo coeficiente del polinomio ya es negativo. El resultado es
tanto mejor cuanto mas atras se encuentra el primer coeficiente negativo.
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Ejemplo 2.6: En el caso del polinomio
P& =X7+2X8+7X7 39X —85X ® +371X * —313X ® —423X 2 +1974X — 2961
, Se obtienen los resultados siguientes:

Método Andnimo 1° Lagrange 2° Lagrange Newton Lagrange Lagrange-
combinado -Newton
Cota inf. ceros <0 -2962 -372 -3.52 --2.92 -3.48 -2.89
Cota sup. ceros <0 -3 -0.66 -1.66 -1.99 -1.81 -2.08
Cota inf. ceros > 0 3 0.59 1.41 1.98 1.48 2.17
Cota sup. Ceros >0 2962 15.36 3.11 231 3.03 2.22

Observacion 2.8: Cualquiera que sea el método de los calculos, si una cota inferior de los
ceros reales negativos es mayor o igual a una cota superior de los mismos, esto quiere decir
que no hay ceros reales negativos. Da manera analoga, si una cota inferior de los ceros reales
positivos es mayor o igual a una cota superior de los mismos, no habran ceros reales positivos

Ejemplo 2.7: Considerando el polinomio
P& =5X"+7X % +8X® —12X7 —7X % +4X5 + X* +23X3* -4X 2 +5X +6
, los métodos anteriores conducen al resultado siguiente:

Método Anbénimo 1° Lagrange 2° Lagrange Newton Lagrange Lagrange-
combinado -Newton
Cota inf. ceros <0 -5.6 -5.6 --23.22 --1.32 -5.6 -1.23
Cota sup. ceros <0 -0.19 -0.2 -0.18 -0.47 -0.2 -0.48
Cota inf. ceros > 0 0.19 0.4 1.1 1.98 1.1 2.01
Cota sup. Ceros >0 5.6 2.34 1.01 0.51 0.98 0.46

Se observa que en el caso de las tres ultimas columnas la cota inferior de los ceros positivos
es superior a la cota superior de los mismos. Por tanto, el polinomio no tiene ceros positivos

Observacion 2.9: El célculo de las cotas de los ceros reales y de las cotas de los mddulos de
los ceros complejos tiene su importancia a la hora de detectarles por el método del rastreo.
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