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Resumen

En este breve trabajo se desea ilustrar algunos aspectos importantes de lo que se conoce como Teorfa
de la Relatividad, como es bien sabido esta es una enorme teoria que modifica las concepciones
cldsicas de espacio y tiempo, y ademds permite unificar los conceptos de gravedad y aceleracién,
todo ello dentro de un marco geométrico muy elegante, por lo tanto la pretencién de este modesto
trabajo es muy pobre frente a tan portentosa teoria, espero que este pequeno trabajo sea un punto
de partida de aquellos que se interesan por seguir el desarrollo de la ciencia.

PACS: 04.50.-h, 04.50.Kd, 14.70.Kv

Palabras Claves: sistema coordenado, invarianza Lorentz, espaciotiempo, curvarura, gravedad.

Abstract

In this brief article is intended to illustrate some important aspects of what is known as Theory
of Relativity, as is well known this is a huge theory that modifies the classical conceptions of
space and time, and also unifies the concepts of gravity and acceleration all within a very elegant
geometric frame, so the pretense of this modest work is very poor face as portentous theory, I
hope this small work a starting point for those interested to follow the development of the science.
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1 Introduccion

Nos encontramos frente a quizd, la mayor o una de las mayores teorfas fisicas existentes, se trata de la Teorfa
General de la Relatividad. Mucho se ha escrito sobre ella, y es muy seguro que se continue escribiendo sobre
la misma. Es increfble como esta teorfa atrapa, conjuga, enmarca, extiende y cubre una amplia cantidad de
fenémenos y situaciones fisicas diversas, su amplitud, su coherencia y su belleza es enigmética, asombrosa y
paradigmatica en el andlisis y pensamiento cientifico de todos los tiempos. En este corto articulo se mostrard
de forma compacta el marco tedrico, es decir, matemdtico, que permite expresar las leyes fisicas en términos
relativistas, ain mds, se ilustra la estructura matemética que sustenta dicha teorfa, sin, por su puesto pretender
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ser un tratado, sélo es un bosquejo, un punto de partida. Igualmente, nos encontramos este ano celebrando
el centenario de la aparicién de la Teoria General de la Relatividad y aunque no era mi propdsito ni es mi
pretencién rendir homenaje a dicha teoria con este pequeno articulo, si me parece que es muy importante
recordar los principios bdsicos que la fundamentan, mas hoy dia, donde encontramos multiples teorias que dan
la sensacién de haber perdido de vista el panérama inicialmente planteado por la Relatividad General o por lo
menos sus aspectos experimentales y observacionales.

2 Relatividad General

En estd seccién se describird lo concerniente con el modelo estdndar de la gravedad, es decir, la Teoria General de
la Relatividad de Einstein, la cual claramente debe ser incluida en cualquier descripcién completa de las fuerzas
de la naturaleza. Talvez, puede parecer sorprendente que hoy dia tengamos un esquema tedérico que unifica todas
las fuerzas de la naturaleza pero que no incluye la gravedad. Por tanto es menester, encontrar un marco tedrico
consistente donde la gravedad sea incorporada en una teorfa unificada. Existen varios indicios de que esto debe
ser asi, a saber

1. Esta es, como se mostrard, una teorfa gauge, con una estructura que es similar, aunque no idéntica a otras
teorias.

2. Por si misma, no proporciona una teoria de campos cudnticos renormalizable o finita.

3. Esto surge naturalmente en alguna aproximacién para ir mas alla del modelo estandar, es decir, a travéz
de una supersimetria local y de supercuerdas.

4. Su escala de masa bdsica, la asi llamada masa de Planck, no es muy diferente de la escala de unificacién
de las otras fuerzas.

5. La relatividad general es una teoria muy elegante por lo cual la hace modelo para las otras fuerzas e
interacciones de la naturaleza.

6. La relatividad general puede simplificarse para obtener los resultados cldsicos y las predicciones conven-
cionales.

7. Se define una entidad tunica llamada espaciotiempo, el cual se modela como una variedad matematica.

Bueno, lo mencionado anteriormente, es un elemento de indiscutible importancia dentro de la comprensién
del mundo fisico, pero no es el dnico, la gravedad sigue siendo una fuerza o interaccién determinate, en el origen y
evolucién del universo, es atin una fuerza misteriosa, evocativa, sorprendente, por ello la preponderancia que tiene
la relatividad general como la mejor aproximacién a la gravedad o la mejor descripcién actual. Evidentemente,
nos encontramos frente a un singular aspecto de la naturaleza, la gravedad, considero que ésta es solo un elemento
o constituyente natural, que quizd, en el futuro se revelen propiedades desconocidas de esta misteriosa interaccion,
o més inquietantemente que encontremos interacciones semejantes a la interaccién gravitacional o descubramos
leyes y principios que no conocemos de ella.

En lo siguiente se desarrollaran algunos aspectos tedricos, basados en el formalismo de las tetradas[1] [2] [3].

3 Principio de Equivalencia

La gravedad es dnica entre las fuerzas conocidas de la naturaleza debido a que ésta tiene el mismo efecto sobre
todos los cuerpos de la naturaleza. Esto se infiere de la proporcionalidad existente entre la fuerza gravitacional
sobre un objeto y la masa de los objetos, un hecho que es algunas vecés establecido como la igualdad de la
"masa gravitacional" y la "masa inercial". Pruebas precisas de esta igualdad fueron hechas por E6tvos[3], cuyos
experimentos muestran que una amplia variedad de cuerpos experimentan la misma aceleracién en un campo
gravitacional dado sin consideracién de su masa o composicién. Una consecuencia de estd igualdad es que el efecto
de cualquier campo gravitacional constante puede ser eliminado trabajando en un sistema coordenado acelerado
adecuado, por ejemplo un "ascensor callendo libremente", esto es llamado el "principio de equivalencia débil" .
La simetria fundamental del modelo estandar gravitacional es precisamente éste principio o PED, la prueba mas
precisa de la manifestacién del PED es la universalidad de la caida libre o por sus siglas en iglés UFF, aunque
a la fecha no se ha detectado ninguna violacién del UFF, existen fuertes razones para considerar que una teoria
cudntica de la gravedad viola estd simetria para alguna escala de longitud. Puede resumirse la situacién diciendo



Centro Colombiano de Cosmologia y Astrofisica 4 COORDENADAS GENERALES

que casi todas las aproximaciones para extender el marco de trabajo actual de la fisica (modos Kaluza-Klein,
teorfa de cuerdas, supercuerdas, supergravedad, p-branes, branes, supersimetrias,.....) predicen la existencia de
nuevas interacciones mediadas por campos escalares o vectoriales que violan la UFF. El principio de equivalencia
débil, también se puede expresar de la siguiente manera: el movimiento de cualquier particula de prueba callendo
libremente es independiente de su composicién o estructura, donde una particula de prueba es definida como
un cuerpo que es electricamente neutro, que tiene una energfa de ligadura gravitacional despreciable comparada
con su energia en reposo, con un momentum angular despreciable, y que sea suficientemente pequeno para
que las inhomogenéidades del campo gravitacional dentro de su volumen tenga efectos despreciables sobre su
movimiento[1] [2] [3].

De forma md&s general, podemos escoger sistemas coordenados tal que localmente el campo gravitacional
puede ser eliminado, esto se conoce como el "principio de equivalencia fuerte" o PEF, el cual asegura, que en
una regién suficientemente pequena de espacio los campos gravitacionales y los marcos de referencia acelerados
tienen efectos idénticos (equivalencia aceleracién-gravedad). Desde la perspectiva de la fisica de particulas,
concerniente con el estudio de fuerzas, es probablemente mejor pensar el principio de equivalencia no como una
manera de eliminar la gravedad, sino como el medio que nos permite usar cualquier sistema coordenado, no sélo
inercial, es decir sistemas no acelerados, para lo cual estamos restringidos si la gravedad es excluida. Igualmente,
se tiene que en un marco callendo libremente no local se puede detectar la existencia de un campo gravitacional,
considerando el movimiento de particulas de prueba como en el principio de equivalencia débil, o desde cualquier
otro fenémeno de fisica relativista especial, por lo cual se puede establecer que para cada evento puntual del
espaciotiempo, existe una vecindad suficientemente pequena, tal que en cada marco local callendo libremente en
esta vecindad, todas las leyes fisicas no gravitacionales obedecen las leyes de la relatividad especial. Ademas si
se reemplaza en el enunciado todas las leyes fisicas no gravitacionales por todas las leyes fisicas, se obtiene el asi
llamado principio de equivalencia fuerte[3] [4].

4 Coordenadas generales

Para expresar estd idea en forma matemédtica, comenzamos escogiendo un conjunto de coordenadas tal que en
cada punto del espaciotiempo podemos asignar un conjunto de valores dado por {z*; u =0, 1,2,3}. En efecto,
ninguno de nuestros resultados serd alterado si permitimos que el nimero de dimensiones espaciales se incremento
con d—1> 3,y esto serd importante para otros fines, pero ain mds, el marco teérico de la relatividad general
permite extender el nimero de dimensiones espaciales sin modificar sustancialmente sus principios y alcances[1].
En cada punto del espaciotiempo se define un conjunto de cuatro vectores (generalmente muchos mas) n, ,
cada uno de los cuales estd en la direccién de los ejes coordenados, ademds son vectores unitarios, en el sentido
de que sus longitudes corresponden a incrementos unitarios de las coordenadas. Entonces, se puede obtener el
incremento de los cuatro vectores desde el punto x* al punto adyacente o vecino z* + dx* dado por

dz = dzt'n,, , (1)

ahora, se define el tensor métrico como g,,, asociado con estas coordenadas introduciendo un producto escalar

Guv = NNy = Gup (2)
con esto, la "distancia" o intervalo espaciotemporal ds, entre los puntos x* y z*+dx*, estd dada por el producto
escalar

ds® = dzdx = g, datdz” | (3)

entonces en cada punto del espaciotiempo x* , se introduce un sistema coordenado local, es decir en términos del
principio de equivalencia "un ascensor que cae libremente", por lo tanto un sistema en el cual no existe ninguna
fuerza gravitacional. Se define este sistema por un conjunto de vectores e, , con n =0, 1,2, 3 el cual satisface

Em€n = Nmn > (4)

en donde 7,,,, es el tensor métrico del espacio plano de Minkowski,
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Ny, = diag(+1,—1,—-1,-1,....) , (5)

asi, de este modo al conjunto de vectores e, se le llama una tétrada, término apropiado sélo para d = 4 . De
esta forma se puede expresar cualquier miembro de una tetrada en términos de los vectores unitarios del sistema
coordenado general, haciendo

en = ehn, , (6)

por medio de la tétrada e# . La teorfa de las tétradas es un caso especial para una variedad diferenciable
cuatridimensional. Se aplica a la métrica de cualquier signatura, en cualquier dimensién, y para una seudo-
geometria de Riemann, junto con una teoria de la conexién de Cartan, esto es un método alternativo en geometria
diferencial. En diversos contextos también se ha llamado método del marco ortonormal, repére mobile, forma
de soldaje, forma no holonémica ortonormal. Esta seccién es un acercamiento a las tétradas, pero escrito en
términos generales. En otras dimensiones distintas de 4, se han utilizado palabras como triada, péntada, funfbein,
elfbein, etc.. Vielbein cubre todas las dimensiones. Si se busca una notacién de indice base-dependiente, ver
tétrada (notacion de indice).
Mediante la combinacién adecuada de algunas expresiones anteriores se encuentra la siguiente relacién[1]

2PN
gHVemen - nmn I (7)

por lo tanto se espera que se puedan escoger los e, para que varien continuamante de punto a punto del
espaciotiempo, asf, que los e#, se consideran como una funcién diferenciable de z#. En cualquier regién local
este serd el caso si se tiene un campo gravitacional sin discontinuidades. Sin embargo dependiendo de la topologia
de la variedad, tal escogencia puede no ser posible globalmente, o sobre toda la variedad espaciotemporal. Como
ejemplo trivial de tal restriccién topolégica, recuérdese el hecho de que una superficie bidimensional de una esfera
en tres dimensiones no es posible definir un campo vectorial unitario continuo sobre la superficie, por ello se
divide la variedad en dos regiones que se sobrelapan, donde se definen tétradas variando continuamente en cada
una de ellas.
Bien, ahora se introduce la tétrada inversa, e}’ mediante

ebelt =0ob (8)

donde 6% es el delta de Kronecker. Por lo tanto e,, = e#n,, lo cual conduce a

n, =ene, , (9)

si multiplicamos esto por e, se puede deducir que

€mey =0 (10)
de tal forma que se puede encontrar que
Guv = ezlez’r]mn ’ (11)

por lo tanto en este sentido, la tétrada e};' puede ser considerada como "la rafz cuadrada" de la métrica g, asf
que el conocimiento completo de la tétrada determina completamente la métrica.

Es 1til ahora introducir la métrica plana ™" | la cual se define numéricamente idéntica a 7,,,,, por con-
siguiente claramente se tiene la idéntidad

0" Nnp = O » (12)
la cual permite subir indices con ™" o bajar indices con ,,,, , por ejemplo se puede definir

emt =nmnel . (13)
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Similarmente, para coordenadas espaciales generales es conveniente introducir el tensor métrico inverso, gh",
definido por
HA —_ SH
9" gur =10y, (14)

de forma similar se puede subir o bajar indices, por ejemplo

ey = guwe™ , T =gz, (15)

con lo cual se puede mostrar que

g = ™ (16)

Hasta este momento, se ha hecho una descripcién matemstica sobre el espaciotiempo, pero la "fisica" entra
a travéz de la hipétesis de la invarianza de las leyes fisicas: en particular de que las leyes de la fisica deben ser
invariantes bajo una transformacion general de coordenadas (TCG), y bajo una transformacion de Lorentz local
(TLL), es decir, bajo rotaciones de las tétradas. En otros términos, la validéz de las ecuaciones fundamentales no
debe depender de la escogencia o asignacién de las coordenadas z* , o de las tétradas e,,. Este es el hecho por el
cual la escogencia de tétradas puede hacerse independiente de cada punto del espaciotiempo, tal que suministre
un vinculo entre la gravedad y las teorfas gauge[3] [4] [5].

5 Transformacioén local de Lorentz

Se considera, primero los efectos de una transformacién local de Lorentz (TLL), esto es una rotacién de la
tétrada, lo cual se expresa como(1] [4]

em — €m = Aranen y (17)

que segin lo mencinado anteriormente, se cumple que

e”rne,n = 7777”1 ’ (18)
lo cual implica que
AL A g = Mo (19)

notése que si el factor  fuera reemplazado por el 6—de Kronecker esta ecuacién nos dirfa que A}, seria una
matriz ortogonal. Los facotores 7 se presentan porque A}, es una representaciéon del grupo O(1,3) ademds de

O(4), entonces podemos escribir la tltima expresién como

AFPA,, =% . (20)

Un ejemplo frecuente de una transformacion local de Lorentz son los llamados "boots", definido mediante
una velocidad v a lo largo de los tres ejes coordenados, donde la correspondiente matriz de "rotacién" es

v 0 0 By

n | 0 1.0 0

Am=10 01 o ' (21)
By 0 0 v

donde, como es usual tenemos = 2y v = (1 — ,B)*l/z. De este modo para encontrar la correspondiente regla
de transformacion para las componentes de un vector se considera, por ejemplo,

x=z"eé, , (22)
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de tal forma que este vector en el sistema coordenado transformado, se puede expresar como

rm st moan s
x=a"me, =a"mA}é, , (23)
ademds, se puede encontrar que
7
mn __ AM m
T = Am,x ) (24)
expresion que se puede invertir para dar
/m _ m,..n
x™=A"z" . (25)

Ahora, consideremos la transformacion de la derivada de una funcién o campo escalar, para lo cual tenemos

9 9 _ 99 dak ., 09

dxm  dx'm  9xk '™ ok’

(26)
o de forma més concisa

(Om9)' = A, (0r) - (27)

Se puede observar que la derivada respecto a ™ se transforma como un indice que baja la componente covariante,
entonces, una cantidad de dos indices se transformarsd como

Emp = N np s (28)

de lo cual se puede encontrar la siguiente transformacién

e = Apel . (29)

De este modo, para muchos propésitos es conveniente considerar sélo transformaciones locales de Lorentz
(LLT) infinitesimales, las cuales se pueden expresar como

Ay =6, + A, (30)

donde la matriz A, es pequefia o infinitesimal. Asf, de esta forma podemos expresar la transformacién general
a primer orden como

Mg (O A% + An07) =0, (31)
o equivalentemente como
Anm = —Amn - (32)
Volvamos al efecto de una transformacién de coordenadas general la cual se puede escribir como
at — 't =t + (), (33)

donde £"(z) es alguna funcién continua de z. De este modo las componentes de un vector dz se transforman
como

ox? oxv

esta expresién permite obtener la transformacion asociada con cualquier indice contravariante (indice griego
superior), por ejemplo tenemos

m m
dr — dz'™ = ((‘336 ) dz¥ = (55 + 85) dz” (34)

o) = etla) = (4 552 ) o) (55)
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donde hemos tomado sélo términos a primer orden en &, de tal modo que el cambio en e (x) estd dado por

ot
draelel,) = 9 Em (36)
con esta expresion y con algunos desarrollos algebraicos adicionales podemos obtener[1] [2] [3]
my __ af’/ m
draeley) = o (37)

Estas ltimas expresiones constituyen la transformacién general de coordenadas, las cuales son de gran
importancia en la relatividad general.

6 Derivada Covariante

Las ecuaciones de la fisica contendran derivadas de campos tensoriales y por lo tanto es necesario definir derivadas
covariantes las cuales deben contener las propiedades de transformacién correctas de las transformaciones locales
de Lorentz TLL y de la transformacién general de coordenadas TGC. Definimos la derivada covariante de e}’
mediante la siguiente relacién[1] [2] [3]

Dyey' = 0,e) — FfweT + winey (38)

donde Fﬁy es la conexién asociada con la transformacién general de coordenadas, es referido como sfmbolo de
Christoffel, el cual no es un tensor. De forma andloga wy;, se se asocia con la transformacioén local de Lorentz y
es un vector bajo la transformacién general de coordenadas, este vector es llamado la "conexién de espin", ahora
se cdlcula como wj;, se transforma bajo una TLL requiriéndo que D e} tenga las propiedades de transformacién
adecuadas, de tal modo que tenemos

drrr(Duey') = A7 (Duey) = A7 (Guey, — Theh +wiey) (39)

v

bajo algunos desarrollos algebraicos podemos obtener

6TLL (wZ’n) = —Bﬂ)\nm + )\;”wﬁn - )\flw:b"p s (40)

de forma ansloga, se encuentra para I‘f;u el siguiente resultado

6TGC(F;AUJ) = _8,!1«61’5)\ - (aﬂfp)ri)\u - (6l’§p)rﬁp + (apf)‘)l“fw ) (41)

estos desarrollos muestran que las conexiones no se transforman como tensores.

Ahora, el siguiente paso es obtener el lagrangiano para los campos e} , Wiy, , Ff;y . Sin embargo en la
teorfa de Einstein de la relatividad no existen campos independientes. En lugar de ello, las dos conexiones son
postuladas como funciones de e};' que junto a los desarrollos obtenidos anteriormente lleva a expresiones tinicas

para estas conexiones, en particular tenemos
= 0 ) 42
v = 59 [0ugvp + OuGup — Opgu] (42)
esto tiene la importante propiedad simétrica Ffw = Ff)H lo cual implica que D, D, ¢ = D, D,¢ para cualquier
campo escalar ¢ . De esta forma se dice que el espacio tiene "torsién" cero[1].

7 El lagrangiano de Einstein
Se puede introducir un tensor muy importante conocido como el tensor de intensidad-esfuerzo, el cual se construye

para incorporar los contenidos y la dindmica de la materia energfa, se denota como T},,, el cual se construye
para situaciones especiales. De igual forma se introduce el siguiente tensor[1]
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k k
R = 0wy — 0w +wiiw,” — whpw,” (43)

se puede mostrar que esta cantidad se transforma como un tensor de dos indices, bajo tansformaciones TGC y
TLL. Se puede observar que no se ha introducido las conexiones F,AW porque ellas se cancelan, ya que F,Aw = Fi‘u
mientras que RJ" es antisimétrico bajo permutacion de indices 4 <— v . Entoces se debe construir un escalar
del ‘cuadrado’ de R}, con los indices adecuadamente contraidos, esto conduce a un término del lagrangiano, el
cual debe contener la energia cinética de los wyy, , entonces se puede representar de forma independiente, campos
que se propagan. Ahora formamos una cantidad escalar R , definiendo

R =R} e e, , (44)

con lo cual se escribe el Lagrangiano de Einstein como

(B _ e’ 4
=21 (45)
donde se define e como
e = det(e]") = [det(e))] " = [~ det(gu)]? , (46)

de tal manera que podemos pensar que L) es una densidad escalar. Como R es invariante bajo una TGC,
entonces se puede determinar la integral de accién definida por

SE) = / dixlL®) (47)

La cantidad x es una constante arbitraria que no juega ningin rol a menos que se introduzcan términos de
materia adicionales. Como R tiene dimensiones de (longitud)~2 y la densidad lagrangiana tiene dimensiones
de (energia)(longitud)=3 | se sigue que x? tiene dimensiones de (longitud)(energia)~! , o equivalentemente en
unidades tal que h= c = 1, asf x tendrfa dimensiones de (masa)~?.

Las ecuaciones cldsicas de movimiento para los campos wy;, y €); son obtenidas minimizando la accién,
definida anteriormente, respecto a los campos, entonces de este modo encontramos la ecuaciéon de movimiento

respecto a wy;,, la cual es

1 1, 1
Wymn = 5 e (Openy — Openy) — §en(8uem,, — Ovempu) — 2em ey (Opepos — &,epp)eﬂ ) (48)

Esta es una ecuacién puramente algebraica, porque en el lagranglano las derivadas de w

los términos lineales, lo cual posibilita la eliminacién de los wy;, en favor de los efj,.

Ahora bien, minimizando la accién respecto e# rapidamente, se observa que se requiere

1un SOlo se consideran

- oe
(Rpen + Rylen)e + be/\e;‘ ﬁ(s 2

=0. (49)
Bien, recordemos el resultado general que se tiene para cualquier matriz M

5(det(M))

= det(M)(M ™),
ir, = et (M (50)
asi, podemos obtener
)
5; = e’ (51)
con lo cual obtenemos
R ek 1R m=0 52
i €1 — 5 e, =0, (52)



Centro Colombiano de Cosmologia y Astrofisica 8 EL TENSOR DE CURVATURA

donde se ha hecho uso de las propiedades de antisimetrizacién de RJj;" , mediante algunos pasos algebraicos se
obtiene

1
Rp,u - §Rg;u/ =0, (53)

donde R, = R{™eNem,.

La ecuacién obtenidad anteriormente, es la ecuacién de Einstein para e/, , y de este modo para la métrica g,,,,,
en el espacio vacio. La ecuacién es no lineal y tiene muchas soluciones, en analogia con las multiples trayectorias
obtenidas para un cuerpo que se lanza con diferentes condiciones iniciales en mecdnica cldsica.

El proceso matemadtico que se ha seguido, en el cual wjj;, v e, son considerados como campos independientes,
se conoce con el nombre de ‘formalismo a primer orden’ o formalismo de ‘Palatini’. Un proceso alterno se sigue
con la conexién de spin como una funcién de e, con este proceso conduce a un lagrangiano que contiene sélo
campos et . Este proceso es referido como ‘formalismo a segundo orden’. A nivel cldsico y en ausencia de
materia, los dos procesos anotados anteriormente son idénticos[1].

La versién cuantizada de los dos formalismos no necesariamante es la misma, ya que el formalismo a primer
orden permite fluctuaciones cudnticas de wy, alrededor del valor cldsico. También, con la inclusién de materia
en el Lagrangiano, el formalismo a primer orden da un wjy;, que en general depende de otros campos, asf los dos
formalismos dan diferentes resultados, aun clasicamente. Sin embargo, estas diferencias solo aparecen para altos

ordenes del acople gravitacional, y asi de este modo unicamente se afectan las distancias muy cortas del orden
1/2 5
de la longitud de Planck Ip = (2x) 2 % 1.6 x 10-%m.

c3

8 El tensor de Curvatura

Se obtienen propiedades de los simbolos R introducidos anteriormente. Esto suministrard un vinculo entre
la aproximacién considerada y tratamientos més generales. En primer lugar bajamos los indices de RY.

mediante[1] [2] [3] [4]

R;u/po = sznempena ; (54)

esta cantidad es conocida como el tensor de curvatura de Riemann-Cristoffel. Tomando las expresiones anteri-
ormente halladas de wyy;, en la definicién de RY", conseguimos expresar este tensor en términos de los e, y de
este modo en términos de la métrica, con lo cual se encuentra

1
R;U/pa = 5 [8l/apgua - 8uapguo - 8V80'g;,bp + auaagup] + F)\;Lori\p - F/\uprx)/\a ) (55)

asi, se pueden obtener las siguientes relaciones de simetria-antisimetria

R;ujpa = _Ryupa = _R;ujap = Rpop,l/ . (56)

Una consecuencia de estas relaciones, es que en el espaciotiempo cudri-dimensional, unicamente 20 de las 4* =
256 componentes de R, ,, son independientes. Estas 20 componentes definen completamente las propiedades
de curvatura del espaciotiempo. Todos los elementos del tensor de Riemann-Cristoffel son cero, si solamente s,
el espacio es plano, es decir si, las coordenadas se pueden escoger de tal forma que g, = 7,,, note que si esto
no es cierto en un sistema coordenado dado no se puede asumir que el espacio no sea plano. La unica manera
que podemos estar seguros es calcular los R, ,, y mostrar que al menos una de las componentes es diferente de
cero.

El tensor de dos indices R, que aparece en la ecuacién de Einstein se conoce con el nombre de tensor de
Ricci, y se relaciona con el tensor R, ,, mediante

R:Z,” = Rupoe"’e™ (57)

de tal modo que con algun paso algebraico adicional obtenemos
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A A
R,uu = R)\Vpaempengemenv = R)\V;Lcrgg ) (58)

lo que permite concluir que R, = Rf;l,)\. Ademds, el tensor de Ricci es simétrico, es decir R, = R,,.
Ahora bién, la contraccién de los dos indices del tensor de Ricci conduce al escalar de curvatura R, dado por

R=g¢""R,, = Rl , 59
a i

se puede mostrar que los siguientes pasos son equivalentes

R=g¢""R,, = g””g"’\RMW = g””g"ARS\"ynem#em = R’A’L”eﬁ;le;) . (60)

Es importante mencionar que unicamente el tensor de Riemann-Cristoffel R, ,, con sus 20 componentes
independientes contiene toda la informacién acerca del espacio, ya que R, unicamente tiene 10 componentes y
R tiene unicamente una componente. Por lo tanto, cuando R, ,, sea idénticamente cero, ambos R, y R son
también cero, pero lo contrario de esto no necesariamente es cierto. Un espacio donde R, = 0 se dice que es
un espacio plano de Ricci, pero un espacio plano de Ricci no necesariamente es plano.

Finalmente, se da una relacioén ttil para R,,,, la cual se puede deducir de algunas consideraciones algebraicas[5]

A A o o
R, = 3,,F/M — (9,\FW — Fwa‘pa + Fwaup .

9 Inclusién de Materia

Con el fin de relacionar el tratamiento puramente geométrico, se hace necesario introducir la materia-energia, lo
cual brindars la posibilidad de crear un marco fisico, para ello se considera una nueva accién definida comol[1]

S =8E) 4 g (61)

donde el término S™) describe los fermiones, los bosones, los campos gauge, etc. Claramente, se requere que
S(M) también sea invariante bajo TLL y TGC.
Asi, podemos escribir S en términos de la densidad Lagrangiana, dada por

S — / diaL®™) (62)
y esta puede ser expresada en términos de un esclar U como
LM = U | (63)
Por lo tanto, cuando variamos la accién respecto a e”, , se obtiene
"5 -
6SM) — / dize [ 2V emuU | de”, (64)
Loer, ]
asi, podemos definir 7},, mediante
U ;
T;w = —Cmypy Sev - €TU » (65)

entonces, la ecuacién de Einstein es ahora expresada como

1
2
Ruy - iRgpu = -k T/u/ ) (66)
donde el factor x? , suministra el acople entre materia y campos gravitacionales y el tensor T),, es conocido
familiarmente como el tensor momentum-energfa, el cual se puede obtener para algunos casos concretos.
La ecuacién de campo obtenida muestra que, en la presencia de un tensor de momentum-energia no cero, el
tensor R, # 0, asi que el espacio no puede ser plano de Ricci.

10
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Bién, se consideraran algunos casos para £, uno de los casos més simples consiste en considerar una
densidad de energia de fondo constante

cosmo €

donde A es llamada la constante cosmoldgica, entonces se obtiene para el tensor momentum-energia

_ 9uv
T = 22A, (68)
con lo cual la ecuacién de Einstein toma la forma|2]
1
R, — ing +Agu, =0, (69)

podemos, mirar que la gravedad (curvatura), debido al acople con la energia, da un significado al valor absoluto de
la energia potencial, un significado que esta ausente en la fisica no gravitacional donde unicamente las fuerzas-las
derivadas de la energia potencial-tienen significado, ademds, empiricamente, A es en cualquier escala razonable
muy pequefia, un hecho que no se entiende hoy dia (problema de la constante cosmolégica).

Como segundo ejemplo de un lagrangiano de materia, consideremos un campo sin masa de espin—% , entonces,
en el espacio plano el Lagrangiano estd dado por
L) = iyt d,p (70)

de este modo, con el fin de generalizar esto, reemplazamos 0,7 por una derivada covariante apropiada D, la
cual debe transformarse como un espinor bajo una TLL y como un vector bajo una TGC, es decir

i
5TLL(D,U./(/)) = _iAnmaanuw ; (71)
donde A™" son los pardmetros infinitesimales, y
o¢”
6TGC(D;/L/)> = _8$V D;ﬂﬁ s (72)
se observa que o, estd definido en términos de las matrices de Dirac usuales en un espacio plano, es decir como
1.
Tnm = 5V Ym = YY) - (73)
Estas ecuaciones son satisfechas poniendo
i
Dy = 0,0 — szmamnz/} , (74)

lo cual permite entender porque w™" es referido como la conexién de espin. Con lo anterior, la nueva densidad
“w )

Lagrangiana se puede expresar como

LY = ey Dy | (75)
donde e es introducido porque £ es una densidad escalar, y donde los
=", (76)

son las matrices y en espacios curvos que, en general, son funciones de z* .
Un ejemplo final, considera una particula cldsica simple de masa m, entonces, el camino seguido por esta
particula puede ser escrito en forma paramétrica como

ot = k(1) (77)

11
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donde el parametro 7 define la posicién de la particula sobre la trayectoria, un posible pardmetro 7 puede ser
la coordenada temporal 7 = 2% , pero se pueden considerar otros tipos de pardmetros. Entonces bajo estas
consideraciones, se puede construir un lagrangiano escalar definido por

'#,,,}1/2

L® = —m [gwx x , (78)

donde el punto denota la derivada respecto al llamado pardmetro afin. Se puede interpretar la expresién anterior
si se considera que no existe campo gravitacional, por lo cual se puede identificar g, = N ¥ St se considera T
como 2° y adicionalmente se toma el limite no relativista o bajas velocidades, se obtiene

.2 1 .
L® — —m(l —x )1/2 ~ —m+ me + . , (79)

lo cual, si no consideramos la masa en reposo, basicamnete se obtiene la energia cinética de la particula. Ahora
bien, si se considera la accién

vy 1/2
S — —m/dT [gm,x#x ] , (80)

es proporcional a la longitud de la trayectoria entre sus puntos finales. Esta interpretaciéon geométrica, permite
verificar la invarianza de la reparametrizaciéon de S) | es decir la invarianza bajo

T— f(1). (81)

Ahora, con el fin de escribir la accién como una integral sobre todo el espacio, se introduce una funcién delta,
tal que

S = —m/d4x/d7 [gwiuécu} v otz — z(1)) (82)

. . .. §5(P)
entonces, sl se realizan las variaciones Se

—— sobre esta accién, se encuentra el tensor momentum-energia de una
m

particula simple, el cual es
() = m/dT[_p_U]ma‘*(J; —a(r)) . (83)

Por lo tanto minimizando la accién respecto a las variaciones en z#(7) , determinamos la ecuacién para la
trayectoria, la cual es mds fécil de expresar cuando se escoge 7 como el tiempo propio, la cual es la longitud de
camino definida por

dr = (gw,dat"'dx”)1/2 . (84)

Asi, en el limite no relativista, con campo gravitacional cero, y con 7 siendo el tiempo ordinario z°, llegamos
a las llamadas ecuaciones de movimiento, definidas por

- 8 BV ]_a LMLV
Guo 4 g;wxx

Guoi’ -+ Sty S (85)
la cual se puede expresar como
.. 1 T
2 4+ ¢°P(0u 9o — 58(,9“,,)33 x =0, (86)
y haciendo uso de los simbolos de Christoffel, se puede expresar como
2 +10 "3 =0 (87)
pnv )

12
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donde se puede interpretar esta ecuacién como una generalizacién de la primera ley de Newton que describe, en
un sistema coordenado arbitrario, el movimiento de una particula en un campo gravitacional, ademés el camino
se interpreta como una geodésica que corresponde a un extremo de la longitud de camino entre los puntos finales,
de hecho la longitud es medida respecto a la métrica g, y es en ésta métrica donde se incorpora el efecto de la
gravedad[3] [4].

10 Limite Newtoniano

Con el fin de ilustrar la relacién entre relatividad general y la teoria cldsica de Newton, consideremos el movi-
miento de una particula de masa m en un fondo generado por un campo gravitacional, es decir un campo
determinado por alguna fuente externa, en otros téminos un espaciotiempo curvo debido a la presencia de una
fuente de materia-energia. Entonces ignoremos los efectos de la particula en si misma sobre el campo grav-
itacional ya que esta solo contribuye con correcciones a segundo orden en el movimiento de la particula. De esta
forma el camino de la particula estd dado por z#(7) , donde usamos la asignacién 7 = 2, bien, con esto en
mente consideremos movimiento no relativista, es decir baja energl’a(,) poca velocidad, y masa muy pequena de

la particula, lo cual nos conduce a despreciar dc#en comparacién a = = 1.

Ahora, consideremos algo mds, tomemos el campo gravitacional que sea estético, por lo tanto dygu, = 0
, ¥ que ademds sea un campo débil o de baja intensidad, esto significa que podemos considerar un sistema
coordenado cuasi-cartesiano tal que[l]

Guv = My + P (88)

donde |h,,| << 1, entonces considerando términos a bajo orden en h la ecuacién de movimiento z” +

Qv
TN
9°P(Ovguo — 30-9u)x © =0, se simplifica para obtener

Ohgo

0z,

: 1,da”
P 2 (22 )2
v 2(d7)(

expresiones que en la notacién 3-espacial usual, se puede escribir como

)7$0..:O’ (89)

. 1
xr = —§Vh00 5 (90)
lo cual conduce a decir que la particula cumple con la segunda ley de Newton, con un potencial dado por
1
v = imhoo 5 (91)

de este modo, y con el fin de determinar hgo evaluamos R, a primer orden en h,,, con lo cual la ecuacién de
campo se torna en

1

- 1
577” (0400 hpo + 0pOshyy — 0u0shpy — 0,0phue) = =K Ty —

Colocando = v = 0, y usando el hecho de que h,, es independiente de 20 , encontramos
1
V?hoo = 2% (Too — §T/{\) ; (93)

de tal modo que podemos considerar para la fuente Tyg una particula de masa M , fija en el origen, asi que se
puede expresar la fuente como

Too = M63 (X) y (94)

con las otras componentes en cero, entonces podemos obtener

13
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L KM
00 = ——"—7

47 |x|
0 expresarse como

K2ZMm

Vo
87 |x]|

; (96)

donde podemos hacer la identificacién con la constante de gravitacién universal de Newton

K2

Entonces, se ha reducido la descripcion relativista a la descripcién clédsica, en otros términos, la descripcién
Newtoniana o cldsica estd contenida en la descripcién relativista, un enorme logro de la relatividad.

11 Ondas gravitacionales

Hasta aqui, no se ha considerado una solucién explicita de las ecuaciones de campo, hoy dia se conocen muchas
soluciones, histéricamente una de las primeras soluciones fue la encontrada por Schwarzchild, y posteriormente
surgieron otras muchas soluciones, sin embargo existen soluciones las cuales son tipicas de una teorfa de campos,
una de ellas es la solucién de ondas gravitacionales, que pueden pensarse como campos que varian rapidamente,
las cuales se originan cada vez que una masa puentual es sometida a una aceleracién.

Consideremos un campo de ondas planas las cuales dependen sélo de &* , &' (representan una coordenada
temporal y una coordenada espacial respectivamente), entonces, como en la teoria cldsica, existen ondas progre-
sivas en la direccién positiva Z! (representa un eje espacial) y ondas que se propagan en la direccién opuesta, de
este modo, la onda m4s general que se propaga en la direccién =! positiva tiene las siguientes componentes

44 44001 2 4 ds(el 44 1 4

N =1 =), =71 —-&), W=7 -¢) (98)
donde los v's representan los elementos de la métrica, asi, las ecuaciones de campo son satisfechas automaética-
mente, y ademads se satisface una condicién entre las coordenadas que es

pd,4 pl,1 gz ‘ply _
=== =) =0, (99)
donde la prima denota diferenciacién respecto al argumento (fl — 54) , con esto, obtenemos las condiciones
‘44 _ 11 _ 14 12 _ 42 ‘13 _ 43
Y= =~ > 71 =77 o M1 =7 (100)
mientras las componentes restantes, 712, 733, % | son funciones arbitrarias de ({1 - 54) . Encontramos que
varias de estas componentes no corresponden a un campo ondulatorio fisico, las cuales pueden eliminarse de
forma conveniente bajo alguna transformacién de coordenadas, entonces si llevamos a cabo una transfomacién
de coordenas £ = £% + M*(£”) , la cual cambia los valores de las coordenadas sélo en cantidades que son
proporcionales al paramétro A, entonces si permitimos que v® dependa sélo de los argumentos (£ ! —54) , entonces
las leyes de transformacion toman las siguientes expresiones

,_YTll — 711 4 ,Ull 4 ,U4/ , 7?12 — 7%2 4 U2, , ,y>1k15 — /_Y%d 4 ,U3/ , 7?14 — 7%4 4 U4l _ ,Ull , (101)
N2 =P ol o P =0 = Y (102)
Y N T T Qe U (103)

escogiendo de forma adecuada las cuatro funciones v® , podemos obtener un sistema coordenado en el cual todas
las componentes con al menos un fndice 1 o 4 sea cero, y en la cual la expresion (v#2 — v33) es igual a cero.
La unica onda la cual no puede ser eliminada por transformacién de coordenadas es aquella en la cual

14
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7= #£0, (104)

y aquella en la cual

" #0, (105)

de este modo, estos dos tipos de ondas pueden ser transformadas en cada una de las otras si las coordenadas

espaciales se han rotado alrededor del eje E! en un dngulo 7 rad.

Las ondas gravitacionales no tienen contraparte en la teoria cldsica, infortunadamente la intensidad de aquel-
las ondas las cuales son presumiblemente producidas por sistemas oscilantes, estrellas dobles, explosiones es-
telares, colisiones galdcticas, entre otros eventos, no son suficientemente fuertes para ser detectadas por algin
método conocido a la fecha, aunque se estan haciendo bastantes esfuerzos para lograr su deteccién u observacion.

Einstein y Rosen investigaron de forma rigurosa la solucién de ondas, de las ecuaciones de campo no lineales,
encontraron que no existen ondas planas, pero que existen ondas cilindricas, todo esto se obtuvo por métodos
estrictamente formales, sin embargo, se puede dar una explicacién fisica. La onda gravitacional, asi como las
ondas electrodindmicas llevan energfa, esto conlleva a que esta densidad de energfa cree un campo gravitacional
estacionario el cual deforma la métrica, de tal forma que la onda gravitacional puede ser superpuesta en esta
métrica deformada. Una onda plana puede ser asociada con una densidad de energia constante en toda parta, y la
desviacion de la planitud de la métrica, por tanto, puede incrementarse hasta el infinito, en todas las direcciones.
Una onda cilindrica, por otra parte, tiene una singularidad en el eje de simetria, y existe una solucién en la
cual la amplitud de las ondas se aproxima a cero y la amplitud del campo estacionario llega a ser infinito para
valores infinitos de la coordenad p , la cual en un espacio euclideano denota la distancia desde el eje de simetria.
En suma, existen soluciones que no tienen contraparte en la teorfa cldsica, ondas gravitacionales las cuales se
propagan con la velocidad de la luz[4] [6].

12 Conclusiones

En los apartados anteriores se han ilustrado algunos desarrollos tedricos propios de la teoria de la relatividad,
se ha hecho uso de la notacién moderna basada en el cédlculo tensorial, como se puede observar del desarrollo
se mantienen presente los postulados de la relatividad, asi como lo concerniete con la invarianza Lorentz, el
esquema presentado constituye los elementos mas importantes de la teorfa de la relatividad y son el punto de
partida de muiltiples estudios tedricos y experimentales.
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