HABILIDADES LOGICO MATEMATICAS

PRESENTACION

El presente mddulo de Habilidades Logico Mateméticas tiene como finalidad proporcionar los fundamen-
tos matematicos para estudiantes de ciencias empresariales, ingenierias y ciencias sociales, para que
los estudiantes adquieran soltura en el manejo de estos conceptos, que son herramientas comunes en
los cursos que llevaran en ciclos superiores.

El objetivo de este material es que la transmision delos conocimientos basicos de Habilidades Logico
Matematicas debe hacerse a través de situaciones aplicadas y contextualizadas a las Ciencias empresa-
riales, ingenierias y ciencias sociales, aumentando el interés y la motivacién para asi de esta manera
comprender la necesidad de adquirir dichos conocimientos.

En este material, cada concepto matematico es explicado y ejemplificado a través desituaciones contex-
tualizadas que introduce al alumno en problemas que encontrara a lo largo de su vida académica y pro-
fesional.

El médulo contiene conceptos y ejemplos de I6gica proposicional, teoria de conjuntos, proporcionali-
dad, ecuaciones e inecuaciones, funciones reales, asi como aplicacion de los conocimientos adquiridos
en la resolucién de problemas préacticos teniendo como soporte el software matematico GEOGEBRA
para la visualizacion geométrica de conceptos en concordancia con el enfoque pedagdgico de Van Hiele.
Cada tema contiene aplicaciones a sus respectivas carreras, y una gran variedad de ejercicios y aplica-
ciones resueltas, al final de cada tema contiene una lista de ejercicios propuestos al estudiante que tiene
la misién de analizar ejemplos concretos de la teoria revisada.

PRIMERA UNIDAD

|. COMPETENCIA

Desarrolla habilidades l6gico matematicas para identificar y plantear problemas de larealidad, y
tomar decisiones para su resolucién, desenvolviéndose con responsabilidad y actitud proactiva.

Il. CAPACIDADES

1. Analiza y aplica los principios l6gicos en su vida cotidiana.

2. Discrimina tautologias, contradicciones y contingencias.

3.- Reconoce las principales proposiciones categoéricas A, E, I, O,

4. Discrimina inferencias y falacias en su quehacer cotidiano a partir del conocimiento de las reglas y
leyes logicas.

5 Conceptua los términos: Conjunto elemento y relacién de pertenencia.

6 Construye el concepto de proporcionalidad.

7.- Construye el concepto de regla de tres.

CAPITULO I: LOGICA

SESION 1

I.- DEFINICION Y OBJETO DE LA LOGICA

La palabra Ldgica se deriva de la palabra griega logos que significa razonamiento
o discurso.

La Légica Matematica es la disciplina que trata de métodos de razonamiento. En un nivel elemental, la
Légica proporciona reglas y técnicas para determinar si es o no valido un argumento dado. Ciertamente
se usa en forma constante el razonamiento Idgico para realizar cualquier actividad.

Existen ademas otras definiciones:

Légica es la ciencia que estudia la estructura del pensamiento, prescindiendo del contenido.

Légica también es la manera ordenada de pensar y de expresar nuestras ideas.



El objetivo principal de la Légica es analizar la estructura del pensamiento, es decir su forma légica para
descubrir leyes y reglas.

1.1.- DIFERENCIAS ENTRE JUICIO, ORACION Y PROPOSICION

1.1.1.- El juicio

Es una relacion o conjuntos de conceptos que se caracteriza por constituir una afirmacion o aseveracion
de algo, es una forma, una estructura del pensamiento que objetivamente es verdadero o falso. (Astudi-
llo, Dolores; Inciso, Liliana).

1.1.2.- El Enunciado

Es la expresién verbal o escrita del juicio.

Ejemplos:

> Pedro es ingeniero.

> El puente mas extenso del mundo se encuentra en China.
> Las matematicas son la base de las ingenierias.

No son enunciados:

Las oraciones exclamativas. (Sentimientos, interjecciones). Ej.: jsocorro!, jauxilio! jte quiero!
Las oraciones imperativas. (Ordenes), Ej.: Cierra la puerta; te vas afuera.

Las desiderativas. (Deseos, suplicas). Ej.: Ojala no haya clases.

Las oraciones interrogativas. (Preguntas). Ej.: ¢ Qué hora es?

1.1.3.- Razonamiento
Es un conjunto de afirmaciones o juicios relacionados de manera tal que se supone que uno de ellos
(Ilamado conclusion) se desprende o infiere del o los otros (llamados premisas). La pretension de que la

conclusién se deriva de las premisas se manifiesta a través de expresiones especiales como: por lo tan-
to, luego, por consiguiente, etc.

1.1.4..- La Proposicién

Es un enunciado que puede ser falso o verdadero, pero no ambas cosas a la vez. La proposicién es un
elemento fundamental de la l6gica matematica; generalmente se las expresa en oraciones declarativas o
aseverativas, tales como:

Oraciones afirmativas. (Informan). Ej.: Mafiana es lunes.

Oraciones descriptivas. (Describen). Ej.: La tiza es blanca

Oraciones explicativas. (Explican). Ej.: Si hace frio entonces es invierno

A continuacion se tienen algunos ejemplos de proposiciones vdlidas y no validas, y se explica el porqué

algunos enunciados no son proposiciones. Las proposiciones se indican por medio de una letra mindscu-
la, dos puntos y la proposicion propiamente dicha.

Ejemplo.

p El edificio es alto.

q -17+38=21

r X >y-9

s Las ingenierias son base para el desarrollo del pais.
t: Hola ¢,como estas?

w: Lava el coche por favor.



Los incisos p y g sabemos que pueden tomar un valor de falso o verdadero; por lo tanto son proposicio-
nes validas. El inciso r también es una proposicién valida, aunque el valor de falso o verdadero depende
del valor asignado a las variables x y y en determinado momento. La proposicion del inciso s,es valida
Sin embargo los enunciados t y w no son validos, ya que no pueden tomar un valor de falso o verdadero,
uno de ellos es un saludo y el otro es una orden.

EJERCICIOS No. 1.

Valida las siguientes Proposiciones.

p:: Todo ingeniero del 2 ciclo de la UCV tiene soluciones concretas.

p.: Todas las ingenierias necesitan de las matematicas.

ps: Todos los ingenieros egresados de la UCV tienen trabajo.

p4: Un ingenieros es trabajador.

ps: Los ingenieros aceptan los retos mas dificiles de la vida.

pe: El alumno no necesariamente quiere ser ingeniero.

Ejercicios

Escribir 20 proposiciones validas y 10 invalidas.

Importante: Valor de verdad

Una proposicion es verdadera o es falsa; si es verdadera se denotara por la letra “V’ o el “1” ysies

falsa se denotara por “F” o por el “0”. Si no se puede determinar su valor de verdad, se podra analizar
los posibles valores de verdad (tablas de certeza).

Il.- CLASES DE PROPOSICIONES

Las proposiciones se clasifican en proposiciones simples o atbmicas y proposiciones compuestas o0 mo-
leculares:

2.1.- PROPOSICIONES SIMPLES

Son aquellas proposiciones que no se pueden descomponer.

Ejemplo:

p: Todo ingeniero se adapta rapidamente a su centro laboral.

g: Si un puente resiste a un terremoto; también para las lluvias.

r:(a +b)2 =a’+2ab + b’

2.2.- PROPOSICIONES COMPUESTAS O MOLECULARES

Son aquellos enunciados que estan formados por dos 0 mas proposiciones simples y unidos por término
I6gico.

Ejemplos:
p: Laisaes Administradora y su hermano Mateo es Ingeniero.

g: Un Ingeniero tiene como base las matematicas y las Fisica.



Podemos observar en los ejemplos anteriores que tanto p como q estan compuestas de dos proposicio-

nes simples.

Los conectivos légicos son elementos gramaticales que unen dos 0 mas proposiciones simples; estos

son:

2.3.- CONECTIVOS LOGICOS

oresavorLosico | eGSR, [ TERNOLOGTA
Negacion - no

Conjuncién A Y

Disyuncion \Y, (0]

Disyuncién exclusiva \ 0 en sentido excluyente
Conjuncién negativa J ni....Ni

Disyuncion negativa / no...no

Condicional —> Si...., entonces
Bicondicional = Si y sélo si

2.4.- PROPOSICIONES COMPUESTAS Y CONECTIVOS LOGICOS

Los operadores logicos también permiten formar proposiciones compuestas (formadas por varias propo-
siciones). Los operadores o conectores basicos son:

2.4.1.- CONJUNCION
( A)QUE SE LEE Y

Se utiliza para conectar dos proposiciones que se deben cumplir para que se pueda obtener un resultado
verdadero. Su simbolo A que se lee “y”. Se lo conoce como la multiplicacion logica y tiene estrecha rela-
cion con la interseccion de conjuntos.

Ejemplo 01.

Sea el siguiente enunciado:

“Un tren enciende cuando tiene gasolina en el tanque y tiene corriente la bateria”.

Simbolizando tenemos:

p: el tren enciende cuando tiene gasolina en el tanque

g: el tren enciende cuando tiene corriente la bateria.

V(p) =V
V(@) =V

En consecuencia:V(pA q) =V
Ejemplo 02.

3+4=6y3+7=10



p:3+4=6 V(p)=F
q:3+7=10 V() =V

Por consiguiente:V (pA q) = F
De tal manera que la representacion del enunciado anterior usando simbologia l6gica es como sigue:

pPyq
p pero q
p A Q; que se lee: p aungue q
p incluso q
p también q; etc.

Su tabla de verdad es:

NMTTL< L|T
nT< <Ll
mTTTn<L|o

Ejercicios
Escribir 5 ejercicios de conjuncion y determine el valor de verdad de cada uno.

2.4.2.- LA DISYUNCION:
2.4.2.1..- LA DISYUNCION INCLUSIVA
(v) QUE SE LEE: O.

“n

Es la unién de dos proposiciones simples con el conectivo légico “0”. Simbdlicamente se lo representa
asi: pv q que se lee p 6 g o ambas. El enunciado es verdadero cuando alguna de las proposiciones es
verdadera o ambas son verdaderas; Se conoce también como la suma légica y se relaciona estrecha-
mente con la unién de conjuntos.

Ejemplo 01.

Sea el siguiente enunciado

“Un ingeniero puede entrar al cine si compra su boleto u obtiene un pase”.

Donde.

p: Un ingeniero puede entrar al cine si se compra su boleto.

g: Obtiene su pase.

Simbdlicamente tenemos:p v q

Vv
Vv

V(p)
V(q)

En consecuencia: V (pv q) =V

4+3=903+5=8



p:4+3=9
Q:3+5=8

<<
T
<

En consecuencia: vV (pvq)=V

Su tabla de verdad es:

TN <L|©
n< <l
T<<L|T

TAREA

Escriba 10 ejemplos de disyuncién inclusiva y determine su valor de verdad.

2.4.2.2..- DISYUNCION EXCLUSIVA
(V) QUE SE LEE O EN SENTIDO EXCLUYENTE

El enunciado es verdadera cuando p es verdadero y g es falso o viceversa. Simbdlicamente se lo repre-
senta por p v q que se lee po g pero no ambas.

Ejemplos:

Carmen es ingeniero6 de matematico
Simbdlicamente tenemos:

p: Carmen es ingeniero V(p) =V

g: Carmen es matematico V)=V

En consecuencia: V(pv q) =F

(p v g) que se lee: p 6 g, pero no ambas.

J25 =603+9=7

p:@:G V (p) F
q:3+9=7 V() =F

En consecuencia: V(pv q) =F

Su tabla de verdad es:



o
O
b~
o
<
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e

TTI<<
m<T<
n< <

TAREA
Escribir 10 ejercicios de disyuncién exclusiva y determine el valor de verdad.
2.4.4.- Negacion
(=)no
Su funcidn es negar la proposicion. Esto significa que si alguna proposicion es verdadera y se le aplica el
operador no se obtendra su complemento o negacion (falso). Al negar una proposicion simple, se trans-
forma en una proposicién compuesta Este operador se indica por medio de los siguientes simbolos:
(~ =)
Ejemplos:
p: Patricio esta estudiando ingenieria V (p) =V

— p: Patricio no esta estudiando ingenieria. V(=p)=F

g: Maria es ingeniero V (q) = F

— g: No es cierto que Maria es ingeniero V(—q)=V

Su tabla de verdad es:

mn<o
<

A veces la negacion de una proposicion simple se obtiene mediante otra proposicion simple, asi:
p: X es mortal

—p: X es inmortal
g:y es par

—Q: y es impar

La negacion en Matematica se realiza asi:



p:2+3=5 V(p)=V

—|p:2+3¢5 V(—|p):F

2.4.5.- CONJUNCION NEGATIVA:

El enunciado es verdadero cuando las proposiciones simples que la forman son falsas.
Lg conjuncion negativa de dos proposiciones p y q, se representa por “p \! q’opor p@® q se lee: nip,
nig

Ejemplos:

“ni 3+2=5ni2+4=6"

Simbdlicamente tenemos:p \! q

p:3+2=5 V(p)=V

g:2+4=6 V)=V

Consecuentemente tenemos que:V (p s q=F

—p:3+2%5 V(=p)=F

—Q:2+4%6 V(-q)=F

Consecuentemente:V (- pA—-q)=F

Entonces se deduce que:(p \! qQ =(-par—-q)

Su tabla de verdad es:

P q (pYq)
Vv v F
Vv F F
F Vv F
F F Vv

TAREA

Escribir 10 ejercicios de conjunciones negativas y determinar el valor de verdad.

2.4.6.- DISYUNCION NEGATIVA:



El enunciado es falso cuando las proposiciones simples que la forman son verdaderas. La disyuncion
negativa de proporciones se representa por p / g; que se lee no6no q.

Ejemplo:
No eres ingeniero o no eres matematico p/q
p: eres ingeniero V(p)=V

g: eres matematico V(g =V

En consecuencia:V (p/q) =F

— p: no eres ingeniero V (—=p) =F

—(Q: no eres matematicoV (-q ) =F
Consecuentemente:V (—p v—q) = F
Luego: p/q Z(—pv—Q)

Su tabla de verdad es:

P |a [(p/q)
v |v |F
vV |F |V
F |V |V
F |F |V

2.4.7.- NEGACION DE PROPOSICIONES COMPUESTAS:

Se puede también utilizar otras formas de negar como: no es el caso que; no es cierto que, (frecuente-
mente se acostumbra a utilizar esta forma cuando se niegan proposiciones compuestas)

No es el caso que: 3 <2y 4 + 1 =5; simbélicamente tenemos: —(pAq)
No es cierto que: 3 <2y 4 + 1 = 5; simbdlicamente tenemos: —(pAQ)
p:3<2 Vp)=F

g:4+1=5 V=V

Consecuentemente:V —(paq) =V

TAREA: Escriba 10 ejemplos de negacion.

2.4.8.- PROPOSICIONES CONDICIONALES



(= )que se lee “entonces”

Una proposicion condicional, es aquella que esta formada por dos proposiciones simples (0 compuesta)
py g. La cual se indica de la siguiente manera: = que se lee “si p, entonces q; simbdlicamente se la
representa por:

Se lee “Si p, entpnces q”
Sip,q

p=49g p,solosiq
p es necesario para g; etc.

En este caso p: es el antecedente y q: es el consecuente.

Se lee: e
g puesto que p
q,sip

g cuando p

g=p qcadavez que p<
g dado que p
q porque p
g ya que p; etc

.
Se caracterizan porque después de cada uno de estos conectivos esta el antece

dente o condicion.
Ejemplo: Simbolice y determine el valor de verdad:
Un candidato a presidente del Ecuador dice:

“Si salgo electo presidente del Colegio de Ingenieros del Peru, entonces recibirdn un 50% de aumento en
su sueldo el préximo afio”.

Una declaracién como esta se conoce como condicional. Su valor de verdad es la siguiente:
p: Si salgo electo Presidente delColegio de Ingenieros del Peru V(p)=V

g: Recibiran un 50% de aumento en su sueldo el proximo afio  V(q)=V

De tal manera que el enunciado se puede expresar de la siguiente manera: p = q

El V(p=>q)=V

Otro ejemplo: 5+7=12 =8- 5 = 4 ; Simbdlicamente tenemos: p=q

p: 5+7=12 V(p)=V

g:8-5=4 V(gq)=F

Su valor de verdad es: V (p=0 ) =F

Su tabla de verdad es:
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©
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nTn<<<
<<
<<T<

Esto significa que una proposicion condicional es falsa cuandop =V yq=F;
en los demas casos sera verdadera.

2.4.8.1.- VARIANTES DE LA CONDICIONAL

A toda proposicién condicional se le asocia tres proposiciones igualmente importantes, que son: propo-
sicién reciproca, inversa y contrareciproca.

Proposicién reciproca.-

Dada la proposicion condicional “p = q “, se llama proposicion reciproca a la proposicion que se denota
por: ‘q = p”

Ejemplo:

Siy es par, entonces, y es multiplo de 2 ; simbdlicamente: p = g. Condicional

Siy es multiplo de 2, entonces, y es par ; simbélicamente: p = g. Su reciproca:

Si b es perpendicular a ¢, entonces ¢ es perpendicular a b.

La proposicién anterior simbdlicamente la denotamos por “p = q”; mientras que la proposicion reciproca
sera: “‘q = p”.

¢ es perpendicular a b, si b es perpendicular a c.

Proposicién inversa. -

Dada la proposicion condicional “p = q “, se llama proposicion inversa a la proposicién que se denota

por: “—= p =>—q".

Ejemplo:

Si Marcos consigue la beca, entonces estudiara una maestria en ingenieria;
simbdlicamente tenemos: p=q

La proposicion inversa sera: "— p =— q’, sera:

Si Marcos no consigue la beca, entonces no estudiara una maestria en ingenieria.

Simbdlicamente tenemos: —p=—q



Proposicion contrareciproca.-

Dada la proposicion condicional: “p = q”, se denomina proposicién contrareciproca a la que se denota
por: =g =—-p.

Ejemplo:

Si vivo en Lambayeque, vivo en la provincia de Chiclayo; simbdlicamente: p = q

La proposicion contrareciproca sera :

No vivo en la provincia deChiclayo, si no vivo en Lambayeque ;

simbdlicamente: “-~ q =>— p”

En los siguientes ejercicios escribir la proposicién dada en la forma “si p entonces q”; determine su valor

de verdad. A continuacién, escribir la reciproca y la contrareciproca y determinar la verdad o falsedad de
cada una.

. Las lechugas son verduras

. Sdlo las rectas paralelas no se cortan

. Sdlo las rectas perpendiculares forman angulos rectos.
. Un triangulo equilatero tiene tres lados iguales

. Si a es mayor que b entonces b es mayor que a

. Los tridngulos isésceles son equilateros

. Un hombre natural de Zapotillo es natural de Loja

. Si x = 4 entonces x* = 16

o Ningun profesor de idiomas tiene mala ortografia

2.4.9.- PROPOSICION BICONDICIONAL
: (<), QUE SE LEE “SI Y SOLO SI”

Sean p y g dos proposiciones simples entonces se puede indicar la proposicion bicondicional de la si-
guiente manera: p < q; que se lee “psiy solosiq”

Esto significa que p es verdadera siy solo si g es también verdadera. O bien p es falsa si y solo si q
también es falsa. Ejemplo; el enunciado siguiente es una proposicion bicondicional

“Un puente esta bien construido , si y solo si; resiste a un terremoto de mayor escala”

Simbélicamente tenemos:



p: Un puente esta bien construido V)=V
g: resiste a un terremoto de mayor escala V)=V
Por consiguiente: V (p < q) =V

Su tabla de verdad es:

MTTN<<L|T
< n<|a
<TT<L|T

La proposicion bicondicional solamente es verdadera si tanto p como g son falsas o bien ambas verdade-
ras.

La proposicion bicondicional, también se forma por la conjuncién de una proposicién condicional y su
reciproca, simbélicamente tememos:

P=q= pPp=9AA0=0p
Ejemplo:

Oscar viajara a la ciudad de Cuenca si y sélo si obtiene un préstamo en el Banco de Loja;
Simbodlicamente tenemos:

q=0p
Equivale a decir: Si Oscarviaja a la ciudad de Cuenca, entonces obtiene un préstamo en el Banco de

Loja, y si obtiene un préstamo en el Banco de Loja viajara a la ciudad de Cuenca. Simbdlicamente tene-
mos:

=p=Q9 A0=0p
Por lo tanto la primera y segunda proposicion son iguales:
P=Qg= p=9 A0=0p

SESION 2

l1l.- SIGNOS DE PUNTUACION, AGRUPACION Y ORDEN DE LOS OPERADORES O CONECTIVOS
LOGICOS

Los signos de agrupacion mas conocidos tenemos: el paréntesis, corchete y llaves( ); []; {}

Estos signos reemplazan a los signos gramaticales: punto (.), la coma (,), el punto y como (;), y los dos
puntos (:).

Los signos de agrupacion se usan en l6gica cuando se trata de obtener esquemas légicos mas comple-
jos con el fin de evitar la ambigliedad de las férmulas:

Si las proposiciones tienen el mismo tipo de operador o conectivo logico, se debe colocar los paréntesis
de izquierda a derecha asi:

pAqvr =(pPAQ) vr

pagvrvs =[(paq)vr]vs



Si no hay signos de puntuacion ni paréntesis se debe considerar el siguiente orden demenor a mayor
jerarquia de los operadores y de izquierda a derecha, para ubicar los paréntesis.

=, A, V, =, =

Ejemplos:
pAg=r =(PAg) =>r

parg=rvs =(pAaq)=>(rvs)
p=>0qg= ras =(p=>09)< (ras)
Si la proposicion compuesta esta escrita con paréntesis, la ubicaciéon de éstos nos
indicara cual es el operador predominante:
Ejercicios
pAargq=r =(pAqg)vr Esunesquema disyuntivo
pargq=rvs =(pAaq)=(rvs) Esunesquema condicional

p=>ge ras =(p=>q) < (rAs) Esunesquema bicondicional.

4. Siun esquema molecular no lleva los signos de agrupacion, se puede indicar cual esel operador pre-
dominante asi:

1) Conjuncién p=>ras (p=1~As
2) Condicional p=4qg vs
3) Condicional pAq=r

4) Condicional rvpvg

5) Conjuncion rAp=gq
6) Disyuncion rvqg=t
7) Disyuncién S N T u—
8) Disyuncién N s T —
9) Disyuncion VI N RV N T ee———

10) Condicional q=rv—$S  =—mmm-emmmmmmeen

11) Negacién e L —
12) Condicional B A ——
13) Negacion —tvs

Dadas las siguientes proposiciones matematicas, incluir los paréntesis.

Disyuncion X0V X>yAy=2z X0V (X>YyAy=2)

condicional X=0=>X>YAYy£Z

condicional X=0v X20Ay=z



condicional X>YAXOSY=DY>7

conjuncién X=0vx>0=y=0
condicional X=Y AY=ZVX=2Z
conjuncion X=YVW=ZAYy#Z

En la proposicion compuesta: pa (q A r) el conector principal es A.

En la proposicién compuesta: p v q el conector principal es v

En la proposicion compuesta: p = (p v r) el conector principal es =

En la proposicién compuesta: [(p = q) < (r A s)] el conector principal es <

Como podemos darnos cuenta, que los signos de puntuacion permiten, entre otras cosas, identificar en
una proposicion compuesta el CONECTOR DOMINANTE OCONECTOR PRINCIPAL O EL DE MAYOR
JERARQUIA

IV.-CALCULO PROPOSICIONAL

Hay dos formas de establecer los valores de verdad:

4.1. POR MEDIO DE LAS TABLAS DE VERDAD

Las tablas de verdad permiten determinar el valor de verdad de una proposicion compuesta y depende
de las proposiciones simples y de los operadores que contengan. Es posible que no se conozca un valor
de verdad especifico para cada proposicion; es este caso es necesario elaborar una tabla de verdad que
nos indique todas las diferentes combinaciones de valores de verdad que pueden presentarse. Las po-
sibilidades de combinar valores de verdad dependen del nUmero de proposiciones dadas.

Para una proposicién (n = 1), tenemos 2" = 2combinaciones

Para dos proposiciones (n = 2), tenemos 2° = 4 combinaciones

Para tres proposiciones (n = 3), tenemos 2 ® = 8 combinaciones

Para n proposiciones tenemos 2" combinaciones

Ejemplo: dado el siguiente esquema molecular, construir su tabla de valores de verdad:
Pasos para construir la tabla: (—p A Q) < (p =)
Determinamos sus valores de verdad 2 ° = 8 combinaciones

Determinamos las combinaciones:

TN <L LT
TTI<< TN <<|Q
T<TI<TI< L™




Adjuntamos a éste cuadro el esquema molecular y colocamos debajo de cada una de la variables sus
valores de verdad :

i

°
>
0
°
U

T TTTN<<<<|O
TTI<<TTNI<<<|O
T<TM<TI< <™
<<<<T T T
TTM<<TTTT
TT<<TTN<L<<|Q
TTI<<TI< T
TN II<<< << |
< <K<K LKLKTIL T
<< T<T<T|]

7
\

)

(6) —

4, Aplicamos la conjuncién de:

5. Aplicamos la condicional

(p = —|r)

6. Aplicamos la bicondicional

(=p A q) = (p = =)

El operador de mayor jerarquia es el que determina los valores de verdad del esquema molecular.

Ejercicios:

Sabiendo que p es falsa, q es verdadera y r es falso, hallar el valor de verdad de las siguientes proposi-
ciones compuestas por medio de la tabla de verdad.

- (p=—-0) < (p A Q)
p=(aAT)
—q=(-pAQq)
Eprma)=(PVvr)

(=aA)v (qv-r)



(ra=nwvr

4.2.- POR MEDIO DEL DIAGRAMA DE ARBOL .-

Es un procedimiento corto y facil, se necesita conocer los valores de verdad de cada variable y aplicar
las tablas de certeza ldgica:

Ejemplos:

a. Sabiendo que p es falsa, g es verdadera y r es verdadera. Cual es el valor de verdad de la pro-
posicion g = (p A I).

Solucién:
Tenemos:
q=(pAT)
} b
\% F V
N/
F . —

Luego la proposicion: q = (p A1), es falsa.

b. Dado el siguiente esquema molecular:(—-p A Q) < (p=>—7r)

Si: “p” es falsa “q” es verdadera y “r” es verdadera. El conector dominante es el bicon

dicional encontrar el valor de verdad del esquema por medio del diagrama del arbol:

Solucion:
(=pArg)=(p=>—r)

b

N

Luego la proposicion: (= p A ) < (p =>— ) es verdadera

Ejercicios
1. Sielvalor de verdad de la proposicion: g=— p, es falsa, ¢ Cual sera el valor de verdad de: —gA—p.
2. Completar con V o F, cada una de las siguientes proposiciones, justificar la respuesta:

Se sabe que p A q es verdadera. Por lo tanto el valor de verdad de — p = g es:



Se sabe que — p = q es falsa. Por lo tanto, el valor de verdad de p v— q es:

Se sabe que — p v g es falsa. Por lo tanto, el valor de vedad de p < q es:

Se sabe que p es falsa y — p < g es verdadera. Por lo tanto, p =— g es:

Se sabe que qy —r es verdadera. Porlotantog= (p Atr)es:

3. Escribir simbélicamente las proposiciones siguientes y encontrar el valor de verdad por el dia-
grama del arbol:

4) 2 es ndmero pary 21 es multiplo de 3, 6 5 es la raiz cuadrada de 10
Sielm.cm. de 12y 15 es 60 y 3 es el cuadrado de 9, entonces, estudio o juego ajedrez.

V.-CONTINGENTES, TAUTOLOGIAS Y CONTRADICCIONES

Los esquemas moleculares se clasifican segun el resultado que se obtenga en el operador de mayor
jerarquia, pueden ser:

5.1.- CONTINGENTES

Cuando en su resultado hay por lo menos una verdad y una falsedad Ejemplo: dado el siguiente esque-
ma: (=prg) ©(p=>-1

P q r (=p A q) = (p = —r)
F Y; F
v v v F F v F V \Y; F
v v F F F v Y V F v
v F v F F F F v \Y F
v F F F Vv F Vv v \Y v
F \% \% \% v \% v F vV |F
F \% F Vv = v = F V. oV
F F v v E F E F \Y% F
F F F v F F \Y

El esquema es contingente

5.2.- TAUTOLOGIA

Es una proposicién que siempre es verdadera, independientemente del valor légico de las proposiciones
simples que la componen..

Se puede decir también que un esquema es un tautolégico cuando los valores de verdad del operador
principal son todos verdaderos.

Ejemplo



Si p y q son proporciones simples distintas, demuestre mediante tablas de certeza que el siguiente es-
quema proposicional es una tautologia.

Pra)=(p<=0)

(p ~ a) = (p

TTn<< |©
T < o]
nTn<<<
TN
<<
<< <L
nTn<< ()
<7< |
<<

Es un esquema tautolégico

5.3.- CONTRADICCION

Es cuando en el resultado todos los valores de verdad son falsos 0 Un esquema A es una contradiccién
si “no A” ( — A), es una contradiccion cuando todos los valores del operador de mayor jerarquia son

falsos.

Indeterminacion: es la sentencia que ni es verdadera ni falsa.

Ejemplo:
Dado el siguiente esquema molecular:
[(=pArQ) ==r]=[ra=(pv=0)]

determinar si se trata de una contradiccion:

A=(p v=0q)l

=
J
©
o]
~
U
=
U
-

TN L|T
TI<< TN L|O
MK<KTIK<TIK<TIL| T
< <K<K <TTTT
M<K <TTTTT
MTTNI<<TITNL<L
<LK LKTIL LKL ]
<TT<TT<T<T
MTTMTM<TTTT
T<L<TTI<TTI<TL
MTTMTM<TTTT
TTI<<TTTT
TN LK
< LKTITNILK LKL
< L<KTTNL<<TT

=
N
w
N
-
o
a1
=
=
(o2}
=
(2}
\‘
=
N
=
w
(o]
[
N
©

Podemos observar en el ejemplo anterior que no se trata de una contradiccién; pero si es un es un es-
guema contingente.

OBSERVACION:
Ala tautologia se la simboliza con la letra T

A la idea de tautologia se la relaciona con el conjunto universal



A la contradiccion se la simboliza con la letra C
A la contradiccién se la relaciona con el conjunto vacio.
La negacion de una tautologia es una contradiccién

La negacion de una contradiccion es una tautologia.

Ejercicios

1.-¢ Cuales de las siguientes proposiciones compuestas son tautolégicas?
(PA~q)v(~pva)
(@—>~p)A(p~~0)

(~g < p)—>(dA ~p)

2.-De las siguientes proposiciones
(P — q) « (pr ~0)
(P—>0)« (~pva)
[(PA~a)valA~p

[(Pva)—>alAall@rp)Ad]

Son contingencias:

3.-Comprobar por medio de una tabla de verdad que las siguientes
esquemas compuestas son tautologias, contingentes o contradictorios

pv—p

(pva)=(qvp)
[((p=a)r(a=r)=(p=T)
[PAr(pP=0)]=q

(pP=g < (-g=>-p)

VI.-INFERENCIA LOGICA

Se clasifican en:



6.1.- IMPLICACIONES LOGICAS

Se lo representa por el simbolo “—”, no es un conectivo ldgico, es un signo de relacion .

Se dice que un esquema A implica a otro esquema B, cuando al unirlos por la condicional nos da una
tautologia. Simbdlicamente se lo representa asi: A — B.

Si la proposicion compuesta A implica a la proposicién compuesta B, entonces B se deduce necesaria-
mente de A, o también se dice que B se infiere l6gicamente de A.

Ejemplo:

Demostrar que el esquema A implica a B
A paqQ

B: pvq

Luego unimos con la condicional y construimos latabla:pAgq=pvq

P Q P AQ = P v q
Y Y Y Y Y
Y F F Y Y
F Vv F Vv Vv
F F F Vv F

Como el resultado es una tautologia, se ha demostrado que A implica a B.

Nota: la relacién de implicacion no es reciproca.

6.2.- EQUIVALENCIAS LOGICAS

Se lo representa por “=”" pero no es un operador l6gico.

Decimos que dos proposiciones compuestas Py Q son equivalente, si al unir las dos con la bicondicio-
nal nos da una tautologia, es decir que P y Q tienen los mismos valores de verdad en su operador prin-
cipal. Simbdlicamente se escribe asi:

P=Q 0 P< Q SeleeP esequivalente aQ 6 Q es equivalente a P.

Si no son equivalentes se los escribe asi: P = Q

Si P y Q son equivalentes, entonces Q se deduce validamente a partir P, y a la vez también P se deduce
necesariamente a partir de Q.

Para demostrar que una proposicién compuesta es equivalente a otra, se lo puede hacer por medio de
las tablas de verdad o por medio de las leyes y reglas de inferencia que veremos a continuacion.



A los esquemas moleculares compuestos se los representa con las letras mayuUsculas A, B, C,.. etc. 6
conP, Q, R, etc.

Ejemplos:
Determinar si las proposiciones siguientes son equivalentes, por medio de la tabla de verdad:

A : Si Laisa aprob6 el curso preuniversitario, entonces ingreso a la UCV.
Simbélicamente: p = q

B: No es el caso que: Laisa apruebe el curso preuniversitario y no ingrese a la UCV
Simbdlicamente: —(p A q)
Luego demostramos que: p=qg == (p A q)

Seguidamente para demostrar que estos dos esquemas son equivalentes, los unimos con la bicondicio-
nalasi: (p=>q)<—-(p A—~Qg) yconstruimos una tabla de verdad:

p q (p= g)e=(p ~~ Q)

V V Vv Vv V F
V F F Vv F V
F \Y Y Y V F
F F Y V V F

Dado que el resultado de la tabla es una tautologia, las proposiciones A y B son equivalentes.

Otro Ejemplo:

P: g=—p; Q —=(q Ar=p)

(g =-p) <=(a9rp)

TN<<L| T
< <l
<<<T
<<K<<<L
<<<T
Tnn<L

=
w
N

Aqui observamos que la columna 1 y 3 de los operadores principales de las proposiciones P y Q son
iguales, por lo tanto son equivalentes.

También las proposiciones P y Q son equivalentes porque al unirlas con la bicondicional nos dio una
tautologia.

Ejercicios:

Demostrar que los siguientes esquemas moleculares son equivalentes
a) [pa(avr)l=[(pag)v(par)]

b) [pv(aar)]I=[(pva)a(pvr)]

c) (pAa(aan=(parg)ar



d) (Pv(@vn=(@vagwvr
e) -(pArQq)=(-pv-Qq)
f) —(pva)=(-pr-q)
VII.-LEYES DEL ALGEBRA PROPOSICIONAL
En légica, las tautologias son conocidas con el nombre de leyes o principios Idgicos. A continuacion ano-
tamos las principales leyes que vamos a utilizarlos en el futuro y que usted de familiarizarse:
7.1.- LEYES

L- 1: LEYES DE IDEMPOTENCIA
PARA A'Y PARA v

Si p es una proposiciéon simple o compuesta, entonces:
(Pvp) =p

(PAp) =p

Segun estas leyes, las proporciones ( p v p) o0 (p A p) pueden sustituirse por p.

L —2: LEYES DE IDENTIDAD
PARA AY PARA v
Si p es una proposicién simple o compuesta, entonces:

pv(V)=(V)

es decir, cuando formamos la disyuncién de una proporcién p, cuyo valor de verdad es des-
conocido, con otra cuyo valor de verdad de ( V), el resultado es ( V), ya que la disyuncion es
(V) cuando al menos una de las proposiciones dadas es verdadera.

pv (F)=p;
es decir, el valor de verdad de la disyuncion de una proposicion p, cuyo valor de verdad no
conocemos, con otra cuyo valor de verdad es ( F ), depende del valor de p.

pA(V)=p;

en este caso el andlisis es similar a la parte b), teniendo en cuenta que aqui el conector es

pPA(F)=(F)

el andlisis es similar al de la parte a), teniendo encuenta aqui que el conector es A



L-3: LEYES CONMUTATIVAS
AY PARA v

Si p y q son proposiciones, entonces:
(pva)=(avp)

(p ~g)= (g A p), es decir, dos proporciones conectadas con v pueden escribirse
en cualquier orden.

L - 4: LEYES ASOCIATIVAS
Sip, g, , son proposiciones cualesquiera, entonces:
a) (pAr(ann=(pPAagq)ar
bpv(@vr=(@Evavr
L-5: LEYES DISTRIBUTIVAS:
Si p, g, r son proposiciones cualesquiera, entonces.
a) [pAa(gvr)I=[(pAag)v(pAar)]
b) [pv(g ar)]=[(pva)a(pvr)]

Estas leyes son similares a las que conocemos en el &lgebra para la suma y la multiplicacion. Recorde-
mos que:

4(x+y)=(4x) + (4y)
L-6: LEY DE LA DOBLE NEGACION:
Si p es una proposicion simple cualquiera, entonces:—(—p )=p

Al negar dos veces una proposicion obtenemos una afirmacion.

L-7: LEY DEL TERCER EXCLUIDO:

Si p es una proposicién cualesquiera, entonces:(p v—p)=(V)
Esta propiedad establece que independientemente del valor de verdad que tenga p, la proposicion:
(p v— p) siempre es verdadera. Por tanto, en un esquema légico complejo podemos reemplazar

(pv=p), (@v=0q), (rv=r), (@a=Db) v—(a=Dh), etc., por (v).



L -8: LEY DE CONTRADICCION:

Si p es una proposicion cualesquiera, entonces:(p A—p ) =(F)

Esquemas como (p A— p), (g A—Qq), (r A~—r) pueden remplazarse por (F)

L-9: LEYES DE DE MORGAN:

Si p, g son proposiciones simples 0 compuestas, entonces:

—(pAg)=(=pv-Qq)

—(pva)=(=par-q)
Estas leyes nos indican como negar una disyuncion y una conjuncién. La parte: a) establece que para
negar una conjuncion es necesario cambiar la conjuncion por disyuncién (A por v) y negar las proposi-

ciones dadas.

La parte b) establece que para negar una disyuncion debemos cambiar la disyuncién por la conjuncién
(la Aporv) y negar las proposiciones dadas.

Ejemplo:
Negar la proposicién: “7 es un numero primo y 30 es divisible por 5”.
Solucién:

Cambiamos “y” por “0” y negamos las proposiciones simples que forman elenunciado, asi:

“7 no es un numero primo o 30 no es divisible por 5”.

L—10: LEY DE LA CONDICIONAL:
Usando tablas de verdad podemos verificar que: p = qequivalea—-pv q.
La proposicion p = g es una abreviacién de la proposicion — p v q; es decir:
(p=>9q)=(-pva)

NOTA: Son muchos los esquemas légicos que ofrecen alguna complejidad y pueden simplificarse utili-
zando esta definicién alterna del condicional.



Ejemplo 1:
Escribamos sin condicional las proposiciones siguientes:

a) (pr@) =

b) p=(—-qv-)

c) —p=>-q

SOLUCION:

a. PArg)=r]=(parq)vr

b. [pP=(=qgvar)]=pv(-gvar)
c. (=p==0)==(=p)v-a=pv(-0q)
Ejemplo 2:

Escribamos una proposicion equivalente a:“Si X es ingeniero entonces X tiene una constructora”
SOLUCION:

Usando la definicién alterna de la implicacién tenemos:“X no es ingeniero o X no tiene una constructora”

Ejemplo 3:
Comprobemos que (p=q)=(—-pv Q)
SOLUCION:

Elaboramos la tabla de verdad:

p Q -p (p =0 <« (=p v 0a
Y, V F v vV
v F F F v F
F v v v Y,
F F V V vV
1) 3) )

L- 11.- LEY DE LA BICONDICIONAL

peqg =(p=>9)a(g=>p)



L- 12.- CONJUNCION NEGATIVA.-

pyg=-paaq

L-13.- DISYUNCION EXCLUSIVA.-

pva=(pvag)a-(pAaq)

Ejercicios: Demuestre las leyes mediante el uso de las tablas de verdad.

7.2.- APLICACIONES DE LAS LEYES DEL ALGEBRA PROPOSICIONAL

Las leyes nos pueden servir para demostrar que un esquema es equivalente a otro, también podemos
utilizar en la simplificacion de proposiciones etc.

Ejemplo 1:Probemosque - (p=q)=[p Ar—q)]

SOLUCION:

- (P=>Q)e—[(p)-v q] Definicién alterna de implicacién

<-(=p) A=(Qq) Ley de De Morgan para v

S pAa(=0Q) Ley de la Doble Negacién

Luego: —(p=0)=[p A (=0)]

Ejemplo 2:Probemos que la proposicion (p A q) = p es una tautologia.

SOLUCION:
[(prg)=ple—-(paqgq) vp Definicion alternade =
S (-pv—-qQvp Ley de De Morgan para A

< (—pvp)v(—Qq)ley Asociativade lav
< (V)v(—=q) Ley del Tercer excluido
< (V) Ley Idénticade lav

Por lo tanto, al ser [( p A q) = p]=( V), concluimos que es una tautologia.



Ejercicios

1)

2)

Probemos que la proposicion [ (p = q) A (= q)] = (— p) es una tautologia.

Probemos que la siguiente proposicién es una contradiccion:

—[=(=parg)v(=pva)]le=[-(=pArg)Ir=(=pVvQ)

3)

Elaborar la tabla de verdad de las siguientes proposiciones y decir en cada caso si se trata de

una tautologia, una contradiccién o una determinacion.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
9)
h)

4)

—(p=>=09)=(prq)
(prma)=(-pva)
p=(aqnar)
—p=(-p~rq)
(=pr=q) =(pva)
(p=0q)=-p
(maar)v(ga=r

(ra=r)wvr

Los siguientes ejercicios deben resolverse aplicando las Leyes del Algebra proposicional y no

por tablas de verdad.-

Probar que las proposiciones siguientes son tautologias:

a)
b)
c)
d)
e)

5)

[~aA(p=09)]=(-p)
[(pP=0a)Ar-q]=(-p)
[(p=(a=r)]=[(prg)=r]
[-pA(pva)]l=gq

p=(pva)

Simplificar las siguientes proposicion utilizando leyes:
(p==0)A(=p~rQq)

p=(pAr-q)

—mA(=m=-n)

—[t=>(mat)]

—-[(prg)=(-p=q)]



7.2.- INFERENCIA LOGICA:

La inferencia es el paso de un conjunto de premisas a la conclusién.

Simbdlicamente se lo representa asi:

Py
P>
Ps

Al unir cada una de las premisas por el operador conjuntivo y estas a la vez con la conclusion por medio
del condicional, se obtiene la siguiente férmula inferencial:

PiA PoA Paa ...... AP,=C
Como las premisas y la conclusién estan constituidas por proposiciones, podemos decir que la inferencia
es una estructura de proposiciones, donde a partir de una 0 mas proposiciones llamadas premisas se
obtiene otra proposicion llamada conclusion:
Ejemplos:

1. Vicente viajara al norte del pais o se quedara en la capital. Por lo tanto, Si Vicente viaja al norte del
pais entonces no se quedara en la capital.

2.Si Mateo gana el concurso de poesia entonces obtendra una beca. Mateo gané el concurso de poesia.
Luego Mateoobtendra una beca.

La conclusion se puede distinguir de sus premisas porque generalmente van precedidas por alguno de
los términos como “por lo tanto”, “luego”, en consecuencia”, “de ahi que”, etc. y las premisas podemos
distinguirlas casi siempre por los signos de puntuacién comoel punto seguido o por el sentido que tiene
el enunciado.

7.3.- VALIDEZ Y VERDAD

La validez se refiere a la forma de pensamiento, mientras que la verdad se obtiene del andlisis del con-
tenido del pensamiento. En todo razonamiento o inferencia hay que distinguir su validez de su verdad.

El razonamiento o la inferencia son validos cuando la conjuncién de premisas implica a la conclusion; vy,
si esto no sucede, la inferencia es invalida.

La validez o invalidez de una inferencia depende Unicamente de su forma légica, y la forma logica de-
pende de la funcion que desempefian las conectivas en la estructura del enunciado inferencial.



Si una inferencia valida tiene su premisa o conjunto de premisas verdaderas, entonces se puede asegu-
rar que la conclusién es necesariamente verdadera; pero si la premisas o conjunto de premisas no son
verdaderas, asi la inferencia sea valida, l6gicamente no se puede saber la verdad o falsedad de la con-
clusion. Entonces, el Unico caso que se puede saber la verdad de la conclusion es cuando la inferencia
es valida y tiene premisas verdaderas.

7.4.- METODOS PARA DETERMINAR LA VALIDEZ DE UNA INFERENCIA LOGICA

Analizar la validez o invalidez de una inferencia consiste en decidir si la formula de la inferencia es valida
0 no, para esto conocemos dos métodos:

7.4.1. POR LA TABLA DE VALORES

Se sugiere seguir los siguientes pasos:

a. Simbolizar las premisas y la conclusion:
b. Obtener la formula inferencial
C. Aplicar la tabla de valores.Si el resultado es tautolégico, la conjuncién de premisas implica a la

conclusién, y por tanto la inferencia es valida, pero si el resultado no es tautoldgico, la inferencia no es
vélida.

Ejemplos:
1. Vicente viajara al norte del pais o se quedara en la capital. Por lo tanto, Si Vicente viaja al norte

del pais entonces no se quedaré en la capital.

a. Simbolizamos:

pvaq
Sp=>=q
b. Obtenemos la formula inferencial: (pvag) = (p=-9)
b. Elaboramos la tabla de valores:

P Q (pvg) = (p==9)
V V V F F

v F v vV

F V v vV

F F F V V

El esquema no es tautolégico, luego la premisa no implica a la conclusién y la inferencia no es vélida,

2. Si Mateo gana el concurso de poesia entonces obtendra una beca. Mateo gané el concurso de poes-
ia. Luego Mateo obtendra una beca.

a. Simbolizando tenemos:



p=4q

b. Obtenemos la formula inferencial:

(p=49d) Apl=q

c. Elaboramos la tabla de valores:

p Q (p=q9) A pl] = ¢
V V VVV

Y F FF Y

F Vv V F Vv

F F \Y F \Y

El esquema es tautologico, luego la conjuncién de premisas implica a la conclusion y la inferencia es
vélida.
7.4.2. POR EL METODO ABREVIADO

Es un procedimiento que evita estar construyendo la tabla de valores de verdad para determinar la vali-
dez de la inferencia.

Este método consiste en suponer la conjuncién de premisas verdaderas y la conclusion falsa, tnica po-
sibilidad que invalidad la implicacion.

PiA PoAP3A ... AP=> C

\Y VW F

Ejemplo:

1. Vicente viajara al norte del pais o se quedara en la capital. Por lo tanto, Si Vicente viaja al norte del
pais entonces no se quedara en la capital.

a. Simbolizamos:

pvaq
b. Obtenemos la formula inferencial: (pvag) = (p=-q)
C. Suponemos valores, a las premisas verdaderas y la conclusién falsa

(pvag) =(p=>-9)



\% F

Como cada una de las variables(p, g), cumplen una sola funcién veritativa, decidimos que la inferencia
no es valida. Esto es, se ha demostrado que la premisa es verdadera y la conclusién es falsa.

2. SiJuan gana el concurso de poesia entonces obtendra una beca. Juan gano el concurso de poesia.
Luego Juan obtendra una beca.

Simbolizando tenemos:

p=q9

b. Obtenemos la formula inferencial:[(p = g) Ap] = g
c. Suponemos valores, a las premisas verdaderas y la conclusién falsa:
(P=a) ~pl=q
\% VF

C. Comprobamos:

(p=49) Arpl=q

Como la variable p tiene dos valores: verdadero y falso a la vez. Por lo tanto, hay implicacion y la infe-
rencia es valida.

7.5.-Reglas de inferencia:

Para inferir un razonamiento a partir de otros se requiere de un proceso en el que se aplican propiedades
o leyes fijadas de antemano y que no hayan sido obtenidas de casos particulares o para casos particula-
res.

Estas leyes dan la certeza de que solo es posible obtener conclusiones ciertas de premisas ciertas.

7.5.1.- MODUS PONENDO PONENS
( REGLA DE SEPARACION):

Su abreviatura es PP.

Simbélicamente tenemos:

p=q (1)

g Q)



Su férmula inferencial es:[(p= g)Apl=4q

Si una proposicién condicional es verdadera y si verdadero el antecedente, entonces necesariamente
sera verdadero el consecuente.

Ejemplo:

Premisa 1: Si él esta en el partido de futbol, entonces él esta en el estadio.

Premisa 2: El esta en el partido de fatbol
Conclusion: El esta en el estadio.

Se simboliza de la siguiente manera el ejercicio anterior

pP=q 1)
p 1)
q 1)
Ejercicios:

A. ¢ Qué conclusion se puede sacar de cada uno de los siguientes conjuntos de premisas?

Es decir ¢qué proposicion ldgica se sigue de las premisas?
Si usted esta en Madrid, entonces su reloj sefiala lamisa hora que en Barcelona. Usted esta en Madrid.
Si no nos despedimos ahora, entonces no cumpliremos nuestro plan. No nos despedimos ahora.

Si vivo en la capital del Ecuador, entonces no vivo en ninguno de las 21 provincias del Ecuador. Vivo en
la capital del Ecuador.

Utilizando Modus PonendoPonens sacar una conclusion de cada uno de los conjuntos de premisas si-
guientes. Escribir la conclusion en la linea (3)

pvqg=r

pva

—P=>ar

Y

Poner una C junto a cada ejemplo en el que la conclusién es correcta segin el Modus
Poniendo Ponens. Poner una | junto a cada conclusién incorrecta.
Premisas: s y s = t: conclusién: t

Premisas: t = v y t: conclusion v



Premisas: p = qy g: conclusion r
Premisas:syr—=s

Premisas: ryr=s

7.5.2. DOBLE NEGACION.

La reglade doble negacion es una regla simple que permitepasar de una
premisa Unica a la conclusion.

Simbdlicamente tenemos:

——p (1) p 1)
Sp (D) L= p (D)
Ejemplo:

No ocurre que Maria no es estudiante
Simbolizando el ejemplo anterior tenemos:
——p (1)

Sp (D

La conclusion es que Maria es estudiante.

Ejercicios:

A. Qué conclusion podemos sacar de cada una de las proposiciones siguientes por la doble negacion:
1. Todos los mamiferos son animales de sangre caliente
2. El granito es un tipo de mineral igneo
3. No ocurre que un quinto no es el veinte por cierto

B. Demostrar que las conclusiones son consecuencia de las premisas dadas:

1. Demostrar: ——t 2. Demostrar: b

Ds=>t (1) —a
@) s ) ma=——b

3 3

4 4

7.5.3.- MODUS TOLLENDO TOLLENS.



Su abreviatura es TT.

Simbdélicamente tenemos:

p=q (1)
—q (1)

-p @
Suférmulaes: [(p=qg)Ar-q]l=—-p
Si una proposicion condicional es verdadera y si es verdadera la negacion del consecuente, entonces
necesariamente sera verdadera la negacion del antecedente.
Ejemplo:
Premisa 1: Si tiene luz propia, entonces el astro es una estrella
Premisa 2: El astro no es una estrella.

Conclusion: Por tanto no tiene luz propia

Se simboliza de la siguiente manera el ejercicio anterior

pP=q P
—q P
—p TT1,2
Ejercicios:
1) ¢, Qué conclusién se puede deducir de cada uno de los conjuntos de premisas siguientes utilizan-

do TT? Escribir las conclusiones es castellano.

2) Si la luz fuera simplemente un movimiento ondulatorio continuo, entonces la luz mas brillante
dara lugar siempre a una emision de electrones con mayor energia que los originados por luz mas tenue.
La luz mas brillante no siempre emite electrones con mayor energia que los originados.

3) Si un angulo de un triangulo es mayor de 90 grados, entonces la suma de los otros dos angulos
es menor de 90 grados. La sima de los otros dos angulos no es menor de 90 grados.

4) Si el arriendo se mantiene valido, entonces el duefio es responsable de las reparaciones. El
duefio no es responsable de las reptaciones.

5) Deducir una conclusién de cada uno de los conjuntos de premisas siguientes, aplicando la regla
del Modus TollendoTollens.

1. V)g=>r 2. g=-r 3. D (pvg=>r
(2)—r (2) == (2) —r
)3) 3)



Demostrar que las conclusiones son consecuencia de las premisas dadas. Indicar la demostracion
completa.

Demostrar: ¢ Demostrar: r A s Demostrar:
(1)—-b DWp=q Q) f
2 a=b(@2)q 2) e = f

B)—a=c@B)—-p=>ras

7.5.4.- MODUS TOLLENDO PONENS.

Su abreviatura es: MTP

Simbdélicamente tenemos:

pvq 1)

-p 1)
q 1)

pvq 1)

-q 1)
P 1)

Sus formulas son:

[(Pva)r=pl=q1

[(Pva)r-qgl=p

Si una proposicion disyuntiva es verdadera y si es verdadera la negacién de una de sus componentes,
entonces necesariamente serd verdadera la otra componente de la disyuncion.

Ejemplo:

1.- Supbngase que se tiene como premisa:

O esta sustancia contiene hidrégeno o contiene oxigeno

La segunda premisa dice:

Esta sustancia no contiene oxigeno

Por medio del Modus TollendoPonens se puede concluir:



Esta sustancia contiene oxigeno

2.- Para aclarar la forma de esta inferencia, se puede simbolizar el ejemplo:
p: Esta sustancia contiene hidrégeno
g: Esta sustancia contiene oxigeno

La demostracion de la conclusion es:

pvg P

q TP 1,2

Ejercicios:

1.-¢,Qué conclusion, en forma de proposicion escrita en castellano, se puede deducir de cada uno de los
conjuntos de premisas siguientes utilizando la regla TP?

2.-Este hombre o0 es un abogado o es un politico. No es un abogado.
Juan o ha terminado el libro o no ha ido a devolverlo hoy a la biblioteca.
Juan no ha terminado el libro.

B. Deducir una conclusion de cada uno de los siguientes conjuntos de premisas
usando el Modus TollendoPonens.

Q) —=qvr P 1) tv(p=20q) Q) (sat)yvr
2 —-r P 2) -t P 2) = (sAt) P

C. Demostrar que las conclusiones son consecuencia de las premisas dadas en los
Ejercicios que siguen. Dar una demostracion completa.

1) Demostrar: p 2) Demostrara A b 3) Demostrar: p
@Q)pvg P 1) —-avb P 1) t=pvg P
2-t P 2 —a=e P (2)——t P
@)g=t P () -—e P 3)—-q P

7.5.5.-TAUTOLOGIA SIMPLIFICATIVA

Simbdlicamente tenemos:

pArQ




pArQ

Suférmulaes: (pAQ)=p

(Pra)=q

Si una conjuncion de proposiciones es verdadera entonces necesariamente serd verdadera cada una de
sus componentes.

Ejemplo:

Apruebo los talleres y apruebo el médulo 2
Premisa 1: apruebo los talleres

Premisa 2: apruebo el modulo 2
Conclusién: 1) apruebo los talleres

Conclusién: 2) apruebo el médulo 2

7.5.6.- TAUTOLOGIA ADJUNCION

Simbdlicamente tenemos:

QT

pAq

Suformulaesi [ (p)A(q)]=(pAQ)

Si dos proporciones cualesquiera son verdaderas, entonces necesariamente sera verdadera la conjun-
cion que con dichas proposiciones se forme.

Ejemplo:

Sali bien en el examen y tengo 10
p: sali bien en el examen
g: tengo 10

(p A q):salibien en el examen y tengo 10



7.5.7. TAUTOLOGIA ADICION

Simbdélicamente tenemos:

pva

Su féormula es: p =[pv d]
Si una proposicion cualesquiera es verdadera, entonces necesariamente sera verdadera
la disyuncién que se forme con dicha proposicién y cualquier otra.
Ejemplo:
Estudio con responsabilidad o pierdo el médulo
p: estudio con responsabilidad

g: pierdo el modulo

p v g: estudio con responsabilidad o pierdo el médulo.

7.5.8. SILOGISMO HIPOTETICO
(LEY TRANSITIVA).

Su abreviatura es HS
Simbdlicamente tenemos:

p=q
g=r

p=r

Suférmulaesi(p=g)a(r=s) A(pvr)l=(Qvs)
Si una proposicion condicional es verdadera y si es verdadera otra condicional que tenga como antece-
dente el consecuente de la primera, entonces necesariamente sera verdadera otra condicional que tenga
por antecedente el de la primea y por consecuente el consecuente de la segunda.
Ejemplo:
(1) Sihace calor, entonces Juana va a nadar
(2) Si Juana va a nadar, entonces arregla la casa después de comer.

Se puede concluir:

(3) Si hace calor, entonces arregla la casa después de comer.



Ejercicios:

En los ejemplos siguientes de la ley del silogismo hipotético obsérvese que algunos de los antecedentes
y consecuentes son proposiciones moleculares. La forma, sin embargo es la misma.

a. (1) -p=>-¢ P

b.)(p=>qg)=>r P

2)r= (gat) P

@) (p=0a) =(agat) HS1.2

A. ¢Qué conclusiones se puede sacar, si se puede sacar alguna, por la ley de silogismo hipotético de
los conjuntos de proposiciones siguientes?

Si el agua se hiela, entonces sus moléculas forman cristales. Silas moléculasforman cristales, entonces
el agua aumenta de volumen.

Si un haz fino de fotones penetran en un gas en una camara de niebla, entonces los fotones expulsan
electrones de lo s &tomos del gas. Si los fotones expulsan electrones de atomos de gas, entonces la
energia de la luz se convierte en energia cinética de los electrones.

B. Traducir los razonamientos del ejercicio A en simbolos I6gicos y demostrar que su conclusion es
consecuencia légica de las premisas.

C. Utilizar la ley del silogismo hipotético y obtener una conclusién del siguiente conjunto de premi-
sas.
1. A)g=-p 2.)svt=rvq
2)=p=>r (2) rvg=>—p
D. Indicar una deduccion formal de las siguientes conclusiones a partir de las premisas dadas.
1. Demostrar: — t 2. Demostrar: q
D (g=nNAp Q) —=r=s
2)r=t 2) s=>pnaq
B3)(g =>r)=>-t B)r=t
4) -t

7.5.9.- SILOGISMO DISYUNTIVO
(LEY DEL DILEMA).

Su abreviatura es DS

Simbdélicamente tenemos:



p=q9
r=s
pvr

qvs

Suformulaesi(p=gA(r=s)A(pva]=(Qqvs)
Si dos proposiciones condicionales son verdaderas y si es verdadera la disyuncién que se forme con los
antecedentes de dichas condicionales, entonces necesariamente sera verdadera la disyuncion que se
forme con los consecuentes.
Ejemplo:

O llueve o el campo esta seco

Si llueve, entonces jugaremos dentro.

Si el campo esta seco, entonces jugaremos al baloncesto

¢, Qué conclusion se puede sacar de estas proposiciones? La conclusion es que o jugaremos dentro o
jugaremos el baloncesto. La conclusion es otra disyuncién.

Simbolizamos:

r: llueve

d: el campo esta seco

p: jugaremos dentro

b: jugaremos al baloncesto

Esto se simboliza asi:

1) rvd P
() rvp P

3y d=b P

@) pvb DS1,2y3

Ejercicios:

A. ¢Qué conclusion se puede sacar de cada uno de los siguientes conjuntos de premisas,por la ley del
silogismo disyuntivo? Dar como conclusion una proposicion en lenguaje corriente.

O Juan tiene mayoria o Pedro tiene mayoria. Si Juan tiene mayoria. Pedro sera el tesorero. Si Pedro
tiene mayoria, entonces Juan serd el tesorero.

O la planta es un aplanta verde o es una planta no verde. Si es una planta verde, entonces fabrica su
propio elemento. Si es una planta no verde, entonces depende de las materias de otras plantas para su
alimento.



B. Simbolizar los razonamientos de los ejemplos anteriores y demostrar que las conclusiones son
consecuencia légica de las premisas.

C. Utilizar la ley del silogismo disyuntivo (DS) para obtener una conclusién de cada uno de los siguientes
conjuntos de premisas.

@) -ag=r (2) =s=p
Q@) p=—s @) -t=q

Dar una deduccion completamente formal de las siguientes conclusiones a partir de las premisas dadas.

1. Demostrar:rA (pA Q) 2. Demostrar: =g A s
1) pvg 1) s A=
2 g=r (2) rv—t
@) p=t R a=>t
(4) -t

7.5.10. CONMUTATIVA

Simbdlicamente tenemos:

pAq pvq

anp aqvp

Su férmula es:

(P ra)=(q Ap) (Pva)=(avp)
Ejemplo:
Pedro trabaja y estudia pAdQ
Por lo tanto:
Pedro estudia y trabaja gap

7.5.11. SIMPLIFICACION DISYUNTIVA:

Simbélicamente tenemos:

pvp



Suformulaes: (pvp) =p

Ejemplo:

Pedro es ingeniero o Pedro es ingeniero pvp
Se concluye: que Pedro es ingeniero

7.5. 12.LAS LEYES DE DE MORGAN:

Simbdlicamente tenemos:
a)—-(pva) b)-pA—-q

—“pArmq - (pv Q)

Ejemplos:

a) No ocurre a la vez que: hace calor o que hace frio —(p v Q)
Se puede también expresar:

No hace calor y no hace frio - pAaq

b) No llueve y no hace sol - pAaq

Se puede también expresar:
No ocurre que: llueve o haga sol = (pvaQ)

Ejercicios:
A. ¢ Qué se puede concluir de las premisas siguientes utilizando las leyes de De Morgan?
1. O los estudiantes no son ingenieros o no tienen tiempo
2. No ocurre que o el aire es un buen conductor del calor o el agua es un buenconductor del calor.

3. No ocurre que los puentes son cementos o que los edificios son calles



B. Aplicar las leyes de De Morgan para deducir conclusiones:

1. —(pAQ)
2. —rv—t
3. —(=rA=s)

4. ——gv—h
C. Indicar una demostracion formal completa para cada uno de los razonamientos simbolizados
siguientes:

1. Demostrar: — s 2. Demostrar: r A q
1) -(Pnra) () —-s=>=(pv-1

(2)-g=t (2) t=(aAm)

@) -p=>t () -s
(4) s=-t
D.-Dar una demostracién formal completa para cada uno de los razonamientos siguientes:
1. Demostrar: x =1
QD) —-(z<3)v((x>y) Ay=2
2 x<yvx=1
B)x>z=> x>y
@) x>z=>x<y

7.5.13.- REGLA DE LA BICONDICIONAL.

Su abreviatura es LB

Simbélicamente tenemos:

p=q p=4q
a=p

P=09)Ar(@=p)

Ejercicios:

A. Simbolizar las siguientes proposiciones y dar una deduccién formal:



1. Esta ley sera aprobada en esta sesion si y solo si es apoyada por la mayoria. O es apoyada por la
mayoria o el gobernador se opone a ella. Si el gobernador se opone a ella, entonces sera pospuesta en
las deliberaciones del comité. Por tanto o esta ley serd aprobada en esta sesién o sera pospuesta en la
deliberacion del comité.

23x5=12<5+5+5=12

4x4+13

5+5+5=12=4x4=13

Por lo tanto: 3 x5 # 12

B. Dar una demostracion formal completa de cada uno de los razonamientos siguientes:
1. Demostrar:2x5=5+5=2x4=4+4

1) 2x4=4+4<2x5=5+5

2. Demostrar:x =4« 3x+2=14

1)3x+2=14<3x=12
(2)3x=12<=x=4

7.5.14. CONJUNCION NEGATIVA

Simbdlicamente:
piq

Su férmula es: Pyg)=Epar-0)

Ejemplo:

Ni Luis estudia ni Juan trabaja p g

Se concluye que:

Luis no estudia y Juan no trabaja. —pAr—=q

7.5.15. DISYUNCION EXCLUSIVA



Simbdélicamente:

pvq

(Pva)a-(pnaQq)

Ejemplo:
Inés es hija de Pedro o hija de Luis pvq
Se concluye:

Inés es hija de Pedro o Inés es hija de Luis y no es cierto que: Inés es hija de Pedro y de Luis

SESION 3

VIIl.-PROCESOS DE DEDUCCION
De un conjunto de premisas dadas, que se puede deducir:

1. Determinar el valor de verdad de las premisas. Si alguna de ellas es falsa no es posible inferir nada
de ellas.

Ejemplo: que se puede deducir de:
2+3=5=3=3
4+2=7v 9+2=11
4+2=7 A 2=2
Determinamos el valor de verdad
2+3=5=3=3 \Y
4+2=7v 9+2=11 \%
4+2=7 A 2=2 F
De este conjunto de premisas no se puede concluir nada.

2. Determinar si las premisas son inconsistentes o no.
a. Silas premisas no son consistentes (inconsistentes) no se puede inferir nada de ellas.

b. Silas premisas son consistentes es posible deducir una conclusion utilizando las reglas de infe-
rencia.

Ejemplo: Que se deduce de:

Si3+2=5,6-4=2



Si6-4=2,6=3+3

1. Determinamos el valor de verdad de las premisas:
3+2=5 = 6-4=2V
6-4=2 = 6=3+3 V

2. Determinamos la conclusion:
3+2=5=6=3+3

Ejemplo: Considerando que las premisas son verdaderas, que se
puede deducir de:

pP=q
—IrAp
g=>r
pP=q P1
—rap Py
q=1r P3
= r C,de P, (Regla de la simplificacién)
-0 C,deP3;yCy (MT.T)
—p C;deP,yC, (M.T.T)
p C,de P, (Regla de la simplificacion)
—pAp CsdeCz yC; (Reglade adjuncion)
Las premisas son inconsistentes, en consecuencia nada se puede deducir de ellas

Ejercicios:

Que se puede deducir de:

1. 4+3=7=2=2 3. quvr
3+2=6v4+3=7 -gq=0p
3+226A2%#2 —r=(sat)

2. -pvq 4. plq
——p —q=>[sA(rvp)]
s<q

METODOS DE DEMOSTRACION



Los métodos de demostracidn pueden ser: directo, condicional e indirecto. La demostracion de una pro-
posicion tiene por objeto establecer que es verdad, infiriéndola de verdades conocidas o ya demostra-
das.

METODO DIRECTO:

Consiste en inferir una conclusién, partiendo Gnicamente de un conjunto de premisas.

Ejemplo:

Demostrar: s; de

pvq pvq P1

p=s p=s P,

q=s: q=s P3

Sv C,;de Py, P2y P3 (Regla del SilogismoDisy.)
S C;de C, (Simplificacion Disyuntiva)

IX.-CIRCUITOS LOGICOS

El valor de verdad de una proposicion puede asociarse al pasaje de corriente en un circuito eléctrico
controlado por un interruptor.

En efecto, para representar un interruptor mediante una proposicion p, se tiene:

Circuito cerrado Circuito abierto

Es decir, el interruptor esta cerrado (pasa corriente) si V(p) =V, y esta abierto (no pasa corriente) si
V(p)=F. De aqui establecemos una identificacion entre las proposiciones y los interruptores de un circuito
eléctrico. Las operaciones proposicionales (conjuncion, disyuncion, etc.) pueden representarse mediante
circuitos con tantos interruptores como proposiciones componentes. Considerando las clases de instala-
ciones: en serie y en paralelo, es factible disefiar esquemas de circuitos eléctricos para representar a
proposiciones compuestas o viceversa.

Circuitos en serie:

Consideremos dos interruptores p y q conectados en serie:

p q




Se observa que este circuito admite poso de corriente cuando los dos (interruptores p y q estan cerrados,
en cualquier otro caso no hay paso de corriente. De aqui tenemos el comportamiento de la conjuncién de
las proposiciones p A g. Por tanto:

a) p A Q: representa un circuito cerrado en serie, que deja posar corriente solo si losinterruptores py q
estan cerrados a la vez. Diremos que solo en este estado pAg es verdadera.

b) = p A= Q: representa un circuito abierto en serie que deja pasar corriente. Diremos entonces que en
este estado - p A~ g es falsa.

pAqQ —PA=(Q

Circuitos en paralelo:

Consideremos ahora dos interruptores instalados en paralelo:

Se observa en el circuito que hay paso de corriente cuando uno de los interruptores o0 ambos estan ce-
rrados; no hay paso de corriente cuando los dos interruptores estan abiertos. Tenemos, entonces, el
comportamiento de la disyuncion de las proposiciones p y q. La falsedad de pvq, es decir, el hecho de
gue no pase corriente, solo se verifica en el caso de la falsedad simultanea de p v qg; Por tanto:

p Vv Q: representa un circuito cerrado en paralelo que deja pasar corriente si por lo menos uno de los in-
terruptores eléctricos esta cerrado. Diremos que solo en esteestado p v q es verdadero

b) = p v = q: representa un circuito abierto en paralelo que no deja pasar corriente, polo que en este es-
tado - p v— q es falsa.

p-p |
- » ' »
-— 1 &
q ‘-'q g “ >
pvq —pv=q

Las representaciones anteriores nos permiten disefiar o simbolizar redes de circuitos eléctricos conecta-
dos en serie y en paralelo, o también simplificar circuitos muy complicados haciendo uso de las ya cono-
cidas equivalencias notables.



Ejemplo:

Disertar circuitos l6gicos de las siguientes proposiciones:

a) (pva) AT byp=g¢q op < q
Solucién:
a) Vemos que (p vq) Ar es la conjuncién de pvq y r, que deben estar conectados en serie:
pvq r
. . » . » .

Pero, pv g se representa por:(1)
p

ml
- y

»l
- ™

q

Luego sustituyendo en (1), tendremos la representacion pedida, esto es:

] r

b) Segun la condicional: p=q=-pvq
Luego, la representacion de p = q, es la disyuncién (conexién en paralelo) de - pvq. Esto es:

- Pp

q

c) De la equivalencia: p < g= (p =0q) A(Q =p)

=(~pva)r(-aqvp)

Entonces, la representacién de p < g es conjuncién (conexién en serie) de

(-pvq)y(-qgvp) estoes:




Pero -pvq y - q v p, se representan, respectivamente, por: (2)

“p

q

~ pvamqvp

Sustituyendo en (2) se tiene:

qp

Pero, segln la equivalenciap< q=(pAq)v(=p A~ Q)

Representando la disyuncionde p A q y = p A~ Qq, tendremos:

pAq

“pPAQ

Los circuitos (3) y (4) son representaciones de p < q; se dice entonces que (3) y (4) son circuitos equiva-

lentes.

——

N

P -q

Ejercicios:

¢, Si el costo de cada llave de Instalacion del circuito E de la figura adjunta es $10, cuanto

se ahorraria si se reemplaza éste por un circuito I6gico mas simple equivalente?

1. Describir simbélicamente el circuito:

p

- q

q

2.. Determinar el circuito equivalente al circuito:

r

ar




P Y
3 —q — —

. L
p

. PRE— - -
3. Construir el circuito l6gico equivalente del esquema:
[(p —a)v p]A[(p —a)v —p]
- p
q

4, ¢La proposicion p A g (Disyuncion exclusiva) a cudles de los siguientes circuitos esequivalente?

LT DL

. L H - L

5.Qué representa el circuito equivalente a:

p - p
q -q
— ——
p q
op ~q

p =9

T

Al q

r g

7. Sea A el circuito l6gico mas simple correspondiente a la proposicion:



[(p A q)v (p A r)]/\ [(p A S)v (p A ﬁs)]y B el circuito I6gico mas simple equivalente a:
q - p g ]

-— EE—

P q q

Construir el circuito l6gico correspondiente a: A =B

8. Hallar la proposicion x de manera que sea una tautologia el circuito simplificadosiguiente:
-p ~q p —
B —{ ~ ]
paq — 1 L -
—q pq
o— —
p — — —
_|_|q
- p ar — —

9. Construir el circuito l6gico mas simple equivalente a:

p —q
-—T q r — _p—
—r —s — — s
p
r
r S IS | _ ]

CAPITULO 1I: TEORIA DE CONJUNTOS

SESION 4
|.- TEORIA DE CONJUNTOS

NOCION: Se entiende por conjunto, que se trata de una coleccién, agrupacion o reunion de elementos
de una misma especie.

DETERMINACION DE UN CONJUNTO

Por comprensién o forma constructiva: Es cuando se enuncia una propiedad comun, que retne a
todos los elementos con una misma condicion.

Ejemplos.

A:{X/XEZ+/\3<x§9}

B=1{2x/xeZ" n4<x<10}

Por extension o forma tabular: Es cuando se enuncia a todos y cada uno de los elementos que con-
forman el conjunto.

De los ejemplos anteriores



A={4,5,6,7;8; 9}
B ={8;10; 12; 14; 16; 18}
RELACIONES ENTRE CONJUNTOS
Inclusién o (subconjunto)

Se dice que un conjunto A esta incluido en otro conjunto B, si todo elemento del conjunto A es también
elemento del conjunto B.

AcBoxeA—>xeB

Ejemplo:

A={1;{2}; 3}
leA {1} < A {1, {2 c A
{2} €A {2 <A

Conjuntos iguales
Dos conjuntos A y B son iguales cuando tienen los mismos elementos

A=B< AcBABcCA

Conjuntos comparables
Dos conjuntos A y B son comparables, cuando por lo menos uno de ellos se encuentra incluido en el
otro.

| Acomp. B < ACB v BCA

CONJUNTOS NOTABLES
Conjunto vacié o nulo

Carece de elementos: Esté incluido en todo conjunto

Notacioén:

‘ o ;{} ‘ (Cualquiera de las dos)

OBSERVACION:

\chA;VA

Conjunto universal (U)

Es aquel conjunto que redne a todos los elementos de una misma especie, se usa para el estudio de una
situacién particular.

Conjunto unitario:

Llamado también singleton, es aquel que tiene un solo elemento



A={1}B={D} C={2} D={a}
Conjunto potencia [P(A)].

Conjunto formado por todos los subconjuntos del conjunto A. Su cantidad de elementos esta dada por 2";
donde n representa el nimero de elementos de A.

Por ejemplo:Sea el conjunto: A ={1; 2; 3}
n(A) = 3 (numero de elementos del conjunto A)
(o también cardinal de A)

Luego: n[P(A)] = 2° = 8 es decir:P(A) = {{1}; {2}; {3}, {1;2}; {1;3}; {2;3}; {1; 2; 3}; D}

Conjunto producto cartesiano:

Conjunto formado por pares ordenados donde las primeras componentes son del primer conjunto y las
segundas componentes, son del segundo conjunto.

Es decir:

AxB={(x;y))x e A Ay B}
Ejemplo: A ={a; b; c} B = {2;4}
AxB ={(a;2); (a; 4); (b; 2); (b; 4); (c; 2); (c; 4)}

Ejercicios

1.-Dado el conjunto A= {x eZ"[2x< 12}, ¢cudl de las siguientes relaciones es incorrecta si Z* es el
conjunto de los enteros positivos?

A)12¢A B) 10€ A C)8¢AD)2¢ A E)5e A

2.-Determinar la suma de los elementos de:B = {x e Z/ — 12<x+6<20}

A)62 B)-62 C)-66D)91 E)-91

3.-Dado el conjunto: B = {X2 [IxeN;x< 4}; calcular la suma de sus elementos

A)10 B)20 C)25 D)30 E)32

4.-Dado: A = {2, {4, 5}, 4}, ¢qué afirmacion es incorrecta?

A)2eA B) {2} Z A C) {4,5}c AD) 4€ A E)0gA

5.-Sabiendo que: A = {{4; 5}; {6; 7; 8}; {9}}; ¢ cuantas de las siguientes afirmaciones son correctas?



{5} €A

{9} A
{5.6} cA
{{4;51} cA

A0 B)1 €2 D)3 E)4

6.-Calcular la suma de los elementos de P en: P = {XZ +3/XeZA-2<X< 4}

A7 B) 14 C) 19 D) 26 E) 37

7.- ¢ Cuantos elementos tiene el conjunto A?A = {{3; 4; {5; 7; 8}}}

A)5 B) 2 C)3 D) 1 E) 0

8.-Dado el conjunto: E = {(X +5)/xeZ A-5<x< 5} ¢cuantos subconjuntos tiene E?

A) 32 B) 64 C) 1024 D) 2 048 E) 512

9.-Dado el conjunto A = {X eN/3x< 10} ; ¢cudl de las siguientes relaciones es correcta si N es el
conjunto de los numeros naturales?

A -2c A B)4cAC)2¢A D)0eA E)3¢A
10.-¢,Cuantos elementos tiene el conjunto A, sabiendo que tiene 480 subconjuntos mas que el conjutno
B, el cual posee 5 elementos?

A)7 B)8 ©C9 D10 E)11

11.-El conjunto A tiene 15 subconjuntos propios. Calcular el cardinal de A.

Al B)2 C4 D)16 E)24

12.-Si los conjuntos G = {2a; 6} y E= {4; 4b} son unitarios, ¢cuantos elementos tiene:
A ={3a-1; 7b; 2a+1; ab; a+b}?

A)1 B)2 C3 D4 E)5

13.-Si el siguiente conjunto es unitario: A = {a+b; b+c; a+c; 6}, calcular: (a®+b*+c?)

A) 28 B) 72 C) 96 D) 258 E) 117

14.-Si: {(3*"% 83} = {3"*?+2; 27} Hallar: a.b

Al B)2 C3 D)4 E)S



15.-Calcular a° si los conjuntos Ay B son iguales A ={3a -8 ; 44}; B =10;b* — 20}

A)36 B)16 C)64 D)12 E)18

16.-Calcular la suma de los elementos de R; si: R ={x* —x/xeZ A-3<x <3}

A8 B)5 C)6 D)4 E)10

17.- Dado el conjunto unitario:A = {a+b; a+2b —3; 12}; calcular: a*+b’

A)80 B)74 C)104 D)90 E) 39

18.-Determinar el cardinal de: S ={X +1/\ 3X2_1 e N Ax<17}

A)2 B)3 C4 D)5 E)6

Il.- OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS

Reunién o Unién (W ): Resulta de la union de los elementos de dos o mas conjun-
tos(AuB)=x/xe Ay/oxeB}

@@ |00

(AUB) (AUB) (AUB)

PROPIEDADES

AUA=A

AUB=B UA

AUuBUC)=(AUuB) UC

AuU=U

AL D=A

Si Ay B son conjuntos disjuntos: n(A B) =n(A) + n(B)

Para dos conjuntos A 'y B se cumple: n(A\U B) =n(A) + n(B) - n(A N B)

Interseccion (M ): Resulta de aquellos elementos comunes a ambos conjuntos

(ANB)={x/xe ArxeB}




PROPIEDADES

ANA=A

A NB=B mA
ANBNC)=(ANB) NC
ANU=A

AN O=0

ANB =@ (SiAyB son disjuntos)
ANBUC)=(ANB)U (ANC)
AU BNC)=(AuB) N"(AULC)

Diferencia: Resulta de aquellos elementos que pertenecen al conjunto A, pero no al Conjunto B
(A-B)={x/xe Arx ¢ B}

@ 6 eO

(A-B)  (A-B) (A-B)

PROPIEDADES

1. Diferencia Simétrica (A): Resulta de aquellos elementos que pertenecen al conjunto (AU B) pero
no al conjunto (A M B)

(AAB)={x/x e (A-B)vxe(B-A)}
(AAB)=(A-B) U (B-A)
(AAB) = (AUB) (AN B)

PROPIEDADES

AAB=BAA

(AAB) AC=AA(BAC)
AAA=D

AAD=A
AAB= ® =A=B



2. Complementacion: Son aquellos elementos que pertenecen al conjunto universal, pero no al conjun-
to A

NOTACION:

A°=A"= A es decir
A°=U-A={x/xeUnrxeA}

U

@A,
PROPIEDAD
A-B=ANB" ANA =0
(A)y=A ®'=U
A UA=U C=®
Ejercicios
01. En una ciudad a la cuarta parte de la poblacién no le gusta la carne ni el pescado; a la 1/2 le

gusta la carne y a los 5/12 le gusta el pescado. ¢ Qué fraccién de la poblacién gusta carne y pescado?
A)1/6 B)5/6 C)1/3 D) 1/12 E)5/12
02. De una muestra recogida a 92 turistas, se determiné lo siguiente: 30 eran africanos; 40 europeos y

50 eran musicos. De estos Ultimos 24 eran africanos y 16 eran europeos. ¢, Cuantos de los que no son
europeos, no eran africanos, ni masicos?

A)10 B)12 C)9 D)11 E)8

03. De 160 personas que gustan de los jugos de fresa; manzana y pifia se sabe que 60 gustan de un
jugo solamente; 70 gustan exactamente de 2 de estos jugos y 20 de otros pero no los mencionados
¢ Cuantos gustan de los tres a la vez?

A)10 B)20 C)30 D)15 E)25

04. En uno de los salones del ciclo anual respecto a los alumnos que lo conforman, se sabe que: a 20
varones no les gusta la cumbia; a 25 mujeres si les gusta dicho ritmo musical; a los varones que les
agrada dicho género son 30 y son a su vez el doble de las mujeres a las que no les gusta.

¢ Cuantos son en el sal6n?

A)70 B)80 C)60 D)100 E)90

05. De 60 estudiantes en un instituto de idiomas 20 estudian sélo inglés; 10 estudian inglés y francés; 25
estudian francés solamente. ¢ Cuantos estudian otros idiomas, pero no los mencionados?

A)7 B)5 C6 D)10 E)12

06. De un grupo de 60 personas se sabe que 25 de ellas no estudian ni trabajan; 20 personas estudian
y 9 personas estudian y trabajan. ¢ Cuantas de ellas realizan solo una de las dos actividades?



A)32 B)28 C)24 D)30 E)26

07. De 32 personas se conoce:

* 4 mujeres tienen 16 afios

* 12 mujeres no tienen 17 afios

* 14 mujeres no tienen 16 afos

* 9 varones no tienen 16 ni 17 afios

¢ Cuantos varones tienen 17 6 16 afos?

A5 B)6 C)7 D)4 E)S8

08. De 180 alumnos que les gustan los cursos de Aritmetica: Algebra y Fisica. Se supo que 34 gustan
Aritmética pero no de Algebra; 18 gustan de Algebra pero no de Fisica; 56 gustan de Fisica pero no de
Aritmética. ¢ A cuantos le gusta los tres cursos mencionados?

A)92 B)82 C)72 D)62 E)64

09. En el primer dia de visita a la mufieca gigante “Camila” asistieron 200 nifios peruanos; 150
adultos extranjeros; 250 nifios extranjeros; 100 ancianos peruanos; los adultos peruanos son el doble de
los nifios peruanos y los ancianos extranjeros son el triple de los ancianos peruanos. Si son todos los
asistentes. ¢ cuantos fueron?

A) 1200 B) 1 300 C) 1 400 D) 1 100E)1 500
10. Enun salén de clase de 65 alumnos se observo:

* 30 son hombres
* 40 son del ciclo semestral
* Hay 10 mujeres que no son del ciclo semestral.

¢ Cuantos hombres no estudian en el ciclo semestral?

A)10 B)15 C)20 D)25 E)40

11. De un grupo de 55 personas; 25 hablan inglés; 32 hablan francés; 33 hablan aleman y 5 los tres
idiomas. ¢Cuantas personas del grupo hablan sélo dos idiomas, si todos hablan al menos uno de los
idiomas mencionados?

A)20 B)25 C)30 D)22 E)27

12. De una muestra recogida a 200 transelntes se determin6 que:
60 eran mudos; 70 eran cantantes callejeros y 90 eran ciegos. De estos Ultimos 20 eran mudos y 30
eran cantantes. ¢ Cuantos de los que no son cantantes callejeros no eran mudos ni ciegos?

A)22 B)24 C)28 D)26 E)30

13. De un grupo de deportistas se sabe que todos los que practican tenis practican futbol; pero no todos
los que practican basket practican fatbol. Solamente fatbol practican 20; tenis y fltbol pero no basket
son 10; 30 tenis y basket; 10 basket y fatbol pero no tenis; 40 sélo basket y 50 otros deportes pero no los
mencionados. ¢ Cuantos son los componentes de dicho grupo?

A) 170 B) 180 C) 200 D) 160 E) 190



14. En el primer dia de visita a la mufieca gigante “Camila” asistieron 200 nifios peruanos; 150 adultos
extranjeros; 250 nifios extranjeros; 100 ancianos peruanos; los adultos peruanos son el doble de los
nifios peruanos y los ancianos extranjeros son el triple de los ancianos peruanos. Si son todos los
asistentes. ¢ Cuantos fueron?

A) 1200 B)1300  C)1400 D)1100 E) 1500

15. De 32 personas se conoce :
* 4 mujeres tienen 16 afos
* 12 mujeres no tienen 17 afios
* 14 mujeres no tienen 16 afios
* 9 varones no tienen 16 ni 17 afios
¢ Cuantos varones tienen 17 6 18 afios?

A)5 B) 6 C)7 D)4 E)8

16. De 180 alumnos que les gustan los cursos de Aritmética; Algebra y Fisica, se supo que 34 gustan
Aritmética pero no de Algebra; 18 gustan de Algebra pero no de Fisica; 56 gustan de Fisica pero no de
Aritmética. ¢ A cuantos les gusta los tres cursos mencionados?

A) 92 B) 82 C) 72 D) 62 E) 64

17. De 60 estudiantes en un instituto de idiomas 20 estudian sélo inglés; 10 estudian inglés y francés; 25
estudian francés solamente. ¢ Cuantos estudian otros idiomas, pero no los mencionados?

A) 7 B) 5 C)6 D)10E)12

18. En una ciudad a la cuarta parte de la poblacién no le gusta la carne ni el pescado; a la 1/2 le gusta la
carne y a los 5/12 le gusta de pescado. ¢ Qué fraccién de la poblacién gusta carne y pescado?

A) 1/6 B) 5/6 C)1/3 D)1/12 E)5/12

19. De una muestra recogida a 200 transeluntes se determind que :60 eran mudos; 70 eran cantantes
callejeros y 90 eran ciegos. De éstos Ultimos 20 eran mudos y 30 eran cantantes. ¢ Cuantos de los que
no son cantantes callejeros no eran mudos ni ciegos?

A) 22 B) 24 C)28 D)26 E) 30

20. En un salén de clase de 65 alumnos se observo:
* 30 son hombres
* 40 son del ciclo semestral
* Hay 10 mujeres que no son del ciclo semestral.
¢, Cuantos hombres no estudian en el ciclo semestral?

A) 10 B) 15 C)20 D)25 E) 40
21. De un grupo de 55 personas; 25 hablan inglés; 32 hablan francés; 33 hablan aleméan y 5 los tres
idiomas. ¢Cuantas personas del grupo hablan sélo dos idiomas, si todos hablan al menos uno de los

idiomas mencionados?

A) 20 B) 25 C)30 D)22 E) 27



CAPITULO Ill: PROPORCIONALIDAD

SESION 5

|.- PROPORCIONALIDAD

INTRODUCCION

Tanto en la vida diaria como en las operaciones comerciales es necesario comparar cosas, ya que algu-
nos enunciados que involucran niimeros, tienen un significado muy restringido si no se comparan con
otros o con otras cantidades.

Ejemplo:

Que a un inversionista le pagan medio millén de dolares por concepto de intereses que ha ganado su
inversion a plazo fijo, y que otro ha ganado $550 mil pesos por su inversion en casa de bolsa, no puede
decirse cudl de los dos resulté mayormente beneficiado porque se tendria que conocerse el capital que
cada uno tiene invertido aun en el supuesto de que en los dos casos, el plazo de la inversion sea el
mismao.

RAZON

Razén o relaciéon de dos cantidades es el resultado de comparar dos cantidades. Dos cantidades pueden
compararse de dos maneras: Hallando en cuanto excede una la otra, es decir, restandolas, o hallando
cuéntas veces contiene una a la otra, es decir, dividiéndolas. De aqui que haya dos clases de razones:
razén aritmética o por diferencia y razén geométrica o por cociente.

En este curso nos centraremos en la razén geométrica, es decir, en la comparacion por cociente.

Ejemplo:

Alejandro que esta en el ciclo alfa de la UCV, LLEVA precalculo, ha realizado 15 examenes, de éstos
aprobé 12. Esto nos indica lo siguiente:

Reprobé 3 exdamenes

Los examenes aprobados representan 12/15=4/5=0.80, o sea 80% del total de exAmenes presenta-
dos *.

Los exdmenes reprobados representan 3/5=1/5=0.20, o sea 20% del total de examenes presenta-
dos *

Ejercicios resueltos: Interpreta los siguientes enunciados. Realiza razones geométricas.

Adriana en este inicio de semestre gasté $600 soles en papeleria (cuadernos, plastico para forrar, tije-
ras, plumas, lapiceros, etc.), mientras que Marco gastd $450 pesos por el mismo concepto.

r_500_, 5, es decir, el valor que cancel6 Adriana es 1,33 veces mayor que el que cancel6 Marco.
450

El matrimonio Sanchez Aguilar tiene 3 hijos: 2 nifios y una nifia. Mientras que el matrimonio Guerrero
Fontes tiene 4 hijos: 3 nifias y 1 nifio.

R(ifiesy =22  POr cada 2 nifios que tiene la familia Sanchez, la familia Guerrero tiene 1 nifio
1



R(nifias) _1 Por cada 1 nifia que tiene el primer matrimonio, el segundo tiene 3 (no tiene sentido realizar
3

la division ya que estamos hablando de cantidad de personas)

RAZON: Resultado de comparar dos cantidades, por diferencia o por division.

A-B=K Razon —_—
Antecedente Consecuente
Razdn Aritmética: Cuando su comparacion es por medio de la sustraccion.

Ejemplos:
La razén aritmética de 12 y 3 es 9 porque: 12-3=9

La razon aritméticade 8y 2 es............... POrqQUE:.....cevvveneenennnn,

1.2. Razén Geométrica.- Cuando su comparacion se realiza por medio de la division o cociente.

A

—__ = K —Razbn

B
Antecedente \

Consecuente

Ejercicios propuestos

“La taza”

Una taza llena al ras contiene 150g de harina y tiene 240g de azUcar.

¢ Cudl es larazén entre la cantidad de harina y azlcar que puede contener la taza?

¢,Cudl es la razon entre la cantidad de harina y azdcar que pueden contener 2 tazas? Y tres tazas?

“Los chocolates”

Romina compré 4 chocolates en $1200, si Julio compr6 5 de los mismos chocolates
¢ Cuanto pag6 por ellos?

¢ Qué relaciones encontraste?

¢,Como resolviste el problema?

“La receta para el panadero”



La mama de Pedro acostumbra a preparar 5 panecillos dulces con 1/2 kilo de harina, para la once fami-
liar de cada dia domingo. El panadero del barrio pidié la receta a la mama de Pedro para elaborar sus
panecillos y ofrecerlos a su clientela.

La demanda semanal por los panecillos obedecié a la siguiente tabla

Dia Lunes Martes Miércoles | Jueves Viernes Séabado

Doming

Demanda | 10 20 25 25 30 40

55

¢, Qué cantidad de harina us6 el panadero cada dia?
¢ Cuanta harina ocup6 en la semana?
Observaciones:

Se acostumbra llamar al primer término de la razon como antecedente, al segundo término como conse-
cuente y al resultado de la division entre antecedente y consecuente como valor de la razén.

En una fraccién numerador y denominador son numeros enteros, en cambio en una razén antecedente y
consecuente no necesariamente con nimeros enteros.

PROPORCIONES
Una PROPORCION es una igualdad entre dos razones. Si las razones son a:b y c:d que forman una
proporcién, entonces se escribe esta proporcién como

c

a
a:b=c:d 6b dQueselee" aesab comocesad"

Alos nimeros ay d se les llamaextremos y a los nimeros b y ¢ se les llama medios
Teorema fundamental de las Proporciones:

En una proporcion se cumple SIEMPRE que el producto de los extremos es igual al de los medios.

8_% . ad=hc
b d
a_c
PROPIEDADES DE LAS PROPORCIONES: Si b d, entonces:
d_c
a) Alternar Extremos: b a
a_b
b) Alternar Medios: ¢ d
b) Permutar:
c_a
d b

d) Invertir:



o | o
ola

e) Componer respecto al Antecedente y Consecuente respectivamente:

a+b c+d a+b c+d
b d a ¢

Descomponer respecto al Antecedente y Consecuente respectivamente:

a-b _c-da-b_c-d
b

d a c
f) Componer y descomponer a la vez:
a+b c+d
a-b c¢-d
i) Serie de Razones:
a c e X a+C+e+... X
—=—=—=.... == ="
b d f y b+d+f+.. y

Cuando aplicamos proporciones a la solucién de problemas observamos que la relacion entre dos canti-
dades variables producen una de dos tipos de proporciones: directa o inversa.

PROPORCION DIRECTA.- Una relacion directamente proporcional es aquella que a mayor cantidad
de una variable, mayor cantidad de la otra, 10 que es equivalente a menor cantidad de una, menor la
cantidad de la otra.

Por ejemplo:
Mientras mas pan compro, mas dinero pago por él.
Mientras menos estudio, menos aprendo.

Dos variables estan en proporcionalidad directa si su cociente permanece constante:

x e y estan en proporcionalidad directa < Xk
Y

k se denomina la constante de proporcionalidad. \ %

El grafico de dos variables que estan en proporcionalidad directa es un conjunto de puntos que estan
sobre una recta que pasa por el origen.

Ejemplos: Un vehiculo tiene en carretera un rendimiento de 16 km/I. ¢ Cuantos litros de bencina consu-
mird en un viaje de 192 km?

Como estas variables se relacionan en forma directa (ya que mas kilometraje implica que se gastara
mas bencina), entonces su cociente es constante.

16 km 1litro
192km X

192 _

=16*x=192*1= X 12

Respuesta: en un viaje de 192 kilémetros el vehiculo consumira 12 litros de bencina.

Una bandeja de 30 huevos cuesta $2.500 . ¢ Cuanto costara una docena?



30 _ 2.500 o 12*2.500 ~1.000

12 x 30

Respuesta: Una docena de huevos cuesta $1.000 .

Sin embargo, hay situaciones que no guardan una proporcion directa. Por ejemplo, en un centro de re-
produccion fotostatica a mayor nimero de fotocopiadoras menor el tiempo que tomara para fotocopiar, o
en una construccion es de esperar que a menor el nUmero de trabajadores mayor el tiempo que tomara
completarla. Este tipo de relacion entre variables establece una proporcién inversa.

PROPORCION INVERSA Las proporciones inversas se caracterizan porque al disminuir una varia-
ble, la otra aumenta.

Por ejemplo:

Mientras mas rapido viajo, menos tiempo me demoro.

Mientras menos contamino el aire, mas limpio estara. Y‘I

Dos variables estan en proporcionalidad inversa si su producto permanece constante:

X & y estan en proporcionalidad inversa < x-y =k

k se denomina la constante de proporcionalidad.

El gréafico de dos variables que estan en proporcionalidad inversa es un conjunto de puntos que estan
sobre una hipérbola.

Ejemplos: Tres obreros demoran 5 dias en hacer una zanja. ¢Cuanto demoraran 4 obreros?

Por estar en proporcionalidad inversa (ya que mas obreros tardaran menos tiempo en hacer la zanja) el
producto entre las variables: nimero de obreros — tiempo, es constante (por esto debo tener que 3 * 5 es
constante y para eso se invierten las variables completas):

N° obre- | dias

ros
3 5
4 X

Si hay mayor cantidad de obreros se moraran menos dias en hacer el trabajo. Al ser proporcién inversa
invertimos el segundo término (el que no tiene incognita)

3obreros  Sdias 4 obreros _ 5dias

_5*3
4obreros  xdias ' 3obreros  xdias

=>x=—=375
4

Respuesta: Se demoran aproximadamente 4 dias en terminar la obra los 4 obreros (o demoran 3 dias y
18 horas)

PROPORCION COMPUESTA.- En la proporcionalidad compuesta hay variables que se relacionan me-
diante proporcionalidad directa y otras a través de proporcionalidad inversa. Para resolver los ejercicios
de este tema, en primer lugar se debe dilucidar qué tipo de proporcionalidad existe entre cada par de
variables.

Ejemplos:



1.- Se necesitan 20 obreros para pavimentar 2 km de camino en 5 dias. ¢Cudantos obreros se necesi-
tan para pavimentar 5 km en 10 dias?

*
20:2 10:@ZQSZO*ZSZX*ZO:>@=X325=X
X 5*5 X 5 20

Respuesta: Se necesitan 25 obreros para pavimentar 5 km en 10 dias.

2.- En construirun puente, trabajan 4 ingenieros con una carga de 6 horas diarias durante 5 dias, han
realizado 240 m. ¢ Cuantos dias necesitaran trabajar 3 ingenieros si trabajan 8 horas diarias para realizar
300 m?

Datos:
4 ingenieros, 6 horas diarias, 240 m, 5 dias
Pregunta: 3ingenieros, 8 horas diarias, 300 m, x dias.

Se relaciona cada variable con la incognita:

ingenieros- dias: mas ingenieros trabajando se demoran menos dias: proporcion inversa. 3 _5
4 X

Horas — dias: mas horas trabajando se demoran menos dias: proporcion inversa.8 _5
6 X

Casos — dias: mas metros se demoran mas dias: proporcion directa: 240 _5
300 x

Finalmente: 5 _3.8,240_5_5700 _ 5,709 _5760%x = x=6,25
X 4 6 300 x 7200

Respuesta: se demoran 6 dias y 6 horas (un cuarto de dia) los tres ingenieros trabajando 8 horas diarias
en resolver los 300 m.

Ejercicios
1.-Un padre tiene 42 afios y su hijo 18 afios. ¢ En qué razén estan las edades del hijo y del padre?

2.-Las masas de dos personas estan en la razén 2: 3. Si una de ellas tiene 23 kilogramos mas de masa
gue la otra, ¢cudl es la masa de la mas liviana?

3.-Dos &ngulos suplementarios estan en la razén 3: 5. ¢ Cual es la diferencia positiva entre sus medidas?

4.-Un kilébgramo de una cierta clase de queso cuesta $3.600. ¢ Cuanto se debe pagar por 125 gramos de
este queso?

5.-En un mapa a centimetros corresponden a 3.000 metros. ¢ A cuantos metros corresponden b centime-
tros del mapa?

6.-En un liceo mixto de 1540 alumnos, 880 son varones. ¢ Cual es la razén entre el nUmero de damas y
el de varones?

7.-Dos numeros enteros estan en la razon 2: 7. Si la suma de ellos es -36, ¢,cuales son los niimeros?



8.-Sean a, b y c nUmeros enteros tales que c es la quinta parte de a y a es el doble de b. ¢Cual es la
relacién correcta entre by c?

9.-En un estante, los tarros de salsa de tomate con champifiones y los de salsa de tomate con carne
estan en la razén 9: 10. Si se retiran del estante 38 tarros de salsa con carne, la razén se invierte. Enton-
ces, los tarros de salsa de tomate con carne que habia en el estante, antes del retiro, ¢ cuantos eran?

10.-¢,Qué numero debe restarse de 9 y al mismo tiempo sumarse a 5, para obtener dos niimeros que
estén en larazén 3: 4?

11.-Elisa y Alvarito tienen estampillas cuyas cantidades se encuentran en la razén a: b. Si Alvarito tiene
15 estampillas mas de las que tiene Elisa, y esta tiene a estampillas, entonces ¢,cual es la cantidad de
estampillas que tiene Alvarito?

12.-Un pintor emplea 8 horas en pintar una habitacion. ¢ Cuanto tiempo emplearan 2 pintores?

13.-Un curso de 36 estudiantes va de paseo a la playa y antes de ir deciden recoger la basura. Si 9 estu-
diantes limpian la playa en 2 horas, ¢cudnto demorarian si cooperara en esta tarea todo el curso?

14.-Transportar 4 toneladas a 250 km de distancia cuesta $72.000. ¢ Cuanto costaria transportar 10 tone-
ladas a doble de distancia?

Propiedad fundamental:

“En toda proporcién geométrica el producto de los extremos es igual al producto de los medios”.

—:5 entoncesAXxD=BxC

B
A.- Hallar el término desconocido (x):
LAoX g8 88
5 10 3 X
5 4 X
2. =" 7. ="
3 15 J5 2.5
2 6 (1-1/5)* 0,4
X 9 2
5
3 6 4 8
4.~ == 9 —=
5 X x 2
4
2 4 35
X _ 3 5 4
5. — =" 10. ="
°> 1 35  x
4 12 4



11.-Sabemos que a=12; b =4x;c=5a—-6 yd=20x — 18. Hallar el valor de x si

oo
oo

A7 B)9 C)8 D)10 E)6

12.-Si la relacion entre dos nimeros es como 5 es a 3, calcular el valor del mayor, sabiendo que su su-
ma es igual a 40.

A)10 B)15 C)20 D)25 E)30
13.-La suma de dos niimeros es 27. Si su razén aritmética es 11, el nUlmero menor es:
A)8 B)7 C)4 D)5 E)2

14.- El consecuente de una razén geométrica es 6; si sumamos 6 a ambos términos de la razon, ésta es
igual a la anterior més 1/3. Hallar el antecedente de dicha razén.

A8 B)6 C4 D)-2 E)-3

15.-Carla tiene 49 afios y Sandra 13. ¢En cuantos afios mas la relacién entre las edades sera de 16 a
7?

A)10 B)15 C)12 D)16 E)20

16.-La suma de los términos de una razén geométrica es 80. Calcula su diferencia si la razén es
2,333....

A)25 B)30 C)34 D)26 E)32

17.-Dos numeros cuya suma es 120 estan en una relacién de 3 a 5. Hallar la diferencia de dichos nime-
ros.

A)42 B)54 C)66 D)72 E)78

18.- Siézg y A—B=60. Hallar A.
B 11

A) 224 B) 225 C)215 D) 220 E) 235
19.-Si A = 3 y A+B=210. Hallar AB
B 11

A) 7925 B) 7835 C) 7415 D) 7425 E) 7325

20.- Un nimero excede a otro en 91; si ambos estan en una relacion de 6 a 13; hallar el nimero mayor.
A) 184 B) 182 C) 186 D) 169 E) 172

21.- A una fiesta asisten 180 personas entre hombres y mujeres. Por cada 4 mujeres hay 5 hombres. Si
se retiran 20 parejas, ¢,cudal es la razén entre el nimero de mujeres y nimero de hombres que quedan en

la fiesta?

A)3/2 B)4/5 C)3/4 D)7/8 E)1



22.- En una serie de cuatro razones geomeétricas equivalentes la suma de los antecedentes es 87. Silos
consecuentes son: 4; 5; 8 y 12. Hallar el mayor antecedente.

A)24 B)36 C)48 D)60 E)72

23.- El nimero de nifios y nifias en una fiesta infantil esta en la relacién de 2 a 3, pero si se aumentan 9
parejas, entonces el nimero de nifios y nifias estarian en la relacion de 3 a 4. Hallar el nGmero de nifios.

A)27 B)36 C)18 D)54 E)30

24.- Se tienen 200 fichas de las cuales 60 son negras y las restantes son blancas ¢, Cuantas blancas se
debe quitar para que por 2 fichas blancas hayan 3 fichas negras?

A) 100 B) 120 C) 140 D)60 E)30

25.- La suma y la diferencia de dos niimeros estan en la misma relaciéon que los nimeros 153 y 63.
Hallar la razén de los numeros.

A) 5:17 B) 5:12 C) 3:11 D) 3:17 E) 8:15

26. En un terreno, el area construida es de 120 metros cuadrados y el area libre es de 80 metros
cuadrados. ¢,Cual es la razén entre el area construida y el area del terreno total?

27. Tres metros de género valen $ 800. ¢ Cuanto valen ocho metros del mismo género?

28. Una moto recorre 120 metros en 4 segundos. ¢Qué distancia recorre en 52 se-
gundos, si mantiene su rapidez constante?

29. Seis operarios cavan en 1 dia una zanja de 80 metros de longitud. ¢Cuéantos
metros cavaran, en un dia, 42 operarios trabajando las mismas condiciones?

30. Teresa trabajoé 3 horas y gand $ 8.100. A esa razdn, ¢.cuanto tiempo le tomara ganar $ 27.0007?

31. Si 25 telares producen cierta cantidad de tela en 120 horas. ¢ Cuantas horas demoran
60 telares iguales en producir la misma cantidad de tela?

32. La rapidez de un automévil es de 70 km/hrs y demora 5 horas en recorrer una cierta distancia.
¢, Cuéntas horas demorard, en recorrer la misma distancia, otro automavil con una rapidez de 80 km/hrs?

33. 18 operarios se demoran 12 dias en realizar un determinado servicio. ¢, Cuéantos dias se demoran
24 trabajadores en realizar el mismo servicio?

34. El afio pasado se limpid un canal en 28 dias con 60 hombres. Este afio se quiere efectuar el
mismo trabajo en soélo 14 dias. ¢ Cuantos hombres hay que contratar?

35.  Enun estanque de cultivo de lenguado se necesita tener una densidad de 3 peces por litro. Si el
estanque tiene una capacidad de 500 litros. Calcular cuantos lenguados se deben cultivar.

36. 6 obreros hacen una zanja de 20 metros de longitud. ¢ Cuantos metros hacen, en el mismo tiem-
po, 42 obreros en las mismas condiciones?

37. Los 2/5 de capacidad de un estanque son 500 litros. ¢, Cudl es la capacidad de los 3/8 del mismo
estanque?.



38. 5 metros de una plancha de zinc de 2 metros de ancho vale $ 6.000, ¢ Cuanto valen 4 metros de
la misma plancha de zinc, pero de 3 metros de ancho?

39. Juan gana un sueldo base de $ 164.000. La empresa en la que trabaja estimula a sus trabajado-
res multiplicando el sueldo base por una constante. Juan recibié $ 213.200. ¢Cual es la constante de
estimulo?, ¢Cuanto debe recibir Pedro cuyo sueldo base es de $ 175.000?

40. Un obrero hace un trabajo en 28 dias con jornada normal de trabajo (8 hrs.). ¢Cuantas horas
diarias debera trabajar , si debe hacer el mismo trabajo en 16 dias?

41. 4 hombres deben hacer una obra en 12 dias. ¢En cuantos dias podrian hacer la obra 6 hom-
bres?
42. Para reunir un capital 6 socios, aportan $ 200.000 cada uno. ¢ Cuanto deben aportar 15 socios

para reunir el mismo capital?

43. Durante un afio determinado. Las exportaciones de harina de pescado de dos pesqueras es en
total 320.000 toneladas, las cuales estan en la razén de 13: 7 ¢ Cuéntas toneladas exporta cada una de
ellas respectivamente?

44, En un sector de una pesquera se trabaja desde las 8:00 hrs. hasta las 20:00 hrs. El proceso

1 1
para maximizar la produccion es el siguiente: 5 del tiempo se destina a reparar motores. Z de la jor-
- : 1 : .
nada, para reparacion de otrosinstrumentos. E del tiempo que se ocupa para la reparacion de motores,
se utiliza para construir accesorios. § del tiempo destinado a reparacion de otrosinstrumentos, se utiliza

1
para afinar detalles. — del tiempo utilizado para los accesorios se destina para almorzar. El resto de la

jornada se destina para actividades recreativas. ¢, Cuantas horas se destinan a cada actividad respecti-
vamente?

I.-REGLA DE TRES

REGLA DE TRES SIMPLE DIRECTA

Observemos el siguiente ejemplo:

# obreros Obras
a 12
+ +
(a+5) 1p0
Luego: a__3
a+5 4
4a =3a+15 .. a=15

EJERCICIOS RESUELTOS



Un deposito lleno de gasolina cuesta S/. 275. Si se saca de el 85 [ ya no cuesta mas S/. 150. ¢Cuan-
tos litros contenia el depésito?

Sol:

jUBIQUEMOS LAS MAGNITUDES!

Costo Litros Formemaos la proporcion
I:l X geométrica.
() ()

—

275 x
150 x-85

O

REGLA DE TRES SIMPLE INVERSA

Veamos el siguiente ejemplo:

# obreros Obras
X 20
+ -
(x +6) 5

Son inversamente proporcional

Luego:

X. 20 = (X +6) I:l
]
20x = + 9

Otro ejemplo:

Un barco tiene viveres para 22 dias si lleva 69 tripulantes diga cuanto puede dura un viaje de 33 tripulan-
tes.

1° Ubiquemos las magnitudes.

20 Analicemos dichas magnitudes.

# tripulantes  # dias



69 2
33 X

Luego:

x= 1]

Segun el siguiente esquema. Marque si es D.P. o |.P. seglin convenga.

Mag. A Mag. B
a c
+ -
b X
a) D.P. I.P.

Coloca D.P. 6 I.P. segun sea el caso.

Mag. A Mag. B

X z

y o ow )
a) D.P. .P.
Ejercicios

1.- En una panaderia han pagado 42 € por 70 barras de pan. 4, Cuanto tendrian que haber
pagado si hubiesen comprado 85 barras?

Barras de pan

Euros

2.- Si 3 ddlares son 4 € ; Cuantos euros son 4,5 ddlares?

Doélares

Euros

3.- Si una persona recorre 20 km. en 40 minutos en bicicleta, ¢ cuanto recorrera en 1 hora (60

minutos)?
Kilometro
Tiempo




4.- Si el AVE tarda 2 horas en llegar desde Madrid a Cérdoba, que distan 400 kildmetros,
cuanto recorrerd en 3 horas?

Kilébmetro

Tiempo

5.- Un paquete de 5 chicles cuesta 0,75 €. ; Cuanto cuestan 3 paquetes? ; Cuantos paquetes
te puedes comprar con 3 €7?

Paquetes

Euros

6.- Un grupo de excursionistas tenian viveres para 24 dias. Si cuatro de ellos no pueden realizar la ex-
cursién entonces los viveres alcanzaran para seis dias més. ¢Cuéntas personas realizaran la excur-
sion?

a) 20 b) 16 c) 14 d) 12 e) 98

7.- Si 135 obreros construyen 30 metros de pista, 63 obreros, ¢ Cuantos metros construiran en igual

tiempo?

a) 30 b) 50 c) 60 d) 75 e) 76

8.-Si 8 chocolates cuestan 145. ¢Cual sera el precio de 6 docenas de ellos?

a) 1300 b) 1450 c) 1305 d) 1500 e) 45

9.- 24 carpinteros hacen una casa en 30 dias el triple de carpinteros. ¢ Qué tiempo tomaran para hacer la
misma obra?

a) 30 b) 20 c)10 d)5 e) 40

10.- Para sembrar un terreno cuadrado de 20 m. de lado un pedn cobra 200 soles. ¢Cuéanto cobrara por
sembrar otro terreno cuadrado de 12m de lado?

a) 108 b) 109 c) 110 d) 111 e) 107

11.- Si un tornillo cuando da 40 vueltas penetra 8 mm en una madera. ¢Cuantas vueltas mas debe
dar para que penetre 50 mm?

a) 200 b) 250 c) 120 d) 210 e) 65

12.-Un grupo de 24 naufragos llegan a una isla y tienen viveres para 40 dias. Siluego de 13 dias seis
naufragos fallece, ¢ Cuantos dias mas podran durar los viveres para los restantes?

a)5 b) 6 c)7 d)8 e)9



13.- Un buey atado a una cuerda de 2,5 m de longitud puede comer la hierba que esta a su alcance en 3
dias. ¢Cuantos dias emplearia si la longitud de la cuerda fuera 5m?

a) 12 b) 5 c)7 d) 15 e) 90
14.- Si por pintar un cubo me cobran 30 soles. ¢ Cuanto me cobran por pintar otro cubo cuyo volumen es
8 veces el anterior?
a) 50 b) 90 c) 360 d) 240 e) 56
SESION 6
I1.-REGLA DE TRES COMPUESTA
Ejercicios

1.- Por trabajar 8 horas diarias durante 20 dias un pedn ha ganado S/.120. ¢ Cuantas horas diarias habra
trabajado en la misma obra si por 30 dias le han pagado S/.225?

A) 6 B)8 C)10 D)12 E)14
2.- Si con 120 kg de pasto se alimenta a 4 caballos durante 5 dias. ¢ Cuantos kilogramos de pasto se
necesitara para alimentar 9 caballos en 3 dias?

A) 116 B) 148 C) 100 D) 162 E) 140

3.- 14 obreros emplearon 28 dias para hacer 140 m de obra. ¢ Cuanto hicieron 18 obreros en 35 dias?
A) 225 B) 250 C) 135 D) 125 E) 140

4.- Una cuadrilla de 15 obreros trabajando 6 horas diarias terminan una obra en 38 dias. ¢, Cuantos dias
tardarian para hacer la misma obra, 19 obreros trabajando 3 horas diarias mas que los anteriores?
A)16 B)18 C)20 D)22 E)24

5.- Un total de 54 agricultores han sembrado un terreno de 1254 m? durante 84 dias. ¢ Cuantos dias ne-
cesitaran 27 agricultores del triple de rendimiento para sembrar un terreno de 6270 m* de superficie?

A) 270 B) 2900 C) 260 D)360 E) 280

6.- Con 12 obreros se puede hacer una obra en 30 dias. Con 10 obreros el triple de rapidos que los ante-
riores, en cuantos dias haran una obra ocho veces dificiles que la obra anterior?

A) 40dias B) 88dias C) 75dias D) 64dias E) 96dias

7.- 20 obreros, en 14 dias de 8 horas; han realizado un trabajo de 120 m de largo. ¢ Cuantos dias de 7
horas emplearan 24 obreros para hacer 90 m del mismo trabajo?

A) 6 B)8 C)10 D)12 E)14

8.- Se proyecto hacer una obra, si el nUmero de obreros se aumenta en los 2/5, la jornada de trabajo se
disminuye en 1/3 y la dificultad de la obra varia a los 2/5 de lo normal. Entonces el tiempo requerido:

A) aumenté 4/3 B) aumenté 2 veces



C) disminuy6 2 veces D) aumenté 5/9 E) disminuy6 4/7

9.- Quince obreros han hecho la mitad de un trabajo en 20 dias. En ese momento abandonan el trabajo 5
obreros. ¢ Cuéntos dias tardarian en terminar el trabajo los obreros que quedan?

A)90 B)39 C)30 D)28 E)40

SEGUNDA UNIDAD

I. COMPETENCIA Desarrolla habilidades l6gico matematicas para identificar y plantear problemas
de larealidad, y tomar decisiones para su resolucion, desenvolviéndose con responsabilidad y
actitud proactiva.

Il. CAPACIDADES

9. Resuelve problemas de su entorno mediante las ecuaciones.

10.-Grafica funciones lineales y cuadraticas en el plano cartesiano.

11. Grafica funciones Reales: Polinomiales, racionales, irracionales, exponenciales y logaritmicas
identificando sus principales elementos y propiedades.

12. Grafica funciones reales utilizando técnicas especiales y haciendo uso del Software Matema-
tico.

13.-Resuelve problemas de su entorno mediante los modelos matematicos.

SESION 07
TEMATICA: ECUACION DE PRIMER GRADO, ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO,

SESION 08
TEMATICA: INECUACIONES DE PRIMER GRADO, INECUACIONES DE SEGUNDO GRADO
SESION 09
TEMATICA: INECUACIONES FRACCIONARIAS,
SESION 10
TEMATICA: FUNCIONES, FUNCIONES I
SESION 11

TEMATICA: EVALUACION DE SEGUNA UNIDAD

SESION 7

CAPITULO Ill: ECUACIONES E INECUACIONES

I.-ECUACION DE PRIMER GRADO



FORMA GENERAL
ax+b=0

Andlisis de su raiz

siaz0AbeR—-x=-—— solucién Unica(Compatible determinada)
a

Si: a=0Ab=0—0x=0“x" admite cualquier solucién (Compatible indeterminada)

Si: a=0Ab#0—0x=—Dbno existe ningun valor “x” que multiplicado por cero de cémo resultado “-b”
(Incompatible 6 absurda)

Teoremas de Transposicion:

Si:
*a+b=c—a=c-b

* ab=c—>azg;si:b¢0
a )
* B=c—>a:bc;3|:b;«»&0

Teoremas de Cancelacién:

Si:
*a+c=b+c—>a=Db;si:ceR
*ac=bc—>a=Db;si:c=0
.a_b

~—=">a=Db;si:cz0
cC ¢

PROBLEMAS RESUELTOS

2X  3x  9x
Resolver: — +—=—+40
3 5 15

Solucién:

Multiplicando ambos miembros por el M.C.M. de los denominadores: 15

15(2)() + 15[3XJ = 15(9XJ +15(40)
3 5 15
— 5(2x) + 3(3x) = 9x + 600

10x +9x =9x + 600
eliminando 9x:10x =600 — x =60

Resolver:

+1=71
X—3 x—3

Solucién:



Tener presente que el denominador es diferente de cero.
Esdecirr X—3#0—>x#3.......(1)
1+x-3 1

X—3 X—3

Reduciendo la ecuacioén:

Cancelando (x — 3):
1+x-3=1

De (1) y (2) se observa una contradiccion.
Concluimos: la ecuacion no tiene solucion o es incompatible:

5x 3 X
Resolver: - = +—
X+2 X°—-4 x-2 x° -4

Solucioén:
Reduciendo las fracciones a comun denominador resulta:

3(x-2) 5 _  3(x+2) L X
(x+2)(x-2) xX*-4 (x—-2)(x+2) x>-4

3(x-2)  5x _3(><+2)_Jr X

= -
X -4 x*—-4 x*—-4 x*-4

3(x—2)—-5x 3(x+2)+x
x> -4 x> —4

Para: X =2 A X=—2, los denominadores se anulan por tanto: X # +2........ @

3(x—2)-5x=3(x+2)+x > 6x=-12
De donde: x =-2............. (2); de (1) y (2) se observa una contradiccion

Se concluye: la ecuacién no tiene ninguna solucién o es incompatible.

Resolver: «/X+4 —+/Xx—-1=1

Solucién:
Transponiendo: /X —1

x/X+4 :1+\/X—1

Elevando al cuadrado miembro a miembro:

Sx+4" =12 42 x—1+-/x-1"

—>X+4=1+2/x-1+x-1
Reduciendo se tiene: 4 = 2./X—1 > +/X-1=2



Al cuadrado: X—1=4—>x=5

Llevando: x = 5 a la ecuacion propuesta:

x/X+4—x/X—1 :1—)x/5+4—x/5—1 =1

3 -2 =1 (Se verifica la igualdad)
.. lasoluciénes: x=5

Resolver: X++/X+5=7

Solucioén:
AIX+5=7-X
. . . 2 2 _ 2
Elevando al cuadrado miembro a miembro: «/X+5 =(7—X)* - x+5=49-14x+x
x* —15x+44 =0
X -11
X -4

Verificando en la ecuacion original: X+ «/X+5 =7
Si: x=11->11++/11+5=7 - 11+ 4 =7 (Falso)

Si: Xx=4—>4+./4+5=7—>4+3=7 (verdadero)
.. la Unica solucién es: x = 4
Resolver: (X —2)(x—4) =5x(x—4)

Solucion:
Llevando 5X(X —4)al primer miembro:

(x=2)(x—4)-5x(x—4)=0
Extraemos el factor comun (x — 4):

(x—-4)[(x-2)-5x]=0
X—=4=0v(x-2)-5x=0

Despejando para c/u se tiene:

x=4 x=—l
2
Ejercicios
1. Resolver:
X_3x_x-6
2 5 2
Al B) 2 C)3 D)4 E)5

2.- Resolver:



2(x—5)* +x* = (x—6)* +2(x* -1)

A) 6B) 5 C)2D)-2 E) 1/2
3.-Resolver:
X+3 2-3x _4x
2 7 3

A) 1B) 2 C)3D) 4 E) 18
4.- Resolver:

1 1 3

+ =—
X+2 X-3 X°—X-6

A) 1B) 2 C) 3D) 4 E)7
5.- Resolver:

\/x2 +/4X7 + X+ /0x2 +12% = x+1

nlgl olp-t gt
3 72 6 6 4
6.- Resolver:

(x—=3)? +5x = (x+2)?
A) 1 B) -1 C) 2D) 3 E) -2

\7+x/3+x/; =3

7.- Resolver:

A)2B)1 C)3D)4 E)5

8.- Resolver:
1

X+1 X X
- 4+—=—4—
2 3 2 6

A)-1 B)1 C)2D)-3 E)5

9.-Resolver:

X+m X+n
+—=1
m n

mn
Bim+n C) mn
m+n m-n

A) —

D)m—-nE) mn

10.-Resolver:
5—{~x+—(4-2x)-5}=x+(-5+2x)



4 17 2 13 19
A) —B)~C) —D) —E) —
17 4 13 2 4

11.-Resolver:

A X+1—\/X—1=l
A) §B)i C)ED)l E)-1
4 "5 4

12.- Resolver:
3£_X_1 :1 79 -1
2 x+1| 4| x+1

A) ¢B)5 C) 4 D)3 E)2

13.- Resolver; +/X+13 —+/X—2 =3Hallar la inversa de su solucién
A) 3 B)1/3 C)2D)4E) 1/4

14.- Sea la ecuacién de 1er grado: (M —7)x* +(M* +2m+6)x+3m+2=0

Hallar “x”.

A) 0B) 7 C) 1/3D) — 1/3 E) -7
X.
15.- Resuelva c/u de las ecuaciones luego indique: Xy
z
zZ— 2z
Aq._ 2 B8 1 1 . 3, [22+5
2 X2 4. 5 .5 \V2z+5 '\ z-3
oea ST 1 T2 T
3 5 15
A)lB)—lC)1 D)1 E)—1
5 7 4 )
16.-Resolver:
1 3 5

2x—-3 x(2x—3) X

A) §B) 4 C)ED)S E)—E
3 3 3 3

SESION 8

II.-ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Ecuacion de segundo grado-. Son aquellas que luego de reducir términos semejantes y pasar todos
los términos al 1er miembro adoptan la forma:

lax” +.bx + ¢ = Op|

/N

Término Término Término



cuadratico lineal independiente

Donde: “a”, “b”, “c” son coeficientes (a = 0)

X" incognita.

Debes tener presente que toda ecuacion de 2do grado tiene dos soluciones o también llamadas raices
de la ecuacion.

¢COMO SE RESUELVE UNA ECUACION DE 2° GRADO?
Existen varias formas de resolver una ecuacién de 2° grado, pero mencionaremos las dos mas importan-
tes:

Por factorizacion.- Aqui generalmente se utiliza el aspa simple, ademas recuerda:

Sia.b=0
a=0vb=0

Ejemplo:
Resolver: x> —7x + 12 =0

Solucioén:

Luego: x> =7 x + 12 = (x — 4) (x — 3)
Cada factor se iguala a cero:

XxX—4=0 \Y x—3=0
X, =4 \Y X, =3
Estas son las raices o soluciones

Por férmula general

_ —bix/b2—4ac

2a

X

Ejemplo:
Resolver: x> — 7x + 12 =0

Solucioén:

Primero identificamos los valores de “a”, “b” y “c

e -7x +12=0

Lol



Asitenemos: a=1; b =-7; c =12y aplicamos la férmula:

—(-7)% /(- 7F - 4@)2)

X =
2(1)
= 7+./49-48
4
Luego:
X1=7+\ﬂ v X2=7—\ﬂ
2 2
X1::4 \' X2::3

Propiedades de las raices.- Dada una ecuacion de 2do grado se tiene:

Suma de rai- Producto de raices

ces

X1+ X b X1.X ¢
1+ Xp = 1-X2 =
a a

Ejemplos:
Dada la ecuacion: x* — 7x + 12 = 0; determinar la suma y el producto de raices.

Solucién:
En primer lugar, se identifican los valores de a, b y c:

1x2 —7x +12 =0
2XT X Fle
=a =b =C

Luego, aplicamos la propiedad anterior:

Suma = x1+x2=—(_l7):7
Producto = X] . Xo = %:12
Ejercicios

1.- Dada la ecuacién: x* — 7x — 8 = 0; hallar sus raices.

A)8y-1 B)-8y1 C)-2y4D)-1y-6 E)-5y-3
2.- Resolver: x* —9x + 18 = 0

A)-3y-6 B)2y6 C)3y6D)-2y6 E)-9y-2

3.- Resolver: (x—-1) (x-5)= -3

A)2y4 B)-2y3 C)-2y-4
D)-3y-2 E)0



4.- Hallar las raices de: x* + 3x— 28 =0

A)-4y-7 B)-7y4
D)4y7 E)-4y7

5.- Resolver: x> —5x = 0
A) 5 B) O C)0oy5

6.- Resolver: 2x° — 12x = 0

C)-2y-7

D)-5 E)Oy-5

A) 6 B)Oy6 C)3y2 D)0y2 E)12y0
7.-Hallar las raices de: x> — 25 =0

A)5 B) -5 C)-5y5
D)-3y-2 E)3y2

8.-Dada la ecuacion: x* — 49 = 0 Indicar sus raices.

A) 7 B)-7y7 C)-7 D)14 E)O

9.-Resolver: (x +1) (x +6)=—6

A)2y3 B)2y4 C)-1y3
D)-4y-3 E)-6y-1

10.- Resolver y dar su conjunto solucion; x*+11x+30 = 0

A)-5y-6 B)-5y6 C)-10y-3
D)10y3 E)5y6

11.-Resolver: x> = 5x -6 =0

A)3y2 B)-3y2 C)6y1l
D)6yl E)6y-1

12.-Resolver: 2x* —=3x-5=0

5 5 5
A) 2y1 B)-2y-1 C)->yl
)2y ) Y ) Y
D) gy—l E) 5y -1
13.- Resolver: (x + 3)% — (x — 1)? = x*
A) 4+2.6;4-2./6 B)2./6+L2/6-1
C) 2+./3;2-3 D) 3+-/2;3--2E)-3y1
14.-Resolver: 3x> + 5x —2 =0

1 1
A) Zy-2 B) Ty 2 C)ly-2

3 3

1

D)-1y2 E)—gy—Z

15.- Resolver: (x + 1)2 =9



A2yl B)2y -4 C)2y3 D) 2 E) +3

16.- Indicar las raices de: x* = (x — 9)* + (x — 8)°

A)5y17 B)29y5 C)-29y5
D) -5y -17 E)29y 17

17.- Aplicar la férmula para resolver: x* — 4x + 2 =0

A) 2.2 +11-22 B) 2./2 -1, 2./2 +1
C) 2+./2;2-2 D)4y-2E)4y?2

18.- Resolver: x> —6x + 7 =0
A) 3+/3;3-1/3 B) 3+4/2;3-/2

C) 1++/2;1-12 D) 2+4/2;2-+2E)4y2

19.- Resolver: x> +2x=5

A) —1+./6;-1—./6 B) —1+-/2;-1-./2
C) -1++/3; -1-+/3 D) 2+./3;2--83E)2y-5

20.- Indicar las raices de: 9(2 — x) = 2x°

3 3 2

A “y-6 B) -~y6 C) Zy-2
)2y ) 5V )3y
D)6y-3 E)3y-6

21.- Resolver: 7x* +40x—-12=0

1 2 1

A) -6y = B) “y-6 C)--y-6
) y7 )7y )7y
3 1

D) -"y2 E) y6

)7y )7y

III.-INECUACIONES DE PRIMER GRADO

Inecuacidn: Es la desigualdad que podria establecerse entre dos polinomios, verificable para ciertos
valores de la incégnita.

Inecuacioén de primer grado: Es la desigualdad entre dos polinomios de primer grado, siendo el C.S. (es
decir los valores que puede tomar la incognita) de la forma:

W/ 0 \m
a + 00 — 00 a




¢, COmo se resuelve una inecuacion? Se resuelve de manera idéntica a la ecuacién, procurando mante-
ner a la incognita con coeficiente positivo.

Los valores que verifican una inecuacion, es decir su C.S., son INTERVALOS.
Existen tres tipos de intervalos:

Intervalo abierto.- No se consideran los extremos:

Ejemplo: Observa el siguiente intervalo y sus diferentes representaciones:

Representacion gréfica: M_

3 7
Representacion simbdlica: <3;7>

Representacion algebraica: 3< X< 7

Intervalo cerrado.- Si se consideran los extremos.

Ejemplo:

Representacion gréfica:
Representacion simbdlica: [3;7]
Representacion algebraica: 3<x<7

Intervalo semiabierto o semicerrado.- Es una mixtura de los anteriores
PROBLEMAS

Utilizando la representacion algebraica, expresa los siguientes intervalos:
Todos los numeros comprendidos entre =3 y 11.

Los nimeros reales mayores o iguales a —1.

Todos aquellos nimeros que sean menores que 4.

Los nameros reales comprendidos entre —1 y 7 incluyendo a este Ultimo:
Los nameros reales comprendidos entre -5 y 8 incluyendo estos niumeros.
Ejercicios

1.- Expresa los siguientes conjuntos, mediante la representacion simbdélica de conjuntos.



J={x/-3<x <5}
= Rpta.

Y ={x/-5<x<3}
= Rpta.
E={x/7<x<9}
= Rpta.
O={x/-6<3x}
= Rpta.
G={x/4x<12}
= Rpta.
D={x/35x<10}
= Rpta.

2.- Resolver las siguientes inecuaciones y dar su conjunto solucién (C.S)
a- 17+3x—(x+2)>4-x

b-2x+1>2—-(x-8)+13

c- 41-x)+2(2—x)>5-11(x-5)

d- 4x+3(x—1)< 5x +(1-2x)

3.- Resolver:
2(x +1)< 3(x-2)
5 10

A) (10;+00)  B) (—0;—10) C) (—0;10)D) (—0;6)E) (6;+c0)

4.- Resolver:

A) <17;+oo> B) [l7;+oo> C) [1;+OO>D) <1;+oo> E) <—17;—|—oo>

X
5.- Resolver:

8 02) By O 1) <—oo;—1> E) <113;+oo>

13 13

6.- Indicar el C.S. de:  (X+4)x—4)—(x+5)x+1)>2x—-7

A) (—ooi1) B) <—oo; Z> ©) <_w;_7} D) <_w;_7> E) <_7;+w>

4 4



7-Hallarel C.S. de:  (x+1)x+2)—(x+3)x—5)>x-1
A 3+x)  B) [3+w)  ©) (~x;3]D) (—o0;—3) E) (—a0;3)

X+3 X+2
8.-Dar el C.S. de: T<2+—

3

A) (=23,+c0) B) (23;+0) C) (~o;—23)D) (—23,23) E) (—o0;23)

9.-Resolver: (x+8)* —(x—8) <— 2X3_98

A) (~o;-1)  B) (—o1)  C) (—o0;—1]D) [1;+o0) E) (L;+00)

10.- Resolver: %(x—s)2 +g(x+4)(x—6)2§x2

e D Rl

11.- Resolver: (X +1)(x —5)+(x+2)* <(2x+1)x—1)+2
A) (~0;2)  B) (~2] ) (2+00)D) [25+00) E) (~2;2)
12.-Resolver: 6(x+5)(x—2)<26+2(x+2)3x~1)

N () P (G O (] Rk

2 27 2

13.-Resolver: (2x+1)(x—2)<x(x+5)+(x—-5)x+1)

VS ofeple 013
14.- Resolver: (X—2)(x+1)+x(x—1)<(2x+1)x—3)+4

A) (L+o) B) [L+)  ©) (~0i2]D) (i1} B) (Lvr)
15.- Resolver: (3x—1)(x+5)<3(x+2)x-1)

g (ed] O ) O

16.-Resolver:  (x—2)x+1)+x(x—3)<(2x—3)(x-1)-1

A) (~o0;4) B) (—o0;—4]  C) (4;+0)D) (~4;+00) E) (~o0;4]



17.-Calcular el intervalo solucién de: (x+1)3 ﬁx(x2 +3x)

1,
3’ 2

A) <7w_1} B) (—o0;—1] C){ w>D) F;+w>

18.-Resolver: (2x—3)2 >(2x+5)(2x—1)

Al B o3 0t D) (2w E) (2 e
)< ,1O> )< 20 (L) (2 my 2

19.- Si “M” es el conjunto solucion de: 2x—§<§+10
3

Determinar el niumero de valores enteros y positivos de “M”.

A6 B)7 C8 D)5 E)9

1
15Xx—-2>2Xx+=
20.- Resolver el sistema: 3

2(x—4)< 3x—l4;
2
. a ~ “ »
se obtiene: xe(—:;b ). Sefiale “a+b
39
A)9 B)11 C)7 D)2 E)4
5_1>5_§
21.- Resolver: 4 3 2
2x—g>x+g
5
A)4<x<6 B)3<x<5 C)4<xD)x<6 E)x<5
SESION 9

IV.-INECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Forma general: P, =ax?+bx+c 0;a=0

(x)

A\

Donde: {a;b; C} IR

Del rectangulo se obtiene:
ax® +bx+c>0;ax* +bx+c<0

ax’ +bx+c>0;ax’ +bx+c<0

La solucién de la inecuacién depende del primer coeficiente y del discriminante:

A=b*-4ac



Ejercicios
1.- Resolver: 3x?> —7Xx+4>0 indicar un intervalo.

A) <—01> B) <—00;2> C) <—3+0> D) <—-4+0> E) <;;4>

2.-Si: me<a;b> tal que la expresion: X° +1<2X® +X+m<3x?+2
se verifica para cualquier tipo de valor para “x”, encontrar el valor de: 4(a+b)

A) 32 B) —8./5 C) -16 D) —16-/2 E)1

3.- Resolver: 2x? —3x—9 < O e indicar la suma de valores enteros que la verifican.
A) 2 B)3 C)5 D)6 E)9

4.- De los siguientes enunciados, ¢cuantas son verdaderas?
. X*>0->xelRill. (x-1)2>0—>xeIR

. (x+3)><0—xeIRIV.(2x —3)? SO—>XG{2}

V. x> <0—>x<0
A) 1 B)2 C)3 D)4 E)5

5.- Resolver: X*> +2x—1<0
A) <—/2;4/2 > B) <—/2-1—/2+1>C) <1—+/2;1+/2 >
D) <—/2-1-2-1>E) <-2—-+/2;2—./2 >

6.- Resolver: X* +10x+27 >0
A) <—00j+00> B) <—00}/5 —+/3>C) < -3—/5;+00 >
D) < —3++/5;+00>E) ¢

7.- Resolver: X* +10x+27 <0

A) Xe g B) X €< —o0;+00> C) <—o0—2 >

D) <—/2 -1;—/2 +1>E) <—o5;-3>

8.- Resolver: (X —1)*> — x* > —(x — 2)dar el conjunto no solucién.

A) Xe[L5] B) xe[5+w>C) Xe<—x1l] D) X e<—05]E) X e<15>

9.-Resolver: —2x°> —x+10<0

A) xe[-2; 2] B) X €< —0,—3] u[2;+oo >C) X €< —00;— 2] U[2;400 >



D) XE[—g;Z] E) xelR

10.-Resolver: x> — 20x < —(25+3x%)

A) xelIR B)XeIR—{g} C)Xe¢D)Xe{2} E)XelR—{i}

11.-Hallar el mayor valor entero “m” tal que para todo X € IR, se cumple:
m<x* —10x +32

A)5 B)8 C)6 D)7 E)10

] - . _ . X(2x—28)
12.-Cuéantos valores verifican la siguiente inecuacion; ——= < =1

Al B)2 C)3 D)4 E)infinitios

13.-Hallar el menor nimero entero “M” tal que para todo X € IR, se cumpla:
—Xx*+4x-10<M

A)-5 B)-3 C)-1 D)1 E)2

14.-Al resolver: (X —2)(X+1)(X —3) > (x =1)(X + 2)(x + 4) se obtiene como conjunto solucion:
X e< a; f>.Indique "a+ f".
2 1 1
A)— B -—C-9D) - E)-3
) 3 ) 9 ) ) 3 )

15.-Resolver: X* —1< (x—1)*

A) Xe< 01> B) X e<—0}l] C) X €[-1,0]
D) Xe[-L+w0>E) Xe<-11>

16.- Resolver: (2x +5)? < (5x + 2) dar un intervalo solucién.
A) X e<—o0l> B) Xe[-1+00>C) X e< —o0;—]] D) Xe<—+8>E) xe[-1]]

V.- INECUACIONES FRACCIONARIAS
Ejercicios

1.- La solucién de la inecuacion: >1 es:

X—4
a)l<x<4
b)4<x<7
C)—00o<x<l; 4<X <0
d)—co<x<4; 7<X <0
e) -4<x <5; 7<x <00

, _ X+4 3 .
2.- Al resolver la inecuacion: 75—1 > E Sumar los valores enteros que satisfacen:
X —_



A)40B)44  C)45C)50  D)56

~ o , 3X+1 x+2
3.- La solucién de la siguiente desigualdad: 3 — > —— es:
x-1 x+3
a)—-3<x<1
b) - 1<x <3
c) 1<x <3

d)—oco<x<-3; 1<x<o0
e) —oo< x <-1; 3<x <0

4.-La solucién del siguiente sistema de inecuaciones

4x%+3x+2>0 ... (1)
x>+ 6x — 72 <0....(2)

x> —12x — 45> 0 ...(3)
es:

A)—12<x<-3 B)-3<x<6
C) 6<x<15 D) —co<x <—12 E) 15< X <00

5.-Analizando la solucion de la inecuacion:  (x+2)3+(x — 2)*<2(x — 1)* - 16
podemos afirmar:

a) Solucién: 1 <x<2

b) Solucion: —2< x < 1; 1< x <2

c) Solucién: —co< x < =2; 2< X <o
d) Inecuacion imposible.

e) Inecuacion indeterminada.

: g 9
6.- Al resolver la inecuacion:  X(2x —3) > "8 Se observa que:

a) Su solucién es: x < 3/2; 3/2< x
b) Su solucién es: x<3/4; 3/4<x
¢) Su solucién es: x <4/3; 4/3<x
d) Inecuacién indeterminada.

e) Inecuacién imposible

7.- La solucion del sistema de inecuaciones

ﬂ<ﬂ ..(1)
X+2 x-1 ]
4 x-3 o
XEE X202
X=-5 XxX+2
3 1 3
A) — < X< B) —2<X——
4 2 4
1 1
C)§<x<1 D) 1l<x<5 E)—2<x<§;1<x<5
., . 1 1 .
8.- La solucién de la inecuacion: > es:
x2 _6x+9 X% +6x+9
A) 0 <x<o0 B) 0<x<3

C) 3<x< D) 0<x<3; 3<x<o0  E) — 3<x<0; 3<x< o0



9.- La solucion de la inecuacién:
X+3 x+1

X-5 x-2

A) l<x<2 B) l<x<5
5 5

C) 2<x<5 D) F1><X<2;5<X<OO E) —oo<x<;;2<x<5

10.- La suma de los valores enteros y negativos de “x” que satisfacen a la siguiente inecuacion:x® + 3x* —
33x—-35>0, es
A)-11B)-15 C)-18 D)-20 E)-21

11.- La solucion del siguiente sistema de inecuaciones:
x> +6x° — 69X — 154< 0 ... (1)

x> — 3x° — 13x +15>0 .. (2)
x> — 3x? — 36x + 108 > 0... (3)
es:

A) —6<x<-3  B)-6<x<-2 C) 1< x<3
D) —0<x<—-1E) 7 < x<o©

12.- La solucién de la inecuacion: x* — 11x® +29x* +35x — 150 > Oes:

a) —00< X< —2;3<X <0

b) —00<X<—2; 3<x<5

c) —00<X< — 2; 3<x<5; 5<x< o0
d) — 00 <X<—2; 5<x< 00

e) —-2<x<3

X2 +Xx—6

X +13x+30

13.-La solucién de la inecuacion:

a) —1 0<x<2

b) — 10<x< —3; —3<x<2
C) —00<X< —10; 2<x< 00
d) —3<x<2

e) — 10<x<—3; —3<X< o0

SESION 10

CAPITULO V: FUNCIONES

|.-FUNCIONES

Par ordenado

Es un conjunto formado por dos elementos dispuestos en determinado orden:
(a,b)

Primera componente _/ \

Segunda componente

Propiedades:



(a,b) # (b,a) (ho conmutativa)
Si: (a,b)=(c,d) >a=caAb=d

Producto cartesiano

Dados dos conjuntos “A” y “B” no vacios, se llama producto cartesiano (A x B) al conjunto de pares orde-

nados (a,b) donde “a” €“A” y “b”e “B”, es decir:
AxB={ab)/acArbeB}

Ejemplo:

Sea: A={,2;3} B=1{2:3;4}

> AxB={(1,2),(1;3),(1:4),(2:2),(2:3),(2:4).(3:2).(3:3).(3:4) }
Propiedades:

n(Ax B) =n(BxA)

n(A x B) =n(A) x n (B)

Relacién

Dados dos conjuntos “A” y “B” no vacios, se llama relacién de “A” en “B”, a todo subconjunto “R” del pro-
ducto cartesiano “A x B”, es decir, “R” es una relacién de “A” en “B” & “R” < “A x B".

En particular, si: A = B, “R” se llama relacion en “A” (relacion entre elementos de “A”).

La definicién anterior de relacion exige la comparacion de elementos pares por eso suele llamarse “rela-
ciones binarias”.

Ejemplo:
En el conjunto: A ={9;8,7;6;5;4;3;2;1}
Establecemos las siguientes relaciones:

a” es el doble de “b”.

a” esigual a “b”.

Escribir los pares que cumplen las relaciones respectivamente.
R, ={(a,b) / “a” es el doble de “b” }
={(2;1),(4;2),(6;3),(8:4) }

R, ={(a,b)/ “a” esigual a “b” }
={11),(22),3:3).(4.4),(55),(6,6),(7,7),(8:8), (%; N}

Si “R” es una relacién entre elementos de “A” y “B”, al conjunto “A” se le llama conjunto de partida de la
relacién y a “B” conjunto de llegada.

Se llama Dominio de una relacién “R” al conjunto de todos los elementos (a € A) tales que existe por lo
menos un (b € B) con (a, b) elR.

Se llama Rango de una relaciéon “R” al conjunto de todos los elementos (b € B) tales que existe por lo
menos un (a € A) con (a, b) elR.

Ejemplo:
Sea larelacion:

—>Dg, = {1;2;3} Re, = {2;b;7;-2}



Definicién de Funciones

Sean “A” y “B” dos conjuntos no vacios (pudiendo ser A = B) llamaremos funcién definida en “A” a
valores en “B” (funcién de “A” en “B”) a toda relacion:

FcAxB

gue tiene la propiedad:

(a,b) e Fy(a, c) € F; entonces; b=c

Es decir, una funcién es un conjunto de pares ordenados de elementos, tal que dos pares distintos nunca
tienen el mismo primer elemento.

Notacion:

Si “F” es una funcion de “A” y “B” se designa por:

F:A>B 6 A B
Se lee: “F” es una funcién de “A” en “B”.

Ejemplo:

Siendo a # b = ¢, diremos: A——B
F={(a; 1), (b; 1), (c; 1)} es funcion.
Observacion:

Toda funcién es una relacién, pero no toda relacion es una funcion.

Ejemplo:

7P l]

Hallar los valores de “a” y “b” para que el conjunto de pares ordenados:
A={(2;5), (-1;-3), (2; 2a-b),(-1;b-a), (a + b?; a)}

sea una funcion.
Solucion:
En una funcién dos pares distintos nunca tienen el mismo primer elemento.

(2,5 y(2;2a-b)ye A>5=2a-b...(1)
(-1;-3)y(-l;b—-a)e A>b—-a=-3....(2)

De (1) y (2), resolviendo: a=2; b =-1

~F={(2;5), (-1; -3), (3; 2)}



Si “F” es una funcion de “A” en “B”, el conjunto “A” se llamara conjunto de partida de la funcion y “B” el
conjunto de llegada.

El dominio de una funcion “F” se designa por “D¢” y se define como el conjunto siguiente:
De={x e A/3Ty;tal que (x,y) € F}

El rango (o imagen) de una funcion “F” se designa por “Rg” 0 “Img” y se define como el conjunto siguien-
te:

Re={y € B/ 3 x; tal que (X, y) € F}
es decir son las segundas componentes de los pares ordenados.

7]

Si el par ordenado (a, b) € F escribiremos: b = F, y diremos que “b” es imagen de “a” por “F” (o también,
que “b” es el valor de “F” en “a”).

F={(a b) e A xB/b=Fg, ac Dg
Ejemplo:

Sea la funcién:

Hallar:

M=F@) + F@e + Fo + Fa + F

Solucién:

Como: Fp =3, Fg=4;F7 =3, F=6;Fg =1
~M=17

Regla de correspondencia

Para que se pueda definir bien un funcién es suficiente conocer su dominio (Dg) y una regla que permita
asignar para cualquier x € Dg; su imagen F,.

Ejemplo:

Hallar el dominio de la siguiente funcion:

aF—X-2+X
9 x+5  x-3

D, = 2 x—3#0

F x+5
’_4-\%_\
«—o 0 o > AX#3
+o0w 3 -5 2 + oo

De=<-w;-5>0U[2;+w0>-{3}



Hallar el rango de la siguiente funcién:
F={(2:3),(4,6), (57, (7; 6), (-2; 3)}
Re={3;6; 7}

Tenemos varias formas de hallar rangos, presentaremos las mas conocidas:
Cuando tenemos una funcién donde su dominio no presenta rango, se despeja “x” en funcién de

oy
Cuando tenemos un intervalo como dominio usamos desigualdades.
Para la funcién definida por:G, = 2x” + 3x + 2; x €lR

Solucién:

y=2X+3x+2 52 +3x+(2-y)=0

_-3+.9-4(2)2-y)

- 2(2)

Si “X” IR, luego “y” también IR

Pero:A20;9—8(2—y)20—>y2%

Grafica de una funcion
Sea “F” una funcion real, la grafica de “F” es el conjunto “G” de todos los puntos (x, y) en el plano, tal que

M “w 7]

x” esta en el dominio de “F” e “y” es la imagen de “x” por “F”, es decir:

G={(x,y) e R*/y= Fu: X € Dg}
Una gréfica cualquiera sera funcion, si y solo si, al trazar una paralela al eje “y” corta a la grafica en un
sé6lo punto.

Ejemplos:
F es funcion, entontes “L,” la recta paralela al eje “y” corta a la grafica en un solo punto.

L1
Fo

>
I ! ¢

X
G(x no es funcion entonces “L,” la recta paralela al eje “y” corta a la grafica en mas de un punto.

Ejercicios

L
1.-Si el siguiente conjunto de pares ordenados representa una funcion se%am} el dominitI) y%ango de la
v~ o

funcion:f = {(2; 4a - b), (3; b), (2; 3), (5; 6), (3; 1)}
K X
"\

G )




a) Dr=1{2;3; 5}, Re ={3; 6; 1;}
b) Dr={3;6; L}, Re ={2; 3; 5;}
c) Dr=1{2; 3; 6}, Re ={3; 1, 5;}
d) Dr={3; 1,5}, Re ={2; 3; 6;}
e) Dr={5;3; 1;}; Re = {3; 6; 1;}

2.-Hallar el rango de la funcién:y =F X) = AB=X++/3+X

(
Ay e[2;4]

E)ye[0;2.2]

3.-De la funcion:F = {(2; 3), (3; 4), (4; 1)}
Calcular; A = F(F(z)) + F(F(s))
A)1 B) 5 C)6

4.-Indicar el rango de f: R ->R
F(x) = X2 + 10x + 30

AR B) IR"
D) [5; + o> E) [ 30; + o>

5.-Dado:F = {(0; 1), (1; 2), (2; 3)}
Hallar: F(O)F(l) + F(l)':(z) + F(Z)F(O)

A) 6 B) 8 C) 10

6.-Sabiendo que el conjunto de pares ordenados:

F={(15), (& 6), (3; @), (3; 2a+ 3)}
Representa una funcion; indicar el rango.

A) {1; 5} B) {5; 9}
D) {1; 5; 9} E) {5; 6; 9}

7.-Sea la funcion “F” tal que:

F={(3;a%, (3;1), (5 4), (5; a+b), (b; 4)}

Calcular la suma de los elementos del dominio.

A) 3 B) 5

8.-Hallar el dominio de la funcién:
7xX+1

X-7

Fo =

A) x elR
C)x R - {1}
E)x elR - {7}

9.-Hallar el dominio de la funcién:

B)y e [0; 442]
C)yelR D)ye[2.2;4]

D) 7 E) 8
C) [-5; + o>
D) 12 E) 16
C) {1, 5; 6}
D) 13 E) 11

B) x R - {7}
D) x IR - {8}



4x -2
X+4

F(X)

A)x R B)x €IR - {2}
C) x IR - {-4} D) x €IR - {4}
E) x R - {1}

10.-Hallar el rango de la funcién:
_4x-1
© x+2

A)y elR - {-4} B)y elR - {4}
C)yelR-{2} D)y elR - {-2}
E)yeo

11.-Del siguiente diagrama:

Calcule el valor de:

T2y + 9egep
fo) ¥ 9y
A) 1 B) % C) g
6 8
D) & E) 8
) g Vg

12.-Obtener el nimero de elementos enteros del domino de la funcién:

E - \X+3+\/3—X

® x> -1
A) 7 B) 6 C)5 D) 4 E)3
13.-Hallar el de la f "-F—5X+1
.-Aallar el rango de la tuncion: (x) 2% _3
5 5
Ay eR - {—2} B)y elR - {2}
2 3
C)yeR- {3} D)y elR - {2}

E)y <R - {—2}

14.-¢, Cuantos enteros presenta el dominio de la funcion? Fyy =41+ x +82-x



Al B) 2 C)3 D) 4 E)5
15.-Sea la funcion:F = {(a; b), (3; ¢), (1; 3), (2b; 4)}

Ademas: F(, = x — 2a; Indicar el producto de los elementos de:
me RF

A) -3 B) -1 C)1 D) 3 E) 2

16.-Hallar el rango en:Fy = x> + 4x + 7, x €R

Ay elR B)y e [1; + o]
C)ye[3;+x] D)y e<-ou; 1]
E)y e<-oo; 3]

17.-Hallar el rango en:F = x* - 6x + 5; x €lR

A) < -] -4] B) [-4; + ]
C) <-0; 4] D) <-o0; O]
E) [4; + o>

18.-Sabiendo que:F ={(5; 7a + 2b), (2; 5), (2; a + 2), (5; 5b — 2a)}
es una funcion. Calcular: Fp) +Fe )

A) 6 B) 7 C) 34 D) 44 E) 54

19.-Indicar la suma de los elementos del dominio de: F = {(a; b), (1;7), (g; c),(%; 11)}
si: Fy =X+ 3a

A) 15 B) 12 C) 10 D) 9 E) 6
20.-Indicar el dominio de:y = +/x -2

A) IR B) [0; 2] C)<2; + o>
D) [2; + o> E) < -0; 2]

21.-Dada la funcién:F = {(4; 8), (b; 3), (5; az), (4;a+b), (5;9)}

Obtener: F) + Fs + b

A) 18 B) 16 C) 29 D) 27 E) 23
22.-Hallar “ab”, si el conjunto de pares ordenados representa una funcion.
F={(2:3),(3;a-b), (2;a+b), (3; 1)}

A) 1 B) 2 C)3 D) 4 E) 6

23.-Sea la funcion “F” tal que:F ={(2; 5), (3; az), (3; 4), (a; 5)}

Hallar “a”.

A) -2 B) 4 C)6 D) 3 E) -6



24.- Sean las funciones:

F={(-3:2), (-4, 1), (0;-2), (1; -2)}
G ={(0;3), (-4;3), (7: 1), (8; -3)}

Hallar:
F_py+G
E_ 9750

Fewy
A) 1 B) -1 C)0 D) 2

II.-FUNCIONES I

Funciones especiales
Funcion constante: F(x) =k
Significa que:

F={..,(0;k), (1; k), (2; k), ...}
“F={(x )/ Fey =k}

Gréfica: A

\ 4

Funcion identidad

Regla de correspondencia: F) = x
Dr= IR R:= IR

Significa que:
F={..(1,1),(22),(33), ..}

S Fe ={(6 y) [ Feg =x >x =y}

Gréfica:

Funcién valor absoluto



Regla de correspondencia: F, = [X|

o = X;Si: x>0
H_ -X;si:x<0

D = IR, R = IR'U {0}

Significa que:

F={.,(2;2),(1;1),(0;0),(1;1),...}

Feo = IX|

y = Ix]| - x=1y=1
x=-1;y=1

Gréfica:

\ 4

Funcién raiz cuadrada
Regla de correspondencia: Fyy = +/x
De = IR'U {0} ; R = IR"'U {0}

Significa que:

F={0;0), (1 1), (2; \/2), (3 +3), ...}

Gréfica:

Funcién Lineal

Regla de correspondencia: Fy =ax + b

a” y “b” constantes cualesquiera, a = 0
Dr=IR;Re=IR

Su gréfica es una recta, con pendiente “a” e intercepto “b”.

Gréfica:

\4




Ejemplo:

Calcular la funcion lineal que tenga F(;) = 3 y ademas F(;) = 2F
Solucioén:

Fo=mx+b

Fy—3=m+b ... (o)

Ademas:

Fo = 2F@

2m +b=2(3m + b)

2m+b=6m + 2b

b=-4m ... (B)

De (o) y (B):

m=-1Ab=4

S Fy=-Xx+4

Funcion cuadrética:

Es una funcién con dominio en el conjunto de los nimeros reales y cuya regla de correspondencia es:
Fe=ax’+bx+c a;b;celR a=0

Su gréfica es una parabola respecto a una recta vertical, llamada eje de simetria, abierta hacia arriba, si:
a > 0; y hacia abajo, si: a<0.

Nota grafica:

Sea la funcion: y = ax® + bx + ¢
A = discriminante = b? — 4ac

A 4

\4
g—-

il

{X1; X5} raices de la ecuacién, cuando: y = 0.

A




{X1; X5} raices iguales de la ecuacion, cuando y = 0.

\4

A\ 4

Esta funcién, cuando: y = 0, los valores de “x” son numeros complejos.
Otras funciones:

Funciones pares

Son aquellas funciones que se caracterizan por ser simétricas respecto al eje “y”, y se cumple que:
Si: X € Dg—> -X € Dg

F = Fey—V X € De

Funciones impares

Son aquellas que se caracterizan por ser simétricas respecto al origen:
Si: X € Dg—> -X € Dg

—Fe = -Fx—V X € De

Ejemplos:

Indicar qué funciones son pares, impares o ni par ni impar:

I Fg=x*+1 Il Gy = x° . Hey = X - ||
Solucién:

F«) €s par porque:

Foo=()*+1

Foo=x'+1

Fy = F. . F €s par.

G = (%)°



3
-G(_X) =X
'G(.X) = G(x).'. G(x) es impar.
H(-x) =-X- |'X|
'H(-x) =X+ |X|

-H(_X)i H(X); también H(_X)i H(X)
~.Hy no es par ni impar.

Graficas de funciones
Aqui se dan algunos medios auxiliares para trazar graficas de determinados tipos de funciones:

Desplazamiento vertical de la grafica de y = f(x)

Funcion Efecto sobre la grafica | Interpretacion grafica

y=f(x)+c La grafica de “f’ se

y=f(x)—c La grafica de “f" se
donde: c>0 desplaza verticalmente
hacia abajo una dis-

tancia “c’.

donde: c >0 desplaza verticalmente
hacia arriba una dis-
tancia “c”.

Desplazamiento horizontal de la gréfica de y =f(x)

Funcién Efecto sobre la gréfica Interpretacion grafica

y=f(x-c) La gréfica de “f” se des-

donde: c>0 plaza horizontalmente
hacia la derecha una
distancia “c’.




y =f(x +c) La gréfica de “f” se des-
donde:c >0 plaza horizontalmente
hacia la izquierda una
distancia “c”.
Ejercicios
Graficar: Fyy = [x + 8]
A) B) C) ) E)
Graficar:F, . = X~ 1
x) x-3
| A
A Jd L A

Graficar: Fpy = |X| + 3

A) ' B) c} | é)

Graficar: y = || -

RV

Graficar: F = (x + 3)° -

S




Graficar: F = -X°

A) (‘ B)C)i ‘ D)
| >

Graficar: Fpy = - | X |

" % 8)0)7% % QN

Graficar: Fgy = 10x — x* - 25

e

Graficar: Fyy = —/x

Graficar: Fyy = —/x

A B)C)ADg %\ T/;
Fef -

Graficar: Fy) = (x — 5)* + 3 \ / \

A

A) B)C) D _

Graficar: Fypy = —+-x




Graficar: Fyy = || x - 1] - 3|

A)

Si la gréfica de la funcion: y = F, es:

A

Graficar la funcidniW= B 5.7
A ]
Determine el area de la regién formada por la funcion: Fyy =- | x| + 4

y el eje de las abscisas.

A) 8 u? B) 12 C) 16 D) 32 E) 64

Graficar: Fpy= x| x |

A) B) C) D) E) \ ‘ ; 44

Graficar: F :M
Te0 T

A) A B0 D? E) T _ 1
’ N~

Graficar: Fpy = | X*- 5|

e -

Graficar: y = | x |

A
A) ‘{ B)C) \ ‘{m el

\ 4




TERCERA UNIDAD

. COMPETENCIA Desarrolla habilidades l6gico matematicas para identificar y plantear problemas
de larealidad, y tomar decisiones para su resolucion, desenvolviéndose con responsabilidad y
actitud proactiva.

Il. CAPACIDADES

15. Define y describe las matrices, determinantes y sus propiedades.

16 Define y describe los vectores y sus propiedades.

17. Discrimina distintos tipos de sistemas de ecuaciones lineales.

18. Aplica Las matrices, determinantes y vectores en la soluciéon de problemas de su entorno.

) SESION 12
TEMATICA: Clasificacion de las Matrices.

) SESION 13
TEMATICA: Operaciones con matrices. Matriz Inversa.

SESION 14
TEMATICA: Sistemas de Ecuaciones Lineales.

SESION 15
TEMATICA: Definicién de determinantes. Operaciones con Determinantes. Solucion de sistemas
de ecuaciones lineales con determinantes

SESION 16
TEMATICA: EVALUACION DE LA TERCERA UNIDAD.

SESION 12

CAPITULO VI: MATRICES Y DETERMINANTES

Definicion de matriz
Se llama matriz de orden mxn a todo conjunto rectangular de elementos a;; dispuestos en m lineas hori-
zontales (filas) y n verticales (columnas) de la forma:

F 3
dy  dyy e gy ey
thyy gy v gy vt dgy
':111 ':Iiﬂ . ':IIJ . ':Ij_'n_
L T < T =




Abreviadamente suele expresarse en la forma A = (a;), con i =1, 2, ..., m, j =1, 2, ..., n. Los subindices
indican la posicion del elemento dentro de la matriz, el primero denota la fila (i) y el segundo la columna
(). Por ejemplo el elemento ays seréa el elemento de la fila 2 y columna 5.

Dos matrices son iguales cuando tienen la misma dimension y los elementos que ocupan el mismo lugar
en ambas son iguales.

Ejemplo

Las matrices

3 -5 3 -5
A=|4 X y B= 0
y -2 1 -2
A Son iguales solo si: x =0 y=1

Algunos tipos de matrices

Vamos a describir algunos tipos de matrices que aparecen con frecuencia debido a su utilidad, y de los
gue es conveniente recordar su nombre.

Atendiendo alaforma

Matriz fila: Es una matriz que solo tiene una fila, es decir m =1 y por tanto es de orden 1 x n. Ejemplo:
A=1[2, -3, 5]

Matriz columna: Es una matriz que solo tiene una columna, es decir, n =1 y por tanto es de orden m x
1. Ejemplo:

-1
C=| 6
Matriz cuadrada: Es aquella que tiene el mismo n nqer de filas que de columnas, es decir m = n. En
estos casos se dice que la matriz cuadrada es de orden n, y non x n. Ejemplo:
2 _

Los elementos a; con i = j, 0 sea a; forman la IIa qa dl&;naﬂ principal de la matriz cuadrada, y los ele-
mentos a;con i + j = n +1 la diagonal secundaria.

Matriz traspuesta: Dada una matriz A, se llama transpuesta de A, y se representa por A', a la matriz que
se obtiene cambiando filas por columnas. La primera fila de A es la primera fila de A", la segunda fila de
A es la segunda columna de A', etc.

EjemplolLa matriz transpuesta de la matriz A

1 2 1 3 0
A=|3 -5 esA' = |2 -5 7
0 7
Propiedades de la trasposicion de matrices
1. Dada una matriz A, siempre existe su traspuesta y ademas es Unica.
2. (AY =
Matriz S|metr|ca Una matriz cuadrada A es simétrica si A = A', es decir, si aj = aJ,l (i, .

Matriz antisimétrica: Una matriz cuadrada es antisimétrica si A = —At, es decir, si a; = —a;L i, j.
Ejemplos Consideremos las siguientes matrices:

2 -3 5 -

o 3 -4 100

A=1-3 B J/|B=|-3 0 5| C= 010
5 7 -8B 4 -5 0


http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd99/ed99-0289-02/mat02.html

Podemos observar que los elementos simétricos de A son iguales, o que AT = A. Siendo asi, A es simé-
trica.

Para B los elementos simétricos son opuestos entre si, de este modo B es antisimétrica.

A simple vista, C no es cuadrada; en consecuencia, no es ni simétrica ni antisimétrica.
Atendiendo a los elementos

Matriz nula es aquella que todos sus elementos son 0 y se representa por 0.

Ejemplo [0, 0]

Matriz diagonal: Es una matriz cuadrada, en la que todos los elementos no pertenecientes a la diagonal
principal son nulos.
Ejemplo

o 2l
o 2
Matriz escalar: Es una matriz diagonal con todos los elementos de la diagonal iguales.
Ejemplos

b ol

Matriz identidad: Es una matriz escalar con los elementos de la diagonal principal iguales a 1.
Ejemplos

1 0 0
2 o)t 3
0 o0 1

Matriz Triangular: Es una matriz cuadrada que tiene nulos todos los elementos que estan a un mismo
lado de la diagonal principal. Las matrices triangulares pueden ser de dos tipos:

Triangular Superior: Silos elementos que estan por debajo de la diagonal principal son todos nulos. Es
decir, a; =0 [J i<j.

Ejemplo
1 4 -1
(U 2 1 )
0 o0 -3
Triangular Inferior: Si los elementos que estan por encima de la diagonal principal son todos nulos. Es

decir, a;=0 Lj<i. Ejemplo
1 0 0
(—1 2 0 )
4 1 -3

SESION 13
OPERACIONES CON MATRICES

Sumay resta de matrices

Para poder sumar o restar matrices, éstas deben tener el mismo nimero de filas y de columnas. Es de-
cir, si una matriz es de orden 3 x 2 y otra de 2x3, no se pueden sumar ni restar. Esto es asi ya que, tanto
para la suma como para la resta, se suman o se restan los términos que ocupan el mismo lugar en las
matrices.



Ejemplo:

fa 1 2 -1 2 4
oeanlasmatrices A =10 5 3|y B=| 2 5 8|. Entonces:
04 o 1 -2
3 1 2) -1 2 4 2 368
A+ B = |0 46 3|+|2 5 8]=|210 &
(70 4 o1 -2 FE
(3 N -1 2 4 4 -1 -2
A g = |0 5 -3 R B] =[—2 0 -11
70 4 1 -2 7 -1 B

Para sumar o restar mas de dos matrices se procede igual. No necesariamente para poder sumar o re-
star matrices, éstas tienen que ser cuadradas.

320 (513
B I Bl PRI |
PO eI WY -13_?3?‘
++_L2FE+D 2)7 3 5 7)

A-B+C= 5 -1 3 1 -1 7)
- + = =
2 ?' E T 1 2) {3 11 °9)

Producto de matrices

Ejemplo:

o o 124
Ban = 5 7 gl

Para poder multiplicar dos matrices, la primera debe tener el mismo nimero de columnas que filas la
segunda. La matriz resultante del producto quedara con el mismo nimero de filas de la primera y con el
mismo nimero de columnas de la segunda.

Es decir, si tenemos una matriz 2 x 3 y la multiplicamos por otra de orden 3 x 5, la matriz resultante sera
de orden 2 x 5.

(2x3)*(3x5)=(2x5)

Se puede observar que el producto de matrices no cumple la propiedad conmutativa, ya que en el ejem-
plo anterior, si multiplicamos la segunda por la primera, no podriamos efectuar la operacion.

3x5 por 2x3,

puesto que la primera matriz no tiene el mismo namero de columnas que filas la segunda.

Supongamos que A = (aij )yB= (bij ) son matrices tales que el nimero de columnas de A coincide

con el numero de filas de B; es decir, A es una matriz m [ p y B una matriz p [ n. Entonces el producto
AB es la matriz m [ n cuya entrada ijse obtiene multiplicando la fila i de A por la columna j de B.

Esto es,



GONCIE C = @b 4 Byal 4+ By

Ejemplo:

1.r 5| (8 & & [t raprsh, g esh
[f H] [b1 0 ba]_[mﬁ“fﬁ g b, toy Uy

2.

LA T R T I v VR B A I (O
340 2) 31440 304420713 11
Producto por un escalar

El producto de un escalar k por la matriz A, escrito k-A o simplemente kA, es la matriz obtenida multipli-
cando cada entrada de A por k:

Kayp ka0 Kap,
A =
bay ke . Kag,
Ejemplo:
{1 -2 3
oea ,f'.—[de c —2]
Entonces:

o 313D 33y (3B 9
34 035 32 2 15 8

Divisién de matrices

La division de matrices se define como el producto del numerador multiplicado por la matriz inversa del
denominador. Es decir, sean las matrices Ay B tal que A/B = AB-1:



Si una matriz esta dividida entre un escalar, todos los términos de la matriz quedaran divididos por ese
escalar.

Ejemplo:

1=

—E]’ vk =2 unescalar. En este caso:

Sean la matriz A=[B
3

{a 15]
3 8) (82 182Y [ 4 8
A= '[aﬂ —Eﬂ]'[ﬁﬂ —3]

DETERMINANTES

A cada matriz n-cuadrada A = (a; i ) se le asigna un escalar particular denominado determinante de A,
denotado por det (A), |A| o

iy
321 322 - azﬂ
3 F o cee 8 e

Una tabla ordenada nl | n de escalares situada entre dos lineas verticales, llamada determinante de or-
den n, no es una matriz.

La funcion determinante apareci6é por primera vez en el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales.
Veremos que es una herramienta indispensable en el estudio y obtencion de éstas.

DETERMINANTES DE ORDEN UNO Y DOS

Los determinantes de orden uno y dos se definen como sigue:

yy &

1 Mz

s al Ap8zz - Ay
21 o

Asi, el determinante de una matriz 1 U 1 A = (a11) es el propio escalar aq1, es decir, det (A) = |a11| =
all.

Ejemplos:



a) Dado que el determinante de orden uno es el mismo escalar, tenemos det (24) = 24, det(-3) = -3, det
(3x+5) = 3x+5.

b)
38| _ _
21‘_ S @B =3-10= -7
| A - @3N = -8 ()= -8+3=-

DETERMINANTES DE ORDEN TRES

Consideremos una matriz 3x 3 arbitraria A = (a; j ). El determinante de A se define como sigue:

A1 M A
det(A) = |y ap x| = Aydxply T A8nay T aydpd; - A3y -

dy Ay dn

Obsérvese que hay seis productos, cada uno formado por tres elementos de la matriz. Tres de los pro-
ductos aparecen con signo positivo (conservan su signo) y tres con signo negativo (cambian su signo).

Para calcular los determinantes de orden tres, el siguiente diagrama puede ayudar a resolverlos:
3
5 | (Para los tres productos positvos).

# 2 B

43
5 | (Para los tres productos negativos).

a1 3
Ejemplo:
Calcular el valor del determinante:

32 1

0 2 5= @@ + @EE2 + M0 - (200 - @EE - MEIE) =
214
=24+20+0-(-4)-0-(-15)=44 + 4+ 15=63

El determinante de la matriz 3 x 3 A = (g; i ) puede reescribirse como:



det (A) = a11(appazs - ap3agy) - aj2(ap1a33 - ap3azy) + aj3(@z1azz - agpagy) =

= 5 2 3 Fm 2  Fap
= &

Az + A3

32 A 8y A3 Fn  F
que es una combinacién lineal de tres determinantes de orden dos, cuyos coeficientes (con signos alter-
nantes) constituyen la primera fila de la matriz dada. Esta combinacién lineal puede indicarse de la forma

siguiente:

1 Mz Az g1 &z Az &1 Rz M2
M| B Rz Rz | T Riz| fn B 8m |t Rz | Bn B fm
Ay A3z A S Az & Ay Fax Fa

Nétese que cada matriz 2 X 2 se obtiene suprimiendo en la matriz inicial la fila y la columna que contie-
nen su coeficiente.

Ejemplo:

Para demostrar que la propiedad anterior se cumple, trabajaremos con :

3 Z 1 J 2 1 a3 2 1 32
0 2 -5 |=3| 02 -5|-2| 02 -5|+1|02 -A]:=
-2 1 4 2014 -2 1 4 2 1 4
7 -5 o -5 g 2
=3 - +1 =
"l 4‘ -2 4 -2 1

= 3(8+5) - 2(0-10) + 1(0+4) =39+ 20+ 4 =63

PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Las propiedades basicas del determinante son las siguientes:

1. El determinante de una matriz A y el de su traspuesta AT son iguales, es decir,
A= P

2. Sea A una matriz cuadrada,

Si A posee dos filas (columnas) iguales, necesariamente |,a.'|| =0.

Si A es triangular, esto es, A sélo tiene ceros por encima o por debajo de la diagonal principal, entonces

|,r.]| es igual al producto de los elementos de la diagonal.



3. Supongamos que B se ha obtenido de A mediante una operacién elemental entre filas o columnas,
Si se han intercambiado dos filas (columnas) de A, |B| = - |A|.

Si se ha sumado un multiplo de una fila (columna) a otra, entonces |B| = |A]|.
Si se ha multiplicado una fila (columna) de A por un escalar k, |B| = k|A|.

4. Sea A cualquier matriz n-cuadrada, son equivalentes los siguientes principios:

A es invertible, es decir, A tiene inversa Al
AX = 0 tiene solamente la solucion trivial.
El determinante de A no es nulo: [A] [1 0.

5. El determinante es una funcién multiplicativa. Es decir, el determinante del producto de matrices Ay B
es el producto de los determinantes: |AB| = |A| |B].

6. Supongamos que A y B son matrices similares, entonces: |A| = |B|.

Ejercicio: calculo de determinantes

Calcular los siguientes determinantes:
al |1 -2 3
tl-2 -4 |

bl 1 -3 2 1 -3 2 3 10

=
O pa
|
=
Fu M
i
I
— ™
[ [
I
=k
et [

cl |2 1 0 4 o -1 22 2
o -1 2 -1 4 1 & 2
5 4 -3 2|13 -8B -2 0O
1T 0 B -2 1T 2 4 -2
BT -3 2
5 2 -7 | =al haber toda una fila nula, el determinante da como resultado = 0.
0 0 0



o -1 2 2

4 1 5 2|
3-8 2 0|
1 2 4 =2

MATRICES INVERTIBLES
Se dice que una matriz cuadrada A es invertible, si existe una matriz B con la propiedad de que

AB=BA=1

siendo | la matriz identidad. Denominamos a la matriz B la inversa de A y la denotamos por AL,

Ejemplo:

T 3 -1 2

Aﬂ_fzﬁ (3 -5} {5-5 -10+
13 |1 207133 548

% L

AB_'S 5 2 5 5 15-18) (10}
R -z+z S48 L0 1)

Puesto que AB =BA =1, Ay B son invertibles, siendo cada una la inversa de la otra.

2 A 3 -5
supongamos A= y b= . Entonces:

Método de Gauss

Sea A = (g; j ) una matriz cuadrada de orden n. Para calcular la matriz inversa de A, que denotaremos

como AL, seguiremos los siguientes pasos:

Paso 1. Construir la matrizn x 2n M = (A1) esto es, A esta en la mitad izquierda de M y la matriz identi-

dad | en la derecha.

Paso 2. Se deja tal y como esté la primera fila de M, y debajo del primer término de la diagonal principal,
ap1, que llamaremos pivote, ponemos ceros. Luego se opera como se indica en el siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Consideremos una matriz 3 x 3 arbitraria



a1 Bz A3
A=lay 8z ax

dz1 A3z dap

Paso 1.
1 Fz A3 1T 00
Mz[)ﬂ ;Ij— dx dx A o0 1 0 ~
dy dw A 0o 1
Paso 2.
a1 iz A3 ; 1 I I

U aydg -dndyy 8nde -dpndn | oanl-ayl anl-ayl a0 -ay0

U ayyag @@ andyp -ands | oapl-ayl apl-ayl ayl-ayl
El siguiente paso es igual que el anterior, pero esta vez se coge como pivote el segundo término de la
diagonal principal.

Al llegar al Gltimo término de la diagonal, se procede igual que antes, pero poniendo los ceros encima del
nuevo pivote. Se observa que al coger como pivote el Gltimo término de la diagonal, la matriz A se trans-
forma en una matriz triangular.

Una vez realizados todos los pasos, la mitad izquierda de la matriz M se convierte en una matriz diago-
nal. En este momento hay que proceder a transformar, si es que no lo estd, la mitad izquierda en la ma-
triz identidad, dividiendo si fuera necesario las filas de M por un escalar.

Ejemplo:

Supongamos que queremos encontrar la inversa de

10 2
A=12 -1 3
4 1 8

Primero construimos la matriz M = (A! 1),

100 1 0 2 P 0 0
M=12 -1 3 :010f ~0 -1-2.0 3-2-2 ¢ 0-21-2.0 0
4 p 00 o 1-4-0 &8-4-2 ¢+ 0-4 0 1-0



f1 0 2! 100
~|0 -1 -1 ¢ -2 1 0}, luego se coge coma pivate as. = -1,
a1 0 -40 1

La mitad izquierda de M esta en forma triangular, por consiguiente, A es invertible. Si hubiera quedado
toda una fila con ceros en la mitad A de M, la operacién habria terminado (A no es invertible).

A continuacion, cogemos como pivote az3, ponemos ceros encima de éste y seguimos operando hasta
que nos quede una matriz diagonal.

1T 0 0O 1122
~|0 -1 0 : 4 0 -1
a o 1 : & -1 -1

Ya que la matriz colocada en la mitad izquierda es diagonal, no hay que operar mas. Transformamos la
matriz diagonal en una matriz identidad; para ello hay que dividir la segunda fila entre -1:

T oo -1 22
~o 1 o0+ -4 0O 1
o o 1 B -1 -1

La matriz que ha quedado en la mitad derecha de M es precisamente la matriz inversa de A:

-11 2 2
Al=l-a4 0 1
E -1 -1

Para comprobar si el resultado es correcto, se procede a multiplicar AAL teniendo que dar como resul-
tado la matriz identidad I.

Comprobacioén:

AALl =



1T 0 2 -1 2 2 11 +0+12 2+0-2  2+0-2

2 -1 3 -4 0 1|=|-d2+4+18  4+0-3  4-1-3|=
4 1 & B -1 -1 -44-4+45 GH+0-8 G+1-8
100
=0 1 0Of=f
a o 1

Ejercicio: operaciones con matrices

Sean
2 4 1 3 -1 -2 2 0 -1
A=l11 -2 3], B:[EI 5 BlyC=|0 -1 2
5 0 -1 o 0 4 1 -2 5

a)¢,Qué clase de matrices son?
b) Calcular:

-A-B+C.
A+B -C.

3A + C/2.

c¢) Calcular:
(A-B)/C.

d) Calcular la inversa de A (A'l) y comprobar el resultado.

ADJUNTA DE UNA MATRIZ

Consideremos una matriz n-cuadrada A = (g j ) sobre un cuerpo K. El adjunto de A, denotado por adjA,
es la traspuesta de la matriz de cofactores de A:

i A = Ay B A
Arp Ban o AL
Ejemplo:
1T 2 -1
sead =0 -3 2
2 1 A

Los cofactores de los nueve elementos de A son:



-1 2 7 0 2 4 0 -3 :

-+ = - = - = -+ =
AH 15 AIE 25 AIS 2 1

-2_1-11,4-1_1- 12_3
S I L O - PR

NI I L 1 N 1

S T Rl (I e R T o

La traspuesta de la matriz de los cofactores anteriores proporciona el adjunto de A:

17 =11
adjd=| 4 7 -2
B3 -3

Aplicacion del adjunto para hallar la matriz inversa

Para toda matriz cuadrada A,
A-(adjA) = (adjA) - A = |A]l
De este modo, si |A| [10,

A= Liadia)

4

Observemos que esta propiedad nos permite hallar por otro método la inversa de una matriz.
Ejemplo:

Consideremos la matriz

1 2 -1 -7 -11 1
A=|0 -3 2| adA=]| 4 PR
2 1 5 b 3 -3
y el detA:
1 2 -1
detd=(0 -3 2 |=-15+8+0-6-0-2=-15%0.
2 1 5

Asi pues, aplicando la propiedad anterior:



A= — [adj &), ohtendremos:

1
4

17 =11 1
Al=xpsl a4 7 -2|
E 3 -3

CALCULO DEL RANGO DE UNA MATRIZ

Consideremos la matriz A = (aij):

r 3
1 Fz . A
by oo .. Aa e
A=
|l-5';?3.1 e am.jj

1. El rango de la matriz A coincide con el de la matriz A' que se obtiene suprimiendo en la matriz A todas
la lineas (filas o columnas) cuyas entradas estén so6lo formadas por ceros, es decir, que sean nulas.

2. Consideremos la matriz:
Al = (all, alz, ey aln)

y supongamos que

entonces :
rango (A) Lirango(Aq) =1

3. Afladimos filas de la matriz Aa la matriz A1 hasta encontrar una matriz que cumpla:

g .48
A, = H 1’?, donde (1< /< n),

R
tal que posea un menor no nulo de la forma:
11

4R}

A '5';'_.-'

Por consiguiente,



rango (A) Lrango(Ay) = 2.
Si esto no hubiese sido posible, entonces:
rango (A) = 1.

Supongamos que rango (A) rango (Ao) yquei=2yj=2.

4. Ahadimos filas a la matriz Ao hasta encontrar una matriz que cumpla:

1 Fz A,
Ay =lan 8 Fa,

o fp Fp

de forma que posea un menor de orden tres de la forma:

A1 Hz Fy

B By a2 |* 0.
Fa o a.-"_.-"
Entonces:

rango (A) rango (Ap) = 3.

En caso de no haber sido posible encontrar dicho menor, entonces:
rango (A) = rango (A) = 2.

Suponiendo que rango (A) [rango (Ag) y que i =3y j = 3, se procederia como en los casos anteriores, y
asi sucesivamente hasta agotar todas las filas de la matriz A.

Ejemplos:

a) Sea la matriz A una matriz de orden tres. Hallar el rango (A).

1 2 -5
A=13 B &
o -1 4

Como A es una matriz cuadrada de orden tres, como maximo el rango (A) puede valer tres. Calculare-
mos primero el determinante o determinantes de las submatrices de orden dos de A. Asi pues

12—55—0
36| T

Ya que el resultado es cero, probaremos con todas las submatrices de A hasta encontrar una cuyo de-
terminante no sea cero. Si ho encontramos ninguna, el rango (A) = 1.



T -5
3 2

‘:z-(-153:2+15:1?¢u.

Puesto que el resultado de calcular el determinante de esta submatriz de A no es nulo, podemos afirmar
de momento que el rango (A) = 2.

Afiadimos ahora una columna y una fila mas para ver si el rango puede ser tres:

1 2 -5
3 B 2(=24+0+15-0-24+2=1720.
o -1 4

Dado que el determinante de A no es nulo y a su vez es de orden tres, el rango
(A) = 3.

No necesariamente para poder calcular el rango de una matriz, ésta tiene que ser cuadrada. Asi, en el
siguiente ejemplo:

b) Calcular el rango de la matriz B de orden 3 x 4.

1 -2 1 0
=z -4 2 -1
1 1 1 3
e P L PR
2 -4 T2 2| T
[
==1+[]=-
7 |

Como hay una determinante de orden dos no nulo, el rango de la matriz B es mayor o igual que 2. Calcu-
lamos a continuacion los determinantes de orden superior:

1 -2 1
2 -4 D=4 -4+2+4+4-2=0
T 1 1

Probamos con un segundo determinante de orden tres:

1 -2 0
2 -4 -1 [=-12+2+0+0+12+7=3#0.
T 1 3

Asi pues, como hay un determinante de orden tres que no es nulo, el rango (B) = 3.



Un rango mayor que 3 no se puede hallar, ya que no se puede formar un determinante de orden 4. Re-
cuérdese que para poder calcular el determinante de una matriz o de una submatriz, éstas tienen que ser
cuadradas.

Ejercicio: célculo de la matriz inversa

Calcular, por la propiedad anterior, la inversa de las siguientes matrices:

a)
A_12 5_3-1
2 o4 T2 8)

b)
1 -3 2
A=12 &5 0O
o -1 -2

SESION N° 14

MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

La matriz ampliada M de un sistema de m ecuaciones con n incégnitas es la siguiente:

C TR PR
= | f B, B
8t Amp .. 8pn B

Cada fila de M corresponde a una ecuacion del sistema y cada columna a los coeficientes de una incég-
nita, excepto la dltima, que corresponde a las constantes del sistema.

Un sistema de ecuaciones lineales puede resolverse trabajando con su matriz ampliada, especificamen-
te, reduciéndola a forma escalonada mediante el proceso de Gauss.

Método de Gauss

Para resolver sistemas de ecuaciones lineales, se aplica el método de Gauss. Este proceso se ilustra en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Sea el sistema,



2y o+ By - 1@ = -4
dx - 2y -z = 2
su matriz ampliada asociada es
¥ ¥z
1T 2 1 & 3
2 65 -1 -4
3 -2 -1 2

Ahora resolvemos por el método de Gauss sabiendo que la primera columna corresponde a los coefi-
cientes de la X, la segunda a los de la y, la tercera a los de la z y la cuarta a los términos independientes:

¥ oy oz ¥ oy Z Xy z

1 2 1% 3 1 2 1 i 3 12 11 3
2 0858 -1 ¢ -4 o 1 -3 ¢ -0 |oo1 -3 i o-10] "
3 -2 -1 2) lo 8 -4 1 -4 00 -28 -84

X_l,.-"Z X_l,.-"?_' Xy Z

12 1+ 3| 1200 10 0 .
“lo o1 -3 ¢ w0l o o108 a1l o1
oo 1 3 o1 3) oo 3

De este modo, el sistema tiene la solucion Unica
x=2,y=-1,z=3.
La resolucion de sistemas de ecuaciones lineales por matrices, aplicando el método de Gauss u otros, es
una de las mdaltiples aplicaciones que tienen éstas.
SESION 15

Ejercicio: Resolucidon de sistemas de ecuaciones lineales por matrices

Hallar el valor de X, vy, z, t en los siguientes sistemas de ecuaciones lineales aplicando matrices:

g x4 y-2r+4=5 Hox+ p- 2z+3=4
Dy + 2y -3z + =3 2x + 3y- 3z 4+ t=7
3+ 3y -4z - A= Sx + 7y + 42+ =5

a) La matriz M asociada al sistema de ecuaciones es:



L A
L N )
| |
SR N I N
— b=
La o m
e —
[
p—
R B
o 0O o=
1
—_ BJ My
1
e B N
1
-] M

2 -14 0 -4

La tercera fila se suprime, puesto que es multiplo de la segunda y resultaria una fila nula. Asi, el sistema
gueda formado por dos ecuaciones con cuatro incognitas:

T z f

1 1 -2 4 5
“loo 1 -7 -7

Do 2 -14 i -14

La solucién del sistema es compatible e indeterminado, esto es, tiene infinitas soluciones.
Xx=-9-y+ 10t
z=7t-7 6 (-9-y+10t,y, 7t-7,1).

Dependiendo de qué valores se escojan para yyt, salen distintos resultados. Asi, paray =t = 0 tendre-
mos la solucidn del sistema

Xx=-9,y=0,z=-7,t=0.

b) La matriz M asociada al sistema de ecuaciones es:

X ¥ ooz ot Y (= v =zt
2 3 s 112 3 4
=123 3 43| lo1 7 7 5"

57 4 1 :8) lo2 14 14 ¢ -5
x vy oz ot )

11 -2 3 4
“loo1 7 7 ¢ o8
o0 0 0 i -5

No hay necesidad de continuar calculando nada mas, puesto que la matriz escalonada ya nos indica que
el sistema es incompatible (Sl), es decir, que no tiene solucién. Especificamente, la tercera fila de la ma-
triz escalonada corresponde a la ecuacién

Ox+0y+0z+0t=-5

obteniendo como resultado 0 = -5, que es absurdo. Por lo tanto, decimos que no tiene solucién.



EJERCICIOS

1. Calcular el valor de las variables, para que las igualdades se cumpla

x 3 4 1 t -1 2 7 v+1
-1 y|+|3 4 X|=|5 w-2 3
1 z -3 u 'y 2 0 5 -1

x+1 =2 3 3 -1 2 6 u+2 7
4 1 z+2|+2e|1 2 -3|=|v+1 5 -7
-1 y 2 4 -1 0 7 0 W
X 1 -1 -2 t 0 w-2 1 -V
3el0 -2 3 |+2ez2 1 -1(=|4 2W  2v+y
1 vy 2 u 2 v -1 x+7 12
1 x+1 O u -1 2 8 7 2v—2z2
2¢/0 -2 y-1|(—-3e¢|1 v+2 3|=(u+y -7 1-7z
Z 1 2 0O -3 1 4 w+11 t

2. Dadas las matrices:

2 0 1 1 0 1
A=13 0 0 B=|1 2 1
o 1 1 1 1 0
Calcular:a) A+B b)A-B c)AxB d)BxA e)A+E’
5 0 -3 7 -1 4 7
3. Sean A:L L _5} y B=| 2 5 0 -4|Calcule AB. (Esta definido el producto
-31 2 3
BA? Expliqgue su respuesta.
4. Determinar los valores de los siguientes determinantes.
1 2 3
2 0 7 =2
a) b) c) -2 0 2
3 -3 3 -3
3 69

1 23 |1 2 -3
dl2 0 22 1 2
3 6 8 |3 -6 1

5. Calcular el determinante de las matrices



1 -1 0 2 -1 1 3 -1 2
A=|2 -2 1|A=|1 -2 1| A=|2 -2 1
1 -1 2 1 -1 2 3 -1 1
2 0 2 3 -1 2
1 0 3 -3
A= A=10 2 2| A= A=|2 -2 1
-2 3 5 -1
2 20 3 -1 1

Resolver los siguientes sistemas lineales

a)dx+2y+z=8 b)x+y+z= 4 C)x-2y+3z=2 d)x+y+z =5
3X+4y +2z=-1 X-2y+3z=13 2x — 3y +z=1 2X —y+z =2
2x-y+5z=3 x+3y+4z=11 3x-y+2z=9 3x +2y =8
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