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1 Proposiciones

Una proposicién es una oracién declarativa o una expresion matematica que es verdadera
o es falsa, pero no ambas. De esta manera, una proposicion tiene un valor de verdad,
que puede ser V, si es verdadera o puede ser F, si es falsa. Consideraremos exclusivamente

proposiciones matematicas. Algunos ejemplos de proposiciones verdaderas son:
e 4 es un numero entero par”.
e “15< 157,
e “La solucion de 2x —3 =1 es 27.
e “I18 es multiplo de 3”.
Algunos ejemplos de proposiciones falsas son:
e “144 es un numero entero impar”.
o “2=17".
e “La solucion de 2x —3 =1 es 07.
e “16 es multiplo de 5”.
Algunos ejemplos de expresiones que no son proposiciones son:
o “737.
o 2xr—1=3".

o “; Cudl es la solucion de 2x — 3 =177,



e “x es multiplo de 3.

Generalmente, para referirnos a proposiciones especificas se usan letras mayusculas. Por

ejemplo,
P : 25 es un numero entero par.
Q:3+4="17.
R : 2z 4 3 es una ecuacion.

Las proposiciones pueden contener variables. Por ejemplo, sea x un ntimero entero y

consideremos
P: 2x +1 es un entero impar.

Esta es una proposicion que es verdadera no importa que nimero entero sea la variable x.

Entonces podemos denotarla por
P(x): 2x 41 es un entero impar.

Hay oraciones o expresiones mateméaticas que contienen variables y no son proposiciones.

Por ejemplo,
Q(z) : El nimero entero x es multiplo de 3.

So6lo serda una proposicién cuando le otorguemos un valor a x (y asi podremos determinar
si es verdadera o falsa). Por ejemplo, Q(13) es falsa y Q(21) es verdadera. Una expresion
como Q(z), cuyo valor de verdad depende de una o més variables, es lo que se llama una

expresion abierta.

2 Conectivos Loégicos

Podemos usar la palabra “y” para conectar dos proposiciones y crear una nueva proposicion.

Por ejemplo, podemos conectar las proposiciones
P : El numero 4 es un entero par.
Q@ : El nimero 5 es un entero impar.

para formar la nueva proposiciéon



R : El nimero 4 es un entero par y el numero 5 es un entero impar.

La proposiciéon R afirma que P y ) son ambas verdaderas. Como P y @), en efecto son
verdaderas, la proposicion R también lo es.

Asi, dadas dos proposiciones cualesquiera Py (), podemos combinarlas para formar una
nueva proposicion “P 'y @)”7. Se usa el simbolo A para indicar la palabra “y”. De esta
manera, P A () significa “Py Q.

La proposicion P A (Q es verdadera si ambas proposiciones P y () son verdaderas. En

cualquier otro caso, es falsa. Esto se resume en la siguiente tabla de verdad.

PlQ|PAQ
VIV \Y
VI|F F
F|V F
F|F F

En cada fila aparece una de las cuatro posibles combinaciones de valores de verdad para P
y Q. Por ejemplo, si P es falsa y () es verdadera, entonces P A () es falsa.

También podemos conectar dos proposiciones usando la palabra “o” para crear una nueva
proposicién. Dadas dos proposiciones cualesquiera P y @), la afirmacion “P o )7 significa
que una o ambas proposiciones son verdaderas. Esto difiere del significado usual que tiene
W7

0” en el lenguaje cotidiano, donde significa una alternativa o la otra, de manera excluyente,

cuando hay dos alternativas. De esta manera, por ejemplo, la proposicion
“El niumero entero 4 es par o el numero entero 3 es par”

es verdadera.
Se usa el simbolo V para indicar la palabra “o”. Asi, PV @ significa “P o )”. La tabla
de verdad para PV () es la siguiente.

Him| < <~
Hi<| g <O
H < < | <<

Otra manera de obtener nuevas proposiciones a partir de otras es usando la palabra
(44 2

no”. Dada una proposicién cualquiera P, podemos formar una nueva proposicion “no es

verdadero que P”. Por ejemplo, si consideramos la proposicién (verdadera)
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“El niumero entero 3 es impar”,
podemos formar la nueva proposicién
“No es verdadero que el nimero entero 3 es impar”,

la cual evidentemente es falsa.
Se usa el simbolo — para indicar la frase “no es verdadero que”. Asi, =P significa “no

es verdadero que P”. La tabla de verdad para —P es la siguiente.

P | -P
V| F
F|V

Otras maneras de expresar la negacién de
“El numero entero 3 es impar”,
son:

o “Es falso que el numero entero 3 es impar”,

e “El numero entero 3 no es impar”.

3 Proposiciones Condicionales

Otra manera de conectar dos proposiciones es mediante el uso de condicionales. Dadas dos
proposiciones cualesquiera Py (), podemos formar la nueva proposicién “Si P, entonces
().” Esta proposicién se escribe de manera simbdlica como P = (), la cual también se lee “P
implica Q). Que la proposicion P = @) es verdadera significa que si P es verdadera entonces
@ también debe ser verdadera (P verdadera obliga a que ) sea verdadera). Una proposicion
de la forma P = @) se conoce como proposiciéon condicional (Q serd verdadera bajo la
condicion de que P sea verdadera). El significado de P = @ nos dice que la tinica manera
en que la proposicion P = (@ es falsa es cuando P es verdadera y @ falsa. Asi, la tabla de

verdad para P = () es la siguiente.

PlQ|P=Q
VIV \Y%
VIF F
F|V \Y
F|F \Y




Las expresiones mas comunes que significan P = () son las siguientes:

e Si P, entonces Q).

Q, si P.

e (), siempre que P.

e P es una condicién suficiente para Q).
e () es una condicién necesaria para P.
e P solosi Q.

Por ejemplo, la proposicién (verdadera) “Si el nimero entero a es par, entonces es el niimero

entero a es multiplo de 27, se puede escribir como cualquiera de las siguientes expresiones:
e “El numero entero a es multiplo de 2, si el numero entero a es par”.
e “El numero entero a es multiplo de 2, siempre que el numero entero a sea par”.
e “El numero entero a es par, solo si el numero entero a es multiplo de 2”.

La reciproca de una proposiciéon condicional P = () es la proposicion () = P. La

contrarreciproca (o contrapositiva) de P = @) es la proposicién —Q) = —P.

4 Proposiciones Bicondicionales

Dadas dos proposiciones cualesquiera P y (), podemos considerar tanto P = () como su
reciproca () = P. En primer lugar, P = () no es lo mismo que () = P, pues tienen distinto
significado, y en consecuencia, pueden tener valores de verdad diferentes.

Consideremos ahora la proposiciéon mas compleja (note el uso de los paréntesis)
(P=Q)N(Q=P).

Esta afirma que tanto P = () como ) = P son verdaderas. Se usa el simbolo < para
expresar este significado. Ahora, ) = P se lee “P si Q7 vy P = @ se lee “P, solo si Q)”.
En consecuencia, leemos P < () como “P, si y solo si, Q7. Una proposicién de la forma
P < (@) se conoce como proposicion bicondicional.

Por ejemplo, sea a un nimero entero fijo y consideremos:

P: a es par,



Q : a es multiplo de 2.

Entonces:

P = Q: Sia es par, entonces a es miltiplo de 2,

Q = P: Sia es multiplo de 2, entonces a es par.

Asi, tenemos la proposicién (que es verdadera)

P < (Q: aespar, st y solo st, a es multiplo de 2.

El conocimiento que tenemos de las tablas para = y A, y un analisis cuidadoso de la

siguiente tabla (nétese que las columnas intermedias corresponden a las proposiciones mas

simples que conforman (P = Q) A (Q = P)),

Pl Q|IP=Q|Q=P|(P=Q) AN(Q=P)
VIV \Y \Y \Y
VIF F \Y F
F|V \Y F F
F|F \Y \Y \Y
revela que la tabla de verdad para P < @ es la siguiente.

PlQ|P&sQ

VIV \Y

VIF F

F|V F

F|F \Y

5 Equivalencia Légica

Dos proposiciones légicamente equivalentes son dos proposiciones cuyos valores de

verdad coinciden linea por linea en una tabla de verdad, y de esta manera tienen el mismo

significado. Por ejemplo, las proposiciones P < Q y (P A Q) V (=P A Q) son légicamente

equivalentes, como podemos ver en la siguiente tabla de verdad.

rlol-Pl-@]Pra[Pr-@ PeQ(PrAQV(EPA-Q)
VIV F F Vv F A\Y A\Y
VI|F F Vv F F F F
FIV]|] V F F F F F
F|F AV Vv F Vv A\Y A\Y




Esto se evidencia en la coincidencia linea por linea de las dos tltimas columnas. La equiva-

lencia légica de P < Q y (P A Q) V (-P A —=Q) la expresamos de la siguiente manera
(P=Q)=(PAQ)V(-PA-Q)

Un ejemplo importante (como veremos més adelante) de equivalencia légica es el si-

guiente.
(P = Q) =(-Q) = (=P).

Que son légicamente equivalentes, podemos verlo en la tabla siguiente.

PlQ|-P| Q| P=Q|(~Q)=(-P)
VIV| F|F Y% Y
VIF|F |V F F
FIV|V|F Y% \Y
FIF| V|V Y% \Y

Otras dos equivalencias lgicas importantes son las conocidas como Leyes de Morgan:
L =(PAQ)=(=P)V(=Q).
2. 7(PVQ)=(—P) A (—Q).

Verifique estas dos equivalencias como un ejercicio.

6 Definiciones, Teoremas, Proposiciones y Demostra-

ciones

Una definicién es una explicacion exacta y sin ambigiiedad del significado de un término
o frase matematica. Daremos, como ejemplo, algunas definiciones que nos seran de utilidad
en esta seccion. No podemos definir todo, de manera que asumimos que el lector esta de

alguna manera familiarizado con los nimeros naturales,
1,2,3,4,5...,

los niimeros enteros,
e, —b,—4,-3,—-2,-1,0,1,2,3,4,5. ..,

los ntimeros racionales, los nimeros reales, las operaciones de suma y producto con ellos, y

algo de algebra elemental.



Definicién: Un nimero entero n es par si existe un entero k, tal que n = 2k.

Por ejemplo, 4, —28, 0 son pares, pues

4= 2.2 (k= 2),
98 = 2.(-14) (k= —14),
0 = 2.0 (k=0).

Definicién: Un niumero entero n es impar si existe un entero k, tal que n = 2k + 1.

Por ejemplo, 3, —15, 1 son impares, pues

3 = 2-1+1 (k=1),
—15 = 2-(=8)+1 (k=-8),
1 = 2.0+1 (k =0).

Claramente, un niimero entero cualquiera es par o es impar, pero no ambos a la vez.

Hay que hacer una observacion. Las definiciones usualmente se expresan como proposi-
ciones condicionales, aunque lo mas adecuado seria expresarlas como proposiciones bicondi-

cionales. Por ejemplo, la definicién técnica y precisa de ntimero entero par deberia ser
“Un numero entero n es par si y solo si existe un entero k, tal que n = 2k,”

pero se conviene en escribirla en forma de proposicion condicional. Es decir, aiun cuando
una definicion esté escrita en forma condicional, se interpreta como bicondicional. Esto es

una convencion.

Definicién: Dados dos enteros a y b, si b = ac, para algin entero ¢, decimos que a divide

a b, y escribimos a | b. En esta situacién, a es un divisor de b, y b es multiplo de a.
Por ejemplo, 4 divide a 28 pues 28 = 4 - 7. Escribimos esto como 4 | 28. Sin embargo, 5
no divide a 12, pues no existe un entero ¢ tal que 12 = 5¢. Escribimos esto como 51 12, que

puede leerse como “5 no divide a 127.

Definicién: Decimos que un nidmero natural p es primo si sus unicos divisores positivos

son 1 yp.

Los primeros diez niimeros primos son: 2,3,5,7,11,13,17,19,23 y 29.



Un teorema es una proposiciéon matemadtica que es verdadera, y puede ser (y ha sido)
verificada como verdadera. Los teoremas usualmente son proposiciones condicionales del
tipo P = @ (esto es, “si P, entonces ()”), aunque el enunciado del teorema o proposicién a

veces oculta este hecho. Nétese el enunciado de la siguiente proposicién.

Proposicién Las soluciones de la ecuacion ax® + bx + ¢ son

B —b+Vb? — 4dac

2a

T

Con este enunciado, la proposicién no parece ser una proposicién condicional, sin embargo

podemos expresar esta proposicion como una proposicion condicional escribiendo:

Proposicién Si x es una solucion de la ecuacion ax? + bx + ¢, entonces

. —b+Vb? —4dac

2a

Cuando un teorema se expresa como una proposiciéon condicional P = @), la proposicién
P se llama hipdtesis y la proposicién ) se llama tesis. Por ejemplo, en la proposicién

anterior la hipétesis es “z es una solucion de la ecuacion ax? + bx + ¢” y la tesis es

. —b £ Vb2 — dac,,
T = .

2a

Cabe senalar que no todo teorema es una proposicion condicional. Algunos tienen la
forma bicondicional P < @ (que puede expresarse como dos proposiciones condicionales).

Otros teoremas son simplemente proposiciones P. Por ejemplo,

Teorema Fxiste una infinidad de niumeros primos.

Hay teoremas que tienen otras formas menos comunes, por ejemplo, las tres siguientes:
(PVQ)= R, P= (QVR),P=(QANR). Hay varias palabras que significan esencial-
mente lo mismo que la palabra “teorema”. En general “teorema” se reserva para proposi-
ciones significativas o importantes (por ejemplo, el Teorema de Pitdgoras). Una proposicién
matematica verdadera, pero no significativa, se llama simplemente proposicion, un lema
es una proposiciéon que ayuda a demostrar un teorema. Un corolario es una proposicién
relativamente sencilla que es consecuencia inmediata de un teorema o proposicion mas rele-

vante.



Una demostracion de un teorema es una verificacion escrita que muestra que el teorema
es verdadero. Informalmente, desde el punto de vista de la logica, una demostracién de un
teorema es un argumento légico que establece la verdad del teorema. Consiste de una
sucesion de afirmaciones (1), (2),...,(n), tales que cada afirmacién tiene una o méas razones
que justifican su validez, que pueden ser hipdtesis, definiciones, afirmaciones anteriores en
la misma demostraciéon o proposiciones matematicas ya demostradas y ademas la tltima

afirmacion, (n), es la tesis que queremos demostrar.

6.1 Demostracion Directa

La forma mas natural de demostracién de un teorema o proposiciéon que es una proposicion
condicional es la demostracion directa. Analizando la tabla de verdad para P = (),
vemos que si queremos demostrar el teorema o proposicién P = (), es suficiente demostrar

que @ es verdadera siempre que P lo sea (pues P = () es verdadera cuando P es falsa).

PlQ| P=0Q
VIV A%
VI|F F
F |V \Y
F|F \%

Asi, en una demostracién directa de P = () asumimos que la hipotesis, P, es verdadera y
demostramos usando argumentos légicos que la tesis, (), es verdadera. Una demostracién

directa sigue el siguiente esquema.

Esquema para una demostracion directa

Proposicién Si P, entonces Q).

Demostracion: Supongamos P.

En consecuencia (). O

Los puntos suspensivos : indican la sucesién de razonamientos logicos que inician con
P verdadero y finalizan con () verdadero. El inicio de la demostracion se indica con De-
mostracion: y se finaliza con el simbolo [J o algin otro parecido.

Como ejemplo, demostraremos que la expresion abierta
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2

“Si x es un numero entero impar, entonces x* es un numero entero impar”

es en realidad una proposicién verdadera, esto es, no importa qué entero sea x, siempre sera
una proposicién verdadera.

2 es un nimero entero impar.

Proposicién Si x es un nimero entero impar, entonces x
Demostracion: Supongamos que x es impar. Entonces, por definicion de nimero entero

impar, existe un nimero entero a, tal que

r=2a+1.
Ahora
= (20 +1)?

= (2a+1)-(2a+1)

= 4a®>+4a+1

= 2(2a*+2a) +1

= 2k+1 (k=2d>+2a).
En consecuencia, 22 es impar. O

6.2 Demostracién por Contrarreciproca

La demostracién por contrarreciproca se usa para demostrar, al igual que la demostracion
directa, teoremas y proposiciones que tienen la forma condicional P = (). Esta forma de
demostracion se basa en el hecho de que P = @ es légicamente equivalente a (=Q) = (=P),

como muestra la siguiente tabla.

PlQ|P|-Q|P=Q|(~Q)=(-P)
VIV|F | F \% \Y%
VIF| F |V F F
F|V| V|F \% Y
FIF| V| V] V Y

De esta manera, si queremos demostrar P = () por contrarreciproca, basta demostrar
(=Q) = (—P) usando una demostracién directa. Esto es, asumimos que —(@) es verdadera y
demostramos que =P es verdadera. Una demostracién por contrarreciproca sigue el siguiente

esquema.

11



Esquema para una demostraciéon por contrarreciproca

Proposicién Si P, entonces Q.

Demostracion: (por contrarreciproca) Supongamos —Q).

En consecuencia —P. |

Como ejemplo, demostraremos una misma proposiciéon usando los dos métodos vistos

hasta ahora.

Proposicién St 3x — 1 es par, entonces x es impar.
Demostracion: (directa) Supongamos que 3z — 1 es par. Entonces, por definicién, existe un
nimero entero a, tal que

3r — 1 = 2a.

Asi, restando 2z a ambos lados, obtenemos
3r —1—-2x = 2a—2x
r—1 = 2(a—2x)
r = 2a—z)+1
r = 2k+1 (k=a—u2x).

En consecuencia, x es impar. 0

Proposicion Si 3x — 1 es par, entonces x es impar.
Demostracién: (por contrarreciproca) Supongamos que x no es impar. Entonces z es par.

Asi, existe un numero entero a, tal que

Ahora,

3r—1 = 3(2a)—1

= 6a—1—-1-+1
= 6a—2+1
= 2(3a—1)+1

= 2%+1 (k=3a—1).
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En consecuencia, 3x — 1 es impar. ([l
Vale la pena mencionar que en ocasiones una demostracién por contrarreciproco es mucho
més facil que una demostracién directa. Por ejemplo, consideremos la expresion abierta (que

en realidad es una proposicion)
“Si 22 es par, entonces x es par”.

Una demostracion directa no es facil, sin embargo, una demostracion por contrarreciproca

si lo es:

Proposicién Si 22 es par, entonces T es par.
Demostracién: (por contrarreciproca) Supongamos que x no es par. Entonces x es impar.

Asi, existe un numero entero a, tal que
r=2a+1.
Ahora,

2 = (2a+1)?
= (2a+1)-(2a+1)
= 4a®+4a+1
= 2(2a* +2a) + 1
= 2k+1 (k=2a*+2a).

Es decir, 22 es impar. En consecuencia x es par. 0]
Habra notado, de hecho, que es la misma demostracion directa de “st x es impar, entonces
2% es impar”. Esto es porque “Si x? es par, entonces x es par” es légicamente equivalente

a “si x es impar, entonces x* es impar”.

6.3 Demostracién por Contradiccion

Supongamos que queremos demostrar que una proposicion P es verdadera. Una demostraciéon
por contradiccion comienza suponiendo que P es falsa, esto es, que =P es verdadera y
finaliza deduciendo que para una cierta proposicién C| se tiene que C' A =C' es verdadera.
Esto es una contradiccién, pues una proposicién y su negacion no pueden tener el mismo
valor de verdad (recordemos la tabla de verdad para —). Esto es equivalente a demostrar

que P es verdadera, como muestra la siguiente tabla de verdad,
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P|C| =P |-C|CA-C| (=P)= (CA-C)
V| V] F F F \%

VI|F F \Y F \% )
F|V]|]V F F F

F|F| V \Y F F

donde se ve que P = (=P) = (C A —=C). Asi, para demostrar P por contradiccién, basta
demostrar (=P) = (C A =C) mediante una demostracién directa. Asi, una demostraciéon

por contradiccién sigue el siguiente esquema.

Esquema para una demostracién por contradiccién de una proposicién

Proposicién P.

Demostracion: (Por contradiccién) Supongamos —P.

En consecuencia C A =C. O

Algo que no es claro en este método es qué proposicién es la proposicion C. En cualquier
caso, se inicia la demostracion asumiendo que =P es verdadera y deduciendo légicamente

nuevas proposiciones se llegard a alguna proposicién C' y su negacién, —C.
Daremos un ejemplo, pero antes necesitamos recordar qué es un nimero racional.

. . . a P
Un nimero racional es un nimero real de la forma 7 donde a y b son niimeros enteros

y b # 0. Un ntimero irracional es un nimero real que no es racional.

Proposicion El niumero V2 es irracional.
Demostracién: (por contradiccién) Supongamos que v/2 no es irracional. Entonces v/2 es

racional y por tanto existen enteros a y b (b # 0), tales que
a
V2 = 3 (1)

a
Supongamos que la fraccién 7 estd completamente simplificada. Esto es, a y b no tienen
factores comunes. En particular, esto significa que a y b no son ambos pares.

Ahora, elevando ambos lados de la ecuacién (1) al cuadrado, obtenemos



y en consecuencia

a? = 2b°. (3)

Esto nos dice que a? es par. Pero hemos demostrado anteriormente que si a? es par, entonces
a es par. Como sabemos que a y b no son ambos pares, se concluye que b es impar. Ahora,
como a es par, existe un entero ¢ tal que a = 2¢. Sustituyendo en la ecuacién (3), obtenemos
(2¢)% = 2b%, y asf 4¢® = 2b*. Por lo tanto b* = 2¢®. En consecuencia b? es par, y por lo tanto,

b es par. De esta manera, b es impar y b es par (una contradiccién). 0

Supongamos que queremos demostrar una proposicion condicional P =- () usando una
demostracion por contradiccion. Comenzamos suponiendo que P = () es falsa. Esto ocurre
precisamente cuando @ es falsa y P verdadera (vea la tabla de verdad para P = @). De esta
manera, comenzamos suponiendo que () es falsa y P es verdadera, y finalizamos deduciendo
que para cierta proposicion C se tiene que C' A =C' es verdadera, esto es, llegando a una

contradiccion. En consecuencia, por lo visto antes, P = () es verdadera.

Esquema para una demostraciéon por contradiccién

de una proposicién condicional

Proposicién P = Q.

Demostracion: (Por contradiccion) Supongamos Py —@Q).

En consecuencia C A —=C. O

Como ejemplo, demostraremos una proposicion condicional ya demostrada, pero esta vez

por contradiccion.

Proposicién Si 22 es par, entonces = es par.
Demostracién: (por contradiccién) Supongamos que 22 es par y que x no es par. Esto es,

x es impar, y por lo tanto existe un entero a, tal que

r=2a+1.
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Ahora,

= (20 +1)?
= (2a+1)-(2a+1)
= 4a’+4a+1
= 2(2a* +2a) +1
= 2k+1 (k=2a*+2a).

2 2

En consecuencia, x? es impar. Hemos llegado a una contradiccion, x2 es par y z? es impar.

O

6.4 Demostraciéon de Bicondicionales
Sabemos que una proposicién bicondicional
P siy solo si
es logicamente equivalente a la proposicién
(si P, entonces Q) y (si @, entonces P).

De esta manera, para demostrar una proposicion de la forma “P si y solo si )7 debemos
demostrar dos proposiciones condicionales: la proposicién “si P, entonces Q" y la proposicién
“s1 @), entonces P”. Una demostracion de una proposicién bicondicional tiene el siguiente

esquema.

Esquema para una demostracion

de una proposicién bicondicional

Proposiciéon P si y solo si Q.

Demostracion:

(Demuestre P = @ usando una demostracién directa,
por contrarreciproco o por contradiccién).
(Demuestre () = P usando una demostracién directa,

por contrarreciproco o por contradiccién). 0
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Veamos un ejemplo.

Proposicién El entero x es impar si y solo si x* es impar.
Demostracién: Primero demostraremos que si x es impar, entonces o2 es impar. Supongamos

que x es impar. Entonces, por definicién, existe un entero a, tal que
r = 2a+1.
Ahora,

= (2a+1)°
= (2a+1)-(2a+1)
= 4a* +4a+1
= 2(2a*+2a) + 1.

2

En consecuencia, £~ es impar.

2

Reciprocamente, supongamos que =~ es impar y veamos que x es impar. Para demostrar

esto usaremos una demostracién por contrarreciproco. Supongamos que x no es impar.

Entonces x es par, y por lo tanto existe un entero a tal que

Asi,

= 2(2d%).

2 2

En consecuencia, x* es par. Esto demuestra que si z“ es impar, entonces = es impar ([l

6.5 Otras Demostraciones

Hay otros tipos de demostraciones menos comunes. Algunas son las siguientes (sélo las

describiremos).
Demostraciéon por Casos. Supongamos que queremos demostrar PV ) = R. Como
(PVQ=R)=(P=R)AN(Q=R), (verifiquelo)
debemos considerar y demostrar dos casos, P = Ry Q = R.
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Demostracion de Proposiciones “y”. Supongamos que queremos demostrar la proposicién

P = (Q AN R). Como
(P=(QAR)=(P=Q)V(P=R), (verifiquelo)
debemos demostrar P = Q y P = R.

Demostracién de Proposiciones “0”. Para demostrar la proposicién P = (Q V R) pro-
cedemos por contradiccién. Esto es, suponemos Py —(Q V R) y debemos llegar a una

contradiccién. Es 1til recordar que =(Q V R) = -Q A =R (leyes de Morgan).

6.6 Conjeturas y Contraejemplos
Hay tres grandes categorias de proposiciones matemaéticas:
1. Teoremas y Proposiciones. Estas son proposiciones verdaderas. Por ejemplo,

e El Teorema de Pitagoras.
e El cuadrado de un niimero impar es impar.

2. Conjeturas. Estas son proposiciones cuya verdad o falsedad atin no ha sido de-

mostrada, pero hay indicios de que son verdaderas. Por ejemplo,

e Cualquier nimero entero par mayor que 2 es la suma de dos nimeros primos

(Conjetura de Goldbach).

e Hay una infinidad de niimeros primos de la forma 2" — 1, donde n es un entero

positivo.
3. Proposiciones Falsas. Por ejemplo,

e Todos los niimeros primos son impares.

e La ecuacién az? + bx + ¢ = 0 tiene tres soluciones.

La ultima categoria nos lleva a la pregunta ;cémo demostrar que una proposiciéon es
falsa? Discutiremos brevemente algunos casos.

Supongamos que queremos demostrar que una proposiciéon P es falsa. La manera de
hacerlo es demostrando que =P es verdadera, y esto lo podemos hacer, en teoria, mediante
una demostracion directa, por contrarreciproco o por contradiccion.

Ahora supongamos que queremos demostrar que una proposicion condicional P = (@) es

falsa. Como P = (@) es falsa tinicamente cuando P es verdadera y @) falsa (vea la tabla de
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verdad para P = @), debemos hallar un ejemplo en el cual P es verdadera y @ falsa. La
existencia de tal ejemplo demuestra que P = (@) es falsa. Un ejemplo de este tipo es lo que
se llama un contraejemplo.

Por ejemplo, consideremos la siguiente conjetura (pues no sabemos si es verdadera o es
falsa).

Conjetura Sin es un entero, entonces n> —n + 11 es un nimero primo.

Hallemos el valor de n? —n + 11 para algunos valores de n :

n |n?-—n+1
-3 23
—2 17
—1 13
11
11
13
17
23
31
41
53
67
83
101

© 00 J O Ot == W N = O

—_
(@]

La conjetura parece ser verdadera, pues todos los ntiimeros obtenidos en cada caso son pri-
mos. Esto no basta para concluir que la conjetura es verdadera. Habria que hacer una
demostracion. Antes de intentar una demostracién, probemos un valor mas para n. Observe
que 112 — 11 + 11 = 112 no es primo. En consecuencia, la conjetura es falsa, pues n = 11
es un contraejemplo. Asi, podemos escribir la siguiente demostracién de que es falsa:

Demostracion (de que la conjetura es falsa): La proposiciéon Si n es un entero, entonces
n? —n + 11 es un nimero primo es falsa. Para un contraejemplo, tomemos n = 11, y el
entero 112 — 11 4+ 11 = 121 = 11 - 11 no es primo. 0
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7 Induccion Matematica

Considere la siguiente proposicion.

Conjetura La suma de los n primeros niimeros naturales impares es iqual a n®.

Esta conjetura dice lo siguiente:

n | suma de los n primeros nimeros naturales impares es igual a | n?
1(1= 1
2|1+3= 4
3|11+3+5= 9
41 143+5+7= 16
D1 14+3+5+7T+9= 25
n|{1+34+5+7+--+(2n—-1)= n?

Observe que en las 5 primeras lineas de la tabla, la suma de n primeros niimeros naturales
impares es efectivamente igual a n%. Observe también que el n—ésimo ntimero natural impar
(el ultimo en cada suma) es 2n — 1.

Esta tabla lleva a la siguiente pregunta, ;es verdad que para cada n, se tiene que
1+3+54+7+ -+ (2n—1)=n?

Es decir, ;la conjetura es verdadera?
Podemos plantear esto en términos de proposiciones como sigue. Para cada numero

natural n tenemos una proposicién P(n) como sigue:

P(1): 1=12

P(2): 1+3=2%
P(3): 1+3+5=3%
P(4): 143+5+7=42

Pn): 1434547+ +(2n—1)=n2

.Son verdaderas todas estas proposiciones?, jcémo demostrar, por ejemplo, que

P(723452137234875623895647802020218237584298376342375629484474764157234968721450)
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es verdadera?
La técnica de demostraciéon por Induccién Matematica (o simplemente Induccién)

se usa cuando tenemos una coleccion,

de proposiciones y queremos demostrar que todas son verdaderas.
La validez de este método se demostrara después. Por lo pronto sélo presentaremos el
esquema para una demostracién por induccién y, usandolo demostraremos que la conjetura

es verdadera.

Esquema para una demostracién por Induccién Matematica

Proposicion Las proposiciones

son todas verdaderas.

Demostracién: (por Induccién)
(1) Se demuestra que P(1) es verdadera.
(2) Dado k > 1, se demuestra que P(k) = P(k+1) es verdadera.

Se sigue por induccién matemética que cada P(n) es verdadera. [

El primer paso, (1), se llama paso inicial. Generalmente, P(1) es muy facil de demostrar.
El paso (2) se llama paso inductivo. Aqui, generalmente se hace una demostracién directa
de P(k) = P(k +1). La hipétesis de que P(k) es verdadera se llama hipétesis inductiva.

Veamos que la conjetura
14+3+5+7+ -+ (2n—1)=n? paran €N,

es verdadera.

Proposicién Si n es un niumero natural, entonces
14+34+54+T7+ -+ (2n—1)=n’
Demostracion: (por Induccién) Aqui,
P(n):1+4+3+5+T7+ -+ (2n—1)=n’
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(1) Si n =1, la proposicién es
2.-1—-1=12

que obviamente es verdadera.

(2) Debemos demostrar que P(k) = P(k + 1), donde

P(k):1+3+5+T7+---+(2k—1) =k~

Pk+1):143+5+7+--+2(k+1) -1 =(k+1)>~

Usaremos una demostracion directa. Supongamos que
Pk):1+34+5+7+-+2k—1) =k

es verdadera. Entonces

I+3454+7+ - +2Kk+1)—-1) =
14+3+5+7+--+2k-1)+(2(k+1)-1) =
1+34+54+7+---+2k-1]+2k+1)-1) =

E4+Q2k+1)-1) = K+2k+1
= (k+1)%

Asi,
1+3+54+T7T+-+2k+1)—1)=(k+1)%

Esto demuestra que P(k) = P(k +1).

Se sigue por Induccién Matematica que si n es un nimero natural, entonces

14+34+5+7+ -+ (2n—1)=n>

8 Ejercicios

1. En los siguientes ejercicios a, b, c y n son nimeros enteros. Demuestre:

(a) Sin es impar, entonces n® es impar.

(b) Si a es impar, entonces a? + 3a + 5 es impar.
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Si a, b son pares, entonces ab es par.

Si a, b son impares, entonces ab es impar.
Sia|byal|c, entonces a| (b+ c).

Si a | b, entonces a | (3b® — b? + 5b).

Si n es un ntimero entero, entonces n? 4 3n + 4 es par.

Si n? es impar, entonces n es impar.

)
)
)
)
)
)
(i) Sin es impar, entonces n? es impar.
) Si a no divide a be, entonces a no divide a b.
) Si 4 no divide a a?, entonces a es impar.
) Sin es impar, entonces 8 | (n? —1).
) Sin es un nimero entero, entonces 4t (n? + 2).
) Sin es un entero, entonces 4 | n? 6 4 | (n* —1).
)

Sialbyal (b —c), entonces a | c.
2. En los siguientes ejercicios demuestre que la proposiciéon es falsa:
a) Sin es un ntmero natural, entonces 2n? — 4n + 31 es primo.
(a) : p

b) Si n es un ntimero natural, entonces n? + 17n + 17 es primo.
( : p

) Sin? —n es par, entonces n es par.

)

(c

(d) Si a es un nimero entero, entonces 4 | (a* — 3).
3. Demuestre por Induccién Matematica:
(a) Sin es un ndmero natural, entonces

2
14243444 +n=" ;"

(b) Sin es un nimero natural, entonces

2 n(n—l—l)(Qn—l—l).

P+224+33+4%+. - 0= c
(c) Sim es un numero natural, entonces

21+22+23+24++2n:2n+1_2
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