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Resumen

Estas notas, evidentemente no terminadas, estdn basadas en un trabajo que hice cuando estudiaba la licencia-
tura. Allf tenfa que demostrar todas las proposiciones y teoremas pero aqui he preferido no demostrar ninguna
proposicion, éstas aparecen en los libros, a cambio de incorporar numerosos ejemplos. Ahora las he retomado como
un pasatiempo descubriendo que con el tiempo uno se vuelve cada dia mas y mds torpe, parece algo irremediable.

No expongo nada més que los tipicos tépicos que uno se puede encontrar en la literatura cldsica al respecto
y en la medida de lo posible he intentado trivializar los resultados expuestos de esta forma estas notas estan al
alcance de cualquier lector que al menos tenga unos conocimientos minimos en ecuaciones diferenciales y nada
maés.

El primer capitulo es el esencial, es donde se exponen todos los resultados bdsicos, Hartman etc.. que luego se
irdn aplicando a lo largo de todos los capitulos.

ADVERTENCIA: Estas notas no estan concluidas y es muy posible que hayan sobrevivido numerosas erratas.
Toda observacion en este sentido es bien recibida en jabel70@gmail.com.

III
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Capitulo 1

Conceptos basicos
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1.1. Grupos uniparamétricos y EDO.

El punto de partida es x(t, &) = R(tp,0)¢ tal que R(to,0) € Isom(R"), i.e. la resolvente para un sistema de EDO
con coeficientes constantes. La familia G = {R(fy,0) / t € R} constituye un grupo,

1. Conviene saber si un grupo uniparamétrico de isomorfismos lineales de IR” define o no una ODE.

2. Establecer criterios que lleven a una adecuada clasificacion de los grupos de isomorfismos lineales, si esto es
posible, entonces disponer de una clasificaciéon paralela de los procesos a ellos asociados.

Observacién 1.1.1 Tratdndose de grupos de isomorfismos lineales el marco deberia ser Isom(IR™) pero debido a las propieda-
des de la funcion exponencial e'4, que es un difeomorfismo y por lo tanto un homeomorfismo, se puede hacer una clasificacion
mds general.

La mayor importancia de esta parte estd en la clasificacion topoldgica, pues, la relacién topolégica entre grupos
repercutird en una relacién topolégica entre sus érbitas.
Sea

x'(t) = Ax(t), (1.1)

donde A € L(IR"), se verifica que

eA(tth’) — At eAt’, (1.2)

entonces, t — R(t,0) = e’ es un homomorfismo del grupo aditivo R en Isom(IR") con la topologia inducida por

L(R"), por lo tanto, isom(R") tiene estructura de grupo topoldgico.
A todo homomorfismo de (R, +) —— isom(RR") se le denomina grupo uniparamétrico de isomorfismos linea-
les.
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Proposicién 1.1.1 Sea t — B(t) un homomorfismo del grupo aditivo (R, +) — isom(R") tal que B € C' y B'(0) =
A, entonces B(t) es solucién a
B'(t) = AB(t) = B(t) = e*.

Definicién 1.1.1 Decimos que A es generador infinitesimal (hiperbélico) del grupo uniparamétrico de isomorfismos linea-
les de {B(t)/t € R}.

1.1.1. Clasificacién topolégica.

Definicién 1.1.2 Decimos que

eAt ~ eBt’

son linealmente equivalentes sii 3P € isom(R™), tal que
Bt =p.eAt.pl

Dos grupos son linealmente equivalentes sii tienen idénticas formas de Jordan sus respectivos generadores
infinitesimales. Debida a esta equivalencia lineal podemos hablar de equivalencia entre

x'(t) = Ax = y/(t) = By. (1.3)
En general, recordamos unos resultados bésicos para grupos de Lie.

Definicién 1.1.3 Dos grupos de Lie G y G son linealmente equivalentes sii existe un homomorfismo ¢ : G — G que sea
abierto y diferenciable.

Asociados a los grupos aparecen sus respectivas algebras g y ¢, entonces decimos que estdn relacionadas si
existe una aplicacién ¢ tal que

¢:8—8&  ¢(aB]) — [pA ¢B],
para todo A, B € g. Campos ¢ — relacionados.

1.1.1 Si ¢ : G — G es un homeomorfismo de grupos de Lie, entonces dg(e) : ¢ — § es un homeomorfismo
de dlgebras de Lie.

Corolario 1.1.1 ¢ x A = A, campos ¢ — relacionados. i.e. curvas integrales de A se transforman por ¢ en curvas inte-
grales de A. En particular:

R >t — exp(tA) € G, c.i.de Apore
R >t — pexp(tA) € G, ci.de A, pore

se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

¢ % G
t oo 1

dp
§ — &

recordamos que

es un difeomorfismo local.

Aqui se agota la clasificacion lineal y se pasa a la diferencial.

Definicién 1.1.4 Decimos que

eAt ~ eBt,

son diferencialmente (topolégicamente) equivalentes sii 3H € (IR™), un difeomorfismo (homeomorfismo) tal que

Bt =H.A HL
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_ 1.1.2 Equivalencia diferencial sii lineal (por las propiedades de la fucién exponencial).

Sean e/ ~ P grupos topolégicamente, diferenciablemente equivalentes. ;Qué relacién existe entre las 6rbitas

a ellos asociados?. El homeomorfismo H tal que e = H - e/ - H~1. Esto nos lleva a la clasificacién topoldgica.

Definicién 1.1.5 Decimos que A, generador infinitesimal, es hiperbdlico si todos los autovalores de A tienen la parte real
no nula.

Definicién 1.1.6 Se denomina indice del generador al niimero de autovalores con la parte real negativa.

1.1.2 Sean et = P grupos uniparamétricos de isomorfismos tales que ind(A) = ind(B) = n, entonces son
topoldgicamente equivalentes.

- 1.1.2 e = eP! i.e. son topoldgicamente equivalentes si ind(A) = ind(B).
1.1.3 Dado un grupo e con generador infinitesimal A hiperbélico, entonces exsite una descomposicion de
R" en suma directa de subespacios E* y E" i.e. R" = E°* & E¥, tal que:
1. E*y E* son los subespacios invariantes por A y del grupo e,
2. Los autovalores de A® = Aps (resp. A" = Agu) tienen parte real negativa (resp. positiva).
Observacién 1.1.2 Si el grupo et tiene un generador A no hiperbélico entonces R™ se descompone en suma directa de

subespacios E°, E* y Ei.e. R" = E® @ E¥* @ E°. E°, es el autoespacio generado por los autovectores asociados a los autovalores

con parte real nula. Al igual que los otros dos subespacios, éste también es invariante por et.

En general se denominan:

1. ES variedad estable (stable),

2. EY variedad inestable (unstable),

3. E° variedad centro,

del grupo e/,

1.1.4 Sea et el grupo uniparamétrico tal que A es su generador infinitesimal hiperbélico, entonces las si-

guientes afirmaciones son ciertas:

1. lim; oo edMx =0 <= x € E5, teR™,

2. limys _edMx =0« xc E%, teR,

1.1.2. El caso RZ.

Consideremos el sistema lineal:
x=Ax/ A€ My,

{ x’(t) = a11x + any
Y (t) = anix +axny

sabemos por el dlgebra lineal que ] = P~'AP donde | es la forma de Jordan de la matriz A. Las posibles formas

de | son:
o )\1 0 _ 14 :B
=% n) r=(S %)
(M O (Mo
]3(0 Al) ]4(0 /\2>
donde A1, Ap, a, B, 1t € R.

Si x es la sigularidad, entonces podemos distinguiremos los siguientes casos (ver fig 1.1):
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1 A # Mg

» A1, Ay € RY, entonces ¥ es una singularidad inestable,
= A1, Ay € R7, entonces ¥ es una singularidad estable,
= A\{ € R7, A, € RT, entonces ¥ es una singularidad punto de silla.
2. A=axip.
Consideramos el siguiente cambio a polares:
x'(t) = ax + By X = rcosf r=ar
{y’(t):—ﬁx—i—zxy / y =rsinf WA —B

distinguiendo los siguientes casos:

= Sia > 0 entonces ¥ es un foco inestable,

= Sia = 0 entonces ¥ es un centro,

= Sia < 0 entonces ¥ es un foco estable,

» Si 0’ > 0 entonces las trayectorias son espirales en sentido antihorario,

= Si 6’ < 0 entonces las trayectorias son espirales en sentido horario.
3. A= Ao

» Sidim(V),) = 2, entonces ¥ es un nodo singular,

» Sidim(V)) = 1, entonces ¥ es un nodo degenerado.

Wz
ZAN
N7

) o

Figura 1.1: Diagramas de fases para los distintos autovalores.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.1.1 Clasificar la singularidad del sistema lineal:

X(t)=2x+y
{ V() =x+2y ° (1.4)
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Solucién. Vemos que el generador infinitesimal es:

(1)1 D650 )

donde ya hemos calculado su forma de Jordan, por lo tanto los autovalores son:

N[ =N =

o(A) = (1,3),
que nos indica que la singularidad es inestable (ver fig 1.2). Es decir el sistema lineal (1.4) es equivalente al sistema
(ver fig. 1.2):
{ Vs (15)
y'(H) =3y ’ '
Los autovectores asociados a cada autovalor son:
vi={,-1}7, v={1,1}7,

de esta forma vemos que: R? = E*, ya que E* = {V1, V3}, mientras que E* = E° = Q.
Por tltimo vemos que la solucién al sistema es:

w=a( 5 )dra(])e

ver figura adjunta para entender la relacion existente entre el campo lineal (fig. (1.2)) y su forma adjunta dada por
la matriz de Jordan (fig. (1.2)).

Figura 1.2: La figura de la izqierda representa el espacio de fases del sistema (1.4) mientras que la figura de la
derecha representa el espacio de fases asociado al sistema de Jordan. La singularidad esta representada en color
azul.

Ejemplo 1.1.2 Clasificar la singularidad del sistema lineal:

x'(t) = —2x

Solucién. Vemos que el generador infinitesimal es:

A= (30 5)=(4o)(5 =)0 %)
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34 NNNN NNV VLN LS
SNOSN NN N VOV VDL L L
SNNNSN NN N VL YL LYY

2 SN NNV VL /o //
=N NN Y L VY /Y VY /4
————=NNN N VWL LY /

=== N VS Yy
=N VYL LS Vo /4
e VI / V72724 /7

0_/// T = IS S L v

¥ ST T 7 - _LL S
/ /77 7 7 71\ =
| 7/ 77 7l 1 AN~ ————

B W77 7 7T T AN NN ——
7 77070 T 1A NN\
HN7)7 7T 7111 A A NN~ ——

2 77 71 T 1110 N N N NN~
7/ 770770 00111 VNN NN ™S
77070 10NN N N NN

-3 AR/ A A Y B B I O T W UL U AL N NN
5 5 i 0 1 3 3

Figura 1.3: Espacio de fases del sistema (1.6)

si atendemos a la clasificacién anteriormente expuesta, vemos que se trata de un nodo degenerado estable (los
dos autovalores son negativos) ya que la dimension del subespacio asociado al autovalor —2es 1,i.e. dimV_; =

1,donde V_, = {(O, 1)T} i.e. el eje OY. La variedad estable por lo tanto serd: E° = V_, = {(0,1)}.
Si ponemos toda esta informacién junta obtenemos la figura (1.3). m

) X. (1.7)

Ejemplo 1.1.3 Estudiar el sistema:

—_ N =
—_ = N
N — W

<
I
/

Solucién. Vemos que

(121)(%
A=|211|=| -1
11 2 0 —

(_

1,1,4), de esta forma sabemos que la singularidad es de tipo silla.

(STl et [
QI Q| QI =
N~ —
—
I
OO -
O = O
= O O
N~ —
//
—_ = =
|
—_ = =
|
— N O
N————

por lo tanto, los autovalores de A son r(A) =
Las variedades estable e inestable son:

E*={V_1:(1,-1,0)},
i — {V1,V4 . (1, 1, —2),(1, 1,1)},

1 1 1
x=a| 1 |48 1 |et+qy| =1 |,
1 -2 0

Vemos que cualquier solucién para la cual « = = 0, implica que

1
x:'y( -1 )e_ttﬁoo,
0

hemos encontrado una solucién estable. Mientras que si y = 0, entonces

1 1
x—rx(l)e‘”—kﬁ( 1)ett_:>°°0,
1 -2

La solucién general es:
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tal y como queriamos hacer ver. m

Vemos por lo tanto que la mecanica es muy rutinaria, calcular los autovalores, clasificarlos en funcién de los
resultados anteriormente expuestos y por tltimo calcular las variedades estable e inestable.

1.2. Campos vectoriales.

La clasificacion y relacién entre ecuacién (caso lineal) y grupo esté clara, pero cuando el sistema viene definido

por

/
x' = x; (X1, e X)),
donde las x; son funciones NO lineales, nos podemos preguntar si le podemos asociar un grupo o no.
Definicién 1.2.1 Una familia (x') de aplicaciones
XM — M,

se las denomina grupo uniparamétrico de aplicaciones si sean cuales fueren s y t se verifica:

cons,t €R,xt grupo conmutativo.

Definicién 1.2.2 Sea { € M un punto del espacio de fases M, entonces llamamos movimiento del punto ¢ sometido a la
acién del grupo uniparametrico {x'} a la aplicacion

Definicién 1.2.3 Grupo uniparamétrico de difeomorfismos en M C R", tal que M = M a toda aplicacion
x:RxM— M,
que verifica:

1. x es diferenciable,
2.Vt xt: M — M es un difeomorfismo,

3. {x'} es un grupo uniparamétrico.

Definiciéon 1.2.4 Sea A C R", un abierto. Definimos campo vectorial, denotado X € X(M), como el asociado al sistema
x":= X(x). aplicacién que asocia a cada punto de M (variedad diferenciable) su vector tangente i.e. X : M — TM
Las soluciones son las curvas integrales i.e. son las ¢ : I — R", tal que I C R" y

W0 _ X (p(e),

i.e. ¢ es curva integral de X sii

Un grupo uniparamétrico de difeomorfismos define un campo vectorial. ;Es cierta la afirmacién contraria?. En
general no, pero podemos preguntarnos bajo que condiciones un campo define a su vez un grupo de difeomorfis-
mos.

Disponemos ya de una respuesta precisa para campos lineales. Ahora bien, el concepto de isomorfismos linea-
les da paso al de difeomorfismos y en vez de referirnos a grupos nos tendremos que referir a nticleos de grupo
(flujos) asociados al campo que serd donde repose la diferenciabilidad de ¢(t) solucién de la ODE.
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Gracias al teorema de rectificacién de campos veremos que desde un punto de vista dindmico y topolégico
los verdaderos problemas que presenta el estudio de campos radica en sus singularidades (Arnold califica a este
teorema como el fundamental de la teoria de las ODE).

Los campos lineales tienen asociados grupos uniparamétricos. En relacién con los campos vectoriales en ge-
neral s6lo podemos hablar de nicleos de grupo (flujos) de difeomorfismos. ;Existen campos no necesariamente
lineales para los que se puede hablar de auténticos grupos uniparamétricos de difeomorfismos?. La repuesta es
que si, se trata de los campos con soporte compacto.

Definicién 1.2.5 Sea ¢ : D — A, A C R"y D C R""!, donde D = {(t,x) / t& I, x € A} se llama flujo
generado por el campo X.

Observacién 1.2.1 Las condiciones de flujo son:
¢(0,x) = x,
p(t+s,x) = o(t, ¢(s,x))-
Esta claro que si I, = R, Vx el flujo generado por X es un flujo en A. Pero muchas veces I, # R, por lo que
tenemos sélo flujos locales o grupos locales, tenemos el homeomorfismo t — ¢,
Pris = P Pgs
o =9

donde ¢,(x) = ¢(t,x). Es valido asimilar la imagen de que los puntos de A fluyen a lo largo de las trayectorias de

Es aqui donde la nocién de campo con soporte compacto juega un papel decisivo, si X es de soporte compacto
entonces X es completo y por lo tanto las curvas integrales de X estan definidas para todo t € R. Dado X :
U C R" — R” tal que U es compacto, X se puede prolongar a una funcién continua con soporte compacto de
suerte que sup p(f) D U. Si el campo llega a la periferia con valores no nulos podemos prolongar més alla de U
extinguiéndose de manera continua dentro de los limites impuestos por algtin compacto U C IR".

1.2.1 Sea X un campo vectorial con soporte compacto U C IR", entonces existe un grupo uniparamétrico de
difeomorfismos cuyo campo de velocidades es justamente X.

Si el campo X que consideramos no tiene soporte compacto enfoques globales resultan inoperantes siendo
preciso enfoques locales. El teorema de rectificacién de campos es a este respecto de capital importancia pues
gracias a él veremos como el estudio de un campo presenta problemas sélo en sus singularidades.

Definicién 1.2.6 Dos niicleos son topoldgicamente equivalentes si existe un homeomorfismo H que los relaciona.
3 de lo mismo para difeomorfismos.

Sean Xj, X, dos campos definidos en Aj, A, abiertos de IR". Decimos que son topolégicamente equivalentes
ie. X; = Xy, si existe h, homeomorfismo 1 : Ay — A, tal quesi p € A; y 7! (p) es una 6rbita orientada de X;
pasando por p, entonces /(y(p)) es una érbita orientada: y?(h(p)) de X, pasando por h(p).

Definicién 1.2.7 Sean
¢;:D1 — R", ¢,: Dy — R",

flujos generados por los campos
Xy Aq —>]Rn, X23A2—>]Rn,

entonces X1 ~ Xj, si existe h, homeomorfismo h : Ay — Aa, tal que

h(91(t x)) = @ (£, 1(x)),

Observacién 1.2.2 h me lleva puntos singulares en puntos singulares y drbitas periddicas en drbitas periddicas etc...

Observacion 1.2.3 Si h es un difeomorfismo recuperamos la definicion de campo ¢ — relacionado.
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Si tomo un entorno suficientemente pequefio de cualquier punto ¢ # 0 (o punto regular no singular) se da un
marcado paralelismo entre las érbitas que cruzan la regiéon U elegida. Este paralelismo, estrechamente ligado a la
auténtica clasificacion establecida por {e”!'} , cesa por completo si U engloba al origen de las configuraciones dado
por un punto de silla.

Parece pertinente pensar si no existird un difeomorfismo que localmente en las cercanias de un punto no sin-
gular de un campo X logre rectificarlo haciéndolo diferencialmente equivalente a un campo que por autonomasia
reuna estas condiciones de paralelismo perfecto entre sus érbitas, tal campo es Y = (1,0, ...,0). El teorema de
rectifiacién de campos demuestra que existe un difeomorfismo que establece la equivalencia diferencial.

122 Sea X : U = U — R" y sea & un punto no singular de X, entonces existe V. € Ent(&,) y un
difeomorfimo H, H: V — W,con V. C Uy W C R"

H: X‘V — Y,
establece la equivalencia diferencial, siendo Y = (1,0, ...,0).

Idea de la demostracién. Consideramos el flujo ¢, del campo X : W — E y supongamos que O € E. Una seccién
local en O de X es un conjunto abierto S que contiene a O y esta contenido en un hiperplano H C E tranveral a X.
Decir que S C H es transversal a X significa que X(x) ¢ H,Vx € S. Nuestra primera aplicacién de la seccion local
en O serd la construccién de una caja de flujo en un entorno de O. Una caja de flujo proporciona una descripcién
completa de un flujo en un entrono de cualquier punto no estacionario de dicho flujo por medio de coordenadas
no lineales. La descripcién es simple. Los puntos se mueven en rectas paralelas a velocidad constante.

Entonces tomamos un difeomorfismo ¥ : U — V, una caja de flujo es un difeomorfismo R x H D N L W,
de un entorno de N en (0,0) en un entorno O de W que transforma el campo X : W — E en un campo vectorial
constante Y = (1,0) sobre R x H, el flujo de X se convierte de este modo en el simple flujo sobre R x H.

La derivada de ¥ en (0,0) se calcula facilmenteque la aplicacion lineal igual a la identidad en O x H y que
en R = R x O, transforma 1 en X(0). Como X(0) es transversal a H se sigue que D'¥(0,0) es un isomorfismo,
entonces por el teorema de la funcién inversa ¥ aplica un entorno abierto N de (0,0) difeomorficamente sobre un
entrono V de O en E.

Tomamos N deforma (—c,0) x S tal que S C H esuna seccién de O, V, = ¥(N), donde V; es una caja de flujo
de O € E. Una propiedad importante de una caja de flujo es que si x € V, entonces ¢,(x) € S para un tnico
te(—o,0). m

1.3. Estructura local de los puntos singulares hiperbdlicos.

Sea p un punto regular de un campo X, por el teorema del flujo tubular (rectifiacién decampos) sabemos que
existe un difeomorfismo que conjunga X en una vecindad del punto p con un campo constante Y = (1,0, ...,0).
Consecuentemente dos campos X e Y son localmente ¢ — relacionados, en entornos de puntos regulares. Por causa
de esta observacién podemos considerar satisfactorio el conocimiento cualitativo local de las érbitas en un campo
en torno a puntos regulares. Pero si p es singular la cosa es més compleja.

Definicién 1.3.1 Un punto singular p de un campo se llama hiperbélico si todos sus autovalores de DX (p) tienen la parte
real no nula i.e. Re(A;) # 0.

Observacién 1.3.1 Sean X,Y dos campos h — relacionados i.e. h : X — Y en torno a una singularidad p € X, entonces
q = h(p) es una singularidad de Y.

Definicién 1.3.2 El niimero de autovalores de DX (p) que tienen parte real negativa se llama indice de estabilidad de X en

p.

1.3.1 (Hartman-Grobman). Sea X : A — ", sea p un punto singular hiperbdlico, entonces existe un
entorno del punto p i.e. 3V € Ent(p) C A, W € Ent(0) C R" tal que

X), — DX(p)

lw”

son topoldgicamente equivalentes, i.e. existe un homeomorfismo entre un niicleo de grupo y un grupo entorno a una singula-
ridad hiperbdlica.
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Hablamos de equivalencia topolégica y no diferencial a pesar de que X posea cualidades de tipo diferencial.
Para conseguir la equivalencia diferencial exige unas condiciones muy fuertes a los autovalores de DX (p).

- 1.3.2 (Stenberg). Sea p una singularidad hiperbdlica y los aotovalores de DX (p) verifica

Ai Y miAj,
donde los m; son enteros y ademds se verifica que
2<) m<k,
con k = 2,...,00, entonces existe un difeomorfismo entre
le — DX(p)|W

Como en el caso lineal podemos definir las variedades estable e inestable de p (singularidad hiperbdlica de X)
ahora denotadas como W; .(p) y W} .(p)

Wi(p)={xelU / ¢(x) — pit — ooy ¢,(x) € UVt >0},
Wi (p) ={x el / ¢,(x) — pit — —ocoy ¢,(x) € UVt <0},

donde U € Ent(p). Las variedades W} (p) y W}’ .(p) son andlogas a E° y E" del caso lineal, de hecho podemos
enunciar el siguiente teorema.

- 1.3.3 (Teorema de la variedad estable) Supongamos que el campo X tiene una singularidad hiperbélica. En-

tonces existen las variedades W5, (p) y W} _(p) tales que dim (W}, (p)) = dim (E®) y dim (W} (p)) = dim(E") ya que
W; .(p) es tangente a E° y W}! (p) es tangente a E*.

I
D/

Figura 1.4: Esquema del Teorema de la variedad estable.

Observacién 1.3.2 Si p es una singularidad no hiperbélica del campo X entonces de forma andloga al caso lineal existe
una tercera variedad, Wy, (p), variedad centro. Este punto serd formalizado mds adelante cuando estudiemos el teoremade la
variedad centro.

Las variedades W} (p) y W}.(p) se pueden definir de forma global como sigue:

Ws(p) =U (Pt( loc(p))/

t<0

WEp) = Y2t (Wiee ().

Veamos algunos ejemplos de claificaciéon de singularidades hiperbélicas en el caso no lineal.
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Ejemplo 1.3.1 Clasificar las singularidades del sistema no lineal:
x'=x
{ Y = —y+ 2 (1.8)

Solucién. En primer debemos calcular las singularidades del sistema, en este caso s6lo existe unay es S = (0,0).
Aplicando el teorema de Hartman, linealizamos el sistema, de tal forma que obtenemos:

sz(zlx _01) DX(5)=<(1) _Ol)f

por lo tanto los autovalores del sistema lineal son ¢(A) = {1, —1}, vemos por lo tanto que se trata de una singula-
ridad hiperbdlica, y por el teorema de Hartman sabemos que se trata de un punto de silla.
Las variedades estable e inestable del sistema lineal son:

E° = {V_l (x,y) € R? | sz},
EY = {Vlz(x,y) eIR2|y:0}.
Si escribimos (1.8) como una ecuacién de primer orden encontramos que:

dy _y
%7 x+x,

integrando esta ecuacién, obtenemos la familia de soluciones

donde c es cierta constante de integracién.
Los teoremas expuestos implican que W/! .(0,0) puede ser representada como una funcién y = h(x) con h(0) =
Dh(0) = 0 ya que W/ es tangente a E". Entonces, ver fig (1.5)

HANSN~—=—2/ /Lyl V NV NN S

Z 4 NN

vy N NN

Z / AR TR

LN PV NN
7N — 4/ |\ N g/
AN ~ / ]V N\ N 20 7
NN\~ N \N~~——mr S
NN NANOS— /)N — =) 777
od NN N NN = 7777
Y NANANANNNSNSNSNNY S 7 7T
NN N N NN NN AL/ Yy AV AV AYEY Ay
NONN NN N NN N AT Y/ LAV AV
NONN NN NN NN AT 7777777
a4 NN N NN N N NN T 77777777
NNN N NN NN 111 717777777
NNN NN N N A 111 17777777
NNN NN N AN A “Wwifnrzz777777
A T S S Wiyt r 7777777
A NANANANNANANANANNYYYrY Y 777777
-2 -1 0 1 2

H

Figura 1.5: Espacio de fases de la ecuacién (1.8)

u 2 x?
Wloc:{(xfy)G]R y=3},
donde hemos tomado ¢ = 0. Por otro lado x(0) = 0 implica que x’ = 0, por lo tanto

(0,0) = E°,

s
loc
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tal y como queriamos hacer ver. m

Ejemplo 1.3.2 Estudiar el siguiente sistema:

(—sinx 45y —9z)
(4x —e*+1) . (1.9)
(4x — 4siny + 3z)

—
N Q\ R\
I
M s

/

Solucién. En primer lugar debemos calcular las singularidades, siendo una de éstas: S; = (0,0,0) . Linealizamos
el sistema encontrando que:

1 [ —cosx 5 -9 1 (1 5 -9
DX = 1 4 0 —e* DX(S51) = 1 4 0 -1 |,
4 —4cosy 3 4 -4 3
de tal forma que los autovalores ysus autovectores son:
Vl = (1/1/0)T/ V_l_;’_l = (irlrl)T/ V_l_‘ = (_illll)T/
4
de esta forma vemos que la solucién lineal general es:

X =aViel + ﬁVfiﬂ.e(’%“)t +BV e

—3—i

si &« = 0 entonces obtenemos una solucién (superficie) que define el plano tangente a W*® mientras quesi § = 0lo
que obtenemos es una recta tangente a W*. Vemos por lo tanto que S es un punto de silla. m

x' =
/
{5'

Solucién. En primer lugar debemos calcular las singularidades, siendo éstas:

S = {(0,0,0), (uc,j:\/z,oc> ,Vu € IR},

Seguimos la estrategia del ejercicio anterior, por lo tanto linealizamos el sistema:

Ejemplo 1.3.3 Estudiar el sistema:

(—x—2y+z+4y°)

(—x+z) : (1.10)
— (x+2)y?

N Nj=pol—

—% —1+ 6y> %
DX = 3 0 5
-2 —(x+z) 1—y?
Estudiaremos los siguientes casos:
1. $=(0,0,0); Por lo tanto:
-1 -1 1 1 0 2 -1 00 2 2 -1
DX(0,00)=| -1 o 1 |=(11 _2 01 0 0 0 1
1 1 1
0 1 0 1 0 00 5 5 —1 3

de esta forma vemos que

o (1) = <—1,1,;)
Vor={(210)}, V1={(012} Vi,p={(-110)}
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por lo tanto el punto singular (0,0,0) es un punto de silla. La solucién general del sistema lineal es:
x=aV_jet+ ,BVlet + 'yVl/ze(l/z)t
observando que para una solucién que verifique B = 7 = 0 se obtiene una solucién estable i.e.

lim aV_1et =0
t—o0

mientras que la variedad inestable esta definida por el plano Vye! + yV; ,e(1/2)!, (& = 0) observar que
Jim BViet + 4V jpe172E 0.
——00

Es decir:

E° = V_; tangente a W*
E" = (W1, Vy,,) tangente a W"

2. Para (uc,i %,a)

N

DX (Sz) =

, o(A) = (o, V(-1-a),—/(-1 —a)) .

Vemos que si « = —1 entonces: o(A) = (0,0,0), mientras que si « < —1, entonces c(A) = (0,5, 8), donde
B€RT.Ysia > —1, entonces c(A) = (0,z,z),donde z € C, con z = a + ib dode a = 0, i.e. un imaginario
puro. Por lo tanto nuestro teorema sobre linealizacién (Hartman) no puede ser aplicado en el estudio de esta
singularidad.

NN =N =
N
R O
NN =N =

1.4. Estudio de las sigularidades no hiperbdlicas.

1.4.1. Teorema de la variedad centro.

Como acabamos de ver, el teorema de Hartman no funciona cuando la singularidad es no hiperbdlica. El teo-
rema de la variedad centro representa una generalizaciéon del teorema de la variedad estable (o invariente) y
contempla la existencia de un subespacio invariante W¢ tangente a E° (del caso lineal).

Sea X : R" — R" un campo vectorial con singularidades no hiperbdlicas en el origen i.e. X(0) = 0y DX(0)
con autovalores con parte real nula, supongamos que:

DX(0) =E°*® E" & EF,
entonces tenemos el siguiente teorema:

- 1.4.1 (Teorema de la variedad centro). Sea ¢, el flujo del campo X. Entonces existe de forma local la variedad

centro Wy, . que contiene el origen y es invariante bajo ¢,, ademds Wy, es tangente a E¢ en x = 0. Ademds existen de
Z)fl’ma lgcal, Wiy W} tangentes a ES y E* invariantes por ¢, donde (¢, | W;, ) es una contraccion y (¢, | W} ) es una
ilatacion.

Observacion 1.4.1 Es importante resaltar que (Wf, ) no es necesariamente tinica.

Ejemplo 1.4.1 Vamos a ver que el sistema
[—
{ ;C, — fy ) (1.11)

tiene una variedad centro no iinica.
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Solucién. Vemos que la singularidad del sistema (1.11) es S = (0,0), y que la parte lineal del sistema viene dada

por:
[ 2x 0 (0 0
DX(0 _1> DX(S)(0 _1>,

por lo que los autovalores son 0(A) = (0, —1) i.e. se trata de una singularidad no hiprbélica que el teorema de
Hartman es incapaz de clasificar. El teorema de la variedad centro nos asegura que existe (W[ ) .
Los autovectores asociados a cada uno de los autovalores son:

T T
v={wo'} vy va={0n"},
obteniendo porlo tanto la siguiente descomposicién del espacio:
DX(S) = E° @ E,

donde E* = L(V_1) y E¢ = L(Vp). Vemos en la fig (1.6) el diagrama del espacio de fases correspondiente al sistema
(1.11)

b
b
b
b
b
b
\
\

Figura 1.6: Espacio de fases del sistema (1.11)

En este caso W, . = E€ sin embargo existen otras variedades centro, la 6rbita que pasa por el punto (xo,yo) con
xp < 0 estd dada por la solucién particular de:

- = Y=yexp(5)

dy _ —y 1
dx — x2 X

por lo tanto la curva

7

{ yoexp(%) xp <0
0

y= X9 >0

es invariante bajo el flujo. Ademas vemos que W}, . puede existir de forma global. m

Ejemplo 1.4.2 Estudiemos el sistema lineal:

X=—x+3y
j=—-x+y—z . (1.12)

_y_z

N
I
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Solucién. Obviamente la tnica singularidad es: S = (0,0,0), y los autovalores de la matriz de este sistema lineal
son:

-1 3 0 -3 343 33 -1 0 0 1 0 3
A= -1 1 -1 |=[ o0 Li —1i 0 i 0 1 -1-i 1|,
0 -1 -1 % 7%74111- f%jL}Ii 0 0 —i 1 —1+i 1

por lo tanto tenemos que o(A) = {—1,i, —i}, con

La solucién del sistema es: ' '
X =aVe +aVv_je "t +BV_1e7t,

el subespacio estable estd generado por:
E° =L(V_q),

mientras que E€ estd generada por los autovectores V; y V_; i.e.
EC=L(V;, V),

tal y como querfamos hacer ver. m

Ejemplo 1.4.3 Estudiar el sistema no-lineal

X=-y—xz
y=x—y . (1.13)
z=—z—2xy —2x* + x?

Solucidn. En primer lugar calculamos las singularidades del sistema, siendo éstas:
51 =1(0,0,0), S;= (tx,—ocz, zx) y S3= (oc, —063,062) ,
donde & es una raiz de 1 + Z8.

Nos centraremos nada més que en la primera singularidad i.e. en S;. Por lo tanto linealizaremos el sistema
obteniendo:

—z -1 —x 0o -1 0
DX = 1 -3y> 0 | =DX(S)=|1 0 o0 |,
—2y—8x3+2x —2x -1 0 0 -1

cuyos autovalores y sus autovectores correspondientes son:

Vi = (+i,1,007, V.4 =(0,017,
por lo tanto tenemos la siguiente descomposicién:

E=L(V, V), E=L(V).

Del sistema vemos que
2= —z+ x4+ 2xx—2x*+ 2x2,z,

o

% (z - x2) = —(z—x%)(1—2x?),
por lo tanto
z=x%:= WS,

donde W¢ es tangente a E° en el origen. Sobre esta superficie (x,y) satisfacen:

- — 3
X=—-Yy—X
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por lo tanto soluciones que partan de esta superficie se quedan en ella.
Si tenemos en cuenta la funcién de Lyapunov (que mas adelante estudiaremos més a fondo) V(x,y) = x? + y?

av
dt
de esta forma sabemos que el sistema (1.14) tiene un punto deequilibrio asintéticamente estable, ademas, toda

solucién que parte de la superficie z = x?> permanece en ella y tiende a 0 cuando ¢ — 0.
La solucién exacta es

= —0,Vi—09,Vy=—-22*—2y* <0,

x=y=0, z:,Be_t,

todo esto sugiere que el origen (nuestra singularidad S1) es asintéticamente estable. m

- 1.4.2 Sea X € X(M) tal que X tiene singularidades no hiperblicas %. Sea X = Xyye entonces el flujo de
x = X(x) es topolégicamente equivalente, en una vecindad de X, al sistema:

x=X(x) / x €WE,
X =xy / xy € WY (1.15)

; soc ’
X = —Xg / xs €W

Este teorema implica que el tipo topolégico del punto singular no hiperbélico estd determinado por el compor-
tamiento topolégico de el flujo restringido a su variedad centro. Este teorema nos permitira determinar el caracter
topolégico de los puntos singulares no hiperbélicos.

Supongamos ahora que escribos el sistema (1.15) de la siguiente forma:

%= flx)
i=-7 (1.16)
Z=-Z

queremos atacar el problema de calcular el campo vectorial reducido f. Consideramos el siguiente sistema redu-

cido:
%= Bx + f(x,)

. , 1.17
y=Cy+g(x,y) (117)

donde B, C € M« donde (A) s6lo tiene parte real nula o negativa y las funciones tales que
Oxf = dyf = 9xg = 9y = 03— (0,0)- (1.18)

Como W, es tangente a E° (el espacio y = 0), entonces podemos representarla como
Woe={(xy) / y=h(x)} / h(0)=Dh(0)=0, (1.19)
consideremos ahora la proyeccion del campo sobre y = h(x)

X = Bx + f(x,h(x)), (1.20)

al ser h(x) tangente a y = 0, las soluciones de esta ecuacién proporcionan una buena aproximacién de el flujo de

X = f(x)we -
1.4.3 Si el origen ¥ = 0 de (1.20) es localmente asintéticamente estable (resp. inestable) entonces el origen de

(1.17) es también localmente asintéticamente estable (resp. inestable).

Podemos calcular o al menos aproximar la funcién h(x) sustituyendo y = h(x) en (1.17) utilizando la regladela
cadena

y = Dh(x)x = Dh(x) [Bx + f(x,h(x))] = Ch(x) + g(x,h(x)) 6
N (h(x)) = Dh(x) [Bx + f(x,h(x))] — Ch(x) — g(x,h(x)) = 0

con h(0) = Dh(0) = 0. Esta ecuacién no puede ser resuelta por lo general para /, pero si podemos aproximarla
como una serie de Taylor.
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1.4.4 Siuna funcion ¢(x), $(0) = D$(0) = 0 puede ser encontrada tal que N'(¢(x)) = O (|x|") para algiin
p > 1 cuando |x| — 0, entonces h(x) = ¢(x) + O (|x|") cuando |x| — 0.

Ejemplo 1.4.4 Estudiar el caracter topologico de la singularidad del campo
X = xy+ 12
{ j—y—x2 (1.21)

Solucién. Vemos que las singularidades son: S; = (0,0) y Sp = (—1,1)

px=( 4, ¥ )=oxe)=(g 1) pxe=(} 1)

vemos sin problemas que el punto Sy = (—1,1) es un punto de silla ya que los aoutovalores de la matriz DX(S;)
sonco (A) = {ﬂ +1,1-+2 }, sin embargo Hartman no nos puede deir nada sobre el punto S; = (0,0) ya que los
autovalores de la matriz DX (S1) son o (A) = {0, 1} donde los autovetores asociados a cada uno de los autovalores
son: Vp = {(1,0)T} V= {(0, 1)T} por lo tanto Wy, . es tangente al eje OX.

Asumimos ahora que Wy

Ioc € puede escribir dela siguiente forma:

r
y=g(x)= ) au"+0 (|x|r+l> ,
m=0

para algin r € IN. Sustituimos ahora y, iy en la ODE

r r r 2 ,
(E mamx'”1> [x Y amx" + (Z amxm> } = Y anx" +0 (1),

m=0 =0

vemos que al ser Wy _ es tangente a y = 0 i.e. al eje OX, en x = 0 esto implica que ag = a; = 0.

Comparando coeficientes de x?> da a4, = 1 por lo tanto y = x> + O (|x|3> ,entonces Xy toma la forma

{ £=2+0 ()

j=24+0 (|x\5) ’

yaquey =2x+ 0O (|x\2) x. El sistema es debilmente repulsivo en el origen, el origen es por lo tanto un nodo débil

(no hiperbdlico), ver la figura adjunta en la que se representa el espacio de fases del sistema (1.21)
[

Ejemplo 1.4.5 Estudeimos el siguiente sistema:

I 2
{ ;‘,;f ) T (1.22)

Solucién. Atacamos su estudio como siempre i.e. calculando las singularidades del campo, que son:
S1=1(0,0) y S =(11),

el siguiente paso es linealizar el campo i.e.

_( 2x—-y —x
DX< 2x —1)’
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Figura 1.7: Espacio de fases del sistema (1.21).

y calcular los autovalores de DX en los puntos singulares i.e.

px(s)= (o % )=em=0-1,

DX (S1) = ( ; j > = 0 (A) = (&),

de esta forma vemos que con las tnicas herramientas de que disponemos i.e. Hartman no podemos decir nada
puesto que ambas singularidades no son hiperbdlicas.

Podemos utilizar el teorema de la variedad centro para intentar clasificar la singularidad S;.

Sea y = h(x) y supongamos que h(x) = ax? + bx> + ... entonces:

Dh(x) [f (x, 1(x))] = Bh(x) — g(x, h(x)) =
(Zax + 3bx2) [xz —x (ax2 + bx3)} + (ax® + bx3) — x* =

7

simplificando e igulando términos de igual orden encontramos que:

¥ia—-1=0<a=1
¥¥:204+b=0<=b=-2

por lo tanto
h(x) = x* — 2x°,

de esta forma la ecuacién reducida queda:
X =x—xy=x" =2 —x(x* —2x3) = x> — x® + 2%,

por lo tanto la singularidad S; es un punto de equilibrio inestable aunque ligeramente atractivo al estar el sistema
compensado por el autovalor (A = —1). Observar que

E=L(V_1) ={(0,1)}, E‘=L(V)={(1,0)},

— —
esto nos indica que el eje OY,, es la variedad lineal estable mientras que la variedad lineal centro es el eje OX, como
podemos comprobar en la figura (1.8).
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24 ——m—>—-—-~a>a
T e —>—a—aa
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Figura 1.8: Espacio de fases del sistema (1.22)

No seréd hasta el capitulo 5 cuando podamos tener las herramientas suficientes para poder clasificar la singula-
ridad Sy, de momento nos conformaremos con obserbar su espacio de fases (ver fig.1.8). m

Ejemplo 1.4.6 Clasificar topolégicamente los puntos de equilibrio del sistema:

! w24, D
fozms (1.23)

Solucién. Como en ejemplos previos lo primero es clacular las singularidades del sistema (1.23) siendo éstas:
51: (0,0) y 52 - (1,1),

calculamos a continiacién la parte lineal del sistema i.e.

[ 2xy—5x* &2
DX_( 2x -1 )’

y calculamos los autovalores de cada una de las singularidades

o 2xy—5x* 22\ (-3 1 o —26795 0
DX(Sl)( 2x —1)< 2 —1)—( 0 —3.7321)'
2xy —5x*  x? 0 0
DX(SZ)‘( yzx —1)‘(0 —1)'

viendo de esta forma que S; es un punto estable mientras que por Hartman no podemos decir nada sobre S;. Las
variedades lineales asociadas a S, son:

E = L(V) = {(1,0)}, B = L(V_1) = {(0,1)}.

Consideremos
we={(xy) eR® / y=h(x), |x|<é h0)=Dh0)=0},

con ¢ suficientemente pequeiio. Supongamos que 4 es de la forma h(x) = ax* + bx® + O(x*) y que el sistema (1.23)

estd escrito de la forma:
x' = Ax+ f(x,h(x)),
¥ = Bh(x) +g(x,h(x)), ’
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sabemos que h(x) debe verificar: ¥’ = Dh(x)x’ i.e.
vy = N(h(x)) = Dh(x)x" = Dh(x) [Ax + f(x, h(x)] — Bh(x) — g(x,h(x)) =0
donde para este caso tenemos que:
A=0, B=-1, f=x*y—x°, g=x*
entonces:
N(h(x)) = (2ax + 3bx% + ) [xz (axz +bx® + ) - xS] + (axz +bx® + ) —x2 =0,

simplificando e igualando coeficientes de igual potencia tenemos que:

ia—1=0<a=1,

X:b=0,

por lo que
h(x) = x> + O(x°),

de esta forma encontramos que el campo vectorial restringido a la variedad centro estd dado por:
X =xt+0(°),

entonces para x suficientemente pequeio, x = 0 es inestable (aunque ligeramente atractivo) por lo tanto la singu-
laridad S; = (0,0) es una singualridad inestable para el sistema (1.23).
En la figura adjunta vemos como se comporta el sistema (ver fig. (1.9)).

AN R AR R A RZIZR AR D e
NV oy YN N NN
NEERA R R
R 1 R AN N
AR 11 IR
AR 1 IR R
. AR BRI
1R EBIERRYD
VLY 4 Y N

, PRIT A N A
b

" Tk‘f‘?‘?“\
IOt I O A
IS DR
AT YRR
IS DU AR
PO Y RXN

-1 LR R O N W R N NR O S IS

1 0 1 2

Figura 1.9: Espacio de fases del sistema (1.23). No estd muy logrado el grafico pues no se refleja muy la variedad
centro W¢ := (y = x?) tangente a E° en el origen.

Observacion 1.4.2 (El fracaso de la aproxiamcién mediante el espacio tangente). A la vista de este ejemplo, uno puede
esperar que la componente y de las orbitas que empiezan cerca de (0,0) caigan hacia el origen de forma exponencial y que
por lo tanto el estudio de la estabilidad de S1 quede reducido al estudio de la componente x en las drbitas que empiezan cerca
de S1. Podriamos estar tentados en hacer y = 0y por lo tanto estudiar la ecuacion reducida x' = —x> lo que corresponde a
aproximar W€ por E€. Sin embargo x = 0, es estable para esta ecuacion reducida llegando asi a una conclusion errénea.
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Con esta observacion termina este ejemplo. m

Ejemplo 1.4.7 Estudiar el sistema:

I 2
{ ¥ = —xtdy (1.24)

y =xy—y’
donde d € R.

Solucién. Como en ejemplos previos lo primero es calcular las singularidades del sistema (1.24) siendo ésta
S1= (0,0). Calculamos a continiacién la parte lineal del sistema i.e.

(-1 2y
DX_( y  x—3y )

y calculamos los autovalores de cada una de las singularidades
(-1 2y \ (-1 0
DX(Sl)_( y -3y ) _< 0 0 )
Las variedades lineales asociadas a S1 son:

Ef=L (Vo) ={(0, 1)}, E = L(V1) ={(1,0)},

Consideremos como siempre:
we={(xy) €R* / x=h(y), |yl <o h(0)=Dh(0)=0},
con J suficientemente pequefio. Supongamos que h es d ela forma h(y) = ay? + by® + cy* + O(y°) y que el sistema

(1.24) esté escrito de la forma:
{ x' = Ah(y) + f(h(y),y),
y' =By+gh(x)y), -
sabemos que h(x) debe verificar: y' = Dh(x)x’ i.e.
v = N(h(x)) = Dh(x)x" = Dh(x) [Ax + f(x, h(x)] — Bh(x) — g(x,h(x)) =0,
donde para este caso tenemos que:
A=-1, B=0, f:dyZ, g:xy—yf‘,
entonces:
N (h(x)) = (Zay +3by? + 4cy3...) [(uyz + by + oyt + ) y— yﬂ + (uy2 + by + oyt + ) —dy* =0,
simplificando e igualando coeficientes de igual potencia tenemos que:
y2:a—d:0<:>a:d,
y3 :b=0,
yti202 4 c—-20=0+=c=2d(1—-4d)
por lo que la variedad centro tiene un desarrollo de Taylor de la forma:
h(y) = dy? +2d(1 - d)y* + O(y°),
de esta forma encontramos que el campo vectorial restringido a la variedad centro estd dado por:
Y =yh(y) -y’ = [@d=1)y>+2d(1 - d)y’ + O(x°),

entonces para y suficientemente pequefio, y = 0 es:
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1 —>—e—e o o = = v 7 7 A
{ —————— — v 7 7 A

1 —w-—w-—a—n—s—p——n_o_v 7 7 /
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Figura 1.10: Espacio de fases del sistema (1.24) cond = 1.

1. Asintéticamente estable sid < 1.
2. Inestable cond > 1.

Esto se puede demostrar utilizando una funcién de Lyapunov del tipo: L(y) = y2. Por lo tanto el sistema
original es asintéticamente estable si d < 1 e ienstable si d > 1. El caso d = 1 es especial ya que hace que h(y) = y*
por lo que la curva x = y? es la tinica variedad centro. Por lo tanto el origen seria estable.

En la figura adjunta vemos como se comporta el sistema (ver fig. (1.10)). m

1.4.2. Formas normales

Empezamos asumiendo que el teorema de la variedad centro ha sido aplicado al sistema bajo estudio y que
por lo tanto nuestra atencion se centrara en el flujo dentro de esta variedad centro, i.e.

x' = Ax + f(x,h(x)). (1.25)

Intentaremos encontrar transformaciones de coordenadas que nos ayuden a simplificar la expresién analitica
del campo vectorial sobre la variedad centro. El campo resultante se denomina formas normales. Empezamos con
el sistema

x' = f(x), (1.26)
que tiene un punto de equilibrio en 0. Nos gustaria encontrar un cambio de coordenadas x = h(y) con h(0) = 0,
tal que (1.26) resulte lo mas simple posible. En la coordenada y

Dh(y)y' = f(h(y)) 6 v = (Dh(y))"" f(h(y)), (1.27)

formalmente uno puede intentar encontrar una secuencia de transformaciones de coordenadas (/;); que elimine
los términos de grado superior de la serie de Taylor de (1.27). Cuando una aplica este procedimiento a un punto
critico hiperbdlico entonces obtenemos la parte formal del teorema de Hartman.

Asumimos por el momento que Df(0) tiene distintos autovalores {A;}, A; # A;; Vi, j y que un cambio lineal de
coordenadas hace que Df(0) sea diagonalizable entonces (1.26) se puede escribir como:

xi =AMx +g1(x1,...., xn)
: 6 x'=Ax+g(x), (1.28)

Xp = AnXn + g0 (X1, weeey Xn)
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donde las funciones (g;); se anulan (en segundo orden) en el origen. Nos gustaria encontrar un cambio de coor-
denadas h de la forma, identidad més términos de oreden superior que verifique que (1.27) tenga términos no
lineales que anulan términos de oreden superior que los de g. Si k es el menor grado para una derivada de g; que
no se anula, entonces intentamos que & sea de la forma:

x=h(y) =y+P(y), (1.29)

tal que P es el polinomio de grado k, tal que el grado mds bajo de los términos no lineales en (1.27) es (k+ 1) . Por
lo tanto (1.27) toma la forma:

y' = (I+DP(y)) ' f(y+ P(y)), (1.30)

desarrollamos esta expresion pero sélo hasta términos de grado k. Denotamos g¥ al término de g; de grado k y

P(y) = (P1(y), s Pa(y)),
entonces
]/f = Aiyi + /\iP + gl 2 ay] ly] (1.31)

entonces queremos encontrar P tal que

Z 3y, Pi(Aiyj) = =&k (). (1.32)
Observamos que el operador que asocia a P el lado izquierdo de la ecuacién (1.32) es lineal en los coeficientes

de P. En particular, si P; es deforma mondémica y{'....... Yy, entonces
By]P](/\Z]/]) = ﬂj)\ipi/ (133)

y por lo tanto el lado izquierdo de (1.32) queda:

(/\,‘ — Za]/\]> Pl', (1.34)
i

y por lo tnato los monomios son autovectores para el operador con autovalores A; — ) ;a;A;. Concluimos que P

puede ser encontrado satisfaciendo (1.32) lo que implica que A; — }; 4;A; # 0 cuando (aj) son no negativos tal que
Y.; = k'y que por lo tanto la ecuacion puede ser linealizada. Resaltamos que:

1. La solucién depende sélo de la parte lineal del campo.

2. El problema puede ser reducido a una serie de ecuaciones lineales a resolver.

El resultado final es una serie de Taylor para el campo que contiene sélo los términos resonantes esenciales. Si
L = Df(0)x es la parte lineal de (1.26) en x = 0 entonces L induce la aplicacion adL sobre el espacio lineal Hy de
los campos vectoriales cuyos coeficientes son polinomios homogéneos de grado k.
La aplicacién adL se define como:
adL = [Y,L] = DLY — DYL, (1.35)

donde [-, -] es el corchete e Lie. El principal resultado es:

1.4.5 Sea x' = f(x) un sistema de ecuaciones diferenciales C" con f(0) = 0y Df(0)x = L. Elegimos un
complemento Gy para adL(Hy) en Hy, tal que H, = adL(Hy) + Gy. Entonces existe un cambio de coordenadas analitico en
la vecindad del origen que trnasforma x' = f(x) en:

vV =g() =gV@y)+ . 48" () + R, (1.36)

donde L = g (y) y g¥) € Gy conk € [2,7]y Ry = O (|y|") . Decimos que la ecuacién (1.36) es de la forma normal.
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Ejemplo 1.4.8 Queremos calcular la forma normal para un campo vectorial en R? que en la vecindad de un punto fijo tiene
la parte lineal dada por:

0 -1 .
( 10 ) = 0 (A) = (£i). (1.37)
Solucién. En un sistema apropiado de coordenadas vemos que L = ( _xy ) . Vamos a calcular la accién de adL
sobre H, donde
- x? xy > 0 0 0
s () (8) (%) (e ) () ()

Para cada base Y; de H, tenemos:

_ (0 -1 Y! 2:Y! 9,Y! —y
adL(Y;) = DLY; = DYiL = ( +1 0 > ( Y2 > - < 9,Y2 0,Y? x )

a((6))= () (6 )-(5 ) ()= (%)
@ ((5)= (0 3 )0)-(58) ()= (")
a((5)) =04 ) (6)-Gv)()=(3)
()= (50 ) 08) (o 0) (V)= (an )
()= (0 ) () (0 2) ()= (a5,
()= () (2)- (0 ) (¥)=(2):

entonces la tabla para H; es:

x? xy e
Oy | 2xydx +x%9,  (y* —x%)0x +xyd, —2xydx +y°9y
dy | —x20x +2xydy, —xydyx+ (y* —x%) 9y —y?0x — 2xydy

entonces en términos de la base:
{xzax, xXYdy, yzax, xzay, xydy, yzay} ,

adL tiene la siguiente matriz

X209y xydx Y0y | ¥%9y xydy, 29,
X9, 0 -1 0 [ -1 0 0
xyoy | 2 0o 20 -1 0
y20x | O 1 0 0 0 -1
X%, [ 1 0 o[ o0 -1 o0
xydy | 0 1 0 2 0o -2
y2, | 0 0 1 0 1 0

esta matriz es no-singular (det = 9), entonces todos los términos cuadraticos de un campo vectorial cuya parte
lineal sea —ydy + xdy pueden ser eliminados mediante una transformacién de coordenadas.
Para términos ctibicos hacemos lo mismo i.e.

Hy = {x3, xzy’ xyZ, y3}

i.e

&
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(D)2 (505 &) (2)-(5)
() -(5 )03 (3 D) (2)- (%)

etc... que producen la siguiente tabla:

entonces:

| 3 2 2 P
Oy | 3x%ydx +2°9,  (2xy? —x°) 0 +x%ydy  (y° —2x%y) 0x +xy?9y  —3xy?0x + y°0y
dy | —x30x +3x*yd, —x%yoy + (2xy? —x3) 9y, —xy?ox + (y° —2x%y) 9, —y30y — 3xy?9,

entonces en términos de la base:
{x?’ax, xzyax, xyzax, y38x, x38y, nyay, xyzay, y?’ay} ,

adL tiene la siguiente matriz

x39y  x¥%ydy  xy?dy Y30y x38y xzyay xyzay y38y
X9y | 0 -1 0 0 [ -1 0 0 0
xX?ydy | 3 0 -2 0 0o -1 0 0
xy?dy | 0 2 0 -3 0 0 -1 0
y0y | 0 0 1 0 0 0 0 -1
%o, | 1 0 0 0] o0 -1 0 0
x*yoy | 0 1 0 0 3 0 -2 0
xy?dy | 0 0 1 0] 0 2 0o -3
¥, | 0 0 0 1 0 0 1 0

el rango de esta matriz es 6, entonces adHj tiene un complementario de dimensién 2. Una base para G} puede ser

{ (xz + yz) x0x + Y9y, (xz + yz) (—y)ox + xay} .
Por el teorema de la forma normal, hemos encontrado una transformacién de coordenadas que transforma el

sistema:
{ X' = —y+ O (|x], |y])
y =x+0(x,ly) ~
en:
{ u' = —v+ (au —bo) guz +©v?) + términos superiores
y' = x+ (av + bu) (u* + v?) + términos superiores

donde g,b € R. Esta forma jugarad un papel decisivo en el andlisis de la bifurcacién de Hopf. m

Ejemplo 1.4.9 Queremos calcular la forma normal de un campo cuya parte lineal en un punto de equilibrio es:

DL:<8 é):w:(g). (1.38)

Soluciéon. Como en el ejemplo anterior, vamos a calcular la accién de adL sobre H, donde

m=sran{ (5 ). (9 ) (%) (2) () (2)}

Para cada base Y; de H, tenemos:

_ (01 Y! oxY! 9,Y} y
adL(Y;) = DLY; — DY;L = ( 0 0 ) < V2 ) _ < oy ayylz v,
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por lo tanto

a((5))=(oa) (5)-(F0)(8)-(%")
a((5)) =0 0)(F)-(63)(8)-(7)
a((9))=(00)(9)-(57)(8)-(5)
a((2))=(0a)(2)-(20)(8)-(2)
() =(00) (0 )=(3 ) (8) (%)
a((2))=(00)(2)-(52)(8)-(%)

| < xy v

entonces en términos de la base:

{x28x, Xyax, yzaXI xzayl xya]// VZay}

adL tiene la siguiente matriz

X209y xydx Y0y | ¥%9y xyd, 29,
xX?0x | 0 0 0 1 0 0
xyoy | —2 0 0 0 1 0
v, | 0 -1 0 | 0 0 1
¥,/ 0 0 00 0 0
xydy | 0 0 0 -2 0 0
y?, | 0 0 o]0 -1 o0

cuyo rango es: 4. Hemos visto que s6lo 4 son linealmente independientes

8) 08 ) 0w ) (50))

por lo tanto términos de 2°orden que sean combinacién lineal de estos 4 vectores pueden ser eliminados. Para
determinar la naturaleza de los términos de 2°orswn que no pueden ser eliminados, calculamos G,. Para ello nos
fijamos en la matriz anterior de la quedeberemos calcular dos autovectores del 0 que sean LI. Dos de estos vectores

pueden ser
1
{ (1/0/0101 2/0> 7 (0,0,0,1,0,0)} 7

czzspan{(;iy>’(fz>}'

estos dos vectores son los que generan G, C Hj que es el complementario de adL(H,). Esto implica que la forma
normal estd dada por:

por lo que

{M:y+mﬁ+06) /) (a) €R

¥ = apxy + azx? + O(3)

Como es obvio esta eleccion de G, no es tnica. Si por ejemplo tomamos como autovectores

{(1,0,0,0,0,0),(0,0,0,1,0,0)},

omom{($)(2))

por lo que
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estos dos vectores son los que generan G, C Hj que es el complementario de adL(H,). Esto implica que, en este
caso, la forma normal estd dada por:

{ X' =y+ax®+0(3)

Y = ax*+ O(3) /(@) €R,

o por ejemplo si los autovectores son:

{(0,0,1,0,0,0), (0,1,0,0,0,1)},

oomomnl(£)-(3))

estos dos vectores son los que generan G, C Hp que es el complementario de adL(H,). Esto implica que, en este
caso, la forma normal estd dada por:

por lo que

/ 2
{ ' =y+ay” +axxy+ O(3) / (a)€R,

v =azy* + O(3)

1.4.1 Sea X € X(IR?), tal que los autovalores de DX son: o (A) = {A,0} ,entonces la forma normal de X

A0 b ~ ary1yy N+1
(0 0><yz>+z( by +0(|y| ) (1.39)

r=2

estd dada por:

donde a,, b, € R.

1.4.2 Sea X € X(IR?), tal que los autovalores de DX son: o (\) = {%i} ,entonces la forma normal de X
estd dada por:

[5N-1)]
0 —p yl) > 2’< <J/1> b<_2)> N+1
(ﬁ ] ><y2 + ; <y1+y2) G R +(9(|y| )
donde a,, b, € R, p = (det(DX))"?, N > 3y [-] := parte entera de -.

1.4.3 Sea X € X(R?), tal que los autovalores de DX son: o (A) = {0,0} entonces la forma normal de X
(3 0) ()55 ~olor)
00 Y2 = by} !

Observacion 1.4.3 Hemos visto en los ejemplos que estas formas no son iinicas.

estd dada por:

donde a,, b, € R.

Terminaremos esta seccién con un tltimo ejemplo.

Ejemplo 1.4.10 Queremos clasificar la singularidad de un campo cuya forma normal asociada es:

{ ¥ =x (A + 2N ) + 0 (1xN)

. (1.40)
v = XN, by+ 0 (IxN7)

con N >2,by #0.
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Solucién. Sea la variedad centro Wfo c

tangente al eje Y dada por

N N+1
x=g(y) = gzcmymwom ), (1.41)

si diferenciamos (1.41)con respecto a ¢ y sustituimos en (1.40) entonces:

N N ) N N-1 .
(22mcmyml> (Zébif) = <Z2cmym> <A+ ; al-y’) +0 (|x|N+1> , (1.42)

comparando coeficientes de 2, entonces obtenemos que Ac; = 0 ya que by # 0, la parte izquierda de (1.42) puede
empezar para m = 3.

Ahora comparamos coeficientes para y°, entonces obtenemos que Ac; = 0 ya que la parte izquierda de (1.42)
es de orden 4 y asi sucesivamente, concluyendo que c,, = 0,Vm € [0, N] ya que W[, _:= {x =0} .

Sobre Wf_ , (1.40) toma la forma

loc’

¥ =0 (ly‘N+2
v = b+ 0 (IyP)

En cualquier caso, la expansion (A > 0) o la contraccién (A < 0) hiperboélica nos indica que el punto es:

(1.43)

1. ligeramente atractivosib, < 0,A <0y
2. ligeramente repulsivosi by < 0,A <0,

por lo que el caracter topoldgico del flujo restringido a la variedad centro depende de b, i.e. del signo de by. m

1.4.3. Blowing up

Terminamos este capitulo comentando brevemente una técnica muy comun y que utilizaremos ampliamente
en el capitulo 3, se trata de la transformacién de coordenadas a polares. Sabemos que se nos puede presentar un
sistema, en coordenadas cartesianas, tal que los autovalores de la parte lineal del sistema sean o nulos o imagina-
rios, en este caso el teorema de Hartman es inoperante y por lo tanto deberemos recurrir a otras tacticas como ésta,
la tranformacién de coordenadas a polares (blowing-up). Veamos un ejemplo aclaratorio de semenjante tactica.

Ejemplo 1.4.11 Estudiar el sistema

I 22 )
(yosm

Solucién. Vemos que la tinica singularidad que presenta este sistema es S; = (0,0) y que la parte lineal del sistema
es:
_( 2(x—y) —2x (00
px= (200, ) = oxen= (g o)

y por lo tanto los autovalores de esta matriz son: ¢ (A) = (0,0). Vemos que no podemos clasificar este punto, por
lo tanto aplicaremos un cambio de variables, a polares, al sistema (1.44). Dicho cambio viene dado por la siguiente
transformacion:

x =rcosf
y =rsind

dx \ [ cosf —rsind dr N dr \ _ ( cosf sinf dx
dy )~ \ sin@ rcosf do )’ g ) — \ —sinf cosé dy
por lo que la ecuacién (1.44) se re-escribird como:

rr = xx' +yy
rZG/ — xy’ —yx’
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i.e. tenemos un sistema de la forma:
"= X:(r,0) . ¥ = k1R (7, 0)
0 =r1Xy(r,0) 0’ = r0(r,0)

este es el sistema qued ebemos estudiar en r = 0, pero !;. Observamos que el plano de fases se obtiene de la

siguiente forma
dr  rR(r,0)

o~ 0(r,0)
por lo que al final s6lo nos deberemos fijar en la ecuacién del tipo:

r" =rR(r,0)
{ 0 =0(r,0)

en esta ecuacioén si podemos utilizar Hartman.

De esta forma:
rr' = x (x2 —2xy) +y (y* — 2xy) .
0" = x (y* — 2xy) —y (¥ - 2xy)

aplicando ahora la transformacién a polares,
rr' =313 cos® @ — 3r° cos? Osinf + r¥sin 6 — 213 cos 0

{ 20" = 313 cos 0 — 3r% cos® 6 — 3r° cos? 0 sin 0

haciendo tremendas y esforzadas simplificaciones (si no fuera por los ordenadores...;?)

" = 1?(cos®§ — 2 cos? B sinf — 2 cos O sin’ O + sin® §) (1.45)
0" = 3rcosfsinf (sin® — cos0) '
y por lo tanto estudiamos este nuevo sistema que es topolégicamente equivalente a:
r_ 39 _ 204in0 — 2 2
" = r(cos’ 0 —2cos*0sinf — 2 cos fsin” 0 + sin” 6) (1.46)

{ 0" = 3cosfsinf (sin — cos 6)

al que si que podemos aplicar Hartman en r = 0.
Las singularidades cuando r = 0 son:

m 31 1w 5w
9_ <0/7T/2/2/4/2)

Calculamos la parte lineal del sistema (1.46) obteniendo:

=080 — 2cos?Osinf — 2 cosOsin® 0 + sin? 6 = 3cos® 6§ — 2 cos? Osin® — 2 cosf + 1 — cos® 0

orR(7,0)
0gR(r,0) =7 [—7(:052 0sin 6 + 4 cos 0 sin® 6 — 2 cos® 0 + 2sin 0 + 2 sin 0 cos 9]
0.0(r,0) =0
9,0(r,0) = —3sinfsinb [sinf — cos 0] + 3 (cos O cos O [sin @ — cos b)) ([sin 6 — cos O] + 6 [cos O + sin b))
De esta forma “vemos” que
1 0
DX(r=0,0=0) = ( 0 3 )

i.e. se trata de un punto de silla. Vemos en la imagen adjunta (fig. (1.11)) el espacio de fases del sistema en coorde-

nadas cartesianas.
u
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Figura 1.11: Espacio de fases del sistema (1.44) en coordenadas cartesianas (x, y).

1.4.4. Espacio de fases en el infinito

Hasta ahora hemos mostrado los espacios de fases en un entorno de los puntos singulares, pero no hemos
mostrado que es lo sudede fuera de estas regiones. En los ejemplos anteriores dichos espacios de fases tienen una
estructura sencilla y saber que pasa fuera de las regiones o entornos de los puntos criticos no supone una gran pér-
dida de informacién, pero en modelos mds complicados el conocimiento de dichas dreas puede ser importante. A
continuacion detallaremos un ejemplo en el que mostramos como a través del empleo de coordenadas proyectivas
podemos incluir los puntos del infinito en el espacio de fases, de esta forma tendremos toda la informacién sobre
nuestro sistema dindmico.

Ejemplo 1.4.12 Construir el espacio de fases incluyendo el flujo en el infito para el siguiente sistema

=y,
y = —4x —5y. (1.47)

Solucién. Vemos que se trata de un sistema lineal que posse una tinica singularidad So = (0,0), tal que
1 1
a—( 0 1L y_( 1 1 -4 0 -3 —3
-4 -5 -4 -1 0 -1 $ L)

1\’ T
V74 = _1/1 ’ V,] = (_1/1) ’

viendo asf que se trata de un foco estable. Precisamente estos dos autovectores definen dos rectas que pasan por el
origen,

con

iy =-—x rp 1y = —4x.

Sabemos, por lo resultdos expuestos anteriormente, que todas las trayectorias son tangentes a r1 en el origen y
paralelas a r; en el infinito.
Utilizaremos ahora la siguiente transformacién de coordenadas:

1
u= y, z=—,
X X
con inversa
1 u

X = - ]/:Z/
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de tal forma que el sistema (1.47) resulta:

xy —yx
u = 2y = —4—5u—u?
X
/ x'
z _*;_7742,

encontrando que los puntos de equilibrio de este nuevo sistema son;

Sl - (_110)r 52 - (_410)/
g 52w 0
-z —u
-3 0 30
(1) =5 5)
deduciendo asi que el punto S; = (—1,0) es un punto de silla mientras que el punto S; = (—4,0) es un nodo

inestable. En la figura adjunta detallamos el espacio de fases del sistema (1.47) en coordenadas (u,z) (ver Fig.
(1.12))

linealizamos y vemos

tal que

A(S1)

oy
oy g

G IR '\'\'\\f/‘//' i o o _v_v

Figura 1.12: Espacio de fases del sistemas (1.47) en coordenadas (1, z).

Para examinar el espacio de fases en el infinito en la direccién +y tendremos que llevar a cabo una una trans-

formacién de coordenadas
V=, z:l, = x:E, y=-,
y Yy z z

obteniendo dos nuevos puntos singulares.

Si ordenamos toda esta informacion en el plano (x*, y*) entonces obtenemos el siguiente grafico (ver Fig. (1.13))

donde la singularidad del origen Sy esta representada en color azul, mientras que las singularidades obtenidas
con las transformaciones proyectivas S; = (—1,0) := Ej, S; = (—4,0) := Q3, corresponden a las intersecciones
en el infinito de las recta r y r; con la circunferencia. De forma similar, mediante la transformacién (v, z) hemos
obtenido los puntos E; y Q7. m

A continuacién formalizaremos este procedimiento. Consieremos el sistema auténomo

X =P(xy), v =Q(xy), (1.48)
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Figura 1.13: Espacio de fases en el infinito del sistemas (1.47).

que reescribimos mediante una transformacién de coordenadas a polares de la siguiente manera;
=" a1 (0) + 7" fuo1 (6) + .+ 1 (6),
0 =" g1 (8) +7"2g 1 (6) + ... + 1711 (0), (1.49)
donde f,, y gm son polinomios de grado m en (cos 6, sin @) . Nediante una nueva transformacién
p=r-, o =-rr°,
el sistema (1.49) se escribe ahora como:
o' = —pfus1 (6)+0 (p?),
0’ = 8041 (0)+ O (p).

1.4.6 Los puntos criticos en el infinito se encuentran resolviendo las ecuaciones: ' = 6’ = 0 con p = 0, lo que
resulta equivalente a resolver

n+1 (0) = cos0Q, (cosf,sinf) — sinOP, (cos b, sinb),
siendo P, y Qy, polinomios homogéneos de grado n.

Para determinar el flujo cerca de los puntos criticos en el infinito, uno debe proyectar la semiesfera X > 0, en
el plano X = 1, con ejes y, z o proyectar la semiesfera Y > 0, en el plano Y = 1 con ejes x, z.

- 1.4.7 El flujo definido sobre el plano yz (X = %1) excepto los puntos (0,+1,0) es quivalente al flujo definido

pOT’
ly ly
!/ n - J Y)Y _ . n - J
j:]/ —]/Z P<Z’Z) Z Q<Z/Z)/

+7/ = "*1p <1, y) ,

zZ Z

donde la direccién del flujo estd determinado por g,,+1 (0) .
De forma similar, el flujo definido sobre el plano xz (Y = £1) excepto los puntos (£1,0,0) es quivalente al flujo definido

por
+x' = xz"Q (x,1> —z"P <x, 1) p
2"z 2"z

+7/ = Z"F1Q (1 y) ,

7
z Z
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donde la direccion del flujo estd determinado por g,11 (6) .

Veamos algunos ejemplillos para ver como funciona toda esta artillerfa.

Ejemplo 1.4.13 Construir el espacio de fases incluyendo el flujo en el infito para el siguiente sistema
/

X = —x+2y,
y = 2x+2y. (1.50)

Solucién. Vemos que como en el ejemplo anterios el sistema es lineal, por lo que de forma inmediata obtenemos
2
a1 2)\_ 1 1 -2 0 -5
2 2 -1 2 0 3 '

vs=(1,2)7", vao=(2-17,

viendo asi que se trata de un punto de silla, V_, define la subvariedad estable, mientras que V3 la subvariedad
inestable. Precisamente estos dos autovectores definen dos rectas que pasan por el origen,

[GIE6 TN
[6;1]\8)

con

riy =2x, rpiy = —x/2.
Los puntos criticos en el infinito satisfacen la ecuacion g» (8) = 0, donde (' = P,y = Q)
22 (0) = cos0Q;, (cosb,sin@) — sinOP, (cosf,sinf),
por lo tanto
2 (6) =2cos0 (cosf +sinf) —sinf (— cosf + 2sin B)
=2c0s?0 + 3cosfsinf — 2sin? 6,

por lo que las raices son:

01 =tan"' (2) rad, 6, =tan ! (2) + mwrad, 63 =tan"! (—;) rad, 64 =tan"! (—;) + rad,

podemos comprobar que estos puntos corresponde a las intersecciones de las rectas 11 y #, con la circunferencia
unidad.
El flujo esta definido por

1 2 1
:f:y’:yz(—z—i-zy> _ZZ(Z+]Z/)/

1 2
+7' =72 (——i—y),
z oz

simplificamos y encontramos que el flujo esta descrito por el sistema
y' =2y +3y+2,
Z=z02-y),

que tiene dos singularidades

A=(20), B= <_21o> .

Linealizamos para ver el caracter de las mismas:

_( —4y+3 0 (-5 0 (-1 0
() (0 B) ()
de esta forma llegamos a la conclusién de que el punto A es un nodo estable mientras que el punto B es un punto
desilla. m
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Capitulo 2

Estabilidad y sistemas conservativos
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2.1. Estabilidad y funciones de Lyapunov.

Para hacer posible la descripcién matemaética de un fenémeno real, inevitablemente hay que simplificarlo,
idealizarlo, haciendo resaltar y tomando en cuenta sélo los factores mds sustanciales que actuan sobre éste y
despreciando los menos considerables. Entonces surgen los problemas sobre si fueron adecuadas las variables
tomadas o no. Es posible que los factores no considerados influyan fuertemente sobre el fenémeno estudiado y
cambien sus caracteristicas cuantitativas y cualitativas. En muchos problemasse puede sefialar las condiciones bajo
las cuales ciertas simplificaciones no son posibles.

Si cierto fenémeno se describe por medio del sistema de ecuaciones diferenciales

dy;
d—; =¢: (L, Y1, Yn), (2.1)
yi(to) = vio,

las cuales por lo general son tomadas del experimento (de ciertas mediciones) y por lo tanto con un cierto error,
entonces surge el problema sobre la influiencia de pequefias variaciones de las condiciones iniciales (c.i.) sobre la
solucién buscada.

Si variaciones arbitrariamente pequefias de las c.i. pueden cambiar mucho la solucién, entonces, la solucién
determinada por las c.i. inexactas que hemos elegido no pueden describir ni siquiera de forma aproximada el
problema planteado (estabilidad estructural)!. Por consiguiente surge el problema de gran importancia practica,
el de hallar las condiciones bajo las cuales una variacién arbitrariamente pequefia de los valores iniciales ocasiona
una variacién arbitrariamente pequefia de la solucién. Si el pardmetro t varia en el intervalo finito tg < t < T,
entonces la solucién aeste problema la da el teorema sobre dependencia continua de la solucién con respecto a las
condiciones iniciales.

Observacion 2.1.1 Recordaremos el enunciado de dicho teorema:

Si el segundo miembro de la ecuacion diferencial % = f(x,y,u) es continua en y para py < p < p, y satisface las
condiciones del teorema de existencia y unicidad y la constante de Lipschitz N no depende de y, entonces la solucion y (x, i)
de la ecuacion considerada que satisface la condicion y(ty) = yo depende de forma continua de .

Si en cambio el pardmetro f puede tomar valores arbitrariamente grandes, de este caso se ocupa la teoria de la
estabilidad.

Este concepto serd ampliamente estudiado en el préximo capitulo.

35
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Definicion 2.1.1 La solucién ¢,(t) del sistema (2.1) se llama estable (en el sentido Lyapunov) si Ve > 0,3 & (¢) > 0, tal
que Yy;(t) solucién del sistema cuyos valores iniciales satisfacen

vi(to) — @i(to)| <0(e) = VEt=to  |yi(t) —¢;(t)| <
i.e. para condiciones iniciales proximas, entonces soluciones proximas.

Observacién 2.1.2 Si el sistema satiface las condiciones del teorema de dependencia continua, entonces en ladefinicion de
estabiliad , en lugar de t > to se puede escribir t > T > ty, debido a que en virtud de este teorema, las soluciones permanecen
cercanas en el segmento ty < t < T para c.i. suficientemente proximas.

Si paraun J > 0 arbitrariamente pequefio por lo menos para una solucién y;(t) la desigualdad |y;(t) — ¢;(t)| <
€ no se verifica entoncesla solucién se llama inestable.
Si la solucién ¢;(t) no sélo es estable sino que ademadsverifica la siguiente condicién

Lim [y;(t) — ¢;(t)] = 0 st |yi(to) — ¢;(to)| < 61 >0,

entonces decimos que ¢;(t) es asintéticamente estable.

Figura 2.1: (a) Solucién estable. (b) Solucién asintéticamente estable. (c) Solucién inestable.

Veremos a continuacién una serie de resultados que nos garantizaran la existencia de soluciones estables.

2.1.1 (Lyapunov). Si existe una funcién derivable V(x1, ..., X ), llamada funcién deLyapunov que satisface en
un entorno de la solucion singular x* las siguientes condiciones:

1. V(x1,...,xn) > 0en un entorno del punto x*, ie. dicha funcién tiene un minimo estricto en dicho punto.

2. Si
av Vv
E = ngl‘(t,xl,...,xn) S 0 WVt Z tQ,
1

entonces, x*, la solucién es estable.

3. Siademds 3
v |%
T ng,-(t,xl,...,xn) <0 Vt>t,
1

entonces, x*, la solucion es asintéticamente estable.

En realidad Lyapunov demostr6 este teorema bajo unas condiciones mas generales, en prticular consideré que
la funcién V podia depender del pardmetro ¢, tiempo.

2.1.2 Sea x* un punto de equilibrio tal que la matriz A de la parte lineal del sistema i.e. A = % (x*) tiene todos
sus autovalores con la parte real negativa, entonces x* es asintéticamente estable.
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Ejemplo 2.1.1 Dado el sistema
x' = —y?
{ Y =2 (2.2)
determinar la estabilidad del origen.

Solucién. Vemos que

A= < 2, _gyz ) e A(Sy) = < - ) — o (A) = {0,0},

por lo tanto deberiamos probar algunas de las tdcticas desarrolladas anteriormente (teorema de la variedad cen-
tro o formas normales), pero en este caso aplicaremos las funciones de Lyapunov para estudiar el caracter de la
singularidad S;.

El truco del almendruco esté en probar con una funcién definida positiva del tipo

V(x,y) = x* 4 y4,
y comprobamos que:

por lo tanto la singularidad es estable pero no asintéticamente estable. m

- 2.1.3 (Chetaev) Sea x* una solucién singular del sistema (2.1). Sea U € Ent(x*) y Uy = U\ {x*}. supon-
gamos que existe un abierto W tal que x* € W y una funcion continua V : U — R, tal que V € C(Up) y que ademds
satisface:

1. V(x) >0,Vx elUpNWV;

2. V(x) >0,Vx elUpNW;

3. V(x) =0,Vx € Uy NoW;
Entonces x* una solucion inestable.

- 2.1.4 Sea x* un punto de equilibrio tal que la matriz A de la parte lineal del sistema i.e. A = % (x*) tiene al
menos un autovalor con la parte real positiva, entonces x* es inestable.

Ejemplo 2.1.2 Dado el sistema

Yy =—2x+3z—y(x+2)?* (2.3)
2 =2x—y—z

{ X =y—3z—x(y—22)°
calcular la funcion de Lyapunov efc...
Solucién. Probamos con una funcién del tipo:

V(x,y,z) = ax® + by2 +cZ2,

con:
DV = 2ax (y—3z—x(y—22)2) + 2by (—2x+3z—y(x—|—z)2) +2cz(2x—y—2z)=0,

por lo tanto:
2ax (y — 3z) +2by (—2x +3z) + 2cz (2x —y) <0,

reagrupando términos:
(2a — 4b) xy + (4c —ba)z + (bb —2c) zy <0,
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(20 —4b) =0=0a=2,
(4c—ba) =0=10b=1,
(bb—2c) =0=c= %,
encontando de esta forma que
1
V(x,y,z) =2x* +1y* + EZZ'

vemos que V es una funcién definida positiva y que DV es semidefinida negativa. m

En general el método de las funciones de Lyapunov tiene el pequefio inconveniente de tener que construirse
una funcién particular para cada ecuacion bajo estudio (cosa que a lo mejor no resulta demasiado facil).

Ejemplo 2.1.3 Estudiar mediante el método de Lyapunov la estabilidad del origen para el sistema:

x'=2y(z—1)
y=-x(z-1) . (2.4)
Z/ —_ —Z3

Solucién. Vemos que la singularidad del sistema es S; = (0,0,0) y que si linealizamos entonces encontramos la
siguiente matriz cuyos autovalores para la singularidad son:

0 2z—-2 2y 0 -2 0
DX=| —(z—-1) 0 -x |, DX(S)=|1 0 0 :»U(A):(o,iﬁ,_iﬁ),
0 0 —322 0 0 0

por lo que el famoso teorema sobre linealizacién no dice gran cosa.
Buscamos una funcién por lo tanto del tipo:

L(x,y,z) = ax* + by? + cz%,
donde las constantes a, b, c € RT. Sabemos que esta funcién debe verificar:

L'=d,L- %<0,
L' =2 (axx" + byy' + czz') <0,

ie.

%L’ =ax(2y(z—1))+by(—x(z—1)) +cz (—23) <0,

y esto lo conseguiremos haciendo que: ¢ = 1,2a = b. Por lo tanto la funcién de Lyapunov que buscamos es de la
forma:

L =x>+2y* + 22,
por lo que podemos concluir que el origen es una singularidad asintéticamente estable ya que L es claramente
estricta. m

Ejemplo 2.1.4 Investigar la estabilidad del origen para el sistema

x'=y
{ y=—x—y(1-x%) " 29

usando la funcioén de Lyapunov: V(x,y) = x> + y2.
Solucién. Vemos que

A= ( —1£2xy —(11—x2) >:>A(51): ( —01 —11 )
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los autovalores del sistema son: L1 L1
U(/\) = {—2 + El\/gl_i — 21\/5} ’

de estaforma vemos que la parte real de los autovalores es negativa y que por lo tanto el sistema debe ser asint6ti-
camente estable, pero nos gustaria probarlo con la funcién de Lyapunov dada, para ello operamos de la siguiente

forma:
dV._dVdx oVdy

E—ga—i-@a:2x(y)+2y(—x—y(l—x2)> :2y2(x2—1>,

encontrando que ’fi—‘{ <0 <= |x| <1, por lo tanto si una trayectoria empieza dentro del circulo de radio 1 centra-
do en el origen entonces se aproximara al origen asintéticamente, concluyendo que el origen es asint6ticamente
estable. m

Ejemplo 2.1.5 Investigar la estabilidad del origen para el sistema

x' = —8x — xy? — 3y?
{ Y =2x(x+y?) 20

mediante el método de Lyapunov.

Solucién. Vemos que
_ —8 —y? —x — 6y (-8 0
A(2(2x+y2) 2x(x+2y)>:>A(51)< 0 0)’
-8 0 10 -8 0 10
A(Sl)_( 0 0)‘(0 1)( 0 0)(0 1)'

pero por Hartman no podemos saber nada.
Consideramos la funcién de Lyapunov: V(x,y) = 2x% 4 3y? y comprobamos que

viendo que

dv. oVdx dVdy 2 5 3
_— = — —_— = —4 —_— -

T o dt+ 3y dt x<8x+xy 3xy + 3y 3]/),

encontrando que "fi—‘t/ < 0 < |x| < 1, por lo tanto si una trayectoria empieza dentro del elipsoide centrado

en el origen 2x? + 3y?> < 12, entonces se aproximaré al origen asintéticamente, concluyendo que el origen es
asintéticamente estable. m

Estudiaremos a continuacion otros criterios de estabilidad.

2.1.1. Otros criterios de estabilidad.

Si la ecuacion caracteristica tiene un grado muy elevado, entonces su resolucién es muy complicada, por ello
son de gran importancia los métodos que permiten conocer si las raices tendran o no parte real negativa sin llegar
a resolver la ecuacion.

2.1.5 (Rauss-Hurwitz). La condicién necesaria y suficiente para que las partes reales de todas las raices del
polinomio
2P a" V4 a, 1z +a,

con coeficientes reales sean negativas es que todos los menores diagonales principales de la matriz de Hurwitz sean positivas.
La matriz de Hurwitz es
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y por lo tanto los menores son:

a 1 a 1 0
A =a1>0, Ay = 1 >0, A3=1|as apy a; | >0 etc.
az dap
as d4 4az

Ejemplo 2.1.6 Examinar la estabilidad de la solucion trivial de la ecuacion diferencial:
v +yV +7y" + 4y" +10y + 3y = 0. 2.7)

Solucién. Vemos que, aplicando al pie de la letra el teorema anterior tenemos:

1 10 0 0
4 7 1 1 0
310 4 7 1|,
0 0 3 10 4
00 0 0 3

siendo por lo tanto los menores:
AM=1>0, Ay=3>0, A3=5>0, A;=8>0 A5=24>0,

por lo tanto la solucién trivial es asintéticamente estable. m

Ejemplo 2.1.7 Examinar la estabilidad del sistema en funcion de los distintos valores de la constante w.

X' =z
/

y = —3x . (2.8)
Z=ax+2y—z

Solucion. La matriz del sistema es:

00 1
-3 0 0 |=PX)=Xx3+X>—aX+6,
x 2 -1
aplicando el teorema vemos que:
1 10
H=|6 —a 1|,
0 06

siendo por lo tanto los menores:
A =1>0, Ap=—-a—-6>0, Az=—6a—36>0,

por lo tanto la solucion trivial es asintéticamente estable sii & < —6.
Observar que, a pesar de que el sistema es lineal, es bastante pesado calcular los autovalores del sistema. m

- 2.1.6 (Lienard-Chipard) Para que el polinomio
p(A) = agA" + oA 4 +ay A+ ay,, (2.9)
tenga todas las raices con las partes reales negativas es necesario y suficiente que:

1. todos los coeficientes del polinomio p(A) sean positivos i.e. a; > 0;Vi.

2. se verifiquen las desigualdades determinantes:

A,_1>0, A, 3>0, etc...
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Ejemplo 2.1.8 Examinar la estabilidad de la solucion trivial de la ecuacién diferencial:
v +yV +7y" + 4y" + 10y + 3y = 0. (2.10)

Solucién. Vemos que, aplicando al pie de la letra el teorema anterior tenemos que todos los 2; > 0

1 10 0 0
4 7 1 1 0
310 4 7 1|,
0 0 3 10 4
00 0 0 3

siendo por lo tanto los menores:
A=8>0 A, =3>0,

por lo tanto, al verificarse las dos condiciones del teorema, la solucién trivial es asintéticamente estable. m

Existem mads criterios, como el de Mijailov, quizds mds geométrico pero pasaremos a estudiar una clase de
sistemas muy importantes, los Hamiltonianos y los sistemas gradientes.

2.2. Sistemas gradientes.
Un sistema gradiente en un conjunto U C R” es un ssitema dindmico de la forma:
x' = —gradV(x), (2.11)

donde la funcién
V:U—R, Vecl? (2.12)

y donde
gradV(x): U —R",  gradV(x) = (35, V)i,

Recordaremos algunas de las cuestiones basicas relacionadas con la aplicacién gradV (x). Empezamos recor-
dando el significado geométrico asociado a dicho operador i.e.

DV (x)y = (gradV(x),y),
donde (-, -) es el producto interior de R". En coordenadas tenemos:
n
DV(x)y =) 05V (x) -yi.
i=1

Sea V' : U — RR", la derivada de V a lo largo de las trayectorias (curvas integrales) del campo (2.11) i.e.

V/(x) — %V(X(t))hzo’

entonces tenemos el siguiente teorema:

- 2.2.1 V'(x) <0Vx € Uy V'(x) = 0sii x es una singularidad de (2.11).

Geométricamente tenemos la siguiente situacién. Consideramos las superficies de nivel de la funciéon V : U —
R, que son los conjuntos V~1(c); ¢ € R.Siu € V71(c) es un punto regular i.e. gradV (u) # 0, entonces V~1(c)
es una hipersuperficie. El plano tangente a esta gréfica es exdctamente el ntcleo de DV (u). Pero este ker es el
subespacio (n — 1) dimensional formado por los vectores perpendiculares a gradV (u) (trasladados paralelamente
a u), asf pues tenemos el siguiente resultado.

- 2.2.2 En los puntos regulares, el campo vectorial —gradV (x) es perpendicualr a las superficies de nivel de V.



42

Por lo tanto, recapitulando; Sea x’ =
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—gradV un sistema gradiente. En los puntos regulares las trayectorias

cruzan las superficies de nivel ortogonalmente. Los puntos no regulares, son puntos de equilibrio del sistema y los
minimos aislados de V son asintéticamente estables.
Veamos el siguiente ejemplo para aclarar todo esto un poco mas.

Ejemplo 2.2.1 Estudiar el sistema gradiente tal que

Vix,y) = x*(x —1)% + 1

Solucién. Como la funcién potencial viene dada por (2.13) entonces el sistema asociado sera:

x' = -9,V
y/ == 7ayv

=1

/

x =

y' =2

por lo que empezamos estudiando sus singularidades, i.e.

S1 = (0,0),

A continuacién estudiamos su parte lineal, i.e.

px = (

axxv axyv

S2= (35

1
2/

0),

2x(x —1)(2x — 1)

S5 = (1,0).

< —2 (6x% —6x+1)

0

vemos que al ser V € C2?, entonces dxyV = 9y V (teorema de Euler).

Vemos que

DX($1) =

-2 0
0 -2

),DX(SZ) _ ( :

0
-2

7

0
I, I

)ooxs) = (55

).

(2.13)

(2.14)

por lo que las singularidades S; y S3 son asintéticamente estables mientras que Sy es un punto de silla, como queda
reflejado en el siguiente gréfico:
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Figura 2.2: Espacio de fases del sistema (2.14) y curvas de nivel del potencial V (x).
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De este ejemplo podemos deducir ademds que:

- 2.2.3 En un punto de equilibrio de un sistema gradiente los autovalores son reales.
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Esto es inmediato de ver ya que com ohemos indicado en el ejemplo al ser V &€ C2?, entonces OxyV = 9y V
entonces la matriz de DX es simétrica (resultados elementales del dlgebra lineal). Por esta razén un sistema gra-
diente “no” puede tener puntos de equilibrio que sean espirales o centros. De hecho, tampoco puede tener nodos
impropios ya que toda matriz simétrica es diagonalizable.

Ejemplo 2.2.2 Consideramos una masa constante m que se mueve bajo la influencia de un campo de fuerzas conservativo
F = —gradV (x), donde la funcién potencial estd definida por: V(x) : U — R, con U C R3. Vamos a estudiar el sistema
dindmico asociado.

Solucién. El correspondiente sistema dindmico es:

n_ X' =0
mx" = —gradV(x) = { Y = —%gmdv

para no enfarragar las cuentecillas supondremos que m = 1y por lo tanto la eliminaremos de nuestra ecuacién.
Sea (x*,v*) € U x R3 el punto de equilibrio del sistema, entonces v* = 0y gradV (x) = 0. Para investigar la
estabilidad de (x*,0) tratamos de usar la energia total i.e.

1
E(x,v) = Emvz + ¢(x),
para construir una funcién de Lyapunov. Puesto que la funcién de Lyapunov ha de anularse en (x*,0), sustraemos
de E(x,v) la energia del estado (x*,0) que es V(x) y definimos la funcién F : U x R® — R por:

F(x,v) = E(x,v) — E (x*,0) = %mvz +V(x)—V(x").
Por la conservacién de la energia F/ = 0. Como 1mv? > 0, entonces supongamos que V(x) > V(x*) con un
x € Ent(x*), para conseguir que F sea funcién de Lyapunov. En consecuencia, hemos demostrado el conocido
teorema de Lagrange:
Un punto de equilibrio (x*,0) de un campo de fuerzas conservativo es estable si la energia potencial tiene un minimo local
estricto en x*.
Con este ejemplo en mente ya podemos introducir los sistemas Hamiltonianos. m

2.3. Sistemas Hamiltonianos.

Definicién 2.3.1 Un sistema de ecuaciones diferenciales en R? se diceHamiltoniano (con un grado de libertad) si puede
expresarse de la forma

dx _OH dy  oH

dt 9y’ dt  ox’

0 en notacioén cldsica
. o0H . oH

qi_TPiI pi__T%/

donde q; son las coordenadas de posicion y p; son las coordenadas momento. La funcion H € C? (R), se denomina Hamiltoniano..
El sistema se dice conservativo si no se disipa (si no hay disipacién). El Hamiltoniano H se define como la suma
H=T+V,

de las energias cinética y potencial.

Ejemplo 2.3.1 para una particula de masa m donde q = x y por lo tanto p = mx, el Hamiltoniano se define como

2

_r
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de tal forma que:

._._OoH p ._ . oH B
x—‘i—g—mr mi=p= 'l V(q) = F(x),
tal que F(x) = —q(x) es la fuerza. (sistema conservativo).

- 2.3.1 (Conservacion de la energia y volumen).El flujo definido por un sistema Hamiltoniano preserva el
volumen. Mds aun, las curvas solucion (i.e. las trayectorias u érbitas) yacen sobre las superficies de nivel H(q, p) = C.

Demostracién. Sabemos que un campo preserva el volumen sii su divergencia es nula, por lo tanto

R PR . o » B oH
de_;aTci_Z +Z <—aql>

5 0qidp;i S opi
la segunda afirmacién se sigue de:

d 2n 9H " 9H " 9H
ZHx) =Y —x =Y Z—a.+Y —p =
dt[ ( ())] = axi 1 lzzlaqqu lzzlaplpl

" 9HOH aH< 8H>

= 9qidpi = dpi \ 9q;

tal y como queriamos hacer ver. m

Definicién 2.3.2 Un punto critico del sistema % = f(x) para el que la matriz jacobiana no tiene autovalores nulos se
denomina no degenerado, en caso contrario se denomina punto critico degenerado.

- 2.3.2 Todo punto critico no degenerado de un sistema Hamiltoniano es o un punto de silla o un centro.

Este teorema refleja un hecho mds general, que los sistemas Hamiltonianos preservan el volumen del flujo
(teorema de Lioville, anteriormente demostrado).

Estudiaremos con un pelin més de cuidado los sistemas bidimensionales.

Cerca del punto critico (&, 7) desarrollamos en series de Taylor tal que

2V(x,y) = arr(x — &)* +2a10(x — &) (y — 1) + a2 (y — 1)* + .ecs
donde
0%V a4 0%V
an = 92’ app = m, ax = ﬁ’

d(x—é):(ﬂu ﬂ12)<x—§)+
il y—r 1y am gy ) T ,

los autovalores de la matriz a;; son las raices de la ecuacion:

entonces:

a a
A2 = a%z —aj1ay = —det B 2,
a2 a2

- 2.3.3 Un punto critico no degenerado de un sistema Hamiltoniano plano es un extremo (mdximo o minimo) de
H cuando ay1ay > ’1%2 y un punto de silla cuando H tiene un punto de silla i.e. a11a2 < ”%2-

Si aj1ayp = a%z, el comportamiento de las trayectorias es indeterminado, deberemos observarque al ser la su-
perficie z = H(x,y) horizontal en el punto critico, det(a;;) es precisamente la curvatura Gaussiana.
Un caso particular de sistemas conservativos no lineales lo forman las ecuaciones de la forma

5c'+f(x)—0—>{ ;:y_f(x) :
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donde ) )
H(x,y) = % + /f(x)dx = yj + V(x),

donde V(x) representa la energia potencial.

Cualquier punto fijo del sistema debe yacer en el eje OX y corresponde a un punto critico de V(x), por lo tanto
la funcién V : R — R, determina la forma local del campo y por lo tanto del flujo cerca del punto critico. Ademads
de H(x,y) = C podemos obtener informacién sobre la estructura global de las curvas solucién ya que

y==x,/2(C-V(x)),
funcién simétrica con respecto al eje OX.

Una consecuencia de esto es que si hay dos puntos de silla con igual energia, correspondientes a dos méximos
de V(x), entonces estos dos puntos de silla deben estar conectados por 6rbitas heteroclinicas.
Veamos a continuacién algunos ejemplos que nos ayudaran a entender todo esto.

Ejemplo 2.3.2 Estudiar el sistema:

x—x—x2—0—>{;iz+x2 : (2.15)
Solucién. Vemos que las singularidades son:

S1=(0,00 'y Sy=(-1,0),

0 1
DX_(l—i—Zx 0)

seguimos el procedimiento estandard i.e.

entonces
DX (81) = ? (1) ) —oc(A)={1,-1}, vi=(-1,1)", vi=@11T"
DX (Sy) = _(1) (1) ) — oA ={i,—i}, Vi=G1", Vo= (-i1)"

vemos que S por Hartman es un punto de silla mientras que para S, no podemos decir nada (mediante Hartman)
pero al ser el sistema Hamiltoniano, sabemos por uno de los teoremas anteriormente expuestos que se trata de un
centro.

Calculamos el Hamiltoniano, siendo éste:

H(x,]/)zy;—/(x+x2>dx:y—x—x

pasamos a calcular los méximosyminimos de esta funcién
VH = (—x—xZ,y> =0« (x=0y=0) y (x=-1,x=0),

su Hessiano es:

-1 0
~1-2x 0 (x=0y=0) 1
Hess := _
0 1 P
T 01
por lo tanto (x = 0,x = 0) := S; es un punto de silla (como ya sabiamos) mientras que S, = (x = —1,x = 0) esun

minimo para H y por lo tanto es un punto estable.
La moraleja estd, en que hemos utilizado el Hamiltoniano H como funcién de Lyapunov.

Podemos calcular la separatriz
y==x,/2(C-V(x)),

para ello calculamos el valor del Hamiltoniano en dicho punto i.e.
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AT T ———b——b b
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Figura 2.3: Espacios de fases del sistema ¥ — x — x> = 0 (eq. 2.15)

entonces:

1 x2 i3
—t 2+,
Y \/(3+2+3>

Vemos que en este caso existe una 6rbita homoclinica, la érbita (lazo) que pasa por la singularidad (0,0) ya
que conecta este punto consigo mismo. También es una separatriz. m

Ejemplo 2.3.3 Estudiar el sistema Hamiltoniano

=y
{ Y = gt (2.16)

Solucién. Vemos que las singularidades del campo son {(0,0),(1,0),(—1,0)}, linealizamos el campo

0 1
DX = < —2x+4x3 0 )’

y porlo tanto:
01
DX(0,0) = ( 00 ) = 0o (A) ={0,0},

DX(-1,0) = ( _02 (1) ) — o (1) = {iv2,-iv2},

DX(1,0) = ( 01 > — (1) = {v2,-v2},

2 0

vemos que el tnico punto que podemos clasificar por Hartman es la singularidad S3 = (1,0) que se trata de un
punto de silla. Para claificar las otras dos singularidades reurriremos al Hamiltoniano.
La funcion de Liapunov es en este caso el propio Hamiltoniano del sistema

1 x 1 ¥ X
Hie = L (o stao= e 2
(x,y) zy—l—os sds =y + 3 -3

comprobamos que las singularidades del campo se corresponden con los puntos criticos del Hamiltoniano

aH =3,H = 0 & {(0,0),(1,0),(-1,0)},
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formamos ahora la matriz Hessiana de H

[ 2x—4x% 0
H= (05
(0 0) (2 o) (—2 0>
0 1 /0 0 1/ 4y 0 1 /4y

vemos que el punto estable (—1,0) se corresponde con un minimo para el Hamiltoniano, porlo tanto a un punto
estable, mientras que el punto (—1,0), como ya sabiamos, se trata de un punto de silla. Sin embargo seguimos sin
poder decir nada sobre el punto (0,0), que por el teorema 2,3,2, sabemos que se trata de un centro ;?, pero nada
sobre si es estable o no, ver figura adjunta (2.4).

2 7 f
ARA

A rt

f 28
ot 1
f ot

t t 1

| E
Yot 11
t Tt

i 1

1 1

4 bR t 1
1 A
AR W

24 YRR \ !
-2 1 0 1 2

Figura 2.4: Espacios de fases de la ecuacién (2.16)

La ecuacion de la separatriz es:

2 2 x3  xd
H 1 = — = :t 2 RN — — .
(L0) =35 =y \/ <15 3+5)
Comprobamos ahora que curvatura (Gauss) tiene el Hamiltoniano en dicho punto. Para ello consideramos la
siguiente parametrizacién del Hamiltoniano

X=1u
=0 :>{8u_(1,0,—u4+u2) ,
O P % = (01,2)
por lo que
L 1—|—(—u4+u2)2 v(—u4+u2)2 _( E F
8ij = o(—u* 4+ u?)? 1+ v2 =\ Fr G )’
siendo

s 9y A Oy (u* —u?,—v,1)
n = = ,
[0uNdo | /((ut —u2)2+ 02 +1)

de esta forma

e
a%m = (0, 0, —4y3 + 2u) a”“ n (A —u2)2+02+1)
a%u == (O/O/O) = a%v . ? = 0 7
92, = (0,0,1) R, 7 = 1

(w4 —u2)2+0v2+1)
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(53 ED)-G 1)
auv'n avv'n f 8

_ eg—f?
K= EG—F2’

donde

llegando asi a

si simplificamos y sustituimos en los tres puntos obtenemos los siguientes valores para K
2 en (-1,0)
K=< 0 en (0,0)
-2 en (1,0)

Vemos que la curvatura de Gauss es positiva en el punto estable y negativa en el punto inestable. Vamos a calcular
ahora el operador de forma o tensor Shape.

1 fF—eG eF—fE

utilizando los resultados anteriores, en este caso el tensor Shape queda reducido a:

5 1 —eG 0
a detgij 0 —gE !

en donde det g;; = 1 enls puntos (£1,0) y (0,0) . De esta forma obtenemos que:

( _02 _01 ) en (—1,0)

S = 0 701 en (0,0) ,
0

-1

oSN O

en (1,0)

observamos que el punto (—1,0) las curvaturas principales tienen signo negativo y corresponden a un punto
estable. m

Ejemplo 2.3.4 Estudiar el sistema:

X =y+x?—y?
{ vl (2.17)

Solucién. En primer lugar calculamos las singularidades del sistema, siendo éstas:

51=(0,0), S =(0,1), 53—(?,—;>, S4—<—\f,—;>.

B 2 1-2y
DX_(lZy —2x >’

Linealizamos,

y pasamos a sustutuir cada punto,

Dx(.0) = (%) § )= o) =) / V= {00}, Vo = (1,0},

DX(0,1) = ( _03 Bl ) — o) ={2v3} /v ={(1L-v3)} v 5={(1V3)},
DX(\f,—%) - ( ‘? _(\)ﬁ ) — o () = {£V3} / V5= {(LO},V_ 5= {(01)},
DX(_T3,—%) _ ( ‘(\)@ \0@ ) — o () = {+V3} / V5= {10}V ;5= {OD)},
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por lo tanto sélo necesitamos estudiar el punto (0,0) que como sabemos por uno de los teoremas expuestos se
trata de un centro. El resto de las singularidades son puntos de silla.
El hamiltoniano lo calcularemos de la siguiente manera, como:

. 9H . oH

T YT
entonces integrando
oH 2_ .2 Vo2 Y
_—= — H = — _ —
p) y+x -y, = ) + x“y 3
JoH x2 2
= _—x-2 H=_"
Y X —2xy,— 5 + x7y,
por lo tanto
2 TS

H(x,y) = 7+x2y+?—?,

lo tnico quenos queda es estudiar si el punto (0, 0) es un extremo para el Hamiltoniano y de que tipo.
Vemos que

VH = (x+2xy,y+x2 —yz),

_( 1+2y 2x 10
et = (50 5 ), = (00

de esta forma podemos decir que se trata de un minimo y que por lo tanto es una singularidad estable como
podemos comprobar en la figura adjunta.

mientras que

S~

2 A4 Y
7 é R \
117 ¥ VoV oY NN
7 ¢ R Y
s Y YV N NN
9 A \ YN N NN
” X\ NIRRT
{ N N\ % N
P NN N N e
()_/V \q N N a
y —4 AN N e Sa e
~a t A
,1_\ ‘:. =
Xt/
X 7
X 8t
A\ R
2

Figura 2.5: Espacio de fases de la ecuacién (2.17)

En este caso vemos que existen érbitas heteroclinicas, las que conectan los puntos de silla i.e. distintos punto
criticos. m

Veamos un dltimo.
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Ejemplo 2.3.5 Estudiar el siguiente sistema;

X' =y (13 — x* —?)
{ y’:lZ—x(lS—xz—yz) ¢ (2.18)

indicando que se trata de un ssitema Hamiltoniano y clasificando sus singularidades.
Solucién. En primer lugar debemos comprobar que el sistema (2.18) verivica la relacién:
div(X) = 0,y X +9yY =0,
iLe.
X +3,Y =dx (y (13-x2—1?)) +9, (12— x (13-x2—3?) ) =0
= (—2xy)+ (2xy) =0,

por lo tanto se trata de un sistema Hamiltoniano. Pasaremos a calcular el Hamiltoniano del sistema:
9. H = — (12—x(13—x2—y2)>,
JdyH = (y (13— x2 —y2)> ,

integrando obtenemos que:

/Bdex S / (12— x (13— x2—y?) ) dx = —12v— ix‘* + 12—3x2 - %xzyz +3(y),

/adey = / (y (13 Y yz)) dy = —iy‘l + %yz - %le/z + f(x),

por lo que el Hamiltoniano sera:

1 1 13 13 1
H(x,y) = —12x — ZX4 - Zy‘l + 7x2 + 7y2 - Exzy2 =

= —12x — % (x4 +y4) + % (x2 —i—yz) - %xzyz +C.

Ahora calcularemos las singularidades del sistema (2.18) siendo éstas:
51 =(1,0)
_ 22 1 ’
(Sueidy, ~ (570
= X X y 53 — (_4/ 0)

y que clasificamos siguiendo la misma estrategia que en ejemplos anteriores, i.e.:

B —2xy 13 — x% — 32
bx= ( 13 —3x% — 32 2xy ’

por lo que:
DX(S1) = ( _20 102 >:> o(A) = {21\/35, 721'\@},
DX(S;) = ( 0 3 ):s o(A) = {Nﬁ, —Nﬁ},

14
DX(S3) = ( VN ) — (1) = {iV105, V105 },

de esta forma podemos asegurar que S y S3 son centros y que S, es un punto de silla.
Por los teoremas expuestos anteriormente s6lo debemos comprobar si los centros corresponden a un maximo
o un minimo para el Hamiltoniano i.e. calcular el Hessiano del Hamiltoniano:

—3x2 2 _
Hess(H) = ( 13-3x% —y 2xy )’

—2xy 13 — x2 —3y?
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de esta forma vemso que

Hess(H)s, = ( 100 102 ), def. positiva
Hess(H)g, = ( _5)5 _03 ), def negativa

por lo tanto el punto S; es estable mientra que el punto S3 es inestable.

-4

Figura 2.6: Espacio de fases del sistema (2.18).

Veamos en la figura adjunta (ver fig.2.6) el espacio de fases del sistema (2.18). m
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3.1. Introduccién

En 1887 el rey Oscar I1I de Suecia ofrecié 2500 coronas por resolver el siguiente problema. ;Es estable el sistema
solar? Un estado de reposo o de movimiento es estable si no cambia mucho bajo el efecto de pequefias perturba-
ciones. Poincaré intento resolver el problema pero no lo consigui6 (de todas formas se le concedi6 el premio), pero
hizo buena mella en él, introdujo la topologia.

En aquella época ya se conocia la solucién al problema de los dos cuerpos, por ejemplo, la Tierra describe una
6rbita periddica alrededor del Sol, pero es precisamente la periodicidad la que nos proporciona un control muy
util sobre la estabilidad.

Poincaré en su memoria “lucha” con la cuestién de existencia de 6rbitas periddicas para las ecuaciones dife-
renciales planteadas. Comienza por el procedimiento cldsico y demuestra como obtener tales soluciones desarro-
llando la variable involucrada como una serie infinita en donde cada término es una funcién periédica de ¢ de lo
que resulta que existen series cuyos coeficientes son periodos y que satisfacen “formalmente” las ecuaciones.

El procedimiento parece tener sentido jpero! le aparece el problema de demostrar la convergencia de la serie
infinita planteada, no lo hizo y avandoné el método e inici6 uno nuevo, su idea era la de demostrar la existencia
de soluciones periddicas lo que demostrarfa la convergencia de la serie. La idea es la siguiente. Supongamos que
en ty el sistema estd en un estado particular y que en un estado t > t; vuelve al mismo estado tal que todas las
posiciones y velocidades son exadctamente las mismas que antes simultdneamente. Por lo tanto, la unicidad de las
soluciones significa que debe repetirse una y otra vez, por lo tanto el moviento es periédico.

Imaginamos que el estado del sistema se describe por las coordenadas de un punto en el espacio fésico a
medida que t avanza, ese punto describe una trayectoria (curva) para regresar de nuevo a si mismo, entonces
la curva es cerrada. La existencia de soluciones periédicas depende de propiedades topoldgicas, de la relaciéon
entre la posicion de un punto ahora y después de un tiempo t. La idea es la de colocar una superfice completa
de estados iniciales y sigamos la evolucién de cada uno hasta que regrese y choque contra la superficie (seccion
de Poincaré). ;Podemos encontrar un estado que regrese exdctamente a su punto de partida? si es asi, entonces
la solucién es periddica aunque la mera existencia de una seccién de Poincaré puede forzar algunas veces (por
motivos topoldgicos) a que tenga lugar una solucién periddica.

Poincaré y Bendixson sélo puedieron demostrar su teorema para sistemas con dos grados de libertad, no ol-
vidar que el plano tiene toda clase de caracteristicas especiales. Sin embargo Smale en su tesis doctoral demostré
un teorema general que implica, entre otras muchas cosas, que se le puede dar la vuelta a una esfera cambiando el

53



54 CAPITULO 3. CICLOS LIMITE

interior con el exterior, estd permitido pasarla a través de ella pero ha de permanecer lisa. Smale se pregunté ;cual
es el andlogo al teorema de Poincaré-Bendixson en tres o0 méds dimensiones?

Desde el punto de vista de Smale la propiedad mas importante de un sistema dindmico es su comportamiento
a largo plazo. Esto selecciona un conjunto mucho maés sencillo de movimientos de entre todos los del sistema com-
pleto. ;Qué hace un sistema dindmico a largo plazo? se puede estabilizar en un atractor. La esencia de un tractor
es que es alguna porcién del espacio de fases tal que cualquier punto que comienza a moverse en sus proximida-
des se aproxima cada vez mds a él. El toerema de Poincaré-Bendixson no dice que para sistemas estructuralmente
estables en el plano, los tinicos atractores son: los puntos aislados y los ciclos limite estables.

Consideremos un sistema en el plano que tenga un ciclo limite estable i.e. una érbita cerrada tal que las solucio-
nes cercanas se mueven hacia él. La receta es la siguiente: sigamos la dindmica hasta que nos choquemos de nuevo
contra el segmento, determina una aplicacién del segmento en si mismo que lo comprime hacia el punto en el cual
el ciclo limite lo cruza. Tenemos ahora otro sistema, el cual puede o no tener un ciclo limite, no lo sabemos todavia.
Supongamos que algtin segmento de linea en el espacio de fases con la propiedad de que cada punto inicial en el
segmento finalmente regresa y choca de nuevo contra el segmento. Puede que lo haya o puede que no, veamos
que pasa cuando lo hay. Afirmamos que necesariamente hay al menos un ciclo limite que atraviesa el segmento,
la razén es el teorema de Brower (sobre el punto fijo). La idea que subyace a la demostracién es parecida a lo
que sigue. El extremo izquierdo del segmento sea plica en algiin punto del segmento, si este punto es también el
extremo izquierdo entonces ya tenemos nuestro punto fijo. Si no es el extremo izquierdo se desplaza a la derecha.
Similtdneamente el extremo derecho se desplaza a la izquierda de modo que todo el segmento se contre dentro de
si. Si hay un segmento de linea tal que todo punto que comience sobre él y que finalmente regresa a él entonces
hay al menos una solucién periédica que pasa a través de dicho segmento. Es un teorema bastante notable ya que
no dependede detalles dindmios, s6lo requiere que el flujo sea continuo. Por lo tanto un flujo en R” que posea una
seccion de Poincaré a de tener una trayectoria periddica que pase a través de la seccién (por el teorema de Brower).

3.2. Laaplicacién de Poincaré

Consideremos el siguiente sistema auténomo

¥=P(y), ¥y =Q(xy), (3.1)

y supongamos que existe una seccién transversal a las trayectorias del sistema, denotada por X, es decir las tra-
yectorias del sistema no son tangenciales a esta seccién denominada de Poincaré. Consideremos un punto ry sobre
esta seccién, seguimos el flujo de las trayectorias del sistema (3.1) hasta que éste se vuelve a cruzar con la seccién
%, obteniendo de esta forma un nuevo punto 1. Este punto se conoce con el nombre del primer punto de retorno
de la aplicacién discreta de Poincaré P : ¥ — ¥, tal que P (r,) = ry41, los puntos (r;)!_; se encuentran en la

seccion de Poincaré X.

0.10

0.05

-0.05+

Figura 3.1: Ejemplo de la aplicacién de Poincaré.

En la figura (3.1) vemos que la curva integral empieza en la parte derecha justo en ry, siguiendo el flujo del
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campo, la curva vuelve a cortar a la seccién de Poincaré (representada como la recta de color negro) obteniendo
asi r1 y asf sucesivamente. El problema de encontrar la funcién P es quivalente a resolver la ODE (3.1), lo cual no

siempre resulta facil.

Definicién 3.2.1 Un punto r* que satisfaga la ecuacién P (r*) = r* se denomina punto fijo de periodo uno.

[ustraremos el método mediante dos ejemplillos.

Ejemplo 3.2.1 Encontrar la aplicacion de Poincaré para el sistema
1/2 172
X'=—y—x (x2 + y2> , Y =x—y (xz + yz) . (32)

Solucién. Tal y como veremos a lo largo de este capitulo, resultard muy ttil trnasformar el sistema de coordenadas
cartesianas a polares, de esta forma, el sistema (3.2) se escribe como

de esta forma podemos ver que el oigen es una singularidad estable y que el flujo del sistema gira en sentido anti-
horario (9’ = 1) . En la siguiente figura (ver Fig. (3.2)) detallamos el espacio de fases del sistema (en coordenadas

cartesianas)

b o 5 o a g e e

—a—a—<—

0.5+

Uil o e a aaa—a
A o bt a—a—a—a——
//VWQ—%Q—FKKK
bl et S T T Ve S W

'
¥
's
&
(4
I's

-0.59

————b > v_Pg7 T T
> > o _BF v T T J S,
o4 5 o v v v 7 A7 A7

T T T
-1 -0.5 0 0.5 1

X

Figura 3.2: Espacio de fases del sistema (3.2).

Para encontrar la aplicaciéon de Poincaré resolvemos el sistema escrito en coordenas polares, con las siguientes
condiciones iniciales: 7(0) =1, y 8 (0) = 0, de esta forma obtenemos
1 1

r(t):m, 0(t)=t, = r(t):m,

las trayectorias fluyen de forma antihoraria alrededor del origen con un perido de 27, por lo que los retornos se
produciran cuando 6 = 27,4, .. Una aplicacién que define este sistema viene dado por

1

(I e pe—

que define una sucesién de puntos sobre la seccién de Poincaré ¥, donde & = {(x,y) e R?: x € [0,1],y =0} .

Vemos que
1

T T D)
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por lo que concluimos que la aplicacién de Poincaré estd definida por la aplicacién

"'n

Tyy1 =P (1) = ————,
n (ra) 1+ 2mry,

observando que el punto fijo es el origen. m

Ejemplo 3.2.2 Estudiar si el sistema

1/2 1/2
x’:—y+x(1—(x2+]/2) )/ y’:x+y<1—(x2+y2) ), (33)
posee una 6rbita periddica (o ciclo limite).
Solucién. Transformamos el sistema a polares, reescribiéndolo como
=r(l1-r), 0 =1,

por lo que el origen es un foco inestable y aparece una 6rbita cerrada o periédica de radio 1 y centrada en el
origen, que denotaremos por I'. En la siguiente figura (ver Fig. (3.3)) detallamos el espacio de fases del sistema (en
coordenadas cartesianas)

Figura 3.3: Espacio de fases del sistema (3.3).

Al igual que en el ejemplo anterior, podemos integrar facilmente el sistema en coordenadas polares obteniendo
la siguiente solucién
1
r(t) = 1+ Cet’
las trayectorias fluyen de forma antihoraria alrededor del origen con un perido de 27t. Supongamos que una
trayectoria empieza fuera de I', por ejemplo, fijamos ryp = 2, esto nos permite fijar las constantes de integraciéon
C,00 € R, por lo que las soluciones son

1 1
r(t):ﬁ, G(t):t, — hn = ——F"7"—

0(t)=t+6, CheR,

pero si una 6rbita empieza en el interior de I, por ejemplo g = 1/2, entonces
1 1
r(t)

=, 0(t) = t, - Fn = ’
1+4e-t ®) T 14em
observando que en ambos casos

lim n = 1 = lim 7]1
n—oo n—oo

de esta forma probamos que existe un ciclo limite y que ademads éste es hiperboélico estable. m

El siguiente teorema nos proporciona un criterio para determinar la estabilidad del ciclo limite.
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- 3.2.1 Definimos el pardmetro M como
et
ar |,

donde r* es el punto fijo de la aplicacién de Poincaré correspondiente al ciclo limite I'. Entonces:

1. Si |M| < 1, entonces T es un ciclo limite hiperbélico estable
2. Si |[M| > 1, entonces T es un ciclo limite hiperbdlico inestable

3.5 M| =1,y 2
da-pP
W#O’

entonces I' es un ciclo limite estable a un lado e inestable al otro. En este caso el ciclo limite se denomina semiestable.
Observacion 3.2.1 Un punto fijo r* de la aplicacién de Poincaré se dice hiperbélico si |M| # 1.

Gracias a este teorema, vemos que en el altimo ejemplo teniamos

1

T e 2

y por lo tanto obtenemos la siguiente aplicacién de Poincaré

1

"nyl = 41 n Ce_2(n+1)n,/

por lo que
'n

i+ (1—ry)e 27’

tus1 =P (rn) =

viendo que dicha aplicacién posee dos puntos fijos, uno el trivial 7] = 0, y el segundo r5 = 1, que corresponde al
ciclo limite. Si tenemos en cuenta el criterio que nos proporciona el teorema, entonces,

dj B e—2m
dr (r4(1—r)e-2m)*

y por lo tanto
dpP

—27
— =e <1,
ar |,—q

deduciendo de esta forma que el ciclo limite I' es estable.

No siempre resulta tan facil como en estos ejemplos el calcular la aplicacién de Poincaré, por lo que en las
siguientes secciones de este capitulo expondremos diversos criterios para determinar la existencia de ciclos limite
y estudiar su estabilidad. Empezaremos considerando un sistema plano y sobre él actuaremos de forma geométrica
e intuitiva para luego intentar generalizar los resultados obtenidos en la linea de lo expuesto anteriormente.

3.3. Soluciones periddicas. Teorema de Poincaré-Bendixson.

Consideramos un sistema auténomo no lineal

X' = f(xy)
{ v =8y’ G4

tal que f,¢ € C!. Todo lo que sabemos por ahora apenas nos da informacién sobre las trayectorias de (3.4) a
no ser en entorno de puntos criticos. Pero muchas veces estamos interesados en conocer propiedades globales
mas que locales. Son propiedades globales de las trayectorias aquelllas que describen su comportamiento sobre
grandes regiones del plano de fases, que por lo general resultan muy dificiles de establecer. Un problema central
es establecer si (3.4) tiene o no soluciones periédicas. Una solucion (x(t),y(t)) de (3.4) se llama periddica si esta
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definida para todo f. El t mds pequefio con esa propiedad se llama periodo T. Cada solucién periédica define
una Orbita cerrada, reciprocamente, es facil ver que si C = (x(t),y(t)) es una trayectoria cerrada del sistema (3.4),
entonces (x(t),y(t)) define una solucién periddica.

Por otro lado sabemos que un sistema lineal tiene trayectorias cerradas sii las raices de la ecuacién auxiliar son
puramente imaginarios, entonces para un sistema lineal o todas son cerradas o ninguna lo es pero un sistema no
lineal puede tener una trayectoria cerrada y otras que no lo sean.

Estudiemos el siguiente ejemplo, el cual nos dard una imagen de cual es nuestro problema:

Ejemplo 3.3.1 Estudiemos el siguiente sistema:

= —y+x(1—x*—y?)
. 3.5
{y’—X+y(1—x2—y2) 5.5

Solucién. La mejor forma de tratar este tipo de sistemas es la de hacer un cambio de variables de tal forma que:

y

x =rcosf 2 2 2. _ y
{ /[ xt+yt =15 6-arctan<x)

y =rsinf

xdi + dl — ﬂ xdl —
ar " Yar T Tdr ar Yar T U@
X'x+vy'y r% =r2(1—1?) v =r(1—1?%),
My —yx T A2 2 16 =-1,

esta ecuacion es facil de resolver, siendo su solucién:

dx _ ,d6

1
r=——, O=t+1t, 3.6
V14 ce 2 ‘ (3.6)
lo que corresponde a:
L cos (t+to) _ sin (t+1tp) (3.7)

V14 ce 2t 4 V1+ce 2t

que es la solucién al sistema (3.5) .
5i nos fijamos en la solucién en coordenadas polares (eq. (3.6)) podemos observar los siguientes casos en fun-
cién de la constante c:

1. Si ¢ = 0 entonces
r=1, 0=t++t,

entonces x> + y?> = 1 en sentido contrario a las agujas del reloj.
2. Sic < 0, entonces r > 1 tal que r — 1 cuando t — co. Espirales que se acercan a la circunferencia unidad

3. Sic > 0, entonces r < 1 tal que r — 1 cuando t — oco. Espirales que se alejan del origen y se aproximan a
la circunferencia unidad.

Todo esto lo podemos ver en la figura (3.4).

Vemos que el sistema tiene una tnica trayectoria cerrada por construcciéon directa, pero en general esto es
muy complicado. Por lo tanto necesitamos criterios que nos permitan decidir si ciertas regiones del plano de fases
contiene o no trayectorias cerradas. m

De este ejemplo podemos establecer:

Definicién 3.3.1 Ciclo limite. Un ciclo limite es una solucién periédica aislada.

Asf mismo hemos observado que:

- 3.3.1 (Poincaré). Una trayectoria cerrada del sistema (3.4) rodea necesariamente al menos un punto critico.
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Figura 3.4: Espacio de fases de la ecuacién (3.5)

Este teorema proporciona un criterio negativo de interés limitado, un sistema sin puntos criticos en cierta

region, no puede tener 6rbitas cerradas.

En el ejemplo anterio podemos ver que la tnica singularidad del sistema (3.5) es: (x = 0,y = 0) y que si apli-
camos las técnicas que conocemos para clasificarlo llegamos a la conclusiéon de que es un punto singular inestable,
pero no sabemos nada sobre el tipo de trayectorias que salen de dicha singularidad.

- 3.3.2 (Criterio de Bendixson). Se considera el sistema (3.4) y supongamos que R es una region del plano
simplemente conexa donde

div (9X) = 0x (¢f) + 9y (9g) # 0,

en R, entonces no tiene trayectorias cerradas enteramente contenidas en esa region.

Ejemplo 3.3.2 Demostrar que los sistemas:

X =y+x° x' = 2xy — 2y*
(u){y’:x+y+y3 , (b){y/_xz_yz_xys / (3.8)

no tienen soluciones periddicas.
Solucién. En ambos ejemplos se va aplicar de forma inmediata el criterio de Bendixson, viendo de esta forma que;
(a) La divergencia del campo X es:
div (X) = 0x (¢f) + 0y (9g) = 3x* +1+3y* #0,
entonces no existen ciclos limite

(b) de igual forma vemos que:
div (X) = 0x (¢f) + 9y (pg) = —3xy> #0,

por lo que
div (X) = —3xy> #0,

siix # 0, 6 y # 0, 6 ambos son distintos de cero. Si x = 0, entonces:
=2y <0,

siy = 0 entonces:
y/ — x2 2 0,

por lo tanto un ciclo limite debe estar completamente contenido en uno de los cuatro cuadrantes. Pero esto es
imposible ya que div (X) # 0 aqui, por lo tanto no puede existir un ciclo limite por el criterio de Bendixson.
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Como se ve es sencillo de aplicar el criterio. m

Estos teoremas son ttiles a veces, pero lo que realmente deseamos son criterios positivos que formulen condi-
ciones suficientes para la existencia de las trayectorias cerradas de (3.4).

3.3.3 (Poincaré-Bendixson). Sea 'R una regién acotada del plano de fases junto con su contorno y supongamos
que R no contiene puntos criticos del sistema (3.4). Si C = [x(t),y(t)] es una trayectoria de (3.4) que estd en R para cierto
to y permanece en R para todo t > ty, entonces C o bien e suna trayectoria cerrada o tiende en forma de espiral hacia una
trayectoria cerrada cuando t — oo. Asi pues, el sistema (3.4) tiene en ‘R una trayectoria cerrada.

Ejemplo 3.3.3 Queremos demostrar que el sistema

(rora -

tiene una solucién periddica.

Solucién. Intentaremos encontrar dos circulos concéntricos centrados en el origen (pues el origen es la tnica
singualridad del sistema (3.9)) con las propiedades requeridas por el teorema de Poincaré-Bendixson.
Sea n = n(x,y) la normal saliente en un punto p del circulo de radio r y sea X = (f, g) la direccién que siguen

las trayectorias que pasan por p. Definimos
cos ¢ = n- X
[l 117
de tal forma que si cos¢ > 0 las trayectorias salen del circulo, mientras que si cos¢ < 0 las trayectorias entran.
Tenemos por lo tanto;

n~X_x(x—y—x<x2+§y2)>+y<x+y—y(x2+;y2)> =

5 1
_ 2 .4 2 .20 2 L4
=x X ny +y 2y,

que pasamos a polares (x = rcos 6,y = rsin@) :por lo que

1 1
x*—xt— gxzy2 —i—yz — §y4 = rtcost o — %r‘* cos? 0 +r? — §r4

1
=7 - Zr4(4 + c0s 20 — cos? 26),

viendo que por ejemplo cuando r = 1/2 entonces 1 - X > 0 V6, i.e. todas las trayectorias salen del circulo, mientras
que cuando r = 2 entonces 1 - X < 0 V8, i.e. todas las trayectorias entran en el circulo, por lo tanto, en virtud del
teorema de Poincaré-Bendixson podemos concluir que entre el circulo r = 1/2 y el circulo r = 2 existe una 6rbita
periddica u érbita cerrada como podemos ver en la siguiente figura (ver fig. (3.5)).

Hay que resaltar que hemos elegido una regién que no contenia al punto critico siguiendo asi la receta del
teorema. m

Ejemplo 3.3.4 Estudiar si el sistema
X =x+y—x(x*+y?)
y=—x+ty-y(*+7) (3.10)
2 =—z

tiene una solucion periodica.

Solucién. Intentaremos encontrar una solucién periédica alrededor de la singularidad S = (0,0, 0). Linealizamos
y vemos que pasa:

1— (3x2+y?) 1—2xy 0 1 1 0
A= —1-2xy 1-(¥*43y*) 0 |=AS)=|-11 0 |,
0 0 -1 0 0 -1
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Figura 3.5: Espacio de fases del sistema (3.9).

encontrando que tiene autovalores complejos :

1 10 1-i 0 0 I % 0
AS)=| —i i 0 0 1+i 0 3 —3i 0|,
0 01 0o 0 -1 0 0 1

asi que podemos asegurar que W = W?* @ W¥, donde los autovectores asociados a los autovalores complejos

forman la variedad inestable mientras que el autovector del autovalor real (negativo) genera la variedad estable.

De esta forma conjeturamos que S es una singularidad inestable (repulsiva) al menos en el plano XY
Escribiendo el sistema en coordenadas polares vemos que

r’:r(l—rz)
y =1 )
zZl=—z

si r = 0, entonces existird un ciclo limite. En las figuras adjuntas (ver Fig. (3.6)) hemos representado el espacio de
fases en 3D y en 2D proyectando el sistemas sobre el plano XY.

N
||H\:f ||\\\II\\|\

!
[

Ll

Figura 3.6: Espacio de fases del sistema (3.10) en 3D y en 2D proyectando el sistemas sobre el plano XY.
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Ejemplo 3.3.5 Estudiar si el sistema

~

x =y —8x3
{ y' = —dx +2y — 2y° (3.11)

tiene una solucién periddica.

Solucién. Vemos que S = (0,0) y si linealzamos, encontramos que

A:(_ixz 2—06y2> A(s):(04 g):<% 2)(8 g><22 (1)>
por lo que decimos que S es inestable. aplicando Dulac, deducimos que existe un ciclo limite, de la siguiente forma
div(¢X) = oy (x’"y” (y - 8x3)) +9y (x’”y” (—4x +2y — 2y3>)
= —8y"x" 2 (m+3) =2 (n+3) X"y "2 42 (n— 1) xMy" + ma™ "y — dpx Ty
si definimos m = 2, n = 1, entonces
div(ypX) = —2x (20x3y + 222 + dxy® — 2xy — y2> ,

no cambia de signoen R = [—1,1] x [-1,1].

Figura 3.7: Espacio de fases del sistema (3.11).

En la figura adjunta (ver fig. (3.7)) representamos el espacios de fases del sistema (3.11). m

El teorema de Poincare-Bendixson es satisfactorio desde un punto de vista teérico, pero es dificil de aplicar,
sobre todo a la hora de buscar la regién R que verifique el teorema. Por ello se tiene el siguiente criterio:

- 3.3.4 (Criterio de Dulac). Consideramos una region anular R C A, donde A es un abierto. Si
V(pX) = div(¢X) = 0x¢X + 9y¢X,

no cambia de signo en R entonces existe como mucho un ciclo limite completamente contenido en R.

Ejemplo 3.3.6 Vamos a estudiar el sistema

x' = —y+ x(1 —2x% —3y?)

Y =x4y(1—2x%—3y2) ' (3.12)

haciendo ver que dicho sistema tiene un ciclo limite.
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Solucién. Aplicando la estrategia seguida en el primer ejemplo, i.e. escribiendo el sistema en coordenadas polares,

estudiaremos el sistema, es decir:
¥ =r(1—-2r* —r?sin@)
@/ — 1 7

recordamos que la transformacién seguida es:

rr' = xx" +yy’
r2®/ — xy/ _ yx/

7

La tnica singularidad del sistema es el origen i.e. (0,0) ya que ® = 1. Consideramos r = %y vemos que

y si consideramos ahora » = lentonces vemos que
I _ a2
r=-1—-sin"® <0,

por lo que podemos asegurar que en la regién R = (r : % < r < 1), existe un ciclo limite.
Sin embargo si aplicamos directamente el criterio de Dulac, entonces vemos que

div(X) = 2(1 — 4r* — 2r?sin’ @),

si consideramos que r € (%, 1), entonces div(X) < 0, no cambia de signo en dicha region, por lo que por el criterio
de Dulac podemos asegurar que existe un ciclo limite en dicha regién. m

Otro punto de vista relacionado con el método de Lyapunov es el siguiente.

Consideremos una funcién V(x, y) = ¢ > 0, tal que la constante ¢ perteneme al intervalo ¢ € (¢, ¢p) i.e. estamos
seleccionando una banda de curvas cerradas. Si para todo punto p, se verifica que:

av
V,=— =foV+gdV >0,
Poodty

entonces todas las trayectorias salen de la region. La tactica a seguir es la misma que en el criterio de Dulac o en
el teorema de Poincaré-Bendixson i.e. delimitar una regién del plano en la que V,; >0y V,; < 0 por lo que debe
existir en dicha regién un ciclo limite. Veamos un ejemplo que aclare este método.

Ejemplo 3.3.7 Probar que el sistema
X =y—xP+x
I

: 3.13
y=-x-y+y G139

tiene al menos una orbita cerrada.
Solucién. Tomamos la funcién

V(x,y) = X% + yz,
por lo tanto

av
Vy= 7 = foV4goyV =2x(y—x* +x) + 2(~x — 0 +y) =20+ -2t -,
p
por lo que en la regién x? + y* < 1
2> (22 >
entonces V’ > 0 en la regién x> +y? = ccon c € (0,1).
Por otro lado para x> + y? > 2,

2(x* + %) > (P +y2)? > 2(x +17),

por lo que V' < 0 en la regién x? + y? = ¢ con ¢ > 2. Por lo tanto el sistema tiene al menos una érbita cerrada entre
los dos circulos.
En la figura adjunta (3.8) se muestra el espacio de fases de la ecuacién (3.13). m
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Figura 3.8: Espacio de fases de la ecuacién (3.13)

Ejemplo 3.3.8 Probar que el sistema

¥ =x(1-—4x+y)
vV =y(2+3x—-2y) "’ (3.14)
no tiene ciclos limite.

Solucién. Aplicamos el criterio de Dilac con

m. n

p=x"y", mmneclk,

entonces
div (¢X) = 9x (x"y" (x (1 = 4x +y))) + 9y (x"y" (v (2 +3x — 29)))
= x"y" (m + 2n — 5x — 3y — 4mx + my + 3nx — 2ny + 3),
fijando m = % yn= —%, encontramos que

=l

div (¢X) = —%x%y_ ,

lo que prueba que no existen ciclos limite. m

Vemos que por lo general es dificil encontrar las curvas con las propiedades requeridas. Sin embargo es posible
construir argumentos no demasiado rigurosos como el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.9 Probar que el sistema
/

¥ =y

y = —4x —5y+ L (3-15)

1422

tiene una drbita periddica.

Solucién. El anico punto singular del sistema es el origen ie. S; = (0,0). Si tenemos en cuenta la aproximacién
lineal a la Lyapunov i.e. despreciando todos los términos no lineales entonces el sistema resultante es:

=y
y =—4x—-5y’
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Figura 3.9: Espacio de fases de la ecuacién (3.15) (figura de la izquerda). En la figura de la derecha hemos repre-
sentado el espacio de fases de la ecuacién (3.16).

por lo que S es una espiral inestable. Sin embargo la existencia de una funcién de Lyapunov como la del ejemplo
anterior garantiza la existencia de una érbita periddica en cierta regién del plano de fases. En la figura (3.9) vemos
el espacio de fases de la ecuacién (3.15).

Pero quisiéramos saber que pasa a grandes distancias, para ello utilizaremos la siguiente estrategia. Utilizare-
mos coordenadas proyectivas

z= 1, w=",
x x
de esta forma el sistema se reescribe como
€= 316
W= —4—5u—u? 4 G2 (3.16)
cuyas singularidades son
S1=1(0,-1), Sy =(0,—4),
ambas inestables, S; punto de silla y Sy foco inestable tal y como muestra la figura adjunta (3.9b). m
Ejemplo 3.3.10 Estudiar el sistema
X =y —x(2+ 1) (¥ +y?—4),
YV=x—y(>+2 -1+ —4). (3.17)

Demostracién. Vemos que el sistema sélo tiene una tnica singularidad S = (0, 0), linealizando vemos que

4 —5xt—ex?y? +15x% —yt +5y% —4 —2xy (2x* +2y*> —5) — 1
—2xy (2x* +2y* —5) +1 —xt —6x%y? +5x2 —5y* + 15y —4 )’

A(S):(_14 :}1>=<} _1i)<_4o_i —40+i)< _ﬁl>

que al tener autovalores con la parte real negativa entonces concluimos que se trata de un foco estable (un punto
atractivo). Sin embargo, si hacemos una tranformacién de coordenadas a polares,

() (),

0 =1,

donde

NN =
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vemos que aparecen dos ciclos limite definidos por las circunferencias de radios 1 y 2 respectivamente, C; y Cs.
Al ser el origen estable, entonces podemos “intuir” que el C; es inestable, es decir, que las trayectorias cercanas
a C; (en su interior) se aproximan a S cuando t — oo, al ser S un punto estable, mientras que si consideramos
trayectorias cercanas a S1 (desde el exterior) éstas se aproximaran a C, tratdndose por tanto de un ciclo limite
estable. En la figura adjunta (Fig. (3.10)) hemos representado el espacio de fases del sistema (3.17).

Py
1

Figura 3.10: Espacio de fases del sistema (3.17).

Veamos ahora una variante de este ejemplo considerando el nuevo sistema
¥ =y —x(P - 1) (2R - 4) (PP -9),
v =x—y(x®+ 12 -1 (2 + 12 —4) (2> +1>—9). (3.18)

el cual tiene una singularidad en el origen, S = (0,0), que es inestable en este caso, ya que si linealizamos, podemos

ver que:
(3% -1\ (1 1 36—i 0 —1i
A(S)_<1 36>_<i—i)< 0 36+i)< ;z‘>’

por tanto, al tener la parte real positiva, sabemos que se trata de un punto inestab
Al transformar el sistema a coordenadas polares, obtenemos

(1) (1) (-0).

o' = -1,

NI—=N|—=

—_—

e.

que tiene un tinico punto singular en el origen ya que 6’ # 0. Aparecen de forma clara tres ciclos limite al resolver
" = 0, las circunferencias C1,C, y C3 de radios 1,2 y 3 respectivamente centradas en el origen. Sin embargo el
espacio de fases cambia ya que la singularidad en el origen es inestabe, por lo que C; es un ciclo limite atractivo
(estable) las trayectorias parten del origen y se digien a Cy. Al ser C; un ciclo limite estable, entonces C, debe ser
inestable, las 6rbitas cercanas a C; se alejan de este ciclo, acercdndose a C; y a C3 siendo éste dltimo otro ciclo
limite estable.

En la figura adjunta (Fig. (3.11)) se representa el espacio de fases del sistema (3.18) en coordenadas (x,y). m

Ejemplo 3.3.11 Estudiar si el sistema

x’:—g—y—x2+xy+y2,
y' =x(1+x-3y), (3.19)

tiene un ciclo limite.
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Figura 3.11: Espacio de fases del sistema (3.18)

Demostracién. De forma mecanica empezamos por calcular las singularidades del sistema (3.19) siendo éstas

S1=1(0,0), S, =(0,1),
mientras que al linealizar vemos que
Ao —l-2x+y —1+x+2y
1+2x -3y —3x
de tal forma que

A(Sl)_( 2 _01) a(/\)_{—i(1+\/ﬁ),—i(1—\/ﬁ)},

1
as)=( 2 Ya oy={2 (1 - \/311') 1 (1 + \/311')
-2 0 4 "4 ’
viendo asi que S; es una singularidad estable mientras que S es inestable.
Los puntos criticos en el infinito satisface la ecuacién g3 (#) = 0, donde

23 (8) = cos® 0 — 2cos? Bsinf — cos fsin? § — sin® 6,

que tiene s6lo dos raices;
61 = 0,37415rad, 6, = 3,51574 rad.

Utilizando coordenadas proyectivas, el sistema (3.19) se reescribe como

+y = —%—yzz+2y+yz+y3—z—1,
/ 2 2 2
+z =—5 "z —z+yz+yz

67

encontrando que tiene una singularidad en el punto (y,z) = (0,39265,0) que es un punto de silla. Al ser n un
ndamero par entonces el punto antipodal también es un punto de silla, pero la direccién del flujo es inversa, recordar

que la direccién del flujo viene determinada por la funcién g3 (6).

Por uno de los colorarios del teorema de Poincaré-Bendixon, deducimos que al menos existen dos ciclos limite

que contienen a las singularidades del sistema original. m
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Figura 3.12: Espacio de fases del sistema (3.19).

Ejemplo 3.3.12 Estudiar el sistema dindmico

X =y (xz - 1) (24 xy),

y = (yz - 1) (2—2xy). (3.20)
Demostracién. Las singularidades del sistema son:

A =(-1,1), Ay=(1), A
Ay=(-1,-1), By=(-21), B
By=(2,—1), By=(-1,—

Si linealizamos, entonces vemos que

L - (Byx?+4x—y)  —2y*(2xy+3) (x* — 1)
T\ —22(2xy —3) (2 —1) 2% (=Bay? +4y+x) ’

de tal forma que los autovalores de los puntos (Ai)?zl son Ay = —6, Ap = 2, por lo tanto estos puntos son puntos
de silla inestables. Los autovalores de los puntos (Bi)?:1 son Ay = —64, A, = —3, por lo tanto estos puntos son
estables y por tltimo los autovalores asociados al punto O = (0,0) son A; = 0, A, = 0 i.e. se trata de un punto
degenerado. En la figura adjunta (Fig. (3.13)) hemos representado el espacio de fases del sistema (3.20).

Vemos que las trayectorias que unen los puntos (Al-)?:l forman una secuencia de separatrices que unen dichos
puntos de silla inestables (A1 Ay, AyAz, A3Ay, AgA7) de tal forma que constituyen un diagram cerrado. Las trayec-
torias dentro de este cuadrado centrado en el origen parten cerca del punto degenerado O = (0,0) y se aproximan
al cuadrado en espiral, esto prueba la existencia de oscilaciones del sistema dindmico (3.20) dentro del cuadrado
€= {(xy) € R%[x| < 1|yl <1}.

Para estudiar el carédcter del punto degenerado O = (0,0) haremos una transformacién de coordenadas a
polares (r, ) de tal forma que el sistema (3.20) se escribire ahora de la siguiente manera

1 1 1
¥ =7 (—2 sindg + 17’2 sin’ 2¢ — §74 sin* 24’) ’

¢' = —2+sin’2¢ + %72 sin2¢ (sin2¢ + cos2¢) — 11—61’4 sin® 2¢ sin 4¢, (3.21)
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Figura 3.13: Espacio de fases del sistema (3.20).

que no tiene singularidades cuando r = 0. El punto O = (0,0) se transformaen S' : r = 0,0 < ¢ < 27, el cual
es una trayectoria cerrada del sistma (3.21), por lo tanto, cuando r < 1, todas las trayectorias del sistema (3.20)
gjecutan un numero infinito de vueltas en torno al punto critico O = (0,0).
Para probar que no existen ciclos limite dentro del cuadrado C, para ello utilizaremos el criterio de Dulac-
Bendixon, considerando la funcién ) .
v=(2-1) (1)

% (YP) +0y (¥Q), (xy) R [x[ <1, ]yl <1,

y calculando

vemos trivialmente que
4 4

_ X y
0w (YP)+0y($Q) = =5 + 72 >0
en C, probando asi que no existen trayectorias cerradas dentro de C.
Por dltimo analizaremos las trayectorias del sistema (3.20) en el infinito. Para ello utilizaremos las coordenadas

proyectivas

de esta forma el sistema (3.20) se escribe como
7 = zud (1 - zz) (u +222) ,
u = (u2 - zz> (—u + 222) +ut (1 — 22) (u + 222> , (3.22)
encontrando que el nuevo sistema tiene tres singularidades en la regién z > 0, que denominamos
Dy(u=1), Ds(u=-1), C3(u=0),
y de forma anéaloga otras tres en la region z < 0, que denominamos
Di(u=1), Dy(u=-1), Ci(u=0).

Los autovalores asociados a los puntos criticos D, y D3 son A; = 1y Ay = 2, por lo tanto se trata de puntos
inestables mientras que el punto C; es un punto de silla. Al estudiar el sistema original en coordenadas (w,v)
encontramos otras dos singularidades, C; y C4 que se comportan como puntos de silla.

En la figura (3.14) hemos representado el espacio de fases del sistema con las singularidades en el infinito.

m
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Figura 3.14: Espacio de fases del sistema (3.20) conteniendo los puntos del infinito.

3.3.1. Revision del teorema de Poincaré-Bendixson.

Sea <y una 6rbita perddica del flujo ¢,, asociado al campo X. Consideramos la seccién transversal = (hipersu-
perficie) / X-n # 0,Vx € &/ n € £, ie. es la normal a £. Sea p el tnico punto donde 7 intersecta = y sea
U € Ent(p), con U C X. Entonces definimos la aplicacién de Poincaré P como; P : U — X, tal que asocia a cada
punto g € U el flujo ¢, (q) tal que T = 7(q) es el tiempo que la 6rbita ¢ (g) tarda en volver a X.

El punto p es un punto fijo para P, de tal forma que la estabilidad de p para P refleja la estabilidad de v
para ¢,. En particular si p es hiperbdlico y DP(p) (la aplicacién de Poincaré linealizada) tiene 7, autovalores con
modulo menor que uno y 1, mayor que uno (1s + 1, = n — 1) entonces dim W*(p) = ns, dim W*(p) = n,. Como
las 6rbitas de P, que yacen en W*® y W¥, estdn formadas por intersecciones de érbitas de ¢, con X, entonces las
dimensiones de W* (y) y W* (y) son cada una mayores que las respectivas dimensiones d ela aplicacién P.

En el ejemplo (3.3.1) consoderamos como seccién transversal

Z:{(x,y)E]R2 / x>0,y:0},

que en coordenadas polares reescribimos como:

Z:{(r,9)€R+xsl / r>o,9:0},

y como ya vimos la solucién al sistema era:

1 -1/2
¢(r0,00) = <1+ (2 — 1) e2t> Jt+ 6
o

El tiempo T para un punto p € X es T = 27, entonces la aplicacién de Poincaré sera:

P(rg) = (1 + (1}% — 1) 32(2”)>

-1/2
7

claramente P tiene un punto fijo en 7y = 1, lo que refleja que la érbita cerrada es el circulo unidad. Consideremos

ahora la parte lineal de P i.e.

1 1 2 e
DP(1) = —= (14 [ 5 —1] 7227 —e ¥ <1,
2 3
2 ro N
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entonces p es un punto fijo estable y por lo tanto 7y es una 6rbita estable u 6rbita atractiva.

Un conjunto invariante S para ¢, es un subconjunto S C R”, tal que ¢,(x) € SVx € Sy Vt € R. Por ejem-
plo, las variedades estables e inestables de un punto fijo u érbita periédica proporcionan ejemplos de conjuntos
invariantes.

Decimos que p es un “nonwandering point” para el flujo ¢, si para U € Ent(p), 3t (arbitrariamente grande)
/ ¢, (U)NU # 0. Q) es el conjunto de todos estos puntos. Por lo tanto, un punto nonwandering yace o esté cerca
de 6rbitas que regresan (por ejemplo espirales) dentro de una distancia especifica de ellas mismas. Puntos fijos y
6rbitas periddicas son claramente nonwandering. Como el conjunto de puntos wandering es abirto entonces () es
cerrado y debe contener la clausura del conjunto de puntos fijos y érbitas cerradas. Los puntos wandering corres-
ponden a comportamientos transitorios mientras que comportamientos asintéticos o a largo plazo corresponden
a Orbitas de puntos nonwandering.

[e9)
Un punto p es un w — limite de x, si existen puntos {gbt, (x) } - sobre la orbita x tales que lim¢, 00 ¢, (x) — p.
i i= i

o0
Un punto g es un « — Ifmite de x, si existen puntos {4)t_ (x) } . sobre la 6rbita x tales que limy, ;0 ¢, (X) — 4.
1 1= 1

Los conjuntos a(resp. w) — limite denotados por: a(x), w(x) son los conjuntos d epuntos de « y w limite de x.

Un conjunto cerrado A C IR" se denomina un conjunto “atractivo” si existe una vecindad U C A tal que
¢(x) € U, ¥Vt > 0y ¢,(x) = Acuando t — oo,Vx € U. El conjunto U;<g¢,(U) es el dominio de atraccién de
A (la variedad estable de A). Un conjunto “atrractivo” captura todas las érbitas que empiezan en su dominio de
atraccién. Un conjunto “repulsivo” se define de forma andloga cambiendo ¢t por —t.

Con toda esta nueva bateria de defininiones reformularemos el teorema de Poincaré-Bendixson (PB).

- 3.3.5 (Poincaré-Bendixson.) Un conjunto no vacio y compacto (a 6 w limite) para un flujo en R? que no contenga
puntos fijos es una érbita cerrada.

3.4. Indice de un punto singular.

Dado el sistema

y' =8y
consideramos la curva I' cerrada formada por los puntos de (3.23) y consideramos un punto p de I'. Sabemos por
los teoremas de existencia y unicidad que sélo pasa por p una tinica curva integral del campo que define el sistema
(3.23). Las curvas vienen descritas

{ x = f(x/y) , (323)

dy _ g(xy) (3.24)

dx  f(xy)

por lo tanto v, = X(7) es el vector tangente a <y tal que -y es la curva integral del campo X = (f, g). La idea es con-
siderar la variaciéon de v, (p); p € I, i.e. mientras que p recorre I', el vector tangente 1, ird variando continuamente
de tal forma que cuando regrese a su punto de partida después de haber recorrido toda la curva I', 7y, regresard a
su posicién inicial. En dicho recorrido el vector v, ha podido hacer una o varias vueltas en uno u otro sentido. Al
nimero de vueltas del vector del campo X se denomina indice de la curva.

Formalizaremos esta idea intuitiva de la siguiente forma.

Consideramos la aplicacién f : U — S!, tal que

. X(p)
FE = Xl (329

donde U es el dominio donde est4 definido el campo X (en dicho dominio no hay singularidades) y S! es la
circunferencia unidad. La funcién f es diferenciable ya que hemos eliminado de U las singularidades. Sea p € U,
en el entorno de f(x) € S! se puede introducir la coordenada angular ¢ de tal forma que en el entorno del punto
p obtenemos una funcién real diferenciable ¢(x,y) donde su diferencial total es:

_ fag—gdf (3.26)
fftg
donde la funcién ¢ mide la inclinacién 7, en sentido antihorario.

Asi pues, aunque la funcién ¢ esté definida s6lo localmente y s6lo con exactitud de hasta un multiplo de 27,
su diferencial d¢g es una forma diferenciable completamente definida en un entrono de todo U.
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Definicién 3.4.1 Lldmese indice de una curva cerrada orientada T : S' — U, a la integral de la forma d¢ tomada a lo

largo de T dividida por 21, i.e.
. 1 1 fdg—gdf
ind (T') = 7 jé_dq) =5 jé- g (3.27)

Si se quiere generalizar a mds dimensiones el concepto de ntimero de vueltas se denomina grado de una apli-

cacion.
Podemos enuncuiar los siguientes resultados:

- 3.4.1 Siel indice de T es distinto de cero, entonces en el interior de U hay al menos un punto singular.

Definicién 3.4.2 Elindice de cierta curva cerrada T, tal que en su interior hay un punto singular del campo X se denimina
indice del punto singular.

- 3.4.2 Sea curva cerrada T y I” otra curva cerrada tal que " C T entonces ind (T') = ind (I") .

- 3.4.3 Elindice dela curval esigual ala suma de los indices de los puntos singulares del campo que se encuentran
enl, ie.

ind(T) =Y _I. (3.28)
i
- 3.4.1 Elindice de las curevas I'y + I'p es iqual a la suma de los indices de las curvas I'1 y I'>.

La forma mas sencilla de calcular el indice es utilizar el siguiente resultado:

- 3.4.4 Sea p el miimero de veces que ;% cambia desde +o00 a —oo y sea q el niimero de veces que cambia desde —oo
a +o0 sobre T', entonces:

ind(T) = % (r—q). (3.29)

Ejemplo 3.4.1 Calcualr el indice del punto x = (0,0), singularidad del sistema:

{ x/:yi . (3.30)

y=x

Solucién. Tomamos como I el cuadrado de lados (x = £1,y +1).

Empezamos a recorre en sentido antihorario dicho cuadrado en el punto (1,1) y vemos queeny = 1 tan ¢ = x5,
recordar que tan ¢ = ;%, son infinitos, de igual forma sobre y = —1. Sobre x = —1, tang = —y’3 cambia desde
—o0a+oo yx=1,tan g =y~ cambia desde —co a +o0. Por lo tanto p = 0y g = 2 entonces I, = —1. m

Ejemplo 3.4.2 Estudiar el indice del punto singular (0,0) para el sistema:

/A § _ 2
{x_y 2Xy = 3x° (3.31)

/ —

y' =y =3y
Solucién. En primer lugar debemos observar que existe otra singularidad S, = <—%, %) poe lo que deberemos

tener cuidado a la hora de elegir nuestra curva cerrada I'. Tomaremos por lo tanto I' = (x = i%, y= i%) . Sea

3.2
_x p—
tang = —1‘1/ 2y ,
y = zxy —3x*
consideremos los ceros de tan ¢. Sobre las rectas y = :I:%, tan ¢ # 0. Sobre la recta x = —%, tang = 0siiy = 11—2

pasando de negativo a positivo. Sobre la recta x = %, tang = 0siiy = 1—21 pasando de positivo a negativo y sobre
y = 0 .pasando de negativo a positivo. Por lo tanto p = 3y g = 1 entonces ind = 1.
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Resaltamos que por ejemplo el teorema de Hartman no aporta informacién alguna sobre la singularidad S; =
(0,0).. Sabemos que las tnicas singularidades del sistema son: S = (0,0) y S, = <7i, %) . La parte lineal del

sistema es:
DX — —%y —6x 1- %x
a -y —x=3y )’

DX(S1)=<8 (1)) DX(SZ):< 1% 8 )

los autovalores de DX (S;) son: o (A) = (0,,0) , mientras quelos de DX(Sy) sonc (A) = (& + 5V73, 5 — 15 73) ,
de esta forma podemos asegurar que S, es un punto de silla mientras que de S; no podemos decir nada (habria
que utilizar otras ticticas como la de la variedad centro etc...). En la figura adjunta (fig. (3.15)) vemos el espacio de
fases del sistema (3.31).

s O

T T — T T 1
-1 -0.5 0 0.5 1
X

Figura 3.15: Espacio de fases del sistema (3.31)

Vemos que el punto S; es una singularidad ligeramente atractiva. m

3.4.1 El indice de un centro (independientemente de la direccién de las trayactorias), una espiral (estable o
inestable), de un nodo (estable oinestable) es +1.
El indice de un punto de silla hiperbdlico es —1.
El indice d eun Orbita cerrada es +1.

Si nuestro campo X estd definido sobre una variedad compacta M, entoces un resultado muy conocido y rela-
cionado con el teorema de Gauss-Bonnet es el siguiente:

3.4.5 (Poincaré). La suma de los indices de un campo vectorial X con puntos singulares sobre una superficie
compacta M es igual a la caracteristica de Euler-Poincaré de M. en particular:

Y = % / / KdQ = (M), (3.32)
M

| JKdQ) representa la curvatura total de M, K es la curvatura de Gauss y (M) es la caracteristica de Euler-
M

Poincaré.
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Este resultado es notable ya que implica que }_ I; no depende de X, sino de la topologia de M. Por ejemplo,
en cualquier superficie homeomorfa a la esfera, todos los campos vectoriales con singularidades aisladas deben
cumplir que la suma de sus indices es igual a 2. En particular, ninguna de tales superficies puede exhibir campos
sin singularidades.

3.5. Integrales de Melnikov

Las funciones de Melnikov se utilizan para determinar la localizacién aproximada y el ntiimero de ciclos limite
que un sistema posee cuando el parametro del que depende el sistema es pequefio.
Consideremos el sistema perturbado

x'= f(x) +eg(x,en), (3.33)

y asumimos que el sistema no perturbado
x = f(x), (3.34)

posee una familia uniparamétrica de soluciones periédicas dadas por
Ii=x=m,(t), (3.35)

donde las funciones 1, (t) tienen un perido minimo T;.

Definicién 3.5.1 Las funciones de Melnikov para el sistema (3.33) a lo largo largo del ciclo T, se definen de la siguiente
manera

T t
M) = [ exp (= [ VF (0, 9)d) £ g (e 0),0, 0t 336)
- 3.5.1 Supongamos que

oM
M (70/ ‘MO) =0, y or ‘(ro,yo)?é 0,

where rg € 1. Entonces, para 0 < € < 1, el sistema (3.33) tiene un inico ciclo limite hiperbdlico cercano a I'y,. 5i
M (1o, 1) # 0 entonces el sistema no posee ciclos limite (e suficientemente pequefio).

Para intentar aclarar estos conceptos veamos un ejemplo. Para evitar complejidades con las integrales resultan-
tes, consideramos s6lo casos sencillos como los expuestos al final del capitulo 4.

Ejemplo 3.5.1 Consideramos el oscilador de van der Pol

=y,

Yy =—-x—¢ (1 - xz) Y, (3.37)
demostrar que existe un ciclo limite asintético al circulo de radio 2 cuando el pardmetro € es suficientemente pequefio.

Solucién. Vemos que en este ejemplo la aplicacion f se escribe como

=(%) = vi-o

£ < —6(1(1362)1/ )

y que el periodo minimo es T, = 27. Utilizando la parametrizacién

Y, (£) = (x(t),y (t)) = (rcost,rsint),

por lo tanto la funcién de Melnikov es:

mientras que

M) = [ e (= [ 95 (©)ds) f g (0 0.0
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ie.
27 27 ) 1
M(r,u) = A fAg(y, (t),0,u)dt = /0 —r? (sm2t (1 — 1% cos? t)) dt = 17{1’2 <r2 —4) ,
observando que: f A g = f182 — f281 , entonces: f A g (v, (t),0,1) =y (— (1 —x?)y), por lo tanto
M (ro,u) =0 = ro =2,

y verificindose que
oM
S ‘(Vo,ﬂo)__ TTry (r% - 2) #0,

de esta forma, el teorema nos garantiza que existe un tinico ciclo limite hiperbéloco asintético al circulo de radio 2
cuando el pardmetro € es suficientemente pequefio.

En las figuras adjuntas podemos ver (ver Fig. (3.16)) como cambia el espacio de fases al cambiar el valor del
pardmetro €, y en particular como aparece el ciclo limite tal y como predice el teorema enunciado. En la primera
de las figuras (la de la izquierda) hemos representado precisamente estos espacios de fases cuando € = 0,09
(figura de la izquierda) y cuando € = 0,5 (figura de la derecha). De esta vemos la validez del teorema (e debe ser
sufucientemente pequerio).

Pl SO NN S
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N Py
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7“
f
/
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/ﬂ
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X X

Figura 3.16: Espacio de fases del sistema (3.37) cuando € = 0,09 (figura de la izquierda) y cuando € = 0,5 (figura
de la derecha). De esta vemos la validez del teorema (e sufucientemente pequefio).

Enunciamos a continuacién un teorema analogo para multiples ciclos limite hiperbdlicos.

- 3.5.2 Supongamos que M (r, i) = 0, tiene k soluciones (ri)i-;l , tales que

oM
55 i) 7 0-

Entonces, para 0 < € < 1, k familias uniparamétricas de ciclos limite bifurcan de la solucién periédica de el sistema (3.34)
en los puntos (r,) _1-Si M (ro, 1ty) # 0 entonces el sistema no posee ciclos limite (e suficientemente pequefio).

Para intentar aclarar estos conceptos veamos un ejemplo.
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Ejemplo 3.5.2 Consideramos el sistema de Lienard

/

X =—-y+e (alx + a3x3 + a5x5) ,
vy =x, (3.38)
determinar el mimero mdximo y localizacion de ciclos limite cuando el pardmetro € es suficientemente pequerio.

Solucién. Vemos que en este ejemplo la aplicacién f se escribe como

f—(_xy>, —  Vf=0,

mientras que

B ( € (a1x + a3x® + asx°) )
g - 0 ’

y que el periodo minimo es T, = 27r. Utilizando la parametrizacién

Y, (t) = (x(t),y (t)) = (rcost,rsint),
por lo tanto la funcién de Melnikov es:

T,

M) = [exp (= [ V5 0)d5) £ g (3, (0,0,

ie. . .
M (r,p) = / fAg(y, (£),0,u)dt = / (—a1r2 cos® t — azr cos* t — asr® cos® t) dt,
0 0

donde f Ag (7, (t),0,1) = —x (a;x + azx® + asx°) , por lo tanto

3 5
M (r,p) = —mr? <a1 + Eagrz + 8a5r4> ,
de esta forma el polinomio
m(r) =ay + §a372 + §a5r4
177 gs”
tiene por lo menos dos raices positivas, éstas son:

rp = igf <\/a5 (3a3 + /943 40a1a5>> ,

una adecuada eleccién de las constantes (a;) nos da tales raices. El teorema enunciado nos asegura por lo tanto

que el sistema (3.38) tiene como mucho dos ciclos limite hiperbélicos asintéticos a los circulos de radios (ri)f:1 ,
siendo r; raices posivas del polinomio m(r).

En las figuras adjuntas podemos ver (ver Fig. (3.17)) cémo cambia el espacio de fases al cambiar el valor del
pardmetro €, y en particular como aparece lo ciclos limite tal y como predice el teorema enunciado. En la primera
de las figuras (la de la izquierda) hemos representado precisamente estos espacios de fases cuando € = 0,1 (figura
de la izquierda) y cuando € = 0,5 (figura de la derecha). Hemos tomado los siguientes valores de las constantes
(aj) :aqy = —1,a3 = 1/2y as = 1/40, para garantizar que por lo menos dos de las raices sean reales y positivas.

m

3.6. Estabilidad Estructural. El Teorema de Peixoto.

La idea de que un sistema es estructuralmente estable significa que éste no pierde sus propiedades cualitativas
bajo pequefas perturbaciones o cambios en las funciones involucradas en su definicién. Es ésta una cuestién
esencial en sistemas fisicos pues éstos deben ser estructuralmente estables.

Empezaremos dando unas definiciones bésicas para terminar enunciando el teorema de Peixoto.

Dada una aplicacién F € C"(IR") vamos a precisar lo que entendemos por una perturbacién G de F.
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Figura 3.17: Espacio de fases del sistema (3.38) cuando € = 0,1 (figura de la izquierda) y cuando € = 0,5 (figura de
la derecha). Las figuras han sido generadas cona; = —1,a3 = 1/2y a5 = 1/40.

Definicién 3.6.1 SiF € C"(R"), r,k € ZT; k < rye > 0= G es una C" e—perturbacion si existe un compacto
K C R" tal que F = Gira_g y V (i1, ..., in) tal que };i; = i < k tenemos que

Observacion 3.6.1 En esta definicion F y G pueden ser toanto campos como funciones.

Recordemos ahora el concepto de topolégicamente (diferenciablemente) equivalentes, conceptos éstos intro-
ducidos en el primer capitulo.

Definicién 3.6.2 Dos campos F y G son topolégicamnete equivalentes si existe un homeomorfismo h tal queh - F = G - h.

Definicién 3.6.3 Dos campos F y G son diferenciablemente equivalentes si existe un difeomorfismo h que lleva érbitas de
¢f — ¢ (6rbitas del flujo de F en rbitas del flujo de G) preservando orientacion pero no necesariamente las parametriza-
ciones por t.

Por dltimo introducimos la definicion de estabilidad estructural.

Definicién 3.6.4 f € X(IR") es estructuralmente estable si existe ¢ > 0 tal que ¥/ € — perturbacién C' de f es topoldgi-
camente equivalente a f.

Observacién 3.6.2 i.e. el campo f y su perturbado son topoldgicamente equivalentes.

Se observa que campos con singularidades no hiperbdlicas no pueden ser estructuralmente estables. La misma
consideracién se puede hacer para érbitas periédicas. por lo tanto se puede esperar que un sistema serd estructu-
ralmente estable sii todas sus singularidades y 6rbitas cerradas son hiperbdlicas.

- 3.6.1 (Peixoto).Un campo C" sobre una variedad compacta M (dim M = 2) es estructuralmente estable sii

1. El miimero de puntos fijos y orbitas cerradas es finito y cada una de ellas es hiperbélica.

2. No existen drbitas conectando puntos de sillas.
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3. El conjunto nonwandering sélo contiene puntos fijos y érbitas periédicas.

Muds min. Si M es orientable, entonces el conjunto de campos vectoriales estructuralmente estable es abierto y denso en
X(M).

Observacion 3.6.3 (1) y (2) = (3) ya que no puede haber otros conjuntos limite que puntos fijos, érbitas cerradas y ciclos
homoclinicos, pero estos 1iltimos estdn excluidos por (2) .

Este teorema implica que un campo tipico contendrd sélo fuentes sumideros, puntos de silla y érbitas cerradas y repulsivas
en un conjunto invariante.

En el importante caso de los sistemas dindmicos gradientes existe un teorema para dim M > 2.

- 3.6.2 El conjunto de sistemas gradientes con singularidades hiperbélicas es estructuralmente estable.



Capitulo 4

Los Ejemplos Tipicos.

4.1. Especies en competencia.
Dada la ecuacion
A:=x"=x(a—bx—cy)
B:=y =y(d—ex— fy)
donde a,b,c,d, e, f son constantes positivas, vemos que sus singularidades son:

debemos distinguir dos casos:
1. Cy,C, y C3 son negativas,
2. C1,Cy y C3 son positivas,

donde
Ci=fa—dc, Co=bf—-ec y C3=db—ea

Por el teorema de Hartmann no es dificifil saber si el punto es estable o no:

JA  JA
N T T ( a—2bx —cy —cx >
g6 b —ey d—ex—2fy

estudiaremos los casos.

1. En el caso en el que las constantes Cy,C; y C3 son negativos vemos que las singularidades (Si)?:l tienen el
siguiente caracter:

51 =1(0,0), .
ce=(5 0

es un punto inestable ya que a4 y d son positivas.
52 = (0, %) ,
a— c% 0
L (52) = d d

donde sus autovalores son:o (A) = {—d, f “;dc }, con C; = fa —dc < 0 por lo tanto ambos autovalores son

negativos y por lo tanto S; es un punto asintéticamente estable.

79
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s =( 5 )

donde sus autovalores son:o (A) = {—u, db — }, con C3 = db — ea < 0 por lo tanto ambos autovalores son

negativos y por lo tanto S3 es un punto asintéticamente estable.

_ —dc db—
Se = ({2, fo=ar),

d —d
L (54) _ b—fz%;zc _Jl:;;beic _ _i ( bCy Gy >
—e=jrre —fThire G\ G fG

cuyos autovalores son:

—1bC1 — 3fCs+ § 1/ (BC] — 2bC1 fCs + f2C3 +4eCacCy)
=
6))

—3bC1 — §fCs — 3,/ (B2 — 2bC1 £Cs + f2C} + 4eCacCy)
G

Ay =

por lo tanto es un punto de silla.

En este caso vemos que una de las dos especies se extingue. Para este caso se verifica la relacién: ce > bf.

. En este caso las constantes Cy, C, y C3 son positivas, por lo tnato si realizamos el mismo analisis que para el

caso anterior obtenemos que:

51 =1(0,0), o
c=(gq)

es un punto inestable ya que a y d son positivas.
Sy = (0, %) ,
a— c% 0
L (52) = d d

donde sus autovalores son:o (A) = {—d, f a;dc }, con C; = fa —dc > 0 por lo tanto uno de los autovalores

es positivo mientras que el otro es negativo, de esta forma S, es un punto de silla. El autovector asociado a
A = —des: V) = {(0,1)} que genera la subvariedad estable, mientras que el aotovector asociado al autovalor

positivo: A = ”f%Cd es: V) = { (—é (df +af —cd), 1) } que genera la subvariedad inestable.

S3=(£,0),
— b
£(53)_( 0 deﬁ)

donde sus autovalores son: ¢ (A) = {—a, db%‘f“}, con C3 = db —ea > 0 por lo tanto uno de los autovalores

es positivo mientras que el otro es negativo, de esta forma S3 es un punto de silla. El autovector asociado a
A = —aes: V) = {(1,0)} que genera la subvariedad estable, mientras que el aotovector asociado al autovalor
db—ea

positivo: A = -8 es: V) = { (1, —% (db —ea + ab)) } que genera la subvariedad inestable.

_ —dc db—
S4= (J;;_eif bf—i?) ’

_d _d
L(Sy) = bfl[:ergc _Jl:j(—egc _ 1 ( bCy Cq >
—eii?iii —f :Zﬁii G\ eCs fCs
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cuyos autovalores son:

—3bC1 — 1fCa+ 1/ (13C3 — 26C1 s + 2G5 +4eCacCy)

1— C2
—1bCy — 4Cs — 1/ (BC} — 2bC1 fC5 + f2C3 + 4eCacCy)
2 p—
G

por lo tanto es un punto asintéticamente estable..

En este caso vemos que una de las dos especies coexisten. Para este caso se verifica la relaciéon: ce < bf.

Este modelo general de competencia entre especies queda resumido de la siguiente manera: Cuando ce > bf,
no es posible la coexistencia de las dos especies y por lo tanto una de ellas debe desaparecer, mientras que si
se verifica la relacién ce < bf, vemos que ambas especies pueden coexistir. Las constantes b, f son una medida
del efecto inhibidor que el desasrrollo de cada especie tiene sobre su propia tasa de crecimiento mientras que las
constantes ¢, e son una medida del efecto inhibidor que el desarrollo de cada especie tiene sobre la otra especie i.e.
es una medida de la competencia.

Ejemplo 4.1.1 Estudiar el sistema:
x' = x(60 — 3x — 4y)
vy =y(42 — 2x — 3y)

Solucidn. Las singularidades son:

S1 = {0,0},5, = {20,0},53 = {0,14},5, = {12,6}

r— 60 — 6x — 4y —4x
- —2y 42 —2x — 6y

linealizamos el sistema

por lo tanto:
S1 ={0,0}

£(S0) = ( 600 402 )

—-60 —80
(%)
es un punto de silla siendo los autovectores:
Vo ={(1 0)},a={( -5 1)}

4 0
£= < —28 —42 )
es un punto de silla siendo los autovectores:
Vi ={(0 1)} va={(-% 1)}

—36 —48
L= < -12 —18 )
—27 4373 0 ([ —1,368 0
0 —27-373 ) 0 52,632

por lo tanto se trata de un punto asintéticamente estable.
Vemos que en este ejemplo las dos especies coexisten de forma estable. m

es un punto inestable,
S, = {20,0}

V_g0 genera la subvariedad estable.
S3 = {0,14}

V_4p genera la subvariedad estable.
S, = {12,6}
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Ejemplo 4.1.2 Estudiar el sistema:
x" = x(60 — 4x — 3y)
{ y =y(42 -2y - 3x) @D

Solucién. En primer lugar calculamos sus singularidades siendo éstas:

Py = (0,0),P, = (0,21),P; = (15,0), P, = (6,12) (4.2)
vemos que el punto Py = (6,12) = (60 — 4x — 3y) N (42 — 2y — 3x).
Linealizamos (Hartmann):
[— 60 — 8x — 3y —3x
o -3y 42 — 4y —3x

1. P, =(0,0)
60 0
L(P, =(0,0)) = ( 0 42 >
es inestable.

2. P, =(0,21)

<—3 0)_(1 0)(—3 0)(1 0)

= 21 21 13
—63 —42 -5 . 0 —-42 1 5
asintéticamente estable.

3. P3 = (15,0)

—60 —45 -B B -3 0 0 1
= 19
0 -3 1 0 0 —60 = 1
asintéticamente estable
[ — —24 18 \ _ ( 14558 0
—\ -3 —-24 )7 0 —49,456

4. Py = (6,12)
3 | G |

Veamos como es el campo (ver Fig.-4.1)
n

o

un punto de silla.

Ejemplo 4.1.3 Vamos a estudiar el siguiente sistema:

{ X' =x(2-2x+y)
Y =y(l-y+x)

Solucién. En primer lugar calculamos sus singularidades siendo éstas:

(4.3)

Py =(0,0),P,=(0,1),P3 = (1,0), Py = (3,4) (4.4)
vemos que el punto P, = (3,4) = (2—2x+y)N(l—y+x).
Linealizamos (Hartmann):
_( 2—4x+y X
L_< y 1—2y+x> (4.5)

Vamos a estudiar cada uno de estos puntos:
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Figura 4.1: Espacio de fases del sistema (4.1)

1. b, =(0,0)
2 0
(1)
vemos quese trata de un punto inestable (fuente o un repellor).

2. P, = (1,0)

-2 1\ _ (-1 1 -2 0 -4 1
o 2 ) 0 1 0 2 0 1
por lo tanto es un punto de silla.

3. Py =(0,1)

(3 0)_(0 1)(—1 O><1—4>
= 11

1 -1 -3 1 0 3 1 0

tratdndose de otro punto de silla.

4. Py = (3,4)

donde los autovectores son
_14 1.7 _1_1
( 4+14 13><—>—5+\/13,< 4

como podemos comprobar este punto es un atractor o punto estable.
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Figura 4.2: Campo de direcciones y espacio de fases

El gréfico del campo es el siguiente (ver Fig.-4.2)
[

Ejemplo 4.1.4 Vamos a estudiar el siguiente sistema:

x' = x(6—3x —2y)
{ y=y5-x-y) 0

Solucién. En primer lugar calculamos sus singularidades siendo éstas:
P =(0,0),P, =(2,0),P3 =(0,5),Ps = (—4,9) 4.7)
vemos que el punto Py = (—4,9) = (6 —3x—2y) N (5—x—y).

Linealizamos (Hartmann):
[ 6—6x—2y —2x
L‘( —y 5—x—2y) 49

Vamos a estudiar cada uno de estos puntos:
1. P, =(0,0)
6 0
= (65)
vemos quese trata de un punto inestable (fuente o un repellor).

2. P, = (2,0)

Blw O
—
~_

-6 12\ _ [ -3 3 3 0
0 3 1 0 0 —6
por lo tanto es un punto de silla.

3. Py = (0,5)
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(55 5)

tratdndose de otro punto estable.

7N
—_
O
a1 o
N~
/N

|
O»-lk
| o
a1
N~
/N
[
agl—= O
~~_

4. Py = (—4,9)
12 8
=(55)

( 12 8 ) B ( 3+3V17 0 )
9 _ = 3 3

9 9 0 5 —35V17
donde los autovectores son:

7 1 7
—Z — 217 3.3 —z+
6 6 a2y 6
( 1 ><—>2+2 17,(

1

como podemos comprobar este punto es un punto de silla.

El gréfico del campo es el siguiente (ver Fig.-4.3)

Figura 4.3: Campo de direcciones y espacio de fases

4.1.1. Modelo presa-depredador. Lotka-Volterra.

Consideremos el caso en el que una especie es depredadora y que la otra es una presa de ésta, por ejemplo x(t)
representa la presa mientras que y(f) el depredador. El modelo que rige este comportamiento viene descrito por
las siguientes ecuaciones:

X' (t) = x (a — by)
y'(t) =y (—c+dx)
donde las constantes a,b,¢,d € R", a y ¢ miden la tasa de crecimiento de la presa y la mortalidad del depredador

respectivamente y b y d son medidas del efecto de la interaccién entre las dos especies.
Si efectuamos el andlisis correspondiente de este sistema vemos que sus puntos criticos son:

S ={x=0,y=0}, Szz{x:%'y:%}
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linealizando el sistema, obtenemos:

por lo tanto el caracter del punto S es:
S={x=0,y=0}

ce=(g o)

es un punto de silla. Las subvariedad estable esta generada por el autovector asociado al autovalor —c siendo éste:
V_. ={(0,1)}, mientras que la subvariedad inestable est4 generada por el autovector a; V, = {(1,0)}.
Con respecto al punto S, = (§, #) vemos que

e =g o)

cuyos autovalores son: o (A) = {\/ (—ca),—/ (—ca)} , por lo tanto nuestro teorema de linealizacién no se pude

aplicar en este caso ya quelos autovalores son imaginarios puros.
Sin embargo, para conocer el caracter del punto singular S, podemos proceder de la siguiente manera:

dy _ y(—c+dx)
dx  x(a—by)

(a—by) dy = <—c—|—dx> iy
y x

alny—by+clnx —dx =K

separamos variables

integrando obtenemos:

que como se observa es la gréfica de una curva cerrada, por lo tanto el punto Sy es un nodo estable (ver 4.4).
Intentaremos encontrar la funcién de Lyapunov L. Esta vez seguiremos una tactica algo distinta alimitar el
artificio de separacién de variables. Estamos buscando una funcién dela forma:

Lixy)=F(x)+Gy) / L' <0

donde

L'(xy) = SL(x(0),y(1) = 0Fx' +2,Gy
y por lo tanto:
L'(x,y) = x0xF(a — by) + y9,G (—c + dx).
Obtenemos L' = 0 supuesto que
x9xF yayG

(—c+dx) (by—a)

puesto que x e y son variables independientes, eso es posible sii

d,G
X0 F = Yo = const.

(—c+dx) (by—a)
haciendo que la constante sea igual a 1 resulta:

0yF =d—{ = F(x) =dx—dlnx
ayG:b—§:>G(y):by—alny

por lo tanto
L(x,y) =dx —clnx+by —alny

de esta forma vemos que la funcién L(x, y) esta definida para todo x,y > 0y es constante soblre las curvas solucion
del ssitema de Lotka-Volterra.Vemos por lo tanto que la singularidad S, = (5, %) es un minimo abasoluto para

nuestra funcién de Lyapunov L i.e.

RL=d—5, L=b-"2,
x y
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< d?
H(L)z(’g 2>:>H(L52):<6 g)
y a

en consecuencia es un punto singular estable.
Obsérvese que no hay ciclos limite ya que L no es constante en ningtn conjunto abierto, tenemos por lo tanto
el siguiente resultado.

4.1.1 Toda trayectoria de la ecuacion de Lotka-Volterra es una érbita cerrada, excepto el punto de equilibrio Sy y
los ejes coordenados.

Los depredadores y las presas tienen una variacion ciclica al rededor del punto critico. Medianteperturbaciones
podemos llegar a la siguiente solucién:

c

d ' d
y(t) = %+ Z\/EKsin (Vact + ¢)

estas ecuaciones son validas para las trayectorias cercanas a Sy, de ellas sacamos las siguientes conclusiones:

x(t) = € + fKcos (Vact + )

= El tamarfio de las poblaciones tienen un periodo

27T
\ac

este periodo de oscilaciones es independiente de las condiciones iniciales,

= las poblaciones se desfasan en un cuarto de ciclo,

» las amplitudes de las oscilaciones son:

Presa: Ay ="7F

Depredador: A, = 5 NG
que dependen de las condiciones iniciales.

En general vemos que si xp,y9 > 0 entonces x(t),y(t) > OVt por lo tanto ambas poblacione sobreiven en
mutua coexistencia. Excepcion: si las fluctuaciones son tan amplias que x(t) llegue a estar cerca de cero existe
la posibilidad de que las tltimas presas lleguen aser devoradas lo que conducirfa a la desaparicién de ambas
especies.

Este tipo de sistemas son estructuralmente inestables ya que la mds minima perturbacién introducida en el
sistema hace que cambie el comportamiento cualitativo del sistema.

4.2. El Péndulo.

4.2.1. El péndulo sin rozamiento.
La ecuacién del péndulo sin rozamiento viene dada por la siguiente expresion:
x" = sinx(t), (4.9)
que podemos reescribir como el sistema:

y = —sinx

viendo de forma inmediata que se trata de un sistema Hamiltoniano.
Las singularidades del sistema (4.10) son:

{ x: =Y (4.10)

S; = (ir,0), i=0,1,2,...1 (4.11)



88 CAPITULO 4. LOS EJEMPLOS TIPICOS.

Modelo de Lotka-Volterra

Figura 4.4: Modelo presa-depredador

Linealizamos el sistema para, a través de Hartman intentar clasificar las singularidades del sistema, de esta
forma obtenemos que:

0 1
DX = ( Ccosx O ) 4.12)
observandose de forma trivial que:
DX(S;) = ( _01 (1) ) i=0,2,4.. = 0(A) ==+i uncentro, (4.13)
DX(S;) = ( (1) (1) > i=1,35. = 0(A) ==+1 unpunto desilla. (4.14)

Para poder clasificar (clarificar) el comportamiento de los puntos S; con i = 0,2, 4... vamos a calcular la funcién
de Lyapunov, que es este caso serd el propio Hamiltoniano del sistema, i.e.

1 1
H= Eyz + /sin xdx = Eyz — oS X (4.15)
comprobando que
xX'=0H=y, y =-0:H=—sinx
asi como que también se verifica el principio de conservacion:

DH =) 9y, H (x]) = sinx(y) + y(—sinx) =0
i

por lo tanto deberemos, ahora, calcular el Hessiano de H (4.15), para ello:
VH = (sinx,y) =0<= (x=imr,y=0), i=0,12,..n)

como ya sabfamos, aunque sélo nos interesen los i = 0, 2, 4..., mientras que el Hessiano viene dado por:

Hess(H) = ( cogx (1) ) ,=> Hess(H)s, = ( (1) (1) ) , coni=0,2,4..,
de esta forma vemos que se trata de una serie d epuntos estables (asint6ticamente estables) pues el Hessiano de H
en estos puntos alcanza un minimo estricto.

En la figura adjunta (4.5) encontramos el espacio de fases asociado al sistema (4.10).

Podemos también calcular la ecuacién dela separatriz, érbita heteroclinica que conecta los puntos de silla, como
H(7m,0) = —cos 7t = 1, entonces la ecuacion de la separatriz sera:

%yz Ccosx=1, = y==+,/2(1+cosx) (4.16)

desgraciadamente la gréfica de esta ecuacién no ha salido en la figura (4.5).
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Figura 4.5: Espacio de fases del sistema (4.10)

4.2.2. Péndulo linealizado con rozamiento.

En este caso la ecuacién que gobierna el fenémeno es la siguiente:

=y
{ vk 4.17)

donde k € R*. De forma mecénica aplicamos el procedimiento standard obteniendo que la tnica singularidad del
sistema (4.17) es: S; = (0,0).
Linealizando, encontramos que el caracter topolégico de S; depende del valor de la constante k, i.e.

DX = ( o ) — (M) = —%ki% (K2 —4) 4.18)

por lo que deberemos distinguir los siguientes casos:

1. k < 2 entonces los dos autovalores con complejos i.e. 0(A) € C, pero con la parte real distinta de 0, por lo
tanto las trayectorias seran espirales que se aproximan al origen.

2. k = 2; entonces A = —1, doble i.e. la singularidad es asintéticamente estable,

3. k > 2; entonces los autovalaores son negativos, por lo que la singularidad sera asintéticamente estable.

En la figura adjunta (4.6) vemos el espacio de fases para cada uno de Iso valores del parametro k. Vemos que
este ejemplo es sencillisimo, pero nos sirve para introducir la idea de bifurcacién, como ecuacién que depende de
cierto pardmetro y que en funcién de éste tendrd un caracter distinto.

4.2.3. Péndulo sin linealizar y con rozamiento.

En este caso la ecuacién que gobierna el fenémeno es la siguiente:

¥ =y
{ y' = —sinx —ky (4.19)

donde k € R™.
Las singularidades del sistema (4.19) son:

S; = (ir,0), i=0,1,2,...1 (4.20)
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4.3.1 La ecuaci

El Oscilador de Van der Pol.

Linealizamos el sistema para, a través de Hartman intentar clasificar las singularidades del sistema, de esta
forma obtenemos que:

En la figura adjunta representamos el espacio de fases del sistema (4.19) con k = 1.

como podemos observar, este es el caso estudiado en la anterior secci
Paralos i = 1,3,5... (impares) tenemos que:

donde
4.3.
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Figura 4.7: Espacio de fases del sistema ( 4.19)

(la ecuacion de Lienard) o el sistema equivalente

X' =y
!

yo= —flxyy-gx)
con f,g € C, tiene al menos una solucién periddica bajo las siguientes condiciones:
1. 3a > 0; f(x,y) > 0 cuando \/x*> + y*> > a,
2. £(0,0) <0,
3. g(0) =0, con g(x) > 0 cuando x > 0y g(x) < 0 cuando x <0,
4. G(x) = [y g(u)du — co cuando x — co.

El teorema nos dice que cerca del origen, el coeficiente de amortiguamiento f es negativo esperendo entonces
que las 6rbitas, espirales, se alejan del origen debido a la entrada de la energfa. Mientras que cuando f > 0, haya
pérdida de energia de tal forma que las drbitas espirale se acerquen al origen. Entre ambas familias se espera
encontrar un ciclio limite.

Ejemplo 4.3.1 Demostrar que la ecuacion:
P (x2 T 1) Y3 =0 (4.26)
tiene un ciclo limite.

Solucién. Aplicando al pie de la letra el teorema anteriormente expuesto vemos que:

flx) = x? +y2 -1, gx)= = G(x) = ix‘*,

el sistema equivalente a la ecuacion (4.26) es:

Y=y
V= (2 1)
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cuya tnica singularidad real es: S = (0,75488,0), las otras dos singularidades son imaginarias. Linealizando
vemos que:
0 1 0 1 . )
DX — ( s ) — DX, = ( s 6 ) — o (A) = (174, —1,7i)

i.e. autovalores imaginarios puros.
Por la tercera y cuarta condicién del teorema tenemos que:

1 1 1
E(ry) = 57 +Glx) = 377 + 7 = ¢,

esta funcion representa la energia total del sistema. Esta familia de curvas (¢ > 0) encierran el origen. Cuando
¢ — 0 entonces E(x,y) — 0y cuando ¢ — oo entonces E — oco. La solucién periddica estard localizada, por el
teorema, entre las curvas c¢1 y ¢ tal que la curva c; es interior y ¢, exterior a x> + y> — 1 = 0, pero tales curvas

deben estar sujetas a la restriccion 3y? + 1x* = c. el calculo por medio de los multiplicadores de Lagrange da:

1

— =1 i
¢ = 3,C = j respectivamente. ®

Ha sido desarrollado un criterio més préctico que garantiza la existencia de trayectorias cerradas para toda
ecuacién de la forma
X"+ f(x)x" + g(x) =0, (4.27)

caso particular de la ecuacién de Lienard.
Al hablar de una trayectoria cerrada para tal ecuaciéon queremos decir una trayectoria cerrada del sistema
equivalente

¥ =y,
y' = —f(x)y—gx), (4.28)

tenemos el siguiente teorema que nos garantiza la existencia de un centro.

- 4.3.2 El sistema (4.28) tiene un centro en el origen cuando para U € Ent(0), f,g € Cy
1. f(x) es impar y no cambia de signo en el semiplano x > 0,
2. g(x) impar tal que g(x) > 0,x > 0 lo que implica g(0) =0,
3. g(x) > af(x)F(x), Vx >0 donde F(x) = [y f(u)duya > 1.

Ejemplo 4.3.2 Demostrar que la ecuacion:
X" +xx' +x3=0 (4.29)

tiene un centro en el origen.
Solucién. Aplicando al pie de la letra el teorema anteriormente expuesto vemos que:

f(x) =x,= F(x) = %xz, g(x) =3

por lo que
1 1 1
X > ax§x2 = txix:” = g(x) —af(x)F(x) = §x3(2 —u)
por lo tanto si « € (1,2) entonces el origen es un centro. m

Un teorema sobre la existencia de un ciclo limite.

Consideramos la ecuacién x” + f(x)x’ + g(x) = 0, con f > 0 cuando |x| es grande y f < 0 cuando |x| es
pequetio y g es de tal forma que en ausencia del término de amortiguamiento f entonces esperamos soluciones
periddicas para vlaores pequefios de x.

La ecuacién de Van der Pol es un ejemplo tipico de este tipo de ecuaciones

x”+ﬁ(x2—1) ¥ +x=0 conp >0, (4.30)
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el teorema que enunciamos a continuacién nos dice que nos vamos a encontrar espirales que se enrollan en torno
a un ciclo limite.
En esta ocasion el plano de fases estd dado por el sistema (el plano de Lienard):

{ ;: i z;(z)(x) con F= /Oxf(u)du (4.31)

donde con esta transformacién hemos conseguido que el origen sea un foco o un centro no degenerado.
- 4.3.3 La ecuacion x" + f(x)x' + g(x) = 0 tiene una vinica solucién periédica si f, g € C tales que
1. g(x) impar tal que g(x) > 0,x >0,
2. F(x) = [y f(u)du es impar y tiene exactamente un cero positivo en x = a,

esto implica que f(x) es funcion par, f(0) < 0y f > 0 para todo x > a.

Ejemplo 4.3.3 Demostrar que la ecuacion de Van der Pol:
x”+ﬁ(x2—1) ¥Hx=0 B>0, (4.32)
tiene un ciclo limite.

Solucién. Aplicando al pie de la letra el teorema anteriormente expuesto vemos que:
1
) = (32 =1), = P = px (32 1)),
y g(x) = x, es impar tal que g(x) > 0,x > 0, por lo que las condiciones del teorema son satisfechas con a = /3.

Por lo tanto el sistema
{ x'=y—Bx (%xz—l)

/

y =—x

tiene un ciclo limite. m

Consideremos el sistema polinomial general

¥ = P(x,y)
{v2oem @

donde P, Q son polinomios en (x,y).Sea X = (P, Q) € X(IR?) el campo asociado. Sea I' un ciclo limite del sistema
con periodo T.

Definicién 4.3.1 La magnitud

/ divXdt
T

se denomina el exponente caracteristico.

- 4.3.4 Supongamos que

T
/ divXdt = / (0xP +0,Q) (x(£), y(t)) dt
T 0
entonces:
1. T es un ciclo limite hiperbdlico atractivo si fr divXdt <0,

2. T es un ciclo limite hiperbélico repulsivo si [ divXdt > 0.
- 4.3.5 Consideramos el sistema de Lienard

X =y — (a1x + apx? + azx®)
y'=—x
tiene un ciclo limite hiperbélico si ajaz < 0.
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Capitulo 5

Introduccion a la teoria de la bifurcacion

Indice del capitulo
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En el dltimo capitulo y a lo largo de estos apuntes nos hemos encontrado con numerosos ejemplos en los que
los sistemas dindmicos (SD) dependen de cierto pardmetro como por ejemplo:

1. el crecimiento de la renta percapita

x' =ax, ac€R,

2. la frecuencia natural del oscilador armoénico

x4 2kx' + wix =0,

3. el oscilador de Van der Pol
X +e (x2—1) X +x=0.

En todos los casos el comportamiento del SD pedende del pardmetro de tal forma que para un valor dado,
la solucién puede ser estable y con el cambio del parametro perder dicha estabilidad, en tales situaciones se dice
que estamos ante una bifurcacion. En situaciones algo mds complejas se puede dar la situacién en la que el SD
posea dos soluciones estables, por ejemplo, diferentes condiciones iniciales pueden conducir a soluciones estables,
a tales sistemas se les denomina multiestables. A continuacién revisaremos muy brevemente algunos de los tipos
de bifurcaciones para puntos criticos no hiperbélicos para ilustrar como el comportamiento cualitativo de sistemas
no estructuralmente estables (recordar el teorema de Peixoto expuesto en el capitulo 3) cambia al hacer variar el
parametro.

Antes de pasar a revisar los diferentes tipos de bifurcaciones estudiaremos dos ejemplillos.

Ejemplo 5.0.4 Estudiar el sistema
X =px, Yy =-vy (5.1)

Solucién. En primer lugar calculamos las singularidades del sistema (5.1) viendo que sélo tiene una tinica singu-
laridad S = (0,0), de tal forma que la parte lineal del sistema es

_(m 0
(85 )
por lo tanto el caracter de S depende del signo de p. De forma inmediata vemos que

95
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1. Si p < 0 entonces S es un punto estable,
2. si y = 0 entonces S es un punto no clasificable mediante Hartman, mientras que

3. sip > 0 entonces S es un punto de silla.

De esta forma vemos que el caracter de la singularidad depende el signo del pardmetro . m

Ejemplo 5.0.5 Estudiar el sistema
X' =—ux+y, Yy =-—ux-3y. (5.2)

Solucién. Vemos que el sistema se peude escribir de la forma x’ = Ax, i.e.

’ —H 1
* _(—ﬂ —3)x’

de tal forma que el caracter de la singularidad S = (0,0) depende el signo del pardmetro y.De forma inmediata
vemos que

1. Si y < 0 entonces

(1 _1,.1 3 -
L_<y 3), Ma=suEts\/(r+9) (p+1) -5 <0, Vu € [-1,0),

por lo tanto S es un punto estable,

(5 )= (L DT )

por lo que S es un punto no clasificable mediante Hartman, mientras que

2. siu = 0 entonces

3. si u > 0 entonces

— 1 1 1 3
L= ( _;j _3 ) Ma=—sn+5 (y+9)(pt+1)—§, Ay <0,A1 >0, Vue(0,0),
S es un punto de silla.

Por lo tanto el caracter de la singularidad depende el signo del pardmetro y. m

A continuacién estudiaremos los distintos tipos de bifurcaciones.

5.1. Bifurcacion saddle-node

Consideremos el siguiente SD
T 53)

encontrando que (5.3) tiene una singularidad en S = (+,/7,0) , por lo tanto encontramos las siguientes posibili-
dades:

1. Si u < 0 entonces el sistema (5.3) no tiene singularidades,

2. siy = 0 entonces S = (0,0) es un punto no clasificable mediante Hartman (singularidad no hiperbéloca), ya

que
0 0
(o %)

mientras que
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3. sip > 0entonces S; = (£,/7,0), i.e. aparecen dos singularidades, entonceses

L(51)=<_26/}7 _01>r L(Sz)z(z‘({}7 _01>,

viendo asi que S; es un punto critico estable mientras que S, es un punto de silla, de ahi el nombre (saddle-
node), del paso de un punto estable a uno de silla.

De esta forma podemos ver (ver Fig. (5.1)) cémo cambia el espacio de fases al cambiar el signo del parametro
. En las siguientes figuras hemos representado precisamente estos espacios de fases cuando p > 0 (figura de la
izquierda) y cuando y = 0 (figura de la derecha).

e ——a—a—
e ————

——— > _T,

Figura 5.1: Espacio de fases del sistema (5.3) cuando p > 0 (figura de la izquierda) y cuando p = 0 (figura de la
derecha).

En la figura adjunta (ver Fig. (5.2)) esquematizamos el caracter de este tipo de bifurcaciones en funcién del
signo del pardmetro y.

1_
0.5
T\
’045- \
~N
o1 ~ ~
\ \.
05 0 0.5 1 15 2
uw

Figura 5.2: Esquema de la bifurcacién saddle-node en funcién del signo del parametro y. En color rojo hemos re-
presentado los valores de y. para los cuales la solucién es estables, mientras que en color negro hemos representado
los valores de p. que hacen que la solucién sea inestable.

Veamos otro ejemplo.

Ejemplo 5.1.1 Estudiar el sistema
=y, Yy =x*—y-pu (5.4)
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Soluci6n. Vemos que el sistema tiene una singularidad en S = (+,/,0) , por lo tanto encontramos las siguientes

posibilidades:
0 1
L= < 2x -y )’

1. siu > 0, entonces la parte lineal del sistema adquiere los siguientes valores
L(S ):( 0 1) Mo = /4
+ 2./f / 12 ,
0 1 .
L(S—) = < _2\/ﬁ 0 ) 7 /\1,2 ==+ 4\/ 4ﬂl/

donde S+ = (£,/#,0), por lo que la singulardad S, es un punto de sillay S un nodo estable.

2. Si u = 0, entonces la parte lineal del sistema adquiere los siguientes valores

1s)=(g o )

siendo una singularidad no hiperbélica y no se puede clasificar mendiante Hartman, por tltimo

3. sip < 0, entonces no hay puntos de equilibrio.

De esta forma vemos que cuando p = 0 existe una bifurcacién de tipo saddle-node. De esta forma podemos
ver (ver Fig. (5.3)) cémo cambia el espacio de fases al cambiar el signo del parametro y. En las siguientes figuras
hemos representado precisamente estos espacios de fases cuando y < 0 (figura de la izquierda) y cuando # = 0
(figura de la derecha).

et N N S S
77N N N N N N e
277NN N N N a7 A

——s—a—a—aaa

b b B BB bbbt —a—a AN A “a
- T e b bbb bbb B TA A A
<
<
T

o P T_ T > B > > bbb —s—a~a a

£
o

Figura 5.3: Espacio de fases del sistema (5.4) cuando y < 0 (figura de la izquierda) y cuando p = 0 (figura de la
derecha).

5.2. Bifurcacion transcritica
En este caso estudiaremos el siguiente sistema

X =(pu—x)x, Y =-y, (5.5)
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viendo de forma inmediata que existen dos singularidades para el sistema dependiendo del valor del pardmetro
#; Sy = (1,0) y So = (0,0) . Si linealizamos,
[ n—=2x 0
(1 5 )

1. sip < 0,5_, entonces los autovalores de L(S_) son: A1 = u, A, = —1, 1o que implica que el punto en cuestion
es un punto de silla mientras que el punto Sy = (0,0) es estable

entonces podemos comprobar que:

2. siy > 0, S4, entonces los autovalores de L(54) son: Ay = —p, Ay = —1, lo que implica que el punto en
cuestion es estable, mientras que el punto Sy = (0,0) pasa a ser un punto de silla

3. siu =0, Sp, entonces los autovalores de L(Sp) son: A1 = 0, A; = —1, no teniendo un criterio para clasificarlo
mediante Hartman, se trata del valor donde se produce la bifurcacién.

En la figura adjunta (ver Fig. (5.4)) hemos representado el espacio de fases del sistema (5.5) cuando y > 0
(figura de la izquierda) y cuando i < 0 (figura de central). Por tltimo, la figura de la derecha representa el espacio
de fases del sistema cuando y = 0.

————— e X

———— X R

Figura 5.4: Espacio de fases del sistema (5.5) cuando p > 0 (figura de la izquierda) y cuando p < 0 (figura de
central). Por tltimo, la figura de la derecha representa el espacio de fases del sistema cuando y = 0.

En la figura adjunta (ver Fig. (5.5)) esquematizamos el caracter de este tipo de bifurcaciones en funcién del
signo del pardmetro p.

Ejemplo 5.2.1 Estudiar el sistema
=y, yY=m-x)x-y. (5.6)

Solucién. Vemos que el sistema tiene una singularidad en S = (,0), y otra en el punto Sy = (0,0), por lo tanto
encontramos las siguientes posibilidades:
0 1
b= ( p-2x -1 ) ’

1. sip <0, digamos 4 = —a cona € RT, entonces la parte lineal del sistema adquiere los siguientes valores
0 1 1
L(S)—<a _1>/ Al,z——i(lj:\/a—!—l),
0 1 1
L(SO)—<a 1>, /\1,2——§<1:|:\/1—4u),

por lo que la singulardad S = (—a,0), es un punto de silla mientras que el otro es estable.
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0.5+

051 7

Figura 5.5: Esquema de la bifurcacién transcritica en funcién del signo del pardmetro y. En color rojo se muestran
los valores del pardmetro u. donde la solucion es estable mientras que color negro representamos los valores donde
la solucién es inestable.

2. Sip = 0, entonces la parte lineal del sistema adquiere los siguientes valores

ws)=(g 4 ),

siendo una singularidad no hiperbélica y no se puede clasificar mendiante Hartman, por tltimo

3. siu > 0, digamos y = a cona € R™, entonces la parte lineal del sistema adquiere los siguientes valores

L(5+)=< 01 >/ A1,2=—%<1iM),

—a -1

L(Sy) = (2 ! > Ma=— (1£VaT1),

encontrando asf la situacion inversa a la del caso u < 0.

En la figura adjunta (ver Fig. (5.6)) hemos representado el espacio de fases del sistema (5.6) cuando p > 0
(tigura de la izquierda) y cuando y < 0 (figura de central). Por tltimo, la figura de la derecha representa el espacio
de fases del sistema cuando y = 0.

HA4 NV 2 IRER
Vi N ViV
V4 'R Vv

H i H

{111 Vi 1 v

[ Vi Vo
i N S i
I tt Ly
yoibi 1332 AR R IR i y
[ YXXT /L A I
‘i -~ AR =\ X
X -~ NAXN~s Y - I

Hor - NNy ) n X Y
Vi x XARN—Y AN V)
Vi ~ XANXNN=s/ X\ TERR
i ~ AR RNy LN YR
IR L NN AR RNy LN YR

R VANY SVl SN NNy H e\ o
2 I 0 i 2 5 5 3 | 3 { ;

X X X

Figura 5.6: Espacio de fases del sistema (5.6) cuando p > 0 (figura de la izquierda) y cuando p < 0 (figura de
central). Por tltimo, la figura de la derecha representa el espacio de fases del sistema cuando y = 0.
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5.3. Bifurcacion de pitchfork (encajonada)

En este caso estudiaremos el siguiente sistema

x’ = (;1/[ — xz) X, ]/ = -V, (5.7)
discutimos en funcién del signo de u

1. si p < 0, entonces solo encontramos una tnica singularidad, Sop = (0,0)

L(SO):(g _01>

que es estable

2. Si p = 0, entonces solo encontramos una tnica singularidad, So = (0,0)

so=(g %)

que no podemos clasificar, sin embargo, al tratarse de un sistema sencillo, vemos que que las curvas solucién
satisfacen la ecuacion

dy _y _ ke ()7
Iy = = ly| = Ke .

3. Si u > 0, entonces solo encontramos tres singularidades, S+ = (:I:\/ﬁ,O) ,¥ So = (0,0) tal que

L(si):(_gy 01), L(So)=<f§ 01>,

de esta forma S+ = (+,/7,0) son estables , mientras que Sy = (0,0) es un punto de silla.

De esta forma vemos que cuando p = 0 existe una bifurcacién de tipo saddle-node. De esta forma podemos
ver (ver Fig. (5.7)) cémo cambia el espacio de fases al cambiar el signo del parametro y. En las siguientes figuras
hemos representado precisamente estos espacios de fases cuando y < 0 (figura de la izquierda) y cuando # = 0
(figura de la derecha).

Figura 5.7: Espacio de fases del sistema (5.7) cuando p < 0 (figura de la izquierda) y cuando p = 0 (figura de la
derecha).

En la figura adjunta (ver Fig. (5.8)) esquematizamos el caracter de este tipo de bifurcaciones en funcién del
signo del pardmetro y.
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Figura 5.8: Esquema de la bifurcacién pitchfork en funcién del signo del pardmetro u.

Ejemplo 5.3.1 Estudiar el sistema
! —

=y, oy =—ux—x—y. (5.8)

Solucién. Vemos que el sistema tiene las siguientes singularidades:

S1=(0,0), So3 = (£y/—1,0),

por lo que p < 0. La parte lineal viene dada por

0 1
L_(—y—3x2 -1 )’

o= 0 N ) memjy(ievicm),

—H
0 1 1
L(SZ,?’)_<2]’[ _1)/ Al,Z_E(_li\/Sﬂ_'—l)/
por lo que si 4 < 0, entonces S; es un punto de silla mientras que S, 3 son puntos estables al tener la parte real
negativa. Habria que discutir los rangos de validez del pardmetro y de tal forma que 8¢ +1 > 0, con u < 0,
encontrando que si y € [—%,0} entonces Ao = 3 (—1£ /8 +1) € R, en cuyo caso A1, < 0.
Si u = 0, entoces aparece una tnica singularidad S; = (0,0) tal que

de esta forma

0 1
L:(O _1>, Mo ={-1,0},

a pesar de ser un punto degenerado, inclasificable mediante Hartman, vemos que se trata de un centro estable
(atractivo).

En las figuras adjuntas hemos representado el espacio de fases cuando p = —2y p = 0. De esta forma vemos
que cuando yu = 0 existe una bifurcacién de tipo saddle-node. De esta forma podemos ver (ver Fig. (5.9)) cémo
cambia el espacio de fases al cambiar el signo del pardametro y. En las siguientes figuras hemos representado
precisamente estos espacios de fases cuando y < 0 (figura de la izquierda) y cuando y = 0 (figura de la derecha).

m

Ejemplo 5.3.2 Estudiar el punto de bifurcacion del sistema

X =2x(p—x)—(x+1)y: Y =yx-1). (5.9)
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Figura 5.9: Espacio de fases del sistema (5.8) cuando y < 0 (figura de la izquierda) y cuando y = 0 (figura de la
derecha).

Solucién. Como en todos los ejemplos, el primer paso consiste en calcular las singularidades del sistema, siendo

en este caso:
S1=(00), S=(0)  Spu=(LE/r-1),

de tal forma que S3 4 € R sii ¢ > 1. La parte lineal del sistema es:

_(2(p—2x)—y* —2(x+1)y
L( y (x—1) )

por lo que
L(Sl) = ( 0 -1 )1 )\1,2 = {2‘1/1, _1}/
-2 0
L(SZ):< O;u ,14—1 )/ )\1,2:{_2]’11;’[_1}/

_( m=3 F4/p-1 N 112
L(53,4)<i\/m 0 , /\1,2—2 u—3+t4/(p—11)"-96),

por lo que podemos concluir que (dependiendo del signo de p):
1. El punto S; = (0,0) es estable si < 0, un centro estable si = 0y un punto de sillasi u > 0,
2. Elpunto Sy = (p,0) es estable si 4 < 1, un centro estable si 4 = 0 y un punto de sillasi u > 1,

3. Los puntos S34 = (1,4+/p — 1) necesitan un anélisis un poco mas minucioso,

isil<pu<11-4v6, entonces A; <0y Ay < 0 por lo que se trata de un punto estable
ii si11 —41/6 < u < 3, entonces A1 , son complejos pero con la parte real negativa, espirales estables,

iii si3 <y < 11 + 4+/6, entonces A1 » son complejos pero con la parte real positiva, espirales inestables, por
altimo
iv si 11 +4v/6 < u, entonces A1 » son reales y positivos, por lo que se trata de unos puntos inestables

En resumen. En este ejemplo tenemos tres puntos de bifurcaciéon: una bifurcacion transcritica si ¢ = 0, una
fiburcacién tipo pitchfork si # = 1y por dltimo una bifurcacién de Hopf (ver siguiente seccién) si y = 3.

De esta forma podemos ver (ver Fig. (5.10)) cémo cambia el espacio de fases al cambiar el signo del parametro
u. En las siguientes figuras hemos representado precisamente estos espacios de fases cuando p = 2,8 (figura de la
izquierda) y cuando y = 1,5 (figura de la derecha).

m
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Figura 5.10: Espacio de fases del sistema (5.9) cuando y = 2,8 (figura de la izquierda) y cuando # = 1,5 (figura de
la derecha).

5.4. Bifurcacién de Hopf
Consideremos el siguiente sistema

x’:yx+y—x(x2+y2), y’:—x—l—yy—y(xz—l—yz), (5.10)
que reescribimos en coordenadas polares como
r’:r(y—rZ), o = -1,
entonces el origen es un punto critico ya que 6’ # 0. Distinguiremos los siguientes casos
1. Si p <0, entonces no hay ciclo limite, y el origen es una singularidad estable

2. Sip > 0, entonces el origen es un foco inestable y aparece un ciclo limite cuando r = /.

Podemos observar que, si tomamos la parte lineal del sistema (en este caso nos referimos a los términos no
cuadraticos o de orden superior) y calculamos su jacobiano, entonces obtenemos la siguiente matriz

1 )
L_(_‘ul ‘u>/ )\1/2:]1:]:1,

por lo que si u > 0 entonces las trayectorias son espirales que se alejan del origen, inestable, si # = 0 entonces
los autovalores son puramente imaginarios y por lo tanto obtenemos un foco estable y por tdltimo si 4 < 0 las
trayectorias describen 6rbitas que se dirigen hacia el origen, por lo que dicho punto es un foco estable.

De esta forma podemos ver (ver Fig. (5.11)) cémo cambia el espacio de fases al cambiar el signo del parametro
. En las siguientes figuras hemos representado precisamente estos espacios de fases cuando p > 0 (figura de la
izquierda) y cuando u = 0 (figura de la derecha).

En la figura adjunta (ver Fig. (5.12)) esquematizamos el caracter de este tipo de bifurcaciones en funcién del
signo del parametro y.

- 5.4.1 Dado el sistema

X =px+y—xf(r), y=-x+py—yf(r),

donde r = \/x?>+y?, f (r) and f' (r) son continuas parar > 0, f (0) = 0y f (r) > 0 parar > 0. El origen es el inico
punto de equilibrio, entonces:
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Figura 5.11: Espacio de fases del sistema (5.10) cuando u > 0 (figura de la izquierda) y cuando y# = 0 (figura de la
derecha).
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Figura 5.12: Esquema de la bifurcacién de Hopf en funcién del signo del pardmetro p.

1. para u < 0, entonces no hay ciclo limite, y el origen es una singularidad estable,
2. sip > 0, entonces el origen es un foco inestable y aparece un ciclo limite cuando r = /.

Podemos enunciar teoremas semejantes como el siguiente
- 5.4.2 Supongamos un sistema parametrizado de la siguiente manera:

=y, ¥y =xymN,

tal que posee una singularidad en el origen, ademds supongamos que los autovalores del sistema linealizado son puramente
imaginarios cuando y = . Si la parte real de los autovalores [Re (A; (p))] satisfacen: % [Re (A; (u))]

, >0y el origen
es un punto asintéticamente estable cuando p = p, entonces:

H=H

1. u = p es un punto de bifurcacién para el sistema,
2. para y < 0, entonces no hay ciclo limite, y el origen es una singularidad estable,
3. si > 0, entonces el origen es un foco inestable y aparece un ciclo limite cuando r = /.

La bifurcaciéon de Hopf estd caracterizada por el cambio de estabilidad de un punto singular acompariado de
la creacién de un ciclo limite.
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Ejemplo 5.4.1 Estudiar si el sistema
X"+ (x2 +x?2 - pt) X +x=0, (5.11)
posee una bifurcacion de Hopf.

Solucién. Vemos que el sistema se peude escribir de la forma

X' =y,
v =—(P+y-n)y-x,
entoces, si consideramos el criterio de Dulac,

divX =0y (¥') +0y () = —x* =32 +u <0, V(xry) Yu<o,
por lo tanto no puede haber ciclos limite. Si 4 = 0, podemos considerar la siguiente funcién de Lyapunov: V =
3 (x2+1?), tal que

V=3V () + 3,V () = = (P +17) 2 <0,

mostrando asf que el origen es asintéticamente estable. Por tltimos podemos ver que si # > 0, entonces aparece
un ciclo limite (x? +y* = ). m

Ejemplo 5.4.2 Estudiar si el sistema

2 2
x' = px —2y —2x (x2+y2) , y’sz—yy—y(x2+y2) , (5.12)
posee una bifurcacion de Hopf.

Solucién. Veamos si este sistema verifica cada una de las condiciones del teorema (5.4.2). En primer lugar observa-
mos que el origen es una singularidad Vi € R, y en segundo lugar comprobamos que los autovalores de la parte
lineal son de la forma
-2 .
L:(él _y) = Ai(p) = p+2i,
por lo que si 4 = 0, entonces los A; son imaginarios puros y por lo tanto el origen es estable. Ademds podemos
comprobar que se verifica la relacién

i R (A ()] =150,

de esta forma, al verificarse todas y cada una de las condiciones del teorema (5.4.2) podemos asegurar que el
sistema tiene una bifurcacion de tipo Hopf.

Antes de terminar con este ejemplo comprobamos que el origen es asintéticamente estables, para ello utiliza-
remos, como en el ejemplo anterior, la funcion de Lyapunov: V = (x? 4 y?) , tal que

Vi=0V(x)+9,V(y)=-2 (23{2 +y2) (x2 +y2)2 <0,

por lo que el origen es asintéticamente estable. m

En muchas ocasiones no es posible encontrar la funcién de Lyapunov, resultando asi muy dificil comprobar si
el origen es o no asint6ticamente estables. El teorema de Lyapunov, el de la primera aproximacién, no puede en
ninglin caso determinar la naturaleza de estos puntos singulares no lineales ya que la linealizacién se situa siempre
entorno al origen. Esto es por tanto un indice con el cual podemos todavia determinar la estabilidad en p = p,,.

La receta es la siguiente:

1. Encontramos la linealizacion del sistema X’ = AX, en el origen para yu = y,,,

2. Encontramos una matriz no singular semejante tal que

MlAM—( ° |“’°|),
—lwol 0

donde los autovalores de A son precisamente A; = +wyi,
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3. Transformamos el sistema original
¥ =y, Y=y,
mediante la transformacién x = My en un nuevo sistema Y’ = Y (y;), y

4. por ultimo calcularemos el indice I
I = |w| (Y1111 + Yip + Y + Yzzzz) + <Y111Y121 — YH Y, + YR YD, + Y5, Y — Yoo Xf) — y212y222) /

donde
Y %Y,
9Y0Yk 9Y0Yx9Y,

de tal forma que si el indice I es negativo, entonces el origen asintéticamente estable.

i
ik

(0,0),  Yiy= (0,0),

Para aclarar esta receta, veamos un ejemplillo.

Ejemplo 5.4.3 Estudiar si el sistema

/

x =y,
Y =- (x2 — y) y—2x — x>, (5.13)
posee una bifurcacion de Hopf.

Soluciéon. Comprobamos que el sistema verifica las hipétesis del teorema (5.4.2). En primer lugar vemos que el
origen es una singularidad y que los autovalores de la parte lineal son de la forma

— 0 1 _1 /142

de tal forma que cuando p = 0, entonces A1, = % (:I:\/§> . Por otro lado, vemos que

d 1
@ [Re (/\1 (V))]y:yo = E >0,

por lo que se verifican todas las condiciones.
Aplicamos ahora la receta y buscamos una transformacion tal que

(G () = we(3 %)

ya que
1 1 2 2
M = ) (2my1may + ma1ma) M ~ 1M1 (Zmlz +m22) _ ( 0 V2 )
2 2 - 7
~ i (2 M) g (212 + o) —V2 0
2 2
(2myymyp + myymo) 0 (211112 + mzz) -2
=0, - V2,
myqMipp — MMy My — MMy
2 2
2myy +my 2 (2myymip + mpyymay) 0
2 2 - 4 2 2 — Yy
(2m3, + ms3,) (2m3, +m3,)

encontrando que el sistema en el nuevo sistema se escribe de la forma(x = My), por lo tanto

X =u, X =, y =20, y =20,
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llegando asi a
2
u' = /20, v = —V2u —u?v — Y248,

2
ya que
2 1
V2u = —u?V20 — 2u — P, = v = —uPv— —u— —ud.
V2 V2
Por ultimo calculamos el indice I, encontrando que
I=-2v2<0,

por lo que concluimos que el origen es asintéticamente estable y por lo tanto el sistema posee una fiburcacién de

Hopf.

De esta forma podemos ver (ver Fig. (5.13)) como cambia el espacio de fases al cambiar el signo del pardmetro
. En las siguientes figuras hemos representado precisamente estos espacios de fases cuando y > 0 (figura de la
izquierda) y cuando y = 0 (figura de la derecha).
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Figura 5.13: Espacio de fases del sistema (5.13) cuando y > 0 (figura de la izquierda) y cuando y = 0 (figura de la
derecha).

Veamos con algo de detalle el célculo de I

I = |wy (Yllll + Yip + Yinn + Y2222> + (Y111Y121 — Y1 Y + YR Y + Y5 E, — YY1, — Y212Y222> ,

donde | 2y | Py
= a}/jall/k ©0), Y= ayjayklayl ©.0),
Yyl = \fZU, Y2 = —V2u —ulo— ;u?’,
vemos que todas las componentes de Y}k = % (0,0) son nulas
Yh=0  Yp=0, Yp=0,
Yh=(-20-3v2u) =0, Yh=(-2u)4=0 Yh=0,

i

. - ) 2 .
mientras que la tinca componente no nula de ijl = Wklayr (0,0) es (Yf1,) :

Y1111 =0, Y1122 =0, Y1212 = -2 Y2222 =0,

de esta forma I = |wy| (YZ,) = —2v2. m

Vemos ahora una aplicacién del teorema para un sistema quimico.
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Ejemplo 5.4.4 Las ecuaciones cinemdticas de un determinado sistema quimico estdn descritas por las siguientes ecuaciones:
X' =a—(b+1)X+ X%, Y =bX-X?, (5.14)
donde a,b € R. Mostrar que el sistema posee una bifurcacion de Hopf.
Solucién. En primer lugar vemos que la tnica singularidad aparece en el punto S = (4,b/a) . Al linealizar en S
vemos que
L— ( - (bb+_12) );ryzxy _X;Z > LS = < b_—bl _a; ) ,

encontrando que sus autovalores son

/\1,2:;(b—a2—1i\/<—b+(a+l)2) (—b+(a—1)2)>,

ademés observamos que el determinante de L (S) es: det (L (S)) = a2, por lo que la estabilidad de S estard deter-
minada por su traza, de tal forma que S es estable si a> + 1 > b e inestable si 4> + 1 < b.
Para aplicar el teorema (5.4.2) introduciremos el siguiente cambio de variable
b

:X— :Y—f’
x a, y .

de esta forma el sistema original resulta ahora
xX'=(b—1)x+ay(a+2x)+ (Z+y> X2,

y = —bx —ay(a+2x) — <Z+y) X2,

e interpretamos el sistema como si estuviera parametrizado por b, dejando fijo a. La parte real de los autovalores
es:

Re[ALz]:%(b—ahl), (=12 <b< (@a+1)?,

d |1 5 1

i el —a* -1 ——

db {2 (b “ )} 2’
el pardmetro en el punto de bifuracién es: b = a® + 1. S6lo tenemos que comprobar la establidad del sistema (x, y)
cuendo b = a? + 1. Para ello buscamos una transformacién lineal que satisfaga la relacion

_ b—1 a2 0 a
1 _
(5 Y0 )
observamos Mo =2 (b—a?2-1+ (—b 2) (_ _1)2 _ 2 _

que Ap = 3 a +(a+1) b+ (a—1) ,cuando b = a“ + 1, resulta Ay, =
+a, encontrando que

M— a2 0
N\ = a )’
3.2 /

por lo tanto el sistema lo reescribiremos como
u =av+ (1 — az) au? + 2a%uv — a*u® + adu 0, v = —au,

de esta forma vemos que

pasando a calcular el indice de estabilidad, I = —2a° — 443. Se sigue que el sistema se bifurca hacia un ciclo limite
atractivo que contiene el punto singular S cuando b es mayor que a* + 1. Ejemplo (a = 1,b =3). m

Este tipo de bifurcaciones de Hopf en las que el ciclo limite encierra un punto de equilibrio inestable se llaman
“bifurcaciones de Hopf supercriticas” para distinguirlas de las “subcriticas” en las que el ciclo limite se crea entorno a
un punto critico estable.

La teorfa se extiende hacia el estudio de sistemas multiestables, que son aquellos en los que para diferentes
valores del pardmetro y el sistema posee diferentes puntos de equilibrio.
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5.5. Bifurcaciéon hamiltoniana

Consideremos el sistema .
X =(x-py, Y =g (P2, (5.15)

viendo que si i # 0 entonces tenemos las siguientes singularidades
S1 = (—2u,0), Sy3 = (M,i\@pl) , S4=(0,0),

donde la parte lineal viene dada por la matriz

L= y (x - V)
ptx =y )7
y por lo tanto el caracter de los puntos los determinamos calculando los autovalores

_( 0 —3u _
L1 = ( — 0 > ’ )\1/2 = :E\/g]l,
Lys— ( +/3u 0 ) V3 Ao = V3,

¢ 2u :|:\/§],t —\/gy Ao = IF\/§;4,

_ (0 —pu L
L4_(y 0 ) Ap = Ty,

de esta forma observamos que S; es un punto de silla independientemente del signo de u. Los puntos S, 3 son
también puntos de silla. Por tltimo, el punto S4 es otro punto estable independientemente del signo de y. Podemos
calcular el hessiano, tal y como hicimos en el segundo capitulo, para determinar de forma analitica el caracter de
los puntos, pero no es necesario.

Si u = 0 entonces s6lo tenemos una tnica singularidad Sy = (0,0) que se trata de un punto degenerado.

El sistema (5.15) es Hamiltoniano ya que

Vb e (w-5)

X =0V (x,yu), Y =—0:V(x,y ),

de esta forma las 6rbitas del sistema son las curvas de nivel del Hamiltoniano V. Las singularidades corresponden
a los puntos criticos del sistema VV = 0, cambiando su naturaleza sélo en el punto de bifurcacién y = 0.

En la figura adjunta Fig. (5.14) podemos observar que la bifurcacién hamiltoniana se caracteriza por la aparicién
de una separatriz que encierra un punto critico estable.

Consideremos el siguiente ejemplo.

por lo que podemos escribir

Ejemplo 5.5.1 Consideremos el siguiente Hamiltoniano
V=y—ne”, P=224y (5.16)
mostrar que el sistema posee una bifurcacion.
Solucién. El correspondiente sistema viene determinado por las ecuaciones
¥ =1+2uye™, y =—2uxe ",

que posee la singularidad S = (0, A) donde A es la solucién de la ecuacién

1+ Zyye_y2 =0,

1 1 1
Y =exp <ln <_2?4) - ELambertW <k, _2;42)> lkez,

encontrando que,
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Figura 5.14: Espacio de fases del sistema 5.15 que muestra una bifurcacién hamiltoniana en funcién del signo del
pardmetro .

si u # 0. Por lo tanto las singularidades son
_ L oa _ 1 5
Sl - (0/ 2]/[6 ) ’ SZ - <Or 2‘ue ) ’

1
22

donde

A= —%LambertW <— ) , B = —%LambertW (—1, —1> / keZ,

2u?
al ser muy pesado trabajar con esta notacion fijeremos en lo que sigue u = 2, de esta forma encontramos que las
singularidades del sistema hamiltoniano son

1 1
Sl = <0/ _4eA> 7 52 = (O/_4eB> 7

A= —% LambertW (—é) ~ 722 %1072, B= —% LambertW (—1, —;) ~ 1,630,

con

por lo que
S; = (0,—0,268), S» =(0,-1,277).

Calculamos a continuacion la parte lineal asociada al sistema, resultando

2 2
L ( —4pxye 2ue" (1 —22y2) ) ,

—2ue~" (1 -2x?2) duxye"

por lo que

B 0 4o (1-22) 0 3,88 N .
L(Sl)—<_4e_,z 0 ~ 37 0 ) Ma= 34450

observando que 12 = y? = (—0,268)? a~ 0,071824. De esta forma vemos que el punto en cuesti6n es estable.
Mientras que con el segundo punto tenemos (operando de forma similar)

0 -1771
L(Sy) = < _o7es 0 > Mp = 1,177,

tratdndose por lo tanto de un punto de silla.

En la figura adjunta (ver Fig. (5.15)) detallamos el espacio de fases del sistema, viendo que aparece una separa-
triz. Este tipo de bifurcaciones son distintas a las de Hopf, pues la érbita cerrada, la separatriz, no es un ciclo limite
estable.

m
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Figura 5.15: Esquema de la bifurcacién saddle-node en funcién del signo del pardmetro p.

5.6. Bifurcaciones con lazos homoclinicos

Consideramos de nuevo el oscilador de van der Pol descrito por el sistema

x'=y+10x (0,1 —yz) }
y=-—x+C, (5.17)

siendo C = const. € R. Si dicha constante es distinta de cero, entonces (5.17) tiene dos singularidades

S:(C,i ! (\/400AC2+1+1)>, A=01,

20C

que es un punto de silla, ya que

L— ( 10(01—y*) 1-—20xy )
-1 0

de tal forma que
L= (204C? + V40C?+1-20C? +1)  —Va0C7 +1
-1 0 ’
obteniendo los siguientes autovalores

AMp = —0’835 (2(:2 (1—10) +1+/40C2 +1 iA),

donde

A= 20\/(4C4 —0,09C2 +0,005) v/40C% + 1+ 0,01C2 + (0,81) C* + 0,005.

Mientras que si C = (0,0) entonces aparece una tnica singularidad, en el origen y un ciclo limite estable
alrededor de dicho punto. Como podemos observar resulta bastante complicado seguir los calculos analiticos por
lo que es aconsejable realizar experimentos numeéricos. Dichos andlisis nos muestran que si C < —0,18, entonces
aparece un lazo homocliniclo, pero cuando, C — —0,18, dicho lazo se transforma en un ciclo limite de tal forma
que existe el ciclo VC € (—0,18,0,18) y por tltimo cuando C — 0,18 vuelve a aprecer el lazo homoclinico.

En las figuras adjuntas (ver Fig. (5.16)) representamos el espacio de fases asociado al sistema (5.17) para los
diferentes valores de C.

Veamos un dltimo ejemplo con el que terminaremos este capitulo.
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Figura 5.16: Espacio de fases del sistema (5.17) cuando C = —0,3 (figura de la izquierda) y cuando C = —0,05
(figura de central). Por tltimo, la figura de la derecha representa el espacio de fases del sistema cuando C = 0,3.

Ejemplo 5.6.1 Consideramos el sistema descrito por las ecuaciones

/

X' =y,
Y =x+x+(u—x)y, (5.18)

determinar la aparicién de ciclos limite en funcién del pardmetro .

Solucién. Vemos que el sistema posee dos singularidades

S1=1(0,0),  Sy=(-1,0),

[ — 0 1
o\ 1+4+2x—y pu—x )’

L(Sl):((l) ;)’ )\1,2=§<ﬂi\/m>,
s =( 0 ) =g (1),

de esta forma podemos concluir que S; = (0,0) es un punto de silla mientras que para determinados valores de
u el punto singular S; = (—1,0) es un punto estable, observar que la traza de L (S;), tra (L (S2)) = u + 1, por
lo que el punto serd estable si 4 < —1 e inestable si u > —1. El andlisis numérico llevado a cabo muestra que
si —1 < p < py, donde p, ~ —0,85 entonces aparece un ciclo limite. Precisamente este tipo de bifurcaciones se
concoce con el nombre de homoclinicas.

En las figuras adjuntas (ver Fig. (5.17)) detallamos el espacio de fases para distintos valores de y.

[

siendo

por lo tanto
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Figura 5.17: Espacio de fases del sistema (5.18) cuando y = —1,3 (figura de la izquierda) y cuando p = —0,9 (figura
de central). Por dltimo, la figura de la derecha representa el espacio de fases del sistema cuando u = 0.
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6.1. Sistemas Hamiltonianos con dos grados de libertad

En general, los sistemas Hamiltonianos con dos grados de libertad no son completamente integrables y aque-
llos que lo son muy restrictivos. Las trayectorias de estos sistemas yacen en un espacio 4D, sin embargo toda la
estructura del sistema puede ser determinada simplemente representando la aplicacién de Poincaré. Se sabe que
los sistemas completamente integrables muestran un comportamiento muy regular en todo el espacio de fases,
mientras que los sistemas no integrables muestran un comportamiento bastante irregular, incluyendo comporta-
mientos cadticos. Daremos los ingredientes minimos para introducir esta teoria.

Definicién 6.1.1 Un sistema Hamiltoniano con dos grados de libertad estd definido por:

oH
apz,

oH , oH

,_ OH oH oH
P1 aqll q1 aplf

_oat 6.1
992 6D

Py = 7=

donde H es el Hamiltoniano mientras que (q;) representan las coordenadas generalizadas y (p;) los momentos generalizados.
El Hamiltoniano se puede escribir de la siquiente manera:

H(p,q) = Ke (p,q9) + P (q),

siendo Kg y Pg respectivamente las energias cinética y potencial.

Definicién 6.1.2 El sistema Hamiltoniano con dos grados de libertad dado por las ecuaciones (6.1) es integrable si el
sistema tienen dos integrales, Fy, F», las cuales verifican

{Fer}:O/ {FZIH}:OI {FllFZ}:OI
donde el corchete de Poisson estd definido por:

R OE,  OF 0F
{F, B} = 90 9 op oq

Consideramos a continuacién unos ejemplos.

115
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Ejemplo 6.1.1 Consideramos el sistema Hamiltoniano con dos grados de libertad definido por:

_ W1/ o2 2 w2 (o 2
H(p,q) = — (m +q1) +- <P2+172)r 6.2)
queremos representar la aplicacién de poincaré en 3 y 2 dimensiones.

Solucién. El Hamiltoniano (6.2) puede ser usado para modelar el oscilador arménicocon dos grados de libertad.
Dicho sistema posee las siguientes integrales

Fi=pi+qi, EB=p+aq

por lo que el sistema es completamente integrable.
Para generar los graficos, impondremos las siguientes condiciones iniciales:

l.wi=wy=2,t=0,p1 =05,p2 =15, =0,5,92 = 0. Ver figuras adjuntas (6.1)

H = 2.750000000;

1.5
1 H = 2.750000000;
] ¥
0s / 0.4
- 0.3
g2 - 0.29
052 1
] ql 0
-1 -0.1
-1 <_: 029
-L5 -0.39
-0 S{IJ W
05 M y sos -1 13 -0.4]
[ 1 0.5 0 05
gf L5 .
Pl B T T T

Figura 6.1: Aplicacién de Poincaré del sistema (6.2) con condiciones iniciales: wy = wp =2,t = 0,p1 = 0,5, p2 =
1,5,91 =0,5,q2 =0.

En este caso vemos que las soluciones son periddicas

2. w1 = V2, wy=1,t=0, p1 =05,p2 =1,5,91 = 0,3,q2 = 0. Ver figuras adjuntas (6.2)

En este caso vemos que las soluciones son cuasi-periddicas, una curva cerrada se forma en el plano g1p1
cuando el ndmero de interacciones tiende a infinito. Sin embargo el movimiento no es caético, las trayectorias
estdn confinadas en un toro invariante, tal y como refleja las figuras.

Ejemplo 6.1.2 Consideramos el sistema Hamiltoniano con dos grados de libertad definido por:
Lo 2, 2 - 2 93
H(p.q) =5 (m tatprt ‘12) +taige - 3, 6.3)
queremos representar la aplicacién de poincaré en 3 y 2 dimensiones.

Solucién. El Hamiltoniano (6.3) es precisamente el sistema de Hénon-Heiles el cual se utiliza para modelizar el
moviento de las estrellas dentro de las galaxias. No es integrable.
Para generar los graficos, impondremos las siguientes condiciones iniciales:
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H = 1.365416000;

o T

H = 1.363416000,
T T
e T,
N +

T

42

ot

ql 04

P AT TR
o A
v v
L +
th ey o4

T T
0.4 -02 0 02 0.4

Figura 6.2: Aplicacién de Poincaré del sistema (6.2) con condiciones iniciales: w; = V2, wp = 1, = 0,y

0/5/ p2 = 1/5/ q = 0/3/ q2 = 0.

H = .4146600000e-1;

H = 4146600000¢-1,

0.209 f
+
+

0.154 +

0.109

ql
UUS**

20054 4
+
*
y
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Figura 6.3: Aplicacién de Poincaré del sistema (6.3) con condiciones iniciales: t = 0,p; = 0,06,p2 = 0,1,41 =

—0,2 ={q2.

1. t=0,p1 =0,06,p2 =0,1,q1 = —0,2 = g. Ver figuras adjuntas
Ver figuras adjuntas (6.3) y (6.4)

Vemos que la seccién de Poincaré nos muestra una rica variedad de comportamientos a medida que el nivel
de energia se incrementa, de tal forma que las 6rbitas cuasi-periédicas son reemplazadas por comportamien-

tos muy irregulares que eventualmente parecen ser caéticas.

Este ejemplo nos sirve para introducir el famoso teorema de KAM
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H = .1646660000;

H = .1646660000;
T
.

4

g2 0

-0.5-

Figura 6.4: Aplicacién de Poincaré del sistema (6.3) con condiciones iniciales: t = 0,p; = 0,5,p2 =0,1,91 = —0,2 =
q2.

6.1.1 (KAM) Sopongamos que un sistema hamiltoniano con dos grados de libertad estd definido por H = Hy +
€Hj, donde € es un pardmetro pequefio, Hy es integrable y Hy hace que H no sea integrable. Los ciclos cuasi-periédicos (toro
de KAM) los cuales existen para € = 0, también existirdn si 0 < € < 1, pero se producird cierta perturbacion. A medida que
€ aumenta, el toro de KAM se disipard.

6.2. Caos

En esta seccién introduciremos algunas nociones relacionadas con el concepto de caos. Al igual que en otras
ocasiones empezaremos considerando un ejemplo, en este caso, el archiconocido sistema de Rossler, definido por
las siguientes ecuaciones (existen varias versiones)

¥=—-(y+z), X=—(y+z),
Yy =x+ay, 6 Yy =x+ay, , (6.4)
Z=b+(x—0)z zZ =bx+xz—cz,

donde, en cualquier caso, 4, b, c € R. Vemos que el sistma es casi lineal, mostrando un tnico término no lineal en
la ecuacion correspondiente a z’. Si por ejemplo fijamos el valor de dos de las constantes, 2 = b = 0,2, y hacemos
variar la tercera, ¢, nos encontramos con una rica gama de comportamientos. Veremos unos casos concretos que
hemos realizado mediante métodos numéricos. En todos los casos hemos fijado las siguientes condiciones iniciales:
x(0) = y(0) = z(0) = 1, mientras quea = b = 0,2.

» Sic = 2,3, entonces en este caso particular existe un ciclo limite, ver Fig. (6.5)
» Sic = 3,3, aparece un Orbita cerrada con doble perido, ver Fig. (6.6)
» Sic = 5,3, entonces aparece un 6rbita cerrada con triple perido ver Fig. (6.7)

» Sic = 6,3 vemos que el comportamiento parece aleatorio, este tipo de comportamientos de denomina, caos
determinista. Un sistema se dice determinista si su comportamiento estd determinado unica y exclusivamen-
te por las ecuaciones del sistema y las condiciones iniciales que fijemos. El caos no es determinista cuando, o
bien no estén fijadas con precisién las ecuaciones o las condiciones iniciales son aleatorias, ver Fig. (6.8)

Observamos que en grafico Fig. (6.8b) (el de la derecha) hemos representado dos curvas, la roja tiene condi-
ciones iniciales x(0) = y(0) = z(0) = 1, mientras que la representada en color azul tiene unas condiciones
iniciales x(0) = 1,03, y(0) = z(0) = 1, lo que demuestra lo sensible que es el sistema a las condiciones
iniciales.
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0
I

Figura 6.5: Ciclo limite cuando ¢ = 2,3 (figura de la izquierda). En la figura de la derecha hemos el perido para la
variable x(t).

Figura 6.6: Ciclo limite cuando ¢ = 3,3 (figura de la izquierda). En la figura de la derecha hemos el perido para la
variable x(t).

Hemos visto que la tiltima situacién planteada corresponde a un solucién que hemos denominado como caéti-
ca, pero jcomo podemos definir o caracterizar este concepto? A continuacién daremos tres criterios para caracte-
rizarlo ya que no estd universalmente aceptada una definicién al respecto. Los criterios son los siguientes:

1. Comportamiento a largo plazo del sistema sin que aprezcan soluciones periédicas (comportamiento aperio-
dico)

2. extrema sensibiladad a las condiciones iniciales (dos muy préximas dan lugar a soluciones muy diferentes)

3. estructura fractal.

El maés 1til y eficaz es el segundo de los criterios, es decir, el formalizar y desarrollar herramientas que nos
permitan ver cuando dos trayectorias que parten de posiciones muy préximas se alejan a medida que avanza el
tiempo. Ya hemos visto un ejemplo, en el cuarto caso del atractor de Rossler (ver Fig (6.8b)). Una herramienta muy
atil para determinar cuando dos trayectorias se separan son los exponentes de Lyapunov, que defiiniremos con
precisién en otra seccién. Decimos que un sistema es caético si al menos unos de los exponentes de Lyapunov
es positivo. Esto implica que dos trayectorias que parten muy préximas la una de la otra, en un atractor extrafio
divergirdn a medida que pasa el tiempo. Decimos que un conjunto es un atractor extrafio si es un atractor que
exhive sensibilidad a las condiciones iniciales. A su vez, entendemos por atractor, un conjunto cerrado e invariante
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(1)

Figura 6.7: Ciclo limite cuando ¢ = 5,3 (figura de la izquierda). En la figura de la derecha hemos el perido para la
variable x(t).

Figura 6.8: Ciclo limite cuando ¢ = 6,3 (figura de la izquierda). En la figura de la derecha hemos el perido para la
variable x(t), con dos condiciones iniciales diferentes.

que atrae trayectorias cercanas que yacen en el dominio de estabilidad. Por dltimo resaltar que, asociado a la
dindmicas cadtica estd la estructura fractal pero no trataremos este punto en estas notas.
6.2.1. El atractor de Lorenz

Estudiaremos a continuacién el conocido ejemplo de la ecuacién de lorenz. El sistema estd descrito por las
siguientes ecuaciones:

¥ =0(y—x),
y=(r—-z)x—y, (6.5)
z/ =xy— bz,

donde las magnitudes x, y, z son termodindmicas y las constantes que aparecen en las ecuaciones son: ¢ el ntimero
de Prandtl relacionado con la viscosidad del fluido, 7 el nimero de Rayleigh relacionado con la diferencia de
temperaturas y por ultimo, b un factor de escala. Lorenz estudi6 el sistema con o =10y b = 8/3.

Sin entrar en muchos detalles y sin destripar las ecuacioes podemos resaltar las siguientes propiedades del
sistema (6.5):

1. El sistema (6.5) posee una simetria (x,y,z) — (—x, —y,z), por lo que el eje z es invariante

2. Elflujo del campo se contrae, i.e.divX = — (c+1+b) <0
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3. Sir € (0,1), entonces el sistema posee una tinnica singularidad, el origen, que es un atractor global

4. Sin embargo, sir = 1, entonces existe una bifurcacién y hay dos singularidades:

S5 = (i\/b (r—1),%,/b (r—l),r—l),

5. Cuando r = 13,93, entonces aparece una bifurcacion homoclinica y el sistema entra en una fase cadtica

6. Sir ~ 24,06, entonces aparece un atractor extrafio

7. Sir € (1,24,74), el origen es inestable y las singularidades S; » estables, pero si r > 24,74 las singularidades
51,2 dejan de ser estables y aparece una biburcacién de Hopf.

En la figura (6.9a) hemos reprentado el atractor extrafio de Lorenz con o = 10,b = 8/3 y r = 28. Vemos que las
trayectorias parecen fluir de forma alaetoria e inpredicible, de esta forma podemos decir que el atractor extrafio
posse las siguientes propiedades (caracteristicas de las situaciones caética):

i Las trayectorias son apreriddicas y permanecen en el atractor (conjunto invariante)

ii La forma del atractor depende, de forma muy sensible, de las condiciones iniciales y por ende las trayectorias
del flujo

iii muestra estructura fractal

Existe una variacién de las ecuaciones de Lorenz descubiertas por G. Chen y T. Ueta. En la figura (6.9b) hemos
reprentado el atractor extrafio de Chen-Ueta con ¢ = 35,b =3y r = 28

X'=0(y—x),
y=@r—-oc-z)x+ry, (6.6)
X

40

30+
()

20

Figura 6.9: En la figura de la izquierda hemos representado el atractor extrafio de Lorenz (Eq. (6.5)) con ¢ =
10,b = 8/3 y r = 28. En la figura de la derecha hemos representado atractor extrafio de Chen-Ueta (Eq. (6.6)) con
c=35b=3yr=28.

6.3. Sistemas no-auténomos

6.3.1. El oscilador de Duffing

6.4. Melnikov y los exponentes de Lyapunov
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