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CAPITULO I

 Introducción
1.1. Conceptos básicos 

El desarrollo de nuevas tecnologías dentro del proceso productivo, sea este de tipo agropecuario o de tipo industrial, surge del proceso de investigación. De aquí la importancia de los diseños experimentales en la generación de información confiable.

El diseño estadístico de experimentos se refiere al proceso para planear el experimento de tal forma que se recaben datos adecuados que puedan analizarse con métodos estadísticos que lleven a conclusiones válidas y objetivas. Cuando el problema incluye datos que están sujetos a errores experimentales, la metodología estadística es el único enfoque objetivo de análisis. Por lo tanto, cualquier experimento incluye dos aspectos: 

El diseño del experimento y el análisis estadístico de los datos. Es común que durante el proceso de investigación se utilicen diseños experimentales no adecuados, es decir que no responden al objetivo de la investigación y por lo tanto, su análisis estadístico también será equivocado, por lo que se llegan  a conclusiones erradas, cuando esto ocurre la investigación no tiene ninguna validez.

En el presente texto se hace una breve reseña de lo que son los Métodos estadísticos  y parte de los diseños experimentales de uso más común en la Universidad Nacional del Altiplano de Puno. 

1.2. La Estadística

Es una ciencia que estudia la recolección, análisis e interpretación de datos, ya sea para ayudar en la resolución de la toma de decisiones o para explicar condiciones regulares o irregulares de algún fenómeno o estudio aplicado, de ocurrencia en forma aleatoria o condicional. Sin embargo estadística es más que eso, en otras palabras es el vehículo que permite llevar a cabo el proceso relacionado con la investigación científica.

1.3. La Ciencia
Etimológicamente la ciencia es:(del latín scientia'conocimiento').  Es el conjunto de conocimientos sistemáticamente estructurados obtenidos mediante la observación de patrones regulares, de razonamientos y de experimentación en ámbitos específicos, de los cuales se generan preguntas, se construyen hipótesis, se deducen principios y se elaboran leyes generales y esquemas metódicamente organizados.  

La ciencia utiliza diferentes métodos y técnicas para la adquisición y organización de conocimientos sobre la estructura de un conjunto de hechos suficientemente objetivos y accesibles a varios observadores, además de basarse en un criterio de verdad y una corrección permanente. 

1.4. Método

En general, se define como método el proceso mediante el cual una teoría científica es validada o bien descartada. La forma clásica del método de la ciencia ha sido la inducción (formalizada por Francis Bacón en la ciencia moderna), pero que ha sido fuertemente cuestionada como el método de la ciencia, especialmente por Karl Popper, quien sostuvo que el método de la ciencia es el hipotético-deductivo.

1.5. La Investigación

Es un proceso que, mediante la aplicación del método científico, procura obtener información relevante y fidedigna (digna de fe y crédito), para entender, verificar, corregir o aplicar el conocimiento. Es la actividad de búsqueda que se caracteriza por ser reflexiva, sistemática y metódica; tiene por finalidad obtener conocimientos y solucionar problemas científicos, filosóficos o empírico-técnicos, y se desarrolla mediante un proceso. 
1.6. La Investigación Científica

La investigación científica es la búsqueda intencionada de conocimientos o de soluciones a problemas de carácter científico; el método científico indica el camino que se ha de transitar en esa indagación y las técnicas precisan la manera de recorrerlo.

1.7. Método Científico

El Método Científico está constituido por un conjunto de pasos o etapas bien establecidas que posibilitan dirigir el proceso de investigación de forma óptima, de modo que permita alcanzar su propósito, el conocimiento científico, de la manera más eficiente. El método científico es un rasgo característico de la ciencia: donde no hay método científico no hay ciencia.

1.8. Diseños Experimentales

Es una técnica estadísticaque permite identificar y cuantificar las causas de un efecto dentro de un estudio experimental. En un diseño experimental se manipulan deliberadamente una o más variables, vinculadas a las causas, para medir el efecto que tienen en otra variable de interés. 

El diseño experimental prescribe una serie de pautas relativas qué variables hay que manipular, de qué manera, cuántas veces hay que repetir el experimento y en qué orden para poder establecer con un grado de confianza predefinido la necesidad de una presunta relación de causa-efecto.Ronald Fisher es considerado el padre del diseño experimental en sus estudios de agronomía en el primer tercio del siglo XX. A la lista de los pioneros de su uso hay que añadir los de Frank Yates,W.G. Cochran y G.E.P. Box. Muchas de las aplicaciones originarias del diseño experimental estuvieron relacionadas con la agricultura y la biología, disciplinas de las que procede parte de la terminología propia de dicha técnica.

Para tener una idea de este tema tan importante, se presenta un ejemplo típico, que: un ingeniero quiere estudiar la resistencia de una pieza plástica sometida a temperaturas cambiantes. La pieza puede ser elaborada con tres tipos de plástico distintos. De ahí que se plantee las siguientes preguntas:

¿Qué efecto tienen la composición de la pieza y la temperatura en la resistencia de la pieza? 

¿Existe algún material con el que la pieza resulte más resistente que con cualquiera de los otros dos independientemente de la temperatura? 

1.9. El Diseño de un Experimento

Es la secuencia completa de los pasos que se deben tomar de antemano, para planear y asegurar la obtención de toda la información relevante y adecuada al problema bajo investigación, la cual será analizada estadísticamente para obtener conclusiones válidas y objetivas con respecto a los objetivos planteados.

1.10. Un Diseño Experimental

Es una prueba o serie de pruebas en las cuales existen cambios deliberados en las variables de entrada de un proceso o sistema, de tal manera que sea posible observar e identificar las causas de los cambios que se producen en la respuesta de salida.
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Figura 01. Sistema esquema de un proceso o sistema
Un proceso suele visualizarse como una caja negra en donde existe una transformación de lo que entra al proceso, y que se observa en las salidas que produce.

Este proceso puede ser una combinación de máquinas, métodos, personas y otros recursos que transforman las entradas (a menudo un material) en las salidas que tienen una o más respuestas observables. Algunas de las variables del proceso digamos  X1, X2…., Xp son controlables, mientras que otras como  Z1, Z2, …..,Zp son incontrolables (no controlables). Cuando se realiza un diseño experimental es necesario tener en cuenta los siguientes objetivos:

1. Determinar cuáles variables tienen mayor influencia en la respuesta o variable dependiente (Y).

2. Determinar el mejor valor de las (X) que influyen en (Y), de modo que (Y) tenga casi siempre un valor cercano al valor nominal deseado.

3. Determinar el mejor valor de las (X) que influyen en (Y), de modo que la variabilidad de (Y) sea pequeña.

4. Determinar el mejor valor de las (Z) que influyen en (Y), de modo que se minimicen los efectos de las variables incontrolables Z1, Z2,…. ,Zp.

1.11. Propósitos de un Diseño Experimental

El propósito de cualquier diseño experimental, es proporcionar una cantidad máxima de información pertinente al problema que se está investigando. Y ajustar el diseño que sea lo más simple y efectivo; para ahorrar dinero, tiempo, personal y material experimental que se va a utilizar. Es de acotar, que la mayoría de los diseños estadísticos simples, no sólo son fáciles de analizar, sino también son eficientes en el sentido económico y en el estadístico.
De lo anterior, se deduce que el diseño de un experimento es un proceso que explica tanto la metodología estadística como el análisis económico.

Conceptos del diseño experimental

Los siguientes conceptos que se definen a continuación se utilizarán en el desarrollo de las unidades posteriores; los cuales fueron retomados de Douglas C. Montgomery, año 1991 y de Robert O. Kuehl, año 2001.
1.12. Diseño

Consiste en planificar la forma de hacer el experimento, materiales y métodos a usar, etc. El diseño es definido técnicamente como la configuración de puntos en el espacio de los factores y el orden en el cual se efectúa, en el tiempo y espacio, la toma de observaciones. 

El diseño implica un modelo, y este a su vez implica análisis estadístico, pues la más importante función del diseño es controlar la varianza. Desde esta perspectiva, el diseño es un conjunto de instrucciones para que el investigador reúna y analice los datos en determinada forma, de modo tal que estadísticamente sea posible maximizar la varianza sistemática, regular la varianza sistemática extraña minimizar la varianza del error.

1.13. Experimento

Conjunto de pruebas o ensayos cuyo objetivo es obtener información, que permita mejorar el producto o el proceso en estudio.

Un experimento es una interrogante planeada para obtener nuevos factores o para confirmar o denegar los resultados de experimento previos o anteriores donde tal interrogante ayudará a una decisión tal como recomendación de una variedad de planta, aplicación de producto químico, etc.

1.14. Factor

Es un tipo particular de tratamiento, que varía según el deseo del investigador. Son factores por ejemplo, Temperatura, humedad, tipos de suelos, etc.

1.15. Niveles del Factor

Son diversas categorías de un factor. (Por ejemplo, los niveles de temperatura son 20 °C, 30 °C, etc.). Un factor Cuantitativo tiene niveles asociados con puntos ordenados en alguna escala de medición, como temperatura; mientras que los niveles de un factor cualitativo representan distintas categorías o clasificaciones, como tipo de suelo, que no se puede acomodar conforme a alguna magnitud.

1.16. Réplica

La obtención de réplicas permite obtener una estimación del error experimental así como calcular una respuesta más precisa el efecto a estudio. Entre mayor sea el número de repeticiones para cada experimento, mejor será el resultado obtenido.

1.17. Unidad Experimental

Es la unidad del material experimental que recibe la aplicación de un simple tratamiento, en el que se mide y se analiza la variable que se investiga. En el experimento de laboratorio, la unidad experimental será una placa petri, un tubo de ensayo, etc.; en el invernadero será una bandeja, una maceta, etc.; en el campo será una parcela, en el campo de la zootecnia será un animal, etc. para aclarar mejor se caracteriza por:

• Es el material experimental unitario que recibe la aplicación de un tratamiento.

• Es la entidad física o el sujeto expuesto al tratamiento independientemente de las otras unidades. La unidad experimental una vez expuesta al tratamiento constituye una sola réplica del tratamiento.

• Es el objeto o espacio al cual se aplica el tratamiento y donde se mide y analiza la variable que se investiga.

• Es el elemento que se está estudiando.

1.18. Unidad Muestral

Es una fracción de la unidad experimental que se utiliza para medir el efecto de un tratamiento.

1.19. Error Experimental

Es una medida de variación que existe entre dos o más unidades experimentales, que han recibido la aplicación de un mismo tratamiento de manera idéntica e independiente.

1.20. Factores Controlables

Son aquellos parámetros o características del producto o proceso, para los cuales se prueban distintas variables o valores con el fin de estudiar cómo influyen sobre los resultados.

1.21. Factores Incontrolables

Son aquellos parámetros o características del producto o proceso, que es imposible de controlar al momento de desarrollar el experimento.

1.22. Variabilidad Natural

Es la variación entre las unidades experimentales, que el experimentador no puede controlar ni eliminar.

1.23. Variable Dependiente

Es la variable que se desea examinar o estudiar en un experimento. (Variable Respuesta).

1.24. Hipótesis

• Es una suposición o conjetura que se plantea el investigador de una realidad desconocida.

• Es el supuesto que se hace sobre el valor de un parámetro (constante que caracteriza a una población) el cual puede ser validado mediante una prueba estadística.

1.25. Tratamiento

Es un conjunto particular de condiciones experimentales definidas por el investigador; y son el conjunto de circunstancias creadas por el experimento, en respuesta a la hipótesis de investigación y son el centro de la misma.

1.26. Tipos de Tratamientos

A continuación se presentan ejemplos de tratamientos en algunas áreas, tales como:

1) Experimentaciones Agrícolas, un tratamiento puede referirse a:

Marca de Fertilizante.

Cantidad de Fertilizante.

Profundidad del Sembrado.

Variedad de Semilla.

Combinación de Cantidad de Fertilizante y Profundidad de Sembrado; esto es una combinación de tratamientos, etc.

2) Experimentaciones de Nutrición Animal, un tratamiento puede referirse a:

Cría de Ganado Lanar

Sexo de los Animales

Padre del Animal Experimental

Tipo de Alimento

Ración Particular de Alimento de un Animal.

Raza del Animal, etc.

3) Estudios Psicológicos y Sociológicos, un tratamiento puede referirse a:

Edad

Sexo

Grado de Educación

Estatura, etc.

4) En una investigación de los efectos de varios Factores en la eficiencia del lavado de ropa en casa, los tratamientos pueden ser varias combinaciones:

Tipo de Ropa (dura y suave)

Temperatura del Agua

Tipo de Detergente

Duración del tiempo de Lavado

Tipo de Lavadora

Duración del Agente Limpiador, etc.

5) En un Experimento para estudiar el Rendimiento de cierto Proceso químico, Los tratamientos pueden ser todas las combinaciones de:

La temperatura a la cual se ejecuta el Proceso

La cantidad de Catalizador Usada, etc.

6) En un estudio de investigación y desarrollo concerniente a Baterías, los tratamientos podrían ser varias combinaciones:

La cantidad de Electrolito

La Temperatura a la cual fue Activada la Batería, etc.

Es muy importante que cuando se elijan los tratamientos, éstos deben dar respuesta a una hipótesis de investigación. La hipótesis de investigación establece un conjunto de circunstancias y sus consecuencias. Los tratamientos deben ser una creación de las circunstancias para el experimento. Así, es necesario identificar los tratamientos con el papel que cada uno tiene en la evaluación de la hipótesis de investigación. Por lo tanto, el investigador debe asegurarse que los tratamientos elegidos concuerden con la hipótesis de investigación.

1.2.7. Algunos experimentos reales planteándose las hipótesis de investigación

A continuación se presentan algunos experimentos reales; planteándose las hipótesis de investigación de cada uno de ellos y sus respectivos tratamientos, que dan respuesta a dicha hipótesis.

La hipótesis es: La velocidad del tránsito depende del ancho de los carriles en las calles.

Para responder a esta hipótesis, los tratamientos se deben definir seleccionando carriles con diferente anchura y se mide la velocidad de los automóviles en cada uno de ellos.

La hipótesis es: La reproducción de los microbios del suelo depende de las condiciones de humedad.

Para responder a esta hipótesis, se establecen tratamientos con distintos niveles de humedad para medir la reproducción de los microbios.

La hipótesis es: El método para medir retrasos del tránsito depende del tipo de configuración usada en la señalización.

Para responder a esta hipótesis, los tratamientos deben ser en relación a la evaluación de varios métodos para medir los retrasos del tránsito en intersecciones con diferentes tipos de configuraciones en los semáforos.

La hipótesis es: Ciertas características demográficas familiares afectan de manera favorable el desarrollo de un niño.

Para responder a esta hipótesis, los tratamientos deben ser en relación con el desarrollo de la adaptación social en niños pequeños según su relación con:

1) Educación de los padres, 

2) Ingreso de los padres, 

3) Estructura familiar y 

4) Edad del niño.

La hipótesis es: La energía requerida al reunir comida para la colonia de las abejas productoras de miel es independiente de la temperatura.

Para responder a esta hipótesis, los tratamientos deben ser en relación al estudio de la cinética de bebida de las abejas productoras de miel a diferentes temperaturas ambientales.

La hipótesis es: La temperatura ambiental en la cual las baterías son activadas altera su vida útil.

Para responder a esta hipótesis, el tratamiento será temperatura y se debe probar un número determinado de baterías a diferentes niveles de temperatura.

1.28. Utilización de los métodos estadísticos en la experimentación

La mayoría de las investigaciones que se realizan en el campo de la ingeniería, ciencia en la industria es empírica y utiliza mucho la experimentación. El uso de los métodos estadísticos puede incrementar la eficiencia de los experimentos y, ayudar a justificar las conclusiones que se obtienen.  La utilización de las técnicas estadísticas en la experimentación requiere que el investigador considere los siguientes puntos:

1.29. Uso del conocimiento no estadístico del problema

Se debe tomar en cuenta que los investigadores conocen a fondo su campo de especialidad; ya sea porque tienen una considerable experiencia práctica o una formación académica. Muchas veces se puede utilizar una gran cantidad de teoría para explicar las relaciones que hay entre los factores y la variable respuesta. Este tipo de conocimiento no estadístico se debe tomar en cuenta para elegir los factores y las respuestas, también al decidir el número de réplicas que se quieren realizar, al analizar los datos, etc. Es por tanto que la estadística no puede sustituir el hecho de reflexionar sobre el problema.

1.30. Mantener el Diseño y el Análisis tan simple como sea posible

Casi siempre, lo más adecuado son los métodos de diseño y análisis estadístico más simples. Por lo tanto, es recomendable el uso de técnicas estadísticas poco complejas y muy refinadas. Si se realiza el diseño cuidadosamente y correctamente, el análisis se espera que sea relativamente sencillo. Sin embargo, es poco probable que aun la estadística más compleja y elegante corrija la situación si se ha actuado indebidamente en la elaboración del diseño.

1.31. Reconocer la diferencia entre la significación práctica y estadística

No hay seguridad de que una diferencia sea suficientemente grande, desde el punto de vista práctico, por el sólo hecho de que dos condiciones experimentales producen respuestas medias, estadísticamente diferentes. Por ejemplo, un ingeniero puede determinar que una modificación en el sistema de inyección de gasolina de un automóvil mejora el rendimiento medio en un 0.1 mi/gal. Éste es un resultado estadísticamente significativo. Sin embargo, esta diferencia es demasiado pequeña desde el punto de vista práctico si el costo de la modificación es de 1,000 dólares.

1.32. Usualmente los experimentos son iterativos.

En las primeras etapas de un estudio no es conveniente diseñar experimentos demasiado extensos; ya que sólo se requiere que se conozcan los factores importantes, los intervalos en que estos factores van a ser investigados, el número apropiado de niveles para cada factor y las unidades de medición adecuadas a cada factor y la respuesta. Por lo general, al principio de un experimento no se está en capacidad de definir estos aspectos, pero es posible conocerlos a medida que se avanza la experimentación. Esto favorece al empleo del enfoque iterativo o secuencial; pero por regla general, la mayoría de los experimentos son iterativos.

1.33. Importancia del análisis de varianza

En el caso que nos encontremos con experimentos en donde hay que realizar varias pruebas de hipótesis a la vez, y se trabaje con el mismo nivel de confianza (_); es decir, aquellos experimentos en los cuales es necesario hacer la comparación de más de dos tratamientos simultáneos, podría utilizarse Prueba de hipótesis múltiples (Comparación por pares), pero es recomendable aplicar el análisis de varianza; que es la técnica estadística que sirve para analizar la variación total de los resultados experimentales de un diseño en particular, descomponiéndolo en fuentes de variación independientes atribuibles a cada uno de los efectos en que se constituye el diseño experimental. Esta técnica tiene como objetivo identificar la importancia de los diferentes factores o tratamientos en estudio y determinar cómo interactúan entre sí.

Al llevar a cabo la prueba de hipótesis pueden cometerse dos tipos de errores, que son:

 a) Error tipo I: Se da cuando la hipótesis nula (Ho) es rechazada siendo verdadera.

b) Error tipo II: Se comete cuando la hipótesis nula (Ho) no es rechazada siendo falsa.

Las probabilidades de cometer estos tipos de errores generalmente se denotan por:

α= P (Error tipo I)
β= P (Error tipo II).
Tabla 01. Las diferentes situaciones que se pueden dar con la hipótesis nula (Ho).
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La utilización del análisis de varianza justifica la disminución de la probabilidad de cometer el error tipo I en el experimento.

Por ejemplo: Supongamos que se desea probar la igualdad de cinco medias usando la prueba de hipótesis múltiple.
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Por lo tanto, el procedimiento apropiado para probar la igualdad de varias medias es el Análisis de Varianza. Probablemente esta es la técnica más útil en el campo de la inferencia estadística.

CAPITULO II

Probabilidades
2.1. Probabilidad y sus axiomas

Según Aparicio (1993), las leyes naturales más simples son aquellas que expresan las condiciones bajo las cuales un evento de interés ocurre o no ocurre con certeza. Estas condiciones se expresan como:

Si se presenta un conjunto de condiciones S, entonces el evento A, seguramente, ocurre; o bien

Si se presenta un conjunto de condiciones S, entonces el evento A no puede ocurrir.

En el primer caso, A es un evento seguro con respecto a las condiciones S y en el segundo es un evento imposible.

Cuando un evento A, en presencia de un conjunto de condiciones S, a veces ocurre y a veces no, se llama aleatorio con respecto al conjunto S. es natural suponer que, cuando esto sucede, no se han tomado en cuenta en el conjunto S todas las condiciones necesarias para la ocurrencia o no ocurrencia del evento, y no, como a veces se hace, que no exista una ley física que conduzca a esta ocurrencia o no ocurrencia. Esas condiciones o leyes que no se incluyen en el análisis del evento A, se suplen por una ley de probabilidades, la cual indica con qué frecuencia se presenta el evento dadas las condiciones S.

Aparicio (1993) menciona como ejemplo, el volumen mensual de escurrimiento en una sección dada de un río. Al tomar una muestra de los escurrimientos (esto es, al aforar la corriente en un número finito de meses), se observa que el volumen mensual de escurrimiento es a veces mayor de 300 000 m3, pero a veces es menor. Si se quisiera aprovechar el agua de río, por ejemplo, para riego, pero sin hacer una presa, el dato de que el volumen es a veces mayor de 300 000 m3, pero a veces es menor resulta, obviamente, demasiado vago. 

Por otra parte, la determinación precisa de los volúmenes mensuales de escurrimiento que se presentarán durante los siguientes L años (siendo L la vida útil de la obra de captación) involucraría el análisis de un conjunto de condiciones que van desde las meteorológicos hasta los cambios que se presentarán en la cuenca de aportación demasiado complicado o para el cual no se dispone de herramientas adecuadas.

Podría entonces buscarse el volumen mínimo y el máximo observado durante los n meses en que se han hecho las observaciones y proporcionar al proyectista del aprovechamiento un dato de tipo:
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Dónde: V es el volumen de escurrimiento mensual en m3.
Aunque la desigualdad anterior es de mayor utilidad que el dato de que el volumen mensual a veces es mayor de 300 000 m3, pero a veces menor, todavía es de poco utilidad para el proyectista. Él recibiría una información mucho más valiosa si se le dice que en aproximadamente el 70% de los mese el volumen es mayor de 300 000 m3; una evaluación mucho más completa de los escurrimientos del río sería mostrar, para cualquier volumen V, el porcentaje v (V) de los meses en que han escurrido no menos de Vm3 en el periodo de datos.

Si el número de meses de observación con cuyos datos se ha formado la figura es grande  (por ejemplo, 1000), es razonable suponer que durante la vida útil de la obra (que podría ser de 500 meses) el escurrimiento en el río tendrá un comportamiento similar al mostrado en la figura siguiente. Aunque, a menos que la muestre sea infinita, nunca será exactamente igual. 

Esto significa que, por grande que sea la muestra, siempre habrá una probabilidad (que disminuye conforme aumenta el tamaño de la muestra) de que el volumen es un mes cualquiera sea mayor de 10 x 105 m3 o menor de 0.25 x 105 m3. Entonces, la figura siguiente es una aproximación a la ley de probabilidades que suple las condiciones S, por las cuales el volumen mensual de escurrimiento toma un valor dado v; dicha aproximación estará más cercana a esta ley conforme el tamaño de la muestra es mayor.

[image: image5.png]Considérese un grupo grande de series de pruebas (sforos del rio). Sea n. el nimero de pruebas enlar-
ésima serie y 4 - el nimero de pruebas en esta serie en que ocurre un cierto evento A.

V%

T 2 3 4 5 6 7 & s 10 Vitm

Figura 2. Grafico v(V), %-v (10

Se define como fracuencia v- del evento Al cociente:

Siveeslamisma para cuslquier r, se dice que el evento A ocurre con una probabilidad p, definida como:

p=P(A)

Obviamente, 0 = - = n, de donde se desprende que 0 < v- < 1. Extendiendo esta idea de frecuencia relativa
Ve a probabilidad se tiene el primer axioma de la teoria de 2 probabilidad:

0xP@A)z1
Por otra parte, cuando, para n evento £, ocurre que - = i, se dice que el evento £ es seguro y entonces:

PE)





Para que un evento sea seguro debe incluir todos los posibles casos o resultados del experimento (espacio muestral). Así, en el caso del escurrimiento del río, el evento seguro es: 
[image: image6.png]E0sVse

L ecuacion P (€) = 1 constituye el segundo axioma de la teoria de la probabilidad. Una consecuencia de este
axioma es que Iz probabilidad de que no se presente ninguno de los posibles eventos de! espacio muestral

esnula. Asi, por ejemplo,

P(ve0)=0
Se dice que dos eventos son mutuzmente excluyentes cuando no pueden ocurrir simulténezmente. Por

ejemplo, el evento: A:V>500000m Yelevento B: V < 10 000 m?

Son mutuzmente excluyentes. Si la frecuencia del evento A es v: y la del evento B es v, entonces la

frecuencia de la uni6n de los dos esv = v.+ vs; por lo tanto, la probabllidad de C= AUB es:

P(Q)=P (AUB) =P (4) - P (B)




Que es el tercer axioma de la teoría de la probabilidad. 

La ley de probabilidades que describe el comportamiento estadístico de una variable aleatoria - que en el caso mencionado anteriormente es el volumen de escurrimiento mensual - se puede representar de varias maneras, entre las que cabe mencionar la función masa de probabilidad discreta, la función de distribución de probabilidad acumulada, la función de densidad de probabilidad y la función de distribución de probabilidad. A continuación se hará un breve recordatorio de estas funciones y sus propiedades.

2.2. Funciones de la probabilidad

2.2.1. Definición

Mejía (1991), menciona, si se define A y B como eventos aleatorios en el espacio muestral S, donde la probabilidad de A y B son respectivamente P (A) y P (B) y E1, E2, E3,………En son experimentos, se tiene.
[image: image7.png]2 =

B





Figura 03. Diagramas de Ven
[image: image8.png]P(AN B)= P(4)+ P(A"

1 P(Au B)= P(A)+ P(B)- P(4n B)
Si A’ es un conjunto que pertenece a S pero no pertenece a A se tiene:

P(An B)= P(A)+ P(4") =1





2.2.2. Probabilidad condicional

Mejía (1993) afirma que, si la probabilidad de un evento tal como B, depende de la ocurrencia de otro evento A, se tiene una probabilidad condicional. En otras palabras P (B) está condicionada por P(A).
[image: image9.png]P(A4/B)= P(An B)/ P(4)
P(ANB) = P(A).P(B/A)
¥ para eventos independientes, P (8/A) = P (b), se tiene:

P4 B) = P(A).P(B)




2.2.3. Teorema de probabilidad total

Si B1, B2, B3,..., Bn representan eventos mutuamente excluyentes y colectivamente eventos completos, se puede determinar la probabilidad de otro evento A del modo siguiente:
[image: image10.png]Py = 3 PCAS B P(B)

=





Figura 04. Diagrama de Ven
2.2.4. Teorema de Bayes

De la definición de probabilidad condicional se sabe que:
[image: image11.png]P(5/4)= P(AN B)/ P(4)
Podemos escribir para eventos independientes:

. P(A)LP(B 1 4)= P(B).P(A1 ) (Probabilidad. condicional)

2 P(A)= 3 P(A/Bi)P(B) (Probabilidad. total)

Dividiendo (i) entre (2) se obtiene finalmente la formula conocida como la regla de Bayes:

P(E)P(AILE)
3 P(AIBI).P(BI)

= P(B1A)

£l teorema de ayes, permite estimar as probabilidades de un evento mediante l2 observacion

de un segundo evento.




2.2.5. Permutaciones

Si consideramos n objetos diferentes del cual seleccionamos y ordenamos en línea, r, de los n objetos. A tal ordenamiento se le llama permutación de r objetos. Al número posible de tales permutaciones se le designa por:
[image: image12.png]nPr=nn-1) Sa-r+)=n/m-r)

Dénde: nPr se le denomina al nimero de permutaciones de n objetos tomados en grupos de . si se elige r
de forma tal que sea igual 2 n entonces se tiene:

nPr=n(n-1)..

0.0).0)=1




Dónde: n! es denominado factorial de n.

Como ejemplo tomemos las permutaciones tomadas dos a dos de las letras a, b, c, d: 4P2=n!/(n-r)!=4!/2!=12. Estos son: ab, ba, ac, ca, ad, da, bc, cb, bd, db, cd, dc.

2.2.6. Combinaciones

Si se está interesado solamente en los objetos seleccionados, cuando entre n se eligen r, sin tener en cuenta su ordenación, entonces a la selección no ordenada se le llama combinación.
[image: image13.png])

(nPr)/ 1
»

£l factorial de n, (n!), puede aproximarse mediante la férmula de Stirling:

Hz2re™ ™

£l error de aproximacion es menor del % para n=to y el porcentaje de error decrece al aumentar el valor de
n

Como ejemplo podemos citar el ntimero de combinaciones de dos letras seleccionadas de entre las cuatro
siguientes: 3, b, ¢, d:

V24 _ 6 Estas combinaciones son: ab, ac, ad, be, bd, cd.
2)” @2




2.3. Variable aleatoria y distribución de probabilidades
2.3.1. Variable aleatoria

Se le conoce como variable aleatoria, porque su valor queda determinado por el resultado de un experimento.
[image: image14.png]Tales resultados se deben 3 |z operacion de causas no predicables. Una variable aleatoria X es una funcién

definida sobre un espacio muestral esto significa que a cada elemento & del espacio muestral S,
corresponde un numero real tinico, cuyo valor es X.

e.

€.6.8; Experimentos realizados

Y.

XXX,

Resultados de los experimentos




2.3.2. Variable aleatoria discreta (V. A. D.)

Se dice que una variable aleatoria X es discreta, si tiene las siguientes propiedades.

1. El número de valores para los cuales X tiene una probabilidad positiva es finito o a lo mas infinito numerable.

2. Cada intervalo finito en la escala de números reales contiene a lo más un numero finito de los valores de X.

Si un intervalo a<X<b, no contiene ni uno solo de estos valores, entonces P(a<X<b) = 0

2.3.3. Función de densidad y función de distribución de la V. A. D.
[image: image15.png]Ses unz varizble alestoriz discrets, X, entonces Iz funcién definido por f(¥) = P(X=1y), se le llama

funcion de densidad discreta de ;. Por Ejemplo si tomamos el caso del lanzamiento de 2 monedas y
definimos X como el nimero total de caras se denes f(0)=1/4, /(D =1/2, f(@)=1/4




Para juzgar, como se distribuye una variable aleatoria, es decir cómo cambia su probabilidad cuando cambia la variable, es útil representar la función de densidad por medio de un grafico.

2.3.4. Variable aleatoria continua (V. A. C.)

Una variable aleatoria es continua si puede tomar cualquier valor dentro del campo de los números reales.

2.3.5. Función de densidad y función de distribución de la V. A. C. 

Una función de densidad de una variable aleatoria continua X, es una función F(x) que cumple las siguientes propiedades:
[image: image16.png]x)
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Figuras 05. Propiedades de las Funciones de densidad y  de distribución de la V. A. C.
[image: image17.png]2

5 j’f(x)dx =P(a <X <b)

Donde 2y b son valores cualesquiera de X, que cumplena condicion de que a<b.
La relacion entre la funcién de densidad y la funcién de distribucién acumulada es:

L)
ax

=S Yy F(®=[f(x)dx




2.3.6. Momentos de distribuciones

Los momentos son magnitudes fundamentales asociadas a las leyes de probabilidad. Se demuestra, en efecto que hay una ley de probabilidad se halla descrito completamente por sus momentos.

2.3.7. Momento respecto al origen

[image: image18.png]—E(X")= j X f(X)dY

Se define como 4




Mn Es el momento de orden n, n=1, 2, 3, 4,…
2.3.8. Esperanza matemática

Dado la variable aleatoria X, se designa por esperanza matemática de X, la suma de los productos de los valores que puede tomar para sus probabilidades correspondientes. 
[image: image19.png]Se le conoce también como el valor esperado de x: E(X) :j’X-/(X)//X por lo tanto Iz esperanza

matemstica es el momento de orden 1y corresponde al valor del parémetro MEDIA ARITMETICA, de I
distribucion porloque B (X ) = M, = p = media aritemtica




2.3.9. Momentos centrados

En la práctica se escoge, siempre que es posible, la media como origen de la variable X para el cálculo de los otros momentos. Estos momentos se llaman momentos centrados y se escriben de la siguiente forma:
[image: image20.png]N,

EX-EWI=EX-M)"=EX - "

Mn=momento centrado de orden n; n=1, 2, 3, 4,... A continuacién se tienen algunos momentos centrados:
=0

WM oM -

TS M -3M oM 1+ 2M
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2.3.10. Variancia de una distribucién

Al momento centrado de orden 2 se le conoce como la VARIANCIA de una distribucidn.

M= EG-pl=M,-Mi=o

var iancia




2.3.10. Variancia de una distribución

Al momento centrado de orden 2 se le conoce como la VARIANCIA de una distribución.
[image: image21.png]M= EG-p =M, - M} =0 = var iancia




2.3.11. Coeficiente de asimetría de Pearson

Se obtiene con los momentos centrados de 2do y 3er. Orden:
[image: image22.png]



2.3.12. Coeficiente de apuntamiento o curtosis

Aumenta con la extensión y aplanamiento de la curva de densidad.
[image: image23.png]



2.3.13. Estimación de parámetros

La función de densidad y la función de distribución acumulada pueden escribirse como una función de la variable aleatoria y en general como una función de sus parámetros:
[image: image24.png]f(X,6,6,,.., 8, O  F(X.6.6,.

Normalmente no se conocen todos los valores de la variable aleatoria para calcular un parémetro € de la
poblacisn, sin

2

Ber- @ = T - w0

Peroademss: o? = I, = M, = M} = E(x)" - |E)? ]

2
Por lo que debemos primero calcular el término [E(x) ]:

By a My ax AR s elA s e A Gl
] = G-nr = G-

papmery Ay GD
P rrey R T

Gy Ay A
= (x-1) = (x-2)





Como x es una V. A. D. podemos expandir el segundo miembro como una serie de Taylor:
[image: image25.png]Az
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Factorizando convenientemente se tiene:

s g
B =t aret Byarta iy >

12 3

E(x)? FAvet ve P A vet = A+ AP

Porlo tanto a?

A+)-UhH=1

£n conclusion: los parsmetros media y variacion para la distribucion estudiada es; /= 07 = 4




2.4. Métodos de estimación de parámetros
2.4.1. Método de los momentos

Este método fue propuesto por Pearson (1857-1936) y consiste en igualar un determinado número de momentos teóricos de la distribución de la población con los correspondientes momentos muéstrales, Para obtener una o varias ecuaciones que, resueltas, permitan estimar los parámetros desconocidos de la distribución poblacional.
[image: image26.png]Sea X1, Xa,. .., Xn una m.a.s. de una distribucién con funcién de densidad f(x; 61, 62).

Como tenemos 2 pardmetros, tomemos los dos primeros momentos respecto 2| origen,

(301, 02)d

v f (230, 02)d. %Z. N7 /7“




2.5. Método de máxima verosimilitud
[image: image27.png]Se asume que tenemos n observacones aleatorias: X, %,

Py 6.6,

independientes, su funcién de probabilidad conjunta puede ser escrita como:

F51.6.6. ) (2.6, S (5.6,

%, y su funcién de probabilidad conjunta:

6,). Dado que para una muestra aleatoria los valores de Xi son

6,)

Doénde: (6,6, ,6,) son los parémetros dea funcién.

Le expresion anterior es proporcional 2 la probabilidad de que una observacion aleatoriz, en particular, en
particular, sea obtenidz de la poblacién y es conocida como funcidn de maxima verosimilitud o maxima
probabilidad.

(4.6,

6)=T1 6586

Los pardmetros son desconocidos por lo tanto Iz estimacion de estos se realizan teniendo presente que

deben maximizar la funcion de verosimilitud. Esto es posible tomando la derivada parcial de L (8)),

Respectoa cada 8 e igualando a cero.




2.6. Distribución de probabilidades de variables aleatorias continuas
2.6.1. Distribución normal

La distribución normal, es una distribución de dos parámetros cuya función de densidad es:
[image: image28.png]et iasi]

Para —
Los parsmetros 6] 63, estimamos por el método de momentos o maxima verosimiliud son:
6, = I (media aritmética)

2 _ 2
8, = 7 (variancia)

Por estz razdn |2 distribucién normal se expresa generalmente como:

olt-wiias?

fx) =

Parz —

Que es una funcién continda y simétrica con respectoa A por lo tanto el coeficiente de asimetria es cero.

2
Si una variable aleatoria X tiene distribucion normal con media A4 y variancia Gy ademss y=a+bx, la

_ 2 _p2 2
distribucion y también es normal con media Ay = A+ DAL yiz variancis 0% = b .57




2.6.2. Distribución normal estándar
[image: image29.png]£ Ia distribucion normal en términos de Iz varisble aleatoris esténdar Z = (¥ = 4£)/ @ y tiene como
funcion de densidad:

Le funcién de distribucion acumulada F (2) es:

f)=Plz=z)

n=0 y

De Iz misma forma, el 58.27% de valores se encuentran en el rango (4L £ 0°) , el gs.25% dentro del rango.

(1L £20) yel 9g.73% dentro del rango (1 £ 30°) .




2.6.3. Distribución uniforme o rectangular
[image: image30.png]La distribucién uniforme con parametros (¢ y 3, esté definida por la funcion de densidad siguiente:

f)=1(p-a) Para O

n de distribucion acumulativa es:

S =1l - ) (B-a0)

Le mediay Iz variancia para Iz distribucion uniforme son:

E(x)=(f+a)/2 o’ =(B-a)/12

F(x) F(x)

> —
I3 B X a B X
FUNCION DE DENSIDAD FUNCION DE DISTRIBUCION




Figura 06. Funciones de densidad y distribución
[image: image31.png]Los estimados para los perametros €4 V' f3 obtenidos por el método de momentos son:

3 ; p=x-53




2.6.4. Distribución exponencial

La función de densidad f(x), y la función de distribución f(x), son:
[image: image32.png]F) =26

Para X>0 y Aso

Le media y Iz variancia de Iz distribucion exponencial son:

! . 21
E(x)=u=— Var(x)=c" = =
W=u== [€)) 7




2.6.5. Distribución gamma

[image: image33.png]Lz distribucion gamma, con parametros ¥ V' 3, tiene |z siguiente funcién de densidad.

;Para Xo0

F(x)=0; parax <

La funcién gamma de 7 = F(7) ; ests definida por Ia siguiente funcién matematica:

r(y) = f .\'V"e”d\‘.; Para x50
Las propiedades de |z funcién Gamma
7(7)=(7=Dlsi 7 =25,
(7 +D) = A(7);s1 750
TH=r@=1
r/2)=-r

re=22




La media, la varianza y el coeficiente de asimetría para la distribución gamma son:
[image: image34.png]E(x)=p

207

Lz distribucion exponencizl se deriva de Iz distribucidn gammea, para el caso particular de

B=1/4=1,





Los estimadores para los parámetros de la distribución gamma por el método de momentos son:
[image: image35.png]]

i st 2
=media aritmética 5% Varianza muestral

Por el método de la méxima verosimilitud los estimadores para los parsmetros ' y [ son:

In(3) -y() = In(¥/%5)

Dénde: ¢ = eslamedida geométrica de la muestra.

Yo =[x = (hxm,

w(x) = %.Lu(r(,\‘))

Thom (1g58) propuso una relacion aproximada para el estimador del pardmetro ', basado en la
truncacion de la serie expandida de maxima probabilidad.

Dénde: ¥V = Lnt — Ln3 iy A - termino de correccion




Tabla 02. 
[image: image36.png]Factor de correccion (A ) para el estimador del parsmetro // por el método de méxima probabllidad

7 7 A7 7

o2 0 0.009 X 0.004
03 Px) 0.008 9 0.003
0.4 2 0.007 2.2 0.003
o5 3 0.006 2.9 0.002
0.6 ) 0.006 34 0.002
o7 5 0.005 32 0.001
0.8 6 0.005 55 0.001
0.9 1.7 0.004 5.6 0.000

Lz tabla anterior muestra los valores de A

en funcién de [ comprendido entre 0.2 y 5.6. Para

@ > 5.6 I3 correccion es desprecizble. £l procedimiento para calcular el facto de correccion consiste en

4y
T+ 1+ —=
o PR S
un primer momento que [ sea igual 3 T y luego calcular el valor de AJ, de s tabls,

correspondiente 2l valor |7 inicial. Para estimar el parsmetro f3 se tiene que

Thom (1g58), comprobé que para 7/ < 10 el método de momentos geners estimados inaceptables para
Py para J cercanos 3 uno, el método de momentos usa solo 50% de la informacién de la muestra para
estimar [ ysolo el 40% para estimar . Estoindica con 2 mitad de observaciones.

Greenwood y Durand (1960) presentaron la siguiente relacién para los estimadores de maxima
probabilidad.

f o= (05000876 + 0 1648852  y - 0.054427  yP) iy

Parz 0 < y £ 0.5772  conun error méximo de 0.0088%.





[image: image37.png]8.898919  + 9.05995 y + 0.9775373  y*

Y (17 79726+ 11 968477 » + » )

Parz 0.5772 < y <17 .0 conun error maximo de 0.0054.

Dénde: y = Ini - Inx




Las expresiones anteriores tienen un ligero sesgo asintótico, para pequeñas muestras, este puede ser apreciable.
[image: image38.png]Bowman y Shenton (1968) presentaron la siguiente relacin aproximada para estimar el sesgo en el

parémetro /, cuando se emplean la ecuacion de Thom, Greenwood y Durand.

0.111 | 0.032
¥

E(p-y)= (y-0677 +

) Kn - 3)

Panzdyyzd

Dende: E(f7 = 7) =sesgode J/, conun error menor que 1.4%.

N = tamafio de muestra.

Bowman y Shenton (1968) sugieren que el sesgo en /7, puede ser aproximado por:

37

nz4

E(p-y)= jCom E(p) =

-7
n




2.6.6. Distribución log-normal de dos parámetros

[image: image39.png]Por el teorems de limite central, tenemos que si X es una varizble aleztoria con distribucién normal, se

2
puede esperar una varisble Y=Ln X, tsmbién con distribucion normal con media A4, y variancia O, . La

funcin de densidad de distribucién normal para Y es:

5]

_ 1
)= e

La relacion entre f(x)y fy) es: £ (x) = f(y

Como Y=LnX entonces.

X0

Para X>0

2
-esla funcion de densidad de Is distribucion normal para Y conmedia £4, vl variancia de 0.

. 2
f (%) - es12 funcién de densidad de I distribucion log-normal para X con parémetros A y 07y

2
Y=Ln X tiene distribucion normal, mientras que X tiene distribucion log-normal. Los parsmetros A4, y O,

S g2 . .
pueden ser estimados por ¥y S, mediante s transformacion 1; = Ln.X, .

S rin % S} = v -aT R -1




[image: image40.png]>«
Chow (1954), presento Ia siguiente relacion para calcular ¥ y 5 sin que sea necesario transformar los

datos previamente en suslogaritmos:

2 _ 10
= Ln(C +1)

Donde: C,, es el coeficiente de variacion de los datos originales.

c

Brakensiek (1958), propuso las siguientes relaciones para obtener la media y variancia de la distribucion log
normal.

Var(X) =i (% 1)

- coeficiente de variacion

A LR
g=3C,+C, ~coeficiente de asimetria




Las tablas de distribución normal estándar pueden ser usadas para evaluar la distribución log normal.

Como f(x)=f(y)/x   : pero f(y) es una distribución normal tenemos:
[image: image41.png]f@x)=

JS&

Xo,

Donde:

Z=(y-

/o,




2.6.7. Distribución log-normal de tres parámetros
[image: image42.png]£tz difiere de la distribucion log normal de dos parametros por Iz introduccion de un limite inferior Xy, tal

: ¥ = Ln(x = xy) iz funcion e densidad de X es:

qu

,[MH“H
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pardmetro de posicién.
M, =parsmetro de escalz 0 media.

2
O, =parémetro de forma o variancia.
Los momentos de X pueden obtenerse de los correspondientes momentos de la distribucidn log normal de

dos parametros, debido a que las variedades aleatorias defieren solo en el parsmetro de posicion Vg :

+H

Yo
Xevariable aleatoria con distribucion log-normal de 3 parémetros.

Hz= variable aleatoria con distribucisn log-normal de 2 parsmetros.

s =parsmetro de Posicion.
E(x)=p,=x,+E(H)=x,+ 1y

E(x—u)=0c'=0}
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2 2,
o =Var(x) = (¢ — 1)




El coeficiente de asimetría, g, esta dado por:
[image: image43.png]Y de forma aproximada puede ser.




2.6.8. Distribución de valores extremos
[image: image44.png]Consideramos una muesira de tamafio n consistente en Yy, ;. ¥, X, observaciones, donde f(x)

esla funcién densidad y F(x) es!a funcién de distribucion acumulada y f (y) a funcién de densidad entonces.

Ry)=RYSE)= RO <) P8 <) AE, <) =[ RE <]

dF(‘)

F(y)= nP(X <L P(X





2.6.9. Distribución de valores extremos tipo I (Gumbel)

Se le conoce también como Gumbel, este tipo de distribución es usado frecuentemente para estudio de magnitud-duración y frecuencias de lluvias (Hershfield, 1961) y como la distribución de valores máximos de caudales anuales de un río.

Gumbel (1958), estudio la aplicación para datos de descargas diarias. La función de densidad de probabilidad para la distribución de valores extremos tipo I es:
[image: image45.png][e(r-y/amet -0

fl=?

Para —

£l signo (+) se aplica para valores minimos y el signo (- se aplica para valores maximos.

£l parémetro @ se le conoce como el parametro de escala.

Elpardmetro 3 sele conoce como pardmetro de posician.

La media yla variancia de la distribucion del valor extremo tipo | son:
E(x)=p=B+0.57Tc (msximo)

E(¥)=p=B-0577c (o)

. 5.2
Var(x)=1.645c (Para ambos)
£l coeficiente de asimetria es: g=1.1396 (méximo)

g=-1.1396 (minimo)

Y=(-p)la

Sise hace la transformacion:

47t
Ls funcion de densidad sers: f (1) = €€ )




El signo + se emplea para eventos mínimos y el signo – para eventos máximos.

La función de distribución acumulada es:
[image: image46.png]- (méximo)
S =1-e" ~(minimo)
S Wi =1=F ()

Los estimadores para los parsmetros & y 3, por el método de momentos (Lowery y Nash 1g70) son:

0.45(5) -maximo

B=3+045(5) minimo

Por el método de méxima verosimilitud (Lowery y Nash, 1970) son:

(5 X /3 e

xla

=)

n

Desafortunadamente las ecuzciones de méxima verosimilitud para el estimado de los pardmetros & y 3

no tienen solucion explicita, por lo que es necesario una solucion por métodos numericos.




Según Lowery y Nash, el método de momentos da resultados satisfactorios en el cálculo de estos parámetros.

2.6.10. Distribución de valores extremos tipo III (WEIBULL)

La distribución de valores extremos tipo III (tiene gran aplicación para eventos hidrológicos mínimos. Esta distribución se le conoce como la distribución de Weibull de 2 parámetros y su función de densidad es:
[image: image47.png]) = ax=t prebeer]

La funcién de distribucién acumulada es:
.
F(x)=1- "
La media y la variancia de Ia distribucion son:

E(x

=u=prl+1l/a)

Var(x)= o = |01+ 2/ )~ T (1+1/ )

El coeficiente de asimetria, segtin Hahnan y Shapiro (1967), es.

g:1"(1+3 @)-3T(1+2/ )T (1+1/ @) + 2T (1+1/ @)
Fa+r2/a)-r*a+v/af?

Los estimadores de los pardmetros & y [3, por el método de momentos se obtienen resolviendo las
ecuaciones simultaneas correspondientes a la media y variancia muestral.




Por el método de máxima verosimilitud, calculamos haciendo:
[image: image48.png]A= B por consiguiente los estimadores son:

A oo
i y
(A 5" Inx, = Y Inx;)
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N B aylia
Simultzneamente para 02 A y 3, tenemos: B=(A)
La distribucion de Weibull de 2 parsmetros, tiene la siguiente funcion de densidad:

) = ol &) (B ey =l loors-or]
La funcién de distribucién acumulada es:

F)=1-elto-ora-or]

Usando la siguiente transformacion:
[(v=2)/(B-a)F renemoscue: F1)=1-¢
La mediayla variancia de la distribucion de Weibull de tres parsmetros son:

E()=p=e+(f-eTU+1/a)

var(x) = (B -2 [0+ 2/ @)~ T (1+1/ )|




El coeficiente de asimetría es lo mismo que en el caso de la distribución de Weibull de 2 parámetros.

Resolviendo algebraicamente las ecuaciones correspondientes a E(x) y Var(x), podemos resolver para:
[image: image49.png]Dénde:

B=u+cAe); ¢=p-cB@)

A(e) i-Ta+1/ o)) (e)
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Los valores de o/ & , A(2) |y B( &) comofuncion de & se muestran en el siguiente cuadro.

Tabla 03. Valores de o & , A(@2) ,y B(&2) comofuncionde &

g e A(a) B(a) B e A(a) B(a)
“000 |00z 0.446 30.005 2.000 | n00 0.000 7,000
0971|003 0.444 26.987 2309 | m0 ~0.040 0.867
097|004 0442 20.481 2.640 | 120 “0.077 0752
0867 | 005 0.439 6576 2.996 | 130 0109 065
0638 | o0 0425 8737 3382|140 0136 0563
0256|020 0389 2755 3802|150 0160 0.486
0069 | 0.30 0346 3370 2262 | 160 0180 0.418
0359 | 040 0297 2.634 2767|170 0196 0359
0.631 050 0246 2159 533 |80 0208 0.308
0896 | 0.60 0193 815 5938 | 90 0217 0308
7160 070 0182 1549 6619 | 2.00 0224 0224
1.430 0.80 0.092 334 7374|210 0227 090
7708 0.90 0.042 154 8214|220 o229 0161





2.6.11. Distribución beta

Función de densidad:

[image: image50.png]5 (1)

f)=————— P 0<x<l,a.f>0
Bla—p)
Funcion beca= B(@, 1) = [ 2% (1—5)"dx
Lz relacidn entre |a funcién Beta y Gamma es:
TaIf
Bla,pfy=—""_
(@F) T(@+p)

L& mediay la variancia de la distribucion Beta son:

o B
R
Va,(,y):ﬁ:“'iﬁz

(a+p+1)(a+p)

Apartir de estas ecuaciones se pueden calcular los estimados para & y 3,




2.6.12. Distribución de Pearson tipo III


Karl Pearson (1953), propuso que la distribución de frecuencias puede ser representada por la siguiente función de densidad:
[image: image51.png][ e G+ B+
F)=e

La distribucin Pearson tipo I, tiene gran aplicacién en hidrologia especialmente en el andlisis de caudales
méximos (picos), su funcidn de densidad se puede escribir como:

X))/ B

Lt

Para Xo £ X < @

o <xg <@
0< g <o

0 <y <o

Variable reducida: ¥ = (x = %q) / B porloque:

priet
INCD]

£l estimado para los parametros por el método de momentos es:

Y =F()= jﬂy %ﬂ’

F() VP

E(x)=p=x+py Media

E(x—u)=0c?=

9./
g =2 7 Sesgo

Variancia





2.6.13. Distribución log Pearson tipo III


La transformación puede ser: Z=Ln(X)     o    Z=Ln(x-xo)

Donde: Z=variable aleatoria con distribución Pearson III

            X=Variable aleatoria con distribución log Pearson III

La función de densidad para X y Z se dan a continuación:
[image: image52.png](Inx —7yy) e W Tis
- BT (/)

(Z — Z,) e tEmdis
f(=) = W Donde Z=Ln(X)

F(x)

Z y <rarsmetro de posicien.

B <parsmetro de escalz

7 =Pargmetro de forma.

De acuerdo a la distribucién Pearson tipo lll: X = ﬂ-: + Xy yen el caso de Ia distribucion log-

Pearson tipo IIl.

x=e° o X, e’

La mediz, variancia y el sesgo para Iz distribucion Log-Pearson tipo Il son:

E(z) o+ By Media
E(z-uy))t=0c,"=p%y Variandia

g = y, Sesgo




2.7. Problemas de probabilidad aplicados a hidrología
Ejemplo 2.1 Determinar el valor de la constante a de la función de densidad de probabilidad: 
[image: image53.png]ax’ 0<x<5

’("):{wnmlqumawapam




Cuál es la probabilidad de que un valor X seleccionado aleatoriamente de esta función:

a) Sea menor que 2?

b) Esté entre 1 y 3?

c) Sea mayor que 4?

d) Sea mayor que 6?

e) Sea igual a 2.5? 

Solución

[image: image54.png]De la ecuacion [ f()dx = 1 se tiene:
- o s -
[ reoae= [ reoacs || feoacs [ feoae=1

Sustituyendo la funcién de densidad de probabilidad en la ecuacion anterior.

f(n),u + fax=.xx+ f(!))dx = f axd;
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Entonces:
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P exen=r@-rie S L5
T 125 125 125

64 61

©) P(X 2 4) —
) 125 125

PX<4)=1-F(4)=

o) PX=6)

& PX=25)=0




Ejemplo 2.2 Los gastos máximos anuales registrados en la estación hidrométrica Las Perlas en el río Coatzacoalcos se muestran en el cuadro siguiente.

¿Cuál es la probabilidad de que, en un año cualquiera, el gasto sea mayor o igual a 7 500 m3/s?

Se planea construir cerca de este sitio un bordo para protección contra inundaciones. ¿Cuál debe ser el gasto de diseño si se desea que el periodo de retorno sea de 60 años?

Supóngase que los datos del cuadro siguiente siguen una distribución normal.

Tabla 04. Datos de gasto máximo (x) del problema

	Año
	1954
	1955
	1956
	1957
	1958
	1959
	1960

	x (m3/s)
	2230
	3220
	2246
	1804
	2737
	2070
	3682

	Año
	1961
	1962
	1963
	1964
	1965
	1966
	1967

	x (m3/s)
	4240
	2367
	7061
	2489
	2350
	3706
	2675

	Año
	1968
	1969
	1970
	1971
	1972
	1973
	1974

	x (m3/s)
	6267
	5971
	4744
	6000
	4060
	6900
	5565

	Año
	1975
	1976
	1977
	1978
	-
	-
	-

	x (m3/s)
	3130
	2414
	1796
	7430
	-
	-
	-


Solución

La media y desviación estándar de los datos son respectivamente:
[image: image55.png]=3886mils

Fa—
S -3
t
n-1

=1825.9mifs

Le mediay desviacion estandar de Iz poblacién pueden entonces estimarse como:
=X =3886mifs

o-

=1825.9m3s.
2) Para x = 7500 /s, la variable estandarizada z es

x—p _7500-3886
a 1825.9

198





De la tabla de la distribución normal estándar acumulada se obtiene
[image: image56.png]F(x) = F&z) =P(x = 7500)

.9761

Por lo que Iz probabilidad de que el gasto maximo anual sea mayor oigual que 7500 m¥s resulta.

-o.g761=

P(X27500)=1-P (X< 7500) 0239

b) De la ecuacisn para el periodo de retomo se tiene que.

1 1
Pzx) 1-P(X <x)

Por lo tanto:

P(X<x

Entonces, para T = 60 afios, la funcién de distribucion de probabilidad es:

50

= -o.g833

F)=PX<x)= o

Y de la tabla de Iz distribucion normal estandar acumulada o resolviendo la ecuacion por tanteos, se obtiene
Ia varizble estandarizada

222126
Por lo tanto, despejando x de 2 ecuacion g.33 se tiene:

G-

2.126 (1825.9) + 3886

752msls

Entonces, segin Iz distribucion normal el gasto de disefio para un periodo de retomo de 6o afios es 7775.2
s,




Ejemplo 2.3 Resolver el ejemplo 2 usando la función de distribución Log-normal.

Solución

La media y desviación estándar de los datos, son estimadores de las media y desviación estándar de la población, son.

[image: image57.png]=0451

2) Para x = 7500 /s, la variable estandarizada es:

In(7500) ~8.162
0451

De la tabla de la distribucién normal estandar acumulada, se obtiene
F(x)=F (2)=0.9545
¥ por lo tanto

P(x2 7500) = 1- P(x £ 7500) = - F(x) = 1-0.9545 = 0.0455

T-1

b) Nuevamente, de P (X2 x)= se tiene:

F(2)=F(x)=0.9833




De la tabla de la distribución normal estándar acumulada o resolviendo la ecuación por tanteo, para este valor de F (z) se obtiene

z = 2.13

Despejando x de la ecuación
[image: image58.png]x=explzp +a)

x = exp(2.13 X 0.451 + 8.162) = 9160.3m*/s




Ejemplo 2.4 Resolver el ejemplo 2 usando la función de distribución Pearson III.

Solución
[image: image59.png]Célculo de los valores de o, B y 3. €l coeficiente de sesgo yes

Para 7500 m3fs, la variable estandarizada y es

7500-983.9_
Tags o972

£l valor de x*y el nimero de grados de libertad son entonces
X =2y=2(5.672)= 1344

v=2B.=2(2526)=5.05




De la tabla de la función Gamma (Aparicio, 1991) se obtiene, para estos valores de x2 y v, con 5 grados de libertad

F(x) = 95.5 %

Por lo tanto,

P (x ( 7 00) = l – F (7500) = 1 - 95.5 = 4.5%

b) De acuerdo con los problemas anteriores:

P (X ( x) = F(x) = F (y) = 0.9833

De la tabla de la función Gamma (Aparicio, 1991) se obtiene por interpolación para v = 5
[image: image60.png]résem = 141
De la ecuacién

FG) = FGRp) = £ y/28)

X =7.05(1148.8) + 983.9 = 9071 m3s.




Ejemplo 2.5 Resolver el ejemplo 2.2 usando la función de distribución Gumbel.

Tabla 05. Media y desviación estándar para la distribución Gumbel
[image: image61.png]N ™ s N by s
0 04952 0.9496 60 0.5521 11747
5 05128 1.0206 65 0.5535 71803
20 05236 7.0628 70 05548 11854
25 0.5309 0914 75 05559 71898
30 0.5362 24 0 0.5569 11938
B 05403 71285 85 0.5578 11974
20 05436 11413 90 0.5586 12007
a5 05463 11518 95 05593 72037
50 05485 71607 100 0.5600 72065
55 0.5504 1.1682





Solución

Para 25 años de registro, del cuadro anterior se tiene:
[image: image62.png]Hy = 0.5309; Gy = 1.0914

Por lo tanto, de las ecuaciones

%
a=2
1.0914 .
o= [ron =0.000598 (m3ls)

05309

-
p= X - 5=3885 Goo0s0e

= 2997.81m3ls

Para x = 7500 m3fs, de la ecuacién

F() = exp(—exp(~alx - 8)))

Fx) = explexp[-0.000548(7500 — 2997.8)]]
F(x) =0.9345

Por lo tanto:

P(XZ7500 m3fs)=1-0.9345 = 0.065

b) Para T = 60 afios, de las ecuaciones

P& <x)





Despejando x:
[image: image63.png]097.8- — L __Inln
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CAPITULO III

Diseño completamente al azar (DCA)

El diseño completamente al azar, es aquel en el cual los tratamientos se asignan completamente al azar a las unidades experimentales o, viceversa. Este diseño es usado ampliamente. Por lo tanto se considera que es un diseño eficiente cuando las unidades experimentales de las que se dispone son muy homogéneas.

3.1. Características principales

1. Aplicable sólo cuando las unidades experimentales son homogéneas (verificar si existe tal homogeneidad).

2. Los tratamientos pueden tener igual o diferente número de unidades experimentales.

3. La distribución de los tratamientos es al azar en las unidades experimentales.

El número de tratamientos está en función del número de unidades experimentales que se dispone. Es conveniente tener pocos tratamientos y más unidades experimentales que muchos tratamientos con pocas unidades experimentales.

3.2. Modelo estadístico Lineal

Este modelo lineal es la siguiente:
[image: image64.png]= nimero de repeticiones por tratamiento
Dénde:
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3.3. Esquema del diseño completamente al azar

Tabla 06. Representación simbólica del  Diseño Completamente  al azar (DCA)
[image: image65.png]Tratamientos (i)
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3.4. Estimaciones

La técnica para hacer el análisis de varianza, mediante los mínimos cuadrados, nos permite hallar aquellos estimadores que nos aseguraran una suma de cuadrados del error mínimo.

3.5. Suma de cuadrados
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3.6. Grados de libertad

Se define como el número de funciones linealmente estimables de los parámetros que pueden tener en el experimento; pero, las funciones linealmente estimables, no son sino el número de comparaciones en el diseño. Otros autores, definen, como los rangos de las matrices: r(X); y el rango de las matrices lo determinan las columnas independientes.

3.7. Cuadrado medio esperado

Conocido como esperanza matemática o valor esperado, es definido como el valor promedio ponderado de los valores que pueden asumir la variable.

Para hallar el valor esperado de una variable, cada uno de los posibles valores de la variable es multiplicado por su correspondiente probabilidad y el producto resultante es sumado. También se lo define como el valor medio de una variable aleatoria si el mismo experimento aleatorio se repite una y otra vez.

El cuadrado medio esperado (ECM), es una valiosa ayuda para el investigador, dado que indica el procedimiento adecuado a seguir en la estimación de parámetros o para la prueba de hipótesis acerca de los parámetros dentro del marco de trabajo en el modelo supuesto.

3.8. Análisis de varianza

Es una técnica matemática que nos permite descomponer una fuente de variación total en sus componentes atribuibles a fuentes de variación conocida. La tabla nos muestra el análisis generalizado para el diseño completo al Azar.
Tabla 07. Análisis de varianza del Diseño Completamente al Azar (DCA)
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3.9. Prueba estadística de hipótesis

La hipótesis a probar es:
[image: image68.png]Hor =0

Har 20




Para ellos se usa la prueba estadística de F, porque la suma de cuadrados de las fuentes de variación se atribuyen como variables X2 (Chi-cuadrado no central), las cuales son independientes entre sí, resultado basado en el Teorema de Cochran el cual dice: Que cada fuente de variación del diseño experimental corresponde a una estructura algebraica que recibe el nombre de forma cuadrática, la cual se distribuye como una X2 y entre las fuentes de variación.

Una prueba de F es la relación de dos X2 (Chi cuadrados) independientes divididos cada uno en sus respectivos grados de libertad.
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Llamada F de Snedecor (lo que se halla en las tablas) tabulares. La prueba de F exige que sean dos X2 centrales o dos X2 no centrales.

3.10. Ventajas del diseño completamente al azar

1. Es sencillo de planificar
2. Existe más grados de libertad para estimar el error experimental
3. Es flexible en cuanto a número de repeticiones y tratamientos
4. Se puede tener diferentes números de repeticiones por tratamiento sin que el análisis se complique 
5. Es útil cuando las unidades experimentales tienen una sola variabilidad uniforme repartida
6. Cuando se pierde alguna parcela experimental se puede considerar que se tenía diferente número de repeticiones por tratamiento
7. El error experimental puede obtenerse separadamente para cada tratamiento para comprobar la suposición de homogeneidad del error.
3.11. Desventajas del diseño completamente al azar

1. No se puede controlar el error experimental, por lo tanto no es un diseño muy preciso

2. Cuando se tiene diferente número de repeticiones por tratamiento, es necesario calcular un error estándar por cada pareja de medias si se quiere comparar sus diferencias.

3.12. Usos del diseño completamente al azar

1. Es muy útil en ensayos de laboratorio o invernadero, donde las diferencias entre unidades experimentales son insignificantes.

2. Se usa en ciertos tipos de experimentos con animales.

3. No se usa en experimentos de campo dado que no da facilidades para controlar el error experimental.

3.13. Aplicación de programas estadísticos

En el presente texto se dará una introducción de diferentes paquetes estadísticos, tales como son: el MINITAB, SAS 9.2, SPSS, STAT, entre otros, pero para nosotros es muy importante aprender la aplicación a métodos estadísticos el Statistical Analysis System (SAS).
El SAS, o Statistical Analysis System, fue diseñado como una herramienta de análisis de datos para todo propósito. SAS proporciona herramientas para el almacenamiento y recuperación de información, modificación de datos y programación; elaboración de reportes, estadística simple y avanzada, y el manejo de archivos. Varios de los productos de SAS son integrados con el SAS BASE para proporcional un sistema completo. Por ejemplo, el módulo SAS/STAT provee una poderosa herramienta para procedimientos de análisis estadístico el cual incluye regresión, análisis de varianza, análisis de datos categórico, análisis multivariado, análisis discriminante, análisis de conglomerados, etc. El módulo SAS/ETS provee procedimientos para realizar análisis de Series de Tiempo y el SAS/IML es usado para la manipulación de datos matriciales.
Ejemplo.3.1 (Ejercicio con diferente número de observaciones)

Como parte de la investigación del derrumbe del techo de un edificio, un laboratorio prueba todos los pernos disponibles que conectaban la estructura de acero en tres distintas posiciones del techo. Las fuerzas requeridas para “cortar” cada uno de los pernos (valores codificados) son las siguientes:

Posición 1:    90, 82, 79, 98, 83, 91

Posición 2:   105, 89, 93, 104, 89, 95, 86

Posición 3:    83, 89, 80, 94

Efectúese análisis de variancia para probar con un nivel de significancia de 0.05 si las diferencias entre las medias muestrales en las tres posiciones son significativas
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a) Calculo del termino de corrección

[image: image71.png]=137700

b) Suma de Cuadrado total
SCromai= (90)+(82)+ .. +(80)+(94)-FC = 138638 - 137700 = 938.00000
<) Suma de cuadrado de tratamiento

)= 230452381

d) Suma de cuadrado del error

SCrorat- SCurtamiento = 938.00000 - 234.452381 = 703.54762




Tabla 08. Resultado de Análisis de variancia de prueba de laboratorio
	F. de V.
	GL
	SC
	CM
	Fc
	Ft
	Probab.

	Tratamientos
	2
	234.452381
	117.22619
	2.332702
	
	

	Error
	14
	703.54762
	50.2534014
	 
	 
	 

	Total
	16
	938.00000
	 
	 
	 
	 


C.V. =    7.8766 %

Solucionario con el SAS
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Resultados con el paquete del SAS
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[image: image74.png]The ANOVA Procedure
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Error 14 7035476190 50.2534014

CorrectedTotal 16 938.0000000

RSquare CoeffVar RootMSE  yMean
0249949 7.876626  7.088963 90.00000

Source DF  Anovass Mean Square FValue
[ 2 2344523810 117.2261905 233

Tukey's Studentized Range (HSD) Test fory
NOTE: This test controls the Type | experimentwise error rate.

Alpha 0.0500
Error Degrees of Freedom 14.0000
Error Mean Square 50.2534

Critical Value of Studentized Range 370139
Comparisons significant at the .05 level are indicated by ***,
Difference ~ Simultzneous
p  Between g% Confidence
Comparison ~ Means  Limits
p2-pi 7262 -3.060 17.584
p2-p3  7.920 3.70119.558
pi-p2 7262 -17.584 3.060
pi-p3  0.667 -n.310 12.643
p3-p2 7.929 -19.558 3.701
p3-p1 -0.667 -12.643 1310

Pr>f
01335

Pr>F
01335




Ejemplo 3.2


Se realizan tres pruebas de la resistencia a la compresión en seis muestras de concreto. La fuerza que fractura cada muestra de forma cilíndrica, medida en kilogramos, está dada en el siguiente cuadro:           




Muestra
[image: image75.png]Prueba 1

110 125 98 95 104 115
Prueba 2 105 130 107 92 96 121
Prueba 3 145 136 142 148 129 130





Pruébese con un nivel de significancia de 0.05 si estas muestras difieren en su resistencia a la compresión.
Tabla 09. Resultado de Análisis de variancia de prueba de laboratorio
[image: image76.png]FdeV. GL[sC a 7 Bl S
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data flores;
input Ds R@@;
datalines;
¢ om0 d o5 d3 s
¢ w5 A o d3 136
¢ 98 d2 07 d3 w2
¢ 95 92 d3 8
d i0s d2 96 d3  ng
¢ w5 wm d3 o

proc anova;
class D;
model R=D;

means Ditukey alpha=o.0s;

run;





Resultados con el paquete del SAS
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Dependent Variable: R
[image: image78.png]Sum of

Source DF Squares MeanSquare  F Value qPr>F
Model 2 3641444444 1820722222 13.64 0.0004
Error 15 2001666667 133.444444
CorrectedTowl 17 5643.11m

RSquare CoeffVar RootMSE R Mean

0645290 9771273 mssi82  nB.2222

Source DF Anova 5§ MeanSquare  F Value Pr>F
D 2 3641.444444 1820722222 13.64 0.0004

Tukey's Studentized Range (HSD) Test for R
NOTE: This test controls the Type | experimentwise error rate, but it generally has 2 higher Type Il
errorrate than REGWQ.

Alpha .05
Error Degrees of Freedom 5
Error Mean Square 133.4444
Critical Value of Studentized Range 367338
Minimum Significant Difference 7.324

Means with the same letter are not significantly different.

TukeyGrouping ~ Mean N D
A 138333 6 d3
B 108500 6 d2
B 107833 6 di




PROGRAMAS DIVERSOS DEL DISEÑO COMPLETO AL AZAR APLICANDO EL SISTEMA PARA ANALISIS ESTADISTICO
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proc print;

proc anova;

model y=x;

means xtukey;
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proc pring;

proc anova;

classx;

model y=x;

means xjtukey;

run;
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CAPITULO IV

Pruebas de rango múltiple
4.1. Introducción

El investigador desea conocer si los tratamientos tienen algún efecto sobre la variable que se estudia. Es decir desea saber si las medias [image: image82.png]


estimadoras de las µ de las poblaciones de los tratamientos son iguales o distintas. 

Es propósito de todo investigador que realiza un análisis de variancia de un experimento en particular, realizar la prueba sobre el efecto de los tratamientos en estudio, para ello hace uso de la prueba F el cual indicará si los efectos de todos los tratamientos son iguales o diferentes; en caso de aceptar la hipótesis de que todos los tratamientos no tienen el mismo efecto, entonces es necesario realizar pruebas de comparación de promedios a fin de saber entre que tratamientos hay diferencias, y para esto es necesario realizar pruebas de comparación múltiple como las siguientes:

1. Diferencia Limite Significativa   o Diferencia Media Significativa (DLS)

2. Prueba de Rangos Múltiples de Duncan

3. Prueba de Rangos Múltiples de Tukey

4. Prueba de Comparación de Dunnet

5. Puebla de Student-Newman-Keuls (SNK)

4.2. Diferencia límite significativa o diferencia media significativa (DLS)

Es un procedimiento comúnmente usado para comparar la diferencia entre un grupo de medias y para comparar cada uno de los grupos de medias con un tratamiento estándar. Se justifica sólo en las siguientes condiciones: 
a. La prueba F resulta significativa. 
b. Las comparaciones fueron planeadas antes de ejecutar el experimento. 
c. Es solamente valido para algunas comparaciones específicas, ya que al incrementarse el número de comparaciones se incrementa el error tipo I. 
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4.3. Prueba de rangos múltiples de Duncan
La prueba de rango múltiple Duncan es una comparación de las medias de tratamientos todos contra todos de manera que cualquier diferencia existente entre cualesquier tratamiento contra otro se verá reflejado en este análisis. Utiliza un nivel de significancia variable que depende del número de medias que entran en cada etapa de comparación. 
La idea es que a medida que el número de medias aumenta, la probabilidad de que se asemejen disminuye. 
Para obtener los comparadores Duncan, se toman de la tabla de Duncan los valores de acuerdo al número de tratamientos y con los grados de libertad del error. Cada uno de estos valores será multiplicado por el error estándar de la media y éstos serán los comparadores para determinar cuáles diferencias son significativas. 

Este procedimiento es utilizado para realizar comparaciones múltiples de medias; para realizar esta prueba no es necesario realizar previamente la prueba F y que ésta resulte significativa; sin embargo, es recomendable efectuar esta prueba después que la prueba F haya resultado significativa, a fin de evitar contradicciones entre ambas pruebas.
Las características son las siguientes: 
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variancia puede ser significativo o no. Tiene el inconveniente cuando se cuenta con un alto nimero de
tratamientos dado que el nivel de significacién a se modifica en funcién de ellos. Para su aplicacién se utlliza
Ia siguiente férmula:

ALS ). AES(p, XSy

ALS ). Amplitud de Limite de Significacion de Duncan AESp, = Amplitud estudiantizadas Significativas de

Duncan (Tabla de Duncan)Sy = Desviacion esténdar de promedios




4.4. Prueba de rangos múltiples de Tukey

Este procedimiento es llamado también «Diferencia Significativa Honesta», se utiliza para realizar comparaciones múltiples de medias; esta prueba es similar a la prueba de Duncan en cuanto a su procedimiento y además es más exigente. 
La prueba Tukey se usa en experimentos que implican un número elevado de comparaciones o se desea usar una prueba más rigurosa que la de Duncan. 
Es de fácil cálculo puesto que se define un solo comparador, resultante del producto del error estándar de la media por el valor tabular en la tabla de Student-Newman-Keuls y usando como numerador el número de tratamientos y como denominador los grados de libertad del error. 

Debe considerarse que esta prueba es más estricta en su clasificación; así el 5% de Tukey casi es equivalente al 1% de Duncan
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4.5. Prueba de Comparación de Dunnet

Esta prueba es útil cuando el experimentador está interesado en determinar que tratamiento es diferente de un testigo, control o tratamiento estándar, y no en hacer todas las comparaciones posibles (que pasarían a una segunda prioridad); es decir, cuando se quiere comparar el testigo con cada uno de los tratamientos en estudio. Tiene las siguientes características:
-Se utiliza cuando existe tratamientos testigo o control y se desea comparar este testigo con los demás tratamientos.
La prueba de F-calculado del ANDEVA debe ser significativa.
- Las comparaciones son planteadas antes de realizar el experimento.
- Es una prueba modificada de la prueba DLS.
- Se utiliza un tratamiento de control como punto de referencia con el cual comparar todos los demás tratamientos.

4.6. Prueba de Student-Newman-Keuls (SNK)

La prueba con el comparador Student-Newman-Keuls (SNK) es similar en metodología a la de Duncan, pero con un nivel de rigurosidad intermedio con respecto a Duncan y Tukey, es decir, ni tan exigente como Tukey, ni tan flexible como Duncan. 
Este procedimiento es más conservativo que el de Duncan en el número de diferencias que declara significativa. Por lo tanto, en situaciones en las cuales no es necesario ser tan conservativo se sugiere el uso de esta metodología probabilidades más relajado, digamos un 10% a un más alto.
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4.7. Transformación de datos

La razón principal de la transformación de datos es que de llevarse a cabo un análisis estadístico con resultados que no cumplan con los supuestos acerca del modelo estadístico, se puede llegar a una conclusión equivocada.
Un cambio de escala puede variar la media y la variancia de la variable así como su relación con respecto a otras variables. 
La forma de la distribución de una variable cambia con la escala. Mediante una transformación adecuada puede conseguirse que un variable que no se distribuye normalmente pase a tener una distribución casi normal. Las poblaciones con variancias desiguales pueden convertirse en homocedásticas (variancias homogéneas) mediante una transformación apropiada. Las transformaciones más usadas son:
4.7.1. Transformación logarítmica 
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Si los bloques y los tratamientos aumentan o disminuyen las mediciones en un determinado porcentaje en lugar de una determinada cantidad, entonces se dice que los efectos son multiplicativos y no aditivos. 
En estos casos, una transformación logarítmica transformará en aditiva la relación multiplicativa y en consecuencia el modelo lineal podrá ser aplicado a los nuevos datos.
Para ciertos tipos de análisis, el investigador prefiere la escala que elimina las interacciones mientras que para otras puede preferir la escala que restituye los efectos lineales. Lo que hay que recordar es que la relación entre las variables está muy influenciada por las escalas con las que se miden dichas variables. Las interpretaciones de los datos sólo son válidas en relación con la escala particular adoptada en un caso determinado.
4.7.2. Transformación de la raíz cuadrada

Cuando los datos están dados por números enteros procedentes del conteo de objetos, como por ejemplo el número de manchas en una hoja o el número de bacterias en una placa, los números observados tienden a presentar una distribución de Poisson más que una distribución normal. 
Las consideraciones teóricas conducen a la transformación de la raíz cuadrada de los números observados.
Normalmente esta transformación determina que las variancias de los grupos sean más iguales. También es aplicable a las distribuciones sesgadas puesto que acorta la cola larga. Si y es el número observado, para el análisis estadístico y la prueba de significación utilizaremos y1/2. Cuando los números observados son pequeños (de 2 a 10), se prefiere la transformación (y+0.5)1/2, en especial cuando algunos de los números observados son cero.

4.7.3. Coeficiente de variabilidad
Es una medida de variabilidad relativa (sin unidades de medida) cuyo uso es para cuantificar en términos porcentuales la variabilidad de las unidades experimentales frente a la aplicación de un determinado tratamiento. En experimentación no controlada (condiciones de campo) se considera que un coeficiente de variabilidad mayor a 35% es elevado por lo que se debe tener especial cuidado en las interpretaciones y ó conclusiones; en condiciones controladas (laboratorio) se considera un coeficiente de variabilidad mayor como elevado.

CAPITULO V

Diseño en bloque completo al azar (DBCA)

5.1. Definición

Se llama también experimento con dos criterios de clasificación, porque tiene dos fuentes de variación; estas son tratamientos y bloques: este diseño es un modelo estadístico en el que:

1. Se distribuyen las unidades experimentales en grupos o bloques, de tal manera que las unidades experimentales dentro de un bloque sean homogéneas, pero entre grupos haya heterogeneidad y que en el número de unidades experimentales dentro de un bloque sea igual al número de tratamientos por investigar.

2. Los tratamientos son designados al azar a las unidades experimentales dentro de cada bloque.

5.2. Características:

1. Las unidades experimentales son heterogéneas.

2. Las unidades homogéneas están agrupadas formando los bloques.

3. En cada bloque se tiene un número de unidades igual al número de Tratamientos (bloques completos)

4. Los tratamientos están distribuidos al azar en cada bloque.

5. El número de repeticiones es igual al número de bloques.

5.3. Modelo estadístico lineal

En este diseño el valor de cada unidad experimental Yij se explica según el siguiente modelo estadístico lineal:
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Tabla 10. Representación simbólica de los datos en un diseño en Bloque Completo Al Azar con “t” tratamientos y “r” repeticiones
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Tabla 11. Análisis de Varianza generalizado para un Diseño en Bloque Completo Aleatorio
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Ejemplo 5.1.
Se diseñó un experimento para estudiar el rendimiento de cuatro (04) detergentes diferentes. Las siguientes lecturas de “blancura” se obtuvieron con un equipo especialmente diseñado para 12 cargas de lavado distribuidas en tres (03) modelos de lavadoras:

	Detergente
	Lavadora 1
	Lavadora 2
	Lavadora 3

	Detergente A
	45
	43
	51

	Detergente B
	47
	46
	52

	Detergente C
	48
	50
	55

	Detergente D
	42
	32
	49


Considerando los detergentes como tratamientos y las lavadoras como bloques, efectuar el análisis de variancia y su prueba con un nivel de significación de 0.01 si existen diferencias entre los detergentes o entre las lavadoras. Además, efectuar la prueba de Rango Múltiple de Duncan a la probabilidad de 0.01.

data experimento;
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proc print;

proc anova;
class lavadoras detergent;

model rendzo= lavadoras detergens;
means detergent/Duncan alpha=o.o1;

run;





RESULTADO DE SAS
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Class Level Information

Class Levels Values
lavadoras 3 123
detergent P 1234

Number of observations 12




      Dependent Variable: rendto
[image: image93.png]Sum of

Source DF Squares MeanSquare  F Value Pr>F
Model 5 246.0833333  49.2166667  15.68 o.0022
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     Duncan's Multiple Range Test for rendto

      NOTE: This test controls the Type I comparisonwise error rate, not the 

      experimentwise error

                                   rate.

[image: image94.png]Alpha o.01

Error Degrees of Freedom 6
Error Mezn Square 3138889
Number of Means 2 3 4

Critical Range 5363 5564 5.676
Means with the same letter are not significantly different.

Duncan Grouping  Mean N detergent
A 5000 3 3
A 48333 3 2
B A 46333 3 1
B 42667 3 4





PROGRAMAS VARIOS DE DISEÑO BLOQUE COMPLETO AL AZAR
	DATA PAPA; 
	
	
	

	INPUT TRAT $ REP Y;
	
	
	

	R=(1000/20)*Y;
	
	
	

	CARDS;
	
	
	
	

	A
	1
	10
	
	

	A
	2
	9
	
	

	A
	3
	11
	
	

	A
	4
	10
	
	

	B
	1
	12
	
	

	B
	2
	11
	
	

	B
	3
	12
	
	

	B
	4
	13
	
	

	C
	1
	15
	
	

	C
	2
	15
	
	

	C
	3
	16
	
	

	C
	4
	15
	
	

	D
	1
	11
	
	

	D
	2
	10
	
	

	D
	3
	10
	
	

	D
	4
	11
	
	

	;
	
	
	
	

	PROC PRINT;
	
	
	

	PROC ANOVA;
	
	
	

	CLASS TRAT REP;
	
	
	

	MODEL Y=TRAT REP;
	
	
	

	MEANS TRAT REP;
	
	
	

	DATA PAPA2;
	
	
	

	SET PAPA;
	
	
	
	

	IF TRAT='A' THEN N=0;  /*SENTENCIAS QUE       */
	

	ELSE IF TRAT='B' THEN N=50; /* RECODIFICAN A  */

	ELSE IF TRAT='C' THEN N=100; /*TRATAMIENTOS PARA */

	ELSE IF TRAT='D' THEN N=150; /*EFECTUAR LA REGRESION */

	 GLM;
	
	
	
	

	CLASSES TRAT REP;
	
	
	

	MODEL R=REP N N*N N*N*N;
	
	

	RUN;
	
	
	
	

	PROC GLM;
	
	
	
	

	MODEL R=N N*N/P;
	
	
	

	RUN;
	
	
	
	


CAPITULO VI

Diseño de cuadrado latino (DCL)

6.1. Introducción
El agrupamiento de las unidades experimentales en dos direcciones (filas y columnas) y la Asignación de los tratamientos al azar en las unidades, de tal forma que en cada fila y en cada columna se encuentren todos los tratamientos constituye un diseño cuadrado latino.

Este diseño es una extensión del Diseño Bloque Completo al Azar y se utiliza cuando las unidades experimentales, a las cuales se van a aplicar los tratamientos pueden agruparse de acuerdo a dos fuentes de variabilidad llamadas bloque (hileras) y columnas respectivamente, también se le conoce con el nombre de doble bloqueo.

En la experimentación agrícola es posible emplear este diseño principalmente cuando se quiere eliminar el efecto de la variabilidad debido a doble pendiente del terreno. Este diseño se caracteriza que el número de bloques sea igual al número de tratamientos, esto es r = t y el número total de unidades experimentales en el experimento debe ser igual a r2
Este diseño se recomienda cuando el número de tratamientos varía entre 3 y 10. Además se puede emplear siempre que haya homogeneidad dentro de bloques y dentro de columnas, pero alta heterogeneidad entre bloques entre columnas.
6.2. Características

1. Las u.e. se distribuyen en grupos, bajo dos criterios de homogeneidad dentro de la fila y dentro de la columna y heterogeneidad en otra forma.

2. En cada fila y en cada columna, el número de unidades es igual al número de tratamientos.

3. Los tratamientos son asignados al azar en las unidades experimentales dentro de cada fila y dentro de cada columna.

4. El número de filas = número de columnas = número de tratamientos.

5. Los análisis estadísticos T-student, Duncan, Tuckey y en

Pruebas de contraste se procede como el diseño completo al azar y el diseño de bloques. La desviación estándar de la diferencia de promedios y la desviación estándar del promedio, están en función del cuadrado medio del error experimental.

El nombre de cuadrado Latino se debe a R.A. Fisher [The Arrangement of Field Experiments, J. Ministry Agric., 33: 503-513 (1926)]. Las primeras Aplicaciones fueron en el campo agronómico, especialmente en los casos de suelos con tendencias en fertilidad en dos direcciones.

Formación de cuadrados latinos

Suponga 4 tratamientos A, B, C y D, con estos tratamientos se pueden formar 4 cuadros diferentes llamadas típicas o estándar (en la primera fila y en la primera columna se tiene la misma distribución).

Este diseño presenta las siguientes características:

La disposición de las variantes del experimento sobre el terreno se hace en dos direcciones perpendiculares recíprocas y esto es lo que lo diferencia del bloque al azar.

En este las variantes se agrupan además de bloques en columnas lo que es un nuevo elemento en éste diseño.

Se puede utilizar en experimentos agrotécnicos, así como de selección de variedades, pero no es recomendable en experimentos donde se utilice la mecanización.

Elimina la variabilidad de la fertilidad del suelo en dos direcciones.

En este diseño el número de filas y columnas y de tratamientos son iguales.

Presenta la dificultad de que el mismo no se puede estudiar un número grande de variante o tratamiento.
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6.3. Ventajas

1. Disminuyen los efectos de dos fuentes de variabilidad de las unidades experimentales en los promedios de los tratamientos y en el error experimental.

2. El análisis de variancia es simple, aun cuando es ligeramente más complicado que el DBCA.

3. En el caso de que se pierden todas las unidades experimentales de un mismo tratamiento, el resto de tratamientos siguen ajustados a las características del cuadrado latino. Si se pierde íntegramente un bloque o columna, el diseño queda ajustado al DBCA.

4. Cuando los bloques y las columnas están relacionados con variaciones definidas de dos criterios de clasificación, ellos pueden ser considerados como tratamientos.

6.4. Desventajas

1. Como el número de tratamientos depende del número de bloques y columnas y por consiguiente el número de unidades experimentales, esto le resta flexibilidad al diseño para su uso. Es por esto que no es recomendable para mayor número de tratamientos.

2. A igualdad de número de tratamientos y repeticiones, este diseño tiene menos grados de libertad para el error experimental.

3. El error experimental tiende a incrementarse al aumentar el ancho de los bloques y el largo de las columnas, como consecuencia principalmente del aumento del número de tratamientos.

6.5. Modelo estadístico Lineal

El resultado de una unidad experimental cualesquiera como se puede apreciar, está influenciado 
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Ejemplo 6.1

Aplicar el Diseño de cuadrado latino, para comparar tres métodos de soldadura (A, B y C), para conductores eléctricos, con tres diferentes operadores y utilizando tres diversos fundentes para soldar y el experimento es de dos repeticiones:
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Analice como cuadrado latino a la probabilidad de 0.01 y efectuar la prueba de rango múltiple de Duncan.

DATA CUADRADO;





INPUT REPET HILERA COLUM TRAT RDTO;
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PROC PRINT;





PROC GLM;





CLASS  REPET HILERA COLUM TRAT;





MODEL RDTO= REPET HILERA COLUM TRAT;





MEANS HILERA COLUM TRAT/DUNCAN;





TITLE 'DISEÑO DE CUADRADO LATINO';





RUN;                             
RESULTADO DE SAS
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Class Level Information

Class Levels Values
REPET 2 12
HILERA 3 123
coLum 3 123
TRAT 3 123

Number of observations 18





Dependent Variable: RDTO
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Duncan's Muftiple Range Test for RDTO





  NOTE: This test controls the Type I comparison wise error rate, not the experiment wise error

                               Alpha                      


  0.05

                               Error Degrees of Freedom       
10

                               Error Mean Square        

1.377778

                             Number of Means        

2          3

                             Critical Range      


 1.510      1.578

                   Means with the same letter are not significantly different.

                  Duncan Grouping          Mean      N    HILERA

                                A       13.5000      6    1

                                A       13.2500      6    2

                                A       13.2500      6    3

                             Duncan's Multiple Range Test for RDTO

  NOTE: This test controls the Type I comparisonwise error rate, not the 

        experimentwise error

                               Alpha                        0.05

                               Error Degrees of Freedom       10

                               Error Mean Square       
     1.377778

                             Number of Means         
    2          3

                             Critical Range     

  1.510      1.578

       Means with the same letter are not significantly different.
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Duncan's Multiple Range Test for RDTO

NOTE: This test controls the Type I comparisonwise error rate, not the experimentwise error

                               Alpha                        0.05

                               Error Degrees of Freedom       10

                               Error Mean Square                       1.377778

                             Number of Means                           2          3

                             Critical Range                                 1.510      1.578

                   Means with the same letter are not significantly different.

                   Duncan Grouping          Mean      N    TRAT

                                 A       14.5833      6    1

                                 A       14.4167      6    2

                                B       11.0000      6    3

PROGRAMAS VARIOS DEL DISEÑO DE CUADRADO LATINO

	DATA CUADRADO;
	
	
	
	

	INPUT HILERA COLUM TRAT RDTO;
	

	CARDS;
	
	
	
	
	
	

	1
	1
	6
	1626
	
	
	

	1
	2
	5
	1639
	
	
	

	1
	3
	2
	1617
	
	
	

	1
	4
	1
	1062
	
	
	

	1
	5
	4
	1501
	
	
	

	1
	6
	3
	1827
	
	
	

	2
	1
	4
	1816
	
	
	

	2
	2
	1
	1103
	
	
	

	2
	3
	6
	1926
	
	
	

	2
	4
	5
	1992
	
	
	

	2
	5
	3
	1682
	
	
	

	2
	6
	2
	1498
	
	
	

	3
	1
	3
	1913
	
	
	

	3
	2
	4
	2134
	
	
	

	3
	3
	5
	1881
	
	
	

	3
	4
	6
	1797
	
	
	

	3
	5
	2
	1701
	
	
	

	3
	6
	1
	824
	
	
	

	4
	1
	2
	1933
	
	
	

	4
	2
	6
	1995
	
	
	

	4
	3
	4
	2011
	
	
	

	4
	4
	3
	1886
	
	
	

	4
	5
	1
	812
	
	
	

	4
	6
	5
	1596
	
	
	

	5
	1
	1
	1262
	
	
	

	5
	2
	2
	2143
	
	
	

	5
	3
	3
	2242
	
	
	

	5
	4
	4
	2229
	
	
	

	5
	5
	5
	2066
	
	
	

	5
	6
	6
	1898
	
	
	

	6
	1
	5
	1624
	
	
	

	6
	2
	3
	1885
	
	
	

	6
	3
	1
	1089
	
	
	

	6
	4
	2
	1879
	
	
	

	6
	5
	6
	1343
	
	
	

	6
	6
	4
	1245
	
	
	

	PROC PRINT;
	
	
	
	
	

	PROC GLM;
	
	
	
	
	
	

	CLASS HILERA COLUM TRAT;
	
	

	MODEL RDTO= HILERA COLUM TRAT;

	MEANS HILERA COLUM TRAT/DUNCAN;

	TITLE 'DISEÑO DE CUADRADO LATINO';

	RUN;                                                                                                        

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	DATA EXAMEN;
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	INPUT REPET$HILERA$ COLUM$ TRAT$ RDTO @@;
	

	DATALINES;
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	I
	 H1 
	C1
	A
	16.00
	
	
	
	
	
	

	I
	 H1 
	C2
	B
	17.50
	
	
	
	
	
	

	I
	 H1 
	C3
	C
	14.00
	
	
	
	
	
	

	I
	 H1 
	C4
	D
	14.00
	
	
	
	
	
	

	I
	 H2 
	C1
	D
	19.00
	
	
	
	
	
	

	I
	 H2 
	C2
	A
	17.00
	
	
	
	
	
	

	I
	 H2 
	C3
	B
	18.00
	
	
	
	
	
	

	I
	 H2 
	C4
	C
	14.10
	
	
	
	
	
	

	I
	 H3 
	C1
	C
	12.00
	
	
	
	
	
	

	I
	 H3 
	C2
	D
	18.00
	
	
	
	
	
	

	I
	 H3 
	C3
	A
	16.00
	
	
	
	
	
	

	I
	 H3 
	C4
	B
	19.00
	
	
	
	
	
	

	I
	 H4 
	C1
	B
	20.00
	
	
	
	
	
	

	I
	 H4 
	C2
	C
	15.00
	
	
	
	
	
	

	I
	 H4 
	C3
	D
	13.00
	
	
	
	
	
	

	I
	 H4 
	C4
	A
	22.00
	
	
	
	
	
	

	PROC PRINT;
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	PROC ANOVA;
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	CLASS HILERA COLUM TRAT;
	
	
	
	
	
	

	MODEL RDTO= HILERA COLUM TRAT;
	
	
	
	

	MEANS HILERA COLUM TRAT/TUKEY ALPHA=0.05;
	

	TITLE 'DISEÑO DE CUADRADO LATINO';
	
	
	
	

	RUN;                                                                                                        


	DO FILA = 1 TO 4;
	
	
	
	
	
	

	DO COLUM = 1 TO 4;
	
	
	
	
	
	

	INPUT VARIED $ RDTO;
	
	
	
	
	

	OUTPUT;
	
	
	
	
	
	
	
	

	END;
	
	
	
	
	
	
	
	

	CARDS;
	
	
	
	
	
	
	
	

	B 2
	
	
	
	
	
	
	
	

	D 2
	
	
	
	
	
	
	
	

	A 6
	
	
	
	
	
	
	
	

	C 8
	
	
	
	
	
	
	
	

	A 7
	
	
	
	
	
	
	
	

	C 5
	
	
	
	
	
	
	
	

	D 7
	
	
	
	
	
	
	
	

	D 5
	
	
	
	
	
	
	
	

	B 4
	
	
	
	
	
	
	
	

	C 9
	
	
	
	
	
	
	
	

	A 10
	
	
	
	
	
	
	
	

	C 6
	
	
	
	
	
	
	
	

	A 9
	
	
	
	
	
	
	
	

	D 5
	
	
	
	
	
	
	
	

	B 5
	
	
	
	
	
	
	
	

	;
	
	
	
	
	
	
	
	

	PROC PRINT; RUN;
	
	
	
	
	
	

	PROC GLM;
	
	
	
	
	
	
	
	

	CLASS FILA COLUM VARIED;
	
	
	
	

	MODEL RDTO=FILA COLUM VARIED;
	
	
	

	MEANS FILA COLUM VARIED/DUNCA; RUN;
	


CAPITULO VII

Experimentos factoriales
7.1. Introducción
Un experimento factorial es un experimento cuyo diseño consta de dos o más factores, cada uno de los cuales con distintos valores o "niveles", y cuyas unidades experimentales cubren todas las posibles combinaciones de esos niveles en todo los factores. Este tipo de experimentos permiten el estudio del efecto de cada factor sobre la variable respuesta, así como el efecto de las interacciones entre factores sobre la dicha variable.

Por lo tanto, se puede definir a los experimentos factoriales como aquellos en los que se comparan o estudian simultáneamente dos o más factores principales, incluyendo los diferentes niveles o modalidades de cada uno.

El Anova en experimentos factoriales constituye una técnica estadística para analizar el efecto de dos ó más variables independientes (factores) sobre una variable respuesta. Hasta el momento se ha estudiado el efecto de un factor sobre la variable respuesta, pero en muchas situaciones prácticas es necesario investigar el efecto de varios factores. 
En estos experimentos los tratamientos se forman combinando cada nivel de un factor con cada uno de los niveles del otro (o de los otros, si hubiere más de dos), este tipo de experimento permite además evaluar los efectos de las interacciones. Se dice que entre dos factores hay interacción si los efectos de un nivel de un factor dependen de los niveles del otro. Dicho con otras palabras la respuesta de un factor es influenciada en forma diferenciada por los niveles del otro.

La existencia de interacciones indica que los efectos de los factores sobre la respuesta no son aditivos y por tanto no pueden separarse los efectos de los factores.

7.2. Definiciones básicas

Factorial. Un factorial se refiere a un arreglo especial de formar las combinaciones de tratamientos, y no un tipo básico de diseño.
El principio de factorial involucra investigación de dos o más factores simultáneamente. Se debe tener en cuenta que los factoriales no son diseños experimentales, sino un arreglo de tratamientos, los que se prueban en casi todos los diseños: Completamente al Azar, bloques completo al azar, cuadrado latino, entre otros.

Factor. Es un tipo particular de tratamiento, que varía según el deseo del investigador. Son factores por ejemplo, la temperatura, el nitrógeno, el peso, la densidad, las concentraciones químicas, variedad de semilla, etc.
Factores cualitativos, Son aquellos en los cuales los niveles definen o expresan una modalidad particular de las características del factor; cada nivel tiene un interés intrínseco o independiente de los otros niveles. Estos factores responden a las características de las variables cualitativas. Ejemplo : 

Factores cuantitativos: Son aquellos cuyos valores corresponden a cantidades numéricas, es decir valores inherentes a una variable cuantitativa.

Ej: Supongamos que en una experiencia se prueba fertilizar con diferentes dosis de Nitrógeno N: 0-10-20-30 Kg/ha.

Niveles. Son los varios valores que se asignan al factor en estudio. ejemplos:

Niveles del factor temperatura: 0 oC, 50 oC, 100 °C, 150 °C, etc.

Niveles de nitrógeno: 40, 80, 120, 160 Kg/ha.

Respuesta. Es el resultado de una unidad experimental. Así, el rendimiento de maíz, altura de planta. Generalmente se miden muchas variables en el mismo experimento.

Efecto. Es la medida de cambio en la respuesta, producido por el cambio en el nivel del factor. Así, cuando el factor que se estudia tiene dos niveles,   el efecto es la diferencia entre el promedio de las respuestas de todas las unidades con el primer nivel del factor y el promedio de las respuestas de las que llevan el segundo nivel del mismo factor. Cuando se estudian más de dos niveles, las diferencias entre promedios de respuesta pueden ser expresadas de varias maneras, esto es, efecto lineal, efecto cuadrático, efecto cubico, etc.

Notación. Se usa para reconocer factores y niveles; Así: 

Cuando se tiene dos niveles de factor A y dos niveles de factor B, se tendrá el factorial 2n, donde n = número de factores tomados a dos niveles, es decir 2x2 ó 22.

Cuando se tiene dos factores con tres niveles cada uno, se denotara: 3n, donde n = a los factores tomados a tres niveles, es decir 32 ó 3x3.

Los factores que se usan en el experimento se denotan con letras mayúsculas; así: A, B y C.

Los niveles se denotaran con letras minúsculas y subscritos: N: no, n1, n2, A: ao, a1, a2.
La combinación de los tratamientos está dada por el producto de los niveles; así: ao no, a1 no, etc.

Interacción. Ostle (1974), define a la interacción, como la respuesta diferencia a un factor en combinación con niveles variables de un segundo factor aplicado simultáneamente. Es decir, la interacción es un efecto adicional debido a la influencia combinada de dos o más factores. 

7.3. Factorial 2n
El factorial 22 es igual a 2n, donde n es el número de factores, en este caso 2, tomados a dos niveles. En un diseño completamente al azar, que involucra “t” tratamientos y “n” unidades experimentales.

Modelo aditivo Lineal
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7.4. Esquema del Diseño Experimental

Tabla 12. Representación simbólica de un experimento factorial; dos factores a y b niveles de cada factores a y b niveles de cada factor en un diseño completamente aleatorizado
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7.5. Análisis de variancia

Tabla 13. Análisis de variancia de Factorial 22
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7.6. Factorial 23
Cuando el factorial de tres factores esta asociado a un diseño completamente al azar que implica “n” unidades experimentales por combinación de tratamientos, el modelo estadístico es:
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Tabla 14. Análisis de variancia del factorial de tres factores
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7.7. Problema de aplicación

Un baño químico de ácido sulfúrico caliente se emplea para remover el oxido de la superficie de un metal antes de ser niquelado, se requiere determinar qué factores además de la concentración del ácido sulfúrico podría afectar a la conductividad eléctrica del baño. Se cree que la concentración de sal y la temperatura del baño podrían afectar la conductividad eléctrica; por ello se planea un experimento que determine los efectos individuales y conjuntos de estas tres variables ejercen sobre la conductividad eléctrica del baño. Con el fin de cubrir los niveles de concentraciones y las temperaturas comúnmente encontradas, se decide usar los siguientes niveles de los tres factores:
	Factor
	Nivel 1
	Nivel 2
	Nivel 3
	Nivel 4

	A. Concentración de ácido (%)
	0
	6
	12
	18

	B. Concentración de sal (%)
	0
	10
	20
	

	C. Temperatura (oF)
	80
	100
	
	


Efectuar el análisis de variancia y sus respectivas pruebas de rango múltiple.
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PROC PRINT;

PROC ANOVA;

CLASSREPAB G
MODEL CE= REP A B C A*B A*C B*C A*B*G;
MEANS A B C A*B A*C B*C A*B*C/DUNCAN;

RUN;





RESULTADO DE MULTIFACTORIAL
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   The ANOVA Procedure

                                    Class Level Information

                                Class         Levels    Values

                                REP                2    1 2

                                A                  4    1 2 3 4

                                B                  3    1 2 3

                                C                  2    1 2

                                  Number of observations    48

      Dependent Variable: CE
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   Duncan's Multiple Range Test for CE

  NOTE: This test controls the Type I comparisonwise error rate, not the experimentwise error

                                             rate.
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  NOTE: This test controls the Type I comparisonwise error rate, not the experimentwise error

                                             rate.
                               Alpha                        0.05

                               Error Degrees of Freedom       23

                               Error Mean Square         0.00325

                                  Number of Means           2

                                  Critical Range       .03404

                   Means with the same letter are not significantly different.
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CAPITULO VIII

Regresión y correlación
8.1. Regresión simple

Uno de los modelos más simples y comunes en hidrología está basado en la suposición de que dos variables se relacionan en forma lineal. En general, el objetivo de un modelo de esta naturaleza es poder estimar el valor de una variable, que se denomina variable dependiente, a partir del valor de la otra, que se llama variable independiente.
[image: image117.png]El anlisis de este modelo es establecer una relacién lineal entre la variable independiente (X) y la variable

dependiente (), T + f.X n estemodelo OV /B representan valores reles, sin embargo serd

necesario preguntarnos qué valores de OV/3 son los més representativos para el modelo? Un criterio

intuitivo nos conduce a que OV/3 deben tener. Valores que minimice la desviacién € entre los valores

observados 1} y los valores predecidos 1;. Los estimadores de O3 son ay b respectivamente.
S -y =T e -3 (fi-a-fX)-3 (Fi-a-bX)

[EDWA

0 puede ser positivo 6 negativo, por lo que este criterio no es del todo conveniente ya que en

Iz ecuacié

Y=a+bX 2 @, serdiguala cerosila recta para por dos puntos. La 2 @ serd también cero

cuando la recta sobreestima un punto en la misma proporcidn de subestima el otro punto y de ese modo se

tienen una infinidad de lineas que hagan 2, & = 0.

Por las consideraciones de las desviaciones.

[=Y el =331 =S (5 -a-b.X,)




Esta suma puede minimizarse para a y b, derivando parcialmente M respecto de a y b e igualando a cero.
[image: image118.png]p TP
T ¥y T T @ -T
-

a=(Y 1-b> X)in=(FT-b%

Lalinea ¥ = @@ +b.X es cominmente conocida como Iz linea de regresién de y en x. el procedimiento

de determinacién de a y b se conoce como regresién simple.




8.2. Evaluación de la regresión

Una segunda pregunta puede formularse: Pueden los datos ser descritos adecuadamente por la línea de regresión? Naturalmente la respuesta a esta pregunta depende de lo que se entienda por adecuadamente. Una aproximación puede ser cuantificada el valor de la suma de cuadrados de la variable dependiente ya que ello representa su variabilidad.
[image: image119.png]Y, =F47,-F+7,-7,
T-%=0 -~ -T)

Elevando al cuadrado ambos lados de la ecuacién y sumando para todas las observaciones resulta:

(-7 )P =3 (F-7)2-23 (7, -D(F - T)+ T (7, -7 )?

=a+bX, ya=T-bX setiene (I, -T)=b(X, - X)

Como:
De la ecuacién deducida para b por minimos cuadrados se tiene.
- — — .2
S (F =X, -T) =53 (X, - ) Porlotanto.

-2 - - = -200 T (X, - ) = 2T px - Df - 2T @ -




Entonces la ecuación de la suma de cuadrados podemos escribir.
[image: image120.png]como: S5 - =T -F) - ¢ -F)




Reordenado términos resulta:
[image: image121.png]SE-R) =S -5 + Y-
2 2 52
5: 3 (5 -F) =Y % -n¥" tenemos:
SR =TT Y 6 -5 + YT
Lz suma de cuadrados total, > %;? , tiene tres componentes.

-2
1. 1.7, suma de cuadrados de la media

L2 2
2 Y (% -%) =Yg}, suma de cuadrados de las desviaciones de la regresidn o la suma de cuadrados

residual.
R
3. 2 (7, =7), Iz suma de cuzdrados de la regresion.

” . 2
Lz relacién entre la suma de cuadrados total respecto a la media es denotada por 12 .

P DT [Fa-num-nf
TE-DT T - -y

s T -X)?

b2 5
5,





[image: image122.png]7 =coeficiente de correlacién
S, =desviacién estandar de X.
S, =desviacién esténdar de Y.

S

desviacién estindar de X e Y.





8.3. Intervalos de confianza y pruebas de hipótesis

[image: image123.png]Y—a-bX,

Similarmente: ¥, -~ f.X, = 5,

Lz suposicién de normalidad de &, , puede ser chequeada mediante pruebas de hipdtesis: el 9s% de los
valores de ¢, deberfan estar entre el intervalo y solo el 5% de los residuos deberian estar fuera del intervalo

—20 a +20. Bajo Iz asuncién de normalidad tenemos: E(£)=0
La variandia de g, esté dada por:
Var(s) = E(s?) - E*(s) = E(s%) = c*
La raiz positiva de la variandia de &, es conocido como el ERROR ESTANDAR de la ecuacién de regresion.

S -7
(-2

La relad

nentrerys es.





8.3.1. Inferencia acerca del coeficiente de regresión

[image: image124.png]. 2
Para conocer los intervalos de confianza de OV [} es necesario determinar la varianci de 2 (T ) yla

2
variancia de b (T ) cuyos estimadores son 52 y 57 respectivamente.

b= (X, -X)5-F)/ T (X, - %)

b= SR, -T)-TY (X, -D) T (-7
=S nr - T (x, - T
Var (b) = 0} = var [ ¥,(x, - DT (x,- T)?
Ahora ¥; =g, +7;, si el modelo es correcto.

¥, =& +a+ X, Como a+ ¥, es una constantes entonces:

Var (¥,) = Var (¢,)= c*

2
Var (a) = Var (F - b.3) = Var (F) +Var 0.7) = Z+ T2 var ()
n




[image: image125.png]-2 2
, o ot X 1 X
Ty = + —=0"| —+ 3
no S (X, -X) n Y (X, -X)
a
Si el modelo es correcto, entonces los valores de — y — siguen una distribucién t con n-2 grados de
A

libertad.

Los limites de confianza para @ , pueden ser estimados de:

6=ty rminy . (Limite inferior)

6, =@+t imymySa .(Limite superior)

Los limites de confianza para @ son:

8 =b—ty ez . (Limite inferior)

6, =b+t,

earnn2Ss (Limite superior)

Las siguientes pruebas de hipStesis concernientes a & y £ se pueden plantear:
Hp:a=aq Hp:f= [,

Hata=d, Ha: f=f,




Las pruebas estadísticas son:
[image: image126.png])

Si [, > t-arzyuz 12 hipStesis planteada es rechazada en caso contrario es aceptada.
8.3.2. Intervalos de confianza para linea de regresién

Los intervalos de confianza en la linea de regresién pueden ser determinadas primero, calculando la

variancia de Tk, donde Ty representa el valor predecido medio de ¥, para un X, dado.

Ti=a+bX,, ademis:

Var(P+) = Var(a) + X7 var(b) + 2.X,Cov(a,b)

Segin: Mood y Graybill (1963)

X

Cov(ab)=

Por o tanto:

Var(Ti)= GZFMT +X22X xS (X, 7?)2} o
n 2

var(Ti)= <I-2F+ X+ XY (X, 7?)2}
a 2




[image: image127.png]€l error esténdar de ¥ puede ser estimado por S calculado como:
A 112

Sy 8=+ (X - XY (X, 7?)2}
X 2

El valor de Var(¥+) es un minimo cuando X, = X

Limites de confianza para Iz linea de regresion.

_ 7 N
Hl =1:-S T f(l,ﬂ 2).(n-2) Limite Inferior.

Oy =Y e+ Sy laainm-2

Limite Superior

8.3.3. Intervalos de confianza para el error estandar

(n-2).8°
X Z(lfa/Z),(an)

81

(n-2)
Y ?
X Y@inm-n

-2y

4

D - 2)




8.4. Regresión lineal múltiple

8.4.1. Modelo lineal general

El modelo lineal, tiene la forma siguiente:
[image: image128.png]BiXy+ faX,+ .

+BX,

Donde:

T - eslz varizble dependiente

XX X

p = son las variables independientes.

BBy

+ B, =son los parémetros desconocidos.




A continuación tenemos algunos modelos no lineales:
[image: image129.png]Y= pt X

= Bk FoX ¢ preD

- -2
Y =fi+ f,X;+ 5, X,
Generalizando la n ecuaciones para el modelo serian:

+ ﬁp‘le

= AN B Xt

T, cesta i esima observacién de .

X ~esla? esima observacién dela ] esima variable Independiente.

v
La ecuacién se puede generalizar ¥; = 2‘ B ;X By paraizt, 23,
=




La notación matricial es:
[image: image130.png]% 2
Y, £,
i3 2,
% %k %, |4,

Cuando el modelo se escribe en forma matricial, es facil observar que la matriz de la variable dependiente.

¥ Es de nx, elementos.

La matriz de las variables independientes X tiene nxp en elementos y la matriz de los pardmetros

desconocidos 3, es de orden px1.

El modelo discutido en el capitulo anterior ¥ = &+ .X, viene a ser un caso especial del modelo de

regresidn lineal mltiple con

=L X,,=X . B =a.B,=p

De acuerdo al procedimiento seguido en ol capitulo VUII los parémetros [ ; pueden ser estimados

minimizando la suma del cuadrado de los errores 3" ¢} donde:

LY, x,)

I





Notación:
[image: image131.png]€ -Matriz de errores.

Y=Matriz de la variable dependiente=[Y, |
X =Matriz de la variable independiente=[ X, ]

[ =Matriz de los parémetros desconocidos=[ 3]

X ' =Matriz transpuesta de X

inversa de X

nversa de € ¢'=Matriz transpuesta de €

Y sinversade ¥ Y'=Matriz transpuesta de ¥

Entonces T e7 = (e e) = (L- X B, - X £,

Derivando esta expresién con respecto a /3 e igualando a cero se tiene:

o Lxp

Estas ecuaciones se conocen como las ecuaciones normales y la solucidn se obtiene multiplicando por

@





[image: image132.png]La matriz X'Y juega un papel importante en la estimacién de § y de la variandia f3 y esté conformado

por la suma de cuadrados y productos de las variables independientes. Draper y Smith (1966) demostraron

que Iz suma de cuadrados total puede escribirse de la siguiente forma matricial:

@) =nP (BT 0T+ @Y - fXT)




Los tres componentes de la suma de cuadrados total son:
[image: image133.png]-2
17" = suma de cuadrados de la media.

el =3 (% - ¥,)" =suma de cuadrados residuzl.

. _ .
BXY-nT =5 (% ~F) =sums de cuadrados dela regresién.
£l coeficiente de determinacién mltiple (R?), se calcula de Ia siguiente relacidn:

_ suma.decyadrdos.delaregresion _ (B'X'Y ~n¥")
suma.de.cuadrados.dela.media (r'r-n??)





El cálculo de la suma de cuadrados se realiza en una tabla de análisis de la variancia (ANVA). Un cuadrado medio en el ANVA, es simplemente la suma de cuadrados dividido por su grado de libertad.

Por analogía con la regresión lineal simple, definimos:
[image: image134.png]£=Y ~ X . €l procedimiento para estimar los parémetros es haciendo £(£) =0

? Donde: 5= 3 e} (n-p) =Y (%, - %)’ i(n- p)

5= (e'e) (1~ p) = (¥~ XBY(¥ - XB)/(n - p)

5 o . 2
Una expresidn andloga 2 la anterior para R es:

2 2 2
R =1-(n-p)5*(n-DS?




Tabla 15. Análisis de variancia  para regresión múltiple
[image: image135.png]FUENTE | GRADOS DE LIBERTAD | SUMA DE CUADRADOS | CUADRADO MEDIO ESPERADO
Media 1

Regresién P

Residual np

Total





8.4.2. Intervalos de confianza y pruebas de hipótesis
[image: image136.png]Es necesario asumir que & son idénticos, independientemente y normalmente distribuidos con media U

yvariandia 0%,




8.4.3. Intervalos de confianza para el error estándar
[image: image137.png]Elintervalo de confianza para el error estandar, O, ests definida por los limites de confianza siguientes:

6.

= Limite inferior.
%2
(-ai2) (- p)

Limite superior.

z
K (ar,nmp)




8.4.4. Inferencia de los coeficientes de regresión
[image: image138.png]Para hacer las inferencias concernientes 2 E debe estimarse la variancia de ﬁ La matriz variancia-

covariancia de /7 esta dado por:

cov By =Elle -z~ Byl

Ep=p4; B=(XX)'XY; L




Como: 
[image: image139.png]L= NN (AL+e)= (LD (XLXB+( LX) X'e
=B+ XX)'X'e
L-B=(X'X)'X'e

cov (f)=E[f-prb-p)]=El(x x)"' ¥ e x (X x)]

Dénde: (X' X)™ es una matriz simétrica.

Tratando como fijo la matriz X, se tiene:

Cov (B)= (X' X) "' X'E(ee )X (X'X)"
£ Es una matriz de nx1 elementos.

£' Es una matriz de n X n elementos.

[

[s,sjjzx» Elec']= E[s,sjj

Desde que &, tiene N(6,62), tenemos:




[image: image140.png]E(s5,) =0 pizj y E(5,6,)=0 parai = j

porlotante E(£&") es une matriz simétrica, en cuya dizgonal principal donde § = J . £l elemento es

2
o yelrestocero.,

a%. 0

[ 0
E(gg)= =d'l

a%. 0

Siendo L uns matriz identidd de nun elementos s tiene:
Cov (f)= (X' X)'xX'o’Lx(x'x)"

Unires o conmiaNzA PARA B¢

8= B~larnenSs RN,
=4 +,(l—le7),(n-p)S/i, Limite superior.

8, =lerel s

fon -
Siende G el esimo elemento de Is disgeonsl de lamatriz (X, )™

PROBAR LA HIPOTESIS: Hp: = b Ha: % 4





La prueba estadística es:
[image: image141.png]Si B, | f0-asay¢n-p) 2 hipStesis planteada (Hp) se rechaza.

PROBAR LA HIPOTESIS: Hp @ ;= B

Ha': De que 2 menos uno de estos valores sea diferente de cero. £ 0




Esto significa probar la hipótesis de que toda la ecuación de regresión no explica significativamente la variación de Y.

Prueba estadística:
[image: image142.png]Si F > Fy_ gy pmtypneyy se rechazala hi

Probar s hipdtesis: 57 Bo_ga = Boxe

Ha: Por lo menos uno de los f=0

Esto probar 2 hipdtesis de que K varizbles independientes no contribuyen significativamente para explicar

Ia variacion lineal de Y.

Se tiene |2 prueba estadistica siguiente.

F,
9 /(n—p)




Donde:
[image: image143.png]0, =suma de cuadrados de Iz regresién en todo el modelo con p-1 grados de libertad.
O, =suma de cuadrados residual con n-p grados de libertad, en todo el modelo.

©; =suma de cuadrados de la regresién en el modelo reducido con p-k-1 grados de libertad.
£l valor tabular de F se obtiene dea tabla para (p-1)y (n-p) grados de libertad, Fy_gyinpy

Si F,, > F,, serechazalaHp.




8.4.5. Intervalos de confianza de la línea de regresión

[image: image144.png]Para fijar los limites de confianza de ¥, donde ¥,= X, 8 es necesario conocer un estimado para I

variancia de ¥,. Draper y Smith, (1966) propusieron la siguiente ecuacién para el célculo de a variancia.

Var(%;) = & Xn(X' X)X

Los limites de confianza son entonces:

8,= Xk~ ty_ il 17 Limite inferior.

6y = X B, + tacaraynn ar @)} Limite superior




8.4.6. Correlación 

El coeficiente dx correlación de una población entre dos variables aleatorias X e Y definido en términos de la covariancia de X e Y y las variancias de X e Y.
[image: image145.png]Donde:

'y son las desviaciones estandar de Xe Y.
2 Esla covariancia muestral entre Xe Y.
Elvalor de £y puede variar entre -1y +1.

&l Pxy=F 1 implica una relacin lineal perfecta entre Xe Y.

si Py y=oimplica independencia ineal entre Xe Y.




8.4.7. Inferencia acerca de los coeficientes de correlación

[image: image146.png]Existen situaciones donde es necesaria probar Ia hipétesis Hp: Fry =0 6 Pyy= ), donde [ es

conocido. Como en todos los casos de pruebas de hipdtesis es necesario ciertas asupmciones por lo que

consideramos que X e Y son variables aleatorias b1 variada y normal.

sitp: P=0, entonces el valor del estadistico “¢ calculado” (to) es:

-2

Este valor debe ser comparado con el valor del “t tabular” (¢) obtenido con (+&/2 y (n-2) grados de

> Ia hipdtesis planteada es rechazada en caso contrario es aceptada.

Si n es moderadamente grande (n 25) podemos calcular valores de W que tienen una distribucion normal

aproximada mediante |2 siguiente relaci

w= % LU+ ) /(L 7)) = ArcTanh(r)

Selur 0= pll= arctanio)

Donde: W = media

Para probar Ia hipdtesis Hp: 0= 0, siendo 3 alternante.

Ha: 0% 0, el valor de Z, puede ser considerado como normalmente distribuido con media cero o

variancia 1.

Zy= @ —w)(n-3)""




[image: image147.png]Si|2,|> Z , siendo 7 Ia varizble normal estandar obtenido de 2 tablz con (- &2/ 2), Hp es rechazado.

Los limites de confianza de o pueden ser estimados de:
, 212
6, = Tanh lﬂ —Z/(n-3) J

6, = Tank | + 2 /(n—3)|

Si consideramos K poblaciones bivariadas, con coeficiente de correlacion  poblacional

P1-P2> P 2 P y coeficiente de correlacion muestral

11,75, 75,..0 «> T - basados en muestras de tamafios

Ny Ny, - T entonces|a hipdtesis planteada Hp:

Pi= Py =Py = = p, = £, Puede ser probado mediante la prueba del

chi- cuadrado:

.
X2 =3 (ArcTanh(r,) - ArcTank(g,)) (r, - 3)

=

Este valor de X2 debe compararse con el valor de X? tabular con k grados de libertad y (1- ). Si

X2 > X? serechazala Hp.




[image: image148.png]Para probar la hipétesis Hp: 01 = 05 = P3 =

est

X *i(ﬂ, -3, -)*
=

Donde I, = ArcTanh(r)

o
o[- o)

= =

= P

el valor de chi cuadrado

£l valor de chi-cuadrado tabular (X *) se calcula para k- grados de libertad y (1- @) si X2 > X% Hp:es
P g y e 5 Hp:

rechazado.

i 2 hipstesis de que todos los coeficientes de correlacion son igusles es aceptada, entonces es deseable

encontrar un valor representativo del coeficiente de correlacién comun (r) :

moy

F= Tanh(T +

v v
2 (=3) (”,")} {Z(H,%)}

=




8.4.8. Correlación lineal

La correlación lineal se define como la correlación existente entre los datos de una serie hidrológica de un periodo de tiempo determinado con las observaciones del periodo de tiempo precedente. Por definición los elementos de la muestra de datos que se emplean en procesar la correlación serial no son elementos aleatorios.
[image: image149.png]£l coeficiente de correlacion serial de una poblacidn, @, es cominmente llamado coeficiente de auto

correlacién donde K es el retardo n nimeros de intervalo de tiempo entre las observaciones en

consideracion. £l coeficiente de auto correlacidn para una muestra de tamafio n estz dado por.

ek wb ek
PIESNED I IS MYCET
= = 'd

-k -k 2 e -k
DS EEIOW HRCEISN I DI SIS OIS MO CEYH)

= =

e

De esta ecuacion podemos ver qué 7, = 1. Esto significa que Iz correlacidn entre las mismas observaciones
es 1ya que no existe desfasaje en el tiempo. También podemos observar en la ecuacién que si ¥ aumenta,
el nimero de pared de observaciones usado en estimar p, decrece. Desde que todas las sumatorias

contienen n-k estimado para valores de k menores que n,

Si p, =0 para todos K =0 se dice que el proceso es puramente aleatorio. Esto indica que todas las

observaciones de una muesira pueden ser independientes.





Según Anderson (1941), la prueba de significación para el coeficiente de correlación serial para una serie de tiempo normal, estacionaria y cíclica, esta dado por: 
[image: image150.png]1, =puede aproximarse que tiene una distribucion normal con media -1(n-1) y variancia (n-2)/(n)"2. Si

0, =olos limites de confianza pueden ser estimados por:

b= -z - 2 -

0= |- 1= Zyainy (= )12 (n - 1)

Si el valor caleulado de T cae fuera de los limites, Ia hipdtesis Hp: Ok = o contra Ha: Lk = 0 .
rechazada.




8.5. Correlaciona y análisis regional

[image: image151.png]Matalas y Langbein (1962), Yevjevich (1972), Alexander (1954) y otros demostraron que la informacidn

relativo para estimar los parémetros regionales 2 partir de n estaciones en una region con coeficiente de

correlacién promedio interestacional /0 es equivalente 3 Ia informacion contenida en n’ estaciones no

correlacionadas en |z region.
- 1
n'=nll+ p(n-1]

SIY & X zon dos varisbles sleatorias con 77 y (77 * 715 ) observaciones disponibles respectivamente

¥ si consideramos ademss que el coeficiente de correlacion entre dichas variables es 2, , , entonces el

registro de Y puede ser extendido mediante independientes. La relacion es desarrollada en base 7

observaciones comunes.
La ecuacion de regresién teniendo a X como la variable independiente. La relacion es desarrollada en base a
71} observaciones comunes.

Lz regresion entre Y e X esta dado por:





Dónde:
[image: image152.png]Ty x = elestimado de 0,.,.

5, = desviacidn estandar de Y.

§, =desviacion estandar de X.

A partir de la ecuacion anterior, #, nuevos valores de Y pueden ser obtenidos. Si 1 e ¥ son las medias
de Y basadas en 1, y 71, observaciones respectivamente, entonces se puede estimar un valor de ¥

promedio (¥) parz los (11, +1,) observaciones delmodo siguiente:
Y= T1+n,72)(n, +ny)

Matalas y Lamgbein (1962), afirmaron que para mejorar el estimado de ¥ es necesarlo que 1, , seamayor

que 1(m ~2).




En general la correlación serial tiende a desmejorar la información en la relación a la media mientras que la correlación cruzada tiende a mejorar la información en relación a la media.

8.6. Correlación de causa y efecto

Una alta correlación entre dos variables entre dos variables hidrológicas no necesariamente implica que exista una correlación de causa y efecto. Por ejemplo una alta correlación entre las descargas de dos cuencas adyacentes no significa que el cambio de flujo mensual en una de las cuencas provoque el correspondiente cambio en el flujo mensual de la otra cuenca, a pesar que ambos cambios son causados por el mismo factor externo que incide sobre ellos.

8.7. Correlación spuria o falsa correlación

La correlación spuria es cualquier correlación aparente entre variables. Como ejemplo se muestran a continuación dos casos de correlación spuria.

Cuando los datos, forman grupos aislados en el grafico de Y versus X. la correlación de cada grupo individual es cercana a cero, sin embargo la correlación de todo el conjunto es alta. Este tipo de correlación se llama correlación spuria.

[image: image153.png]Cuando a las variables aleatorias no correlacionadas, (7 =0), se le adiciona una constante C y a este
resultado se le divide entre una tercera variable aleatorio (z); para una muestra suficientemente larga I

correlacién puede llegar a ser cercanaa o.s.




CAPITULO IX

Estadística hidrológica
9.1. Prueba de bondad de ajuste

Para realizar el análisis de frecuencia, antes es necesario determinar qué función de distribución de probabilidad es la que mejor se ajusta a la información muestral.

En el siguiente ejemplo se realiza las pruebas de bondad de ajuste para una muestra de precipitación máxima de 24 horas de la Estación Laraqueri en Puno, la información se muestra en el siguiente cuadro.

Tabla 16. Precipitación máxima de 24 horas Estación Laraqueri – Puno
	Año
	mm
	Año
	mm
	Año
	mm
	Año
	mm

	1957
	26
	1967
	37
	1977
	25.9
	1987
	34.2

	1958
	28.2
	1968
	30.3
	1978
	30.3
	1988
	23

	1959
	77
	1969
	27.2
	1979
	45.3
	1989
	53.5

	1960
	30
	1970
	22.5
	1980
	24.4
	1990
	24.5

	1961
	47.2
	1971
	30.5
	1981
	29.1
	1991
	26.4

	1962
	73
	1972
	31.8
	1982
	29.8
	1992
	24.5

	1963
	75
	1973
	25.2
	1983
	29.2
	1993
	27.4

	1964
	28
	1974
	45.3
	1984
	30.9
	1994
	44.1

	1965
	40.3
	1975
	30
	1985
	37.7
	1995
	38.5

	1966
	39.6
	1976
	28.7
	1986
	44.6
	
	


9.1.1. Prueba de bondad de ajuste X2 para la función de distribución de probabilidad de Gumbel

Previamente se calcula los parámetros estadísticos necesarios para estimar los parámetros de la distribución.

Un resumen se muestra en el siguiente cuadro

Tabla 17. Parámetros estadísticos necesarios para estimar los parámetros de la distribución.
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Con el ancho de clase se determing marcas de clase

Lz estimacién de los parémetros de la funcién de distribucion se realiza aplicando las siguientes ecuaciones:





Realizando los cálculos se obtiene
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Con los parámetros de la distribución de probabilidad estimados, el siguiente paso es realizar los cálculos de las probabilidades acumuladas para obtener los valores para los intervalos de clase. En el siguiente cuadro se presentan estos.
Tabla 18.
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La columna (1) es el orden del intervalo de clase, la columna (2) es el límite inferior del intervalo, la columna (3) es el límite superior del intervalo y se obtiene sumando al límite inferior el ancho de clase, la columna (4) es la frecuencia observada (o) dentro del intervalo de clase, la columna (5) es la probabilidad acumulada para el límite inferior del intervalo de clase de clase, así como la columna (6) lo es para el límite superior. Estos valores se obtienen aplicando la siguiente ecuación
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La columna (7) es el valor de frecuencia esperada y se obtiene aplicando la siguiente ecuacin
e=nx[Flriy) - Fx)]
La columna (8) es el valor calculado para cada intervalo de clase mediante la siguiente ecuacisn

(o -e)*

0

z

Luego el valor calculado de X: se obtiene mediante

)

Como se muestra en el cuadro anterior este valor es de Xic = 25.24




En la siguiente figura se muestra los valores observados y esperados de la frecuencia de precipitación máxima contra el intervalo de clase
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Figura 07. Frecuencia observada y esperada por distribución Gumbel. Estación Laraqueri

El valor de X2 teórico se obtiene mediante el uso de la tabla estadística, para ello se requiere el nivel de confianza (o el de significancia) al que se realizara la prueba, además los grados de libertad con la siguiente ecuación.
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Donde m es el número de intervalos de clase y p es el número de parámetros que posee la distribución de probabilidad

Así el valor de grados de libertad es  ( = 6 – 2 – 1 = 3

Para un nivel de significancia de 0.05 el valor de X2t (X2 teórico) es 7.81

Entonces realizando la prueba de hipótesis se plantea

H0: La distribución se ajusta adecuadamente a la muestra

H1: La distribución no se ajusta adecuadamente a la muestra

Regla de decisión es:
Si X2c < X2t entonces se acepta H0, en otro caso se rechaza y se acepta H1.

En el ejemplo el valor calculado X2c es mayor que el teórico X2t por tanto la distribución no se ajusta adecuadamente a la muestra. Debido a este resultado se tendrá que postular otra función de distribución de probabilidad o hacer otra prueba de bondad de ajuste.

9.1.2. Prueba de bondad de ajuste X2 para la función de distribución de probabilidad de Log-Pearson tipo III

Para realizar la estimación de parámetros en el caso de esta distribución de probabilidad es necesario transformar los datos con el logaritmo natural en base 10. Los datos transformados se muestran en el siguiente cuadro, pero en orden ascendente.
Tabla 19. Transformación de datos con el logaritmo en base 10
	xi
	Log10(xi)
	xi
	Log10(xi)
	xi
	Log10(xi)
	xi
	Log10(xi)

	22.50
	1.35
	27.40
	1.44
	30.30
	1.48
	44.10
	1.64

	23.00
	1.36
	28.00
	1.45
	30.50
	1.48
	44.60
	1.65

	24.40
	1.39
	28.20
	1.45
	30.90
	1.49
	45.30
	1.66

	24.50
	1.39
	28.70
	1.46
	31.80
	1.50
	45.30
	1.66

	24.50
	1.39
	29.10
	1.46
	34.20
	1.53
	47.20
	1.67

	25.20
	1.40
	29.20
	1.47
	37.00
	1.57
	53.50
	1.73

	25.90
	1.41
	29.80
	1.47
	37.70
	1.58
	73.00
	1.86

	26.00
	1.41
	30.00
	1.48
	38.50
	1.59
	75.00
	1.88

	26.40
	1.42
	30.00
	1.48
	39.60
	1.60
	77.00
	1.89

	27.20
	1.43
	30.30
	1.48
	40.30
	1.61
	
	


Los parámetros estadísticos de la variable transformada Log10(xi), son los requeridos para estimar los parámetros de la distribución, estos se muestran en el siguiente cuadro.
Tabla 20. Parámetros estadísticos de la variable transformada Log10(xi) y de xi
	n =
	39.00

	Promedio Log(xi) =
	1.53

	Desvest Log(xi) =
	0.14

	Coef.Asim.Log(xi) =
	1.18

	Min (xi) =
	22.50

	Max (xi) =
	77.00

	Numero de intervalos de clase =
	6.00

	Ancho de clase (xi) =
	9.08


En el cuadro anterior los parámetros mínimo (Min), máximo (Max), Intervalos y Ancho de clase se determinaron como en el ejemplo anterior.

 Luego los parámetros de la distribución de probabilidad Log-Pearson Tipo III se estimaron con las siguientes ecuaciones
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Donde csig s el coeficiente de asimetriz de los valores transformados con el logaritmo en base 1o.

Elsegundo pardmetro se estima con

Stogixy
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Donde sieg es la desviacion esténdar de los datos transformados con logaritmo en base 1o.

£l ultimo pardmetro de Iz distribucin que es necesario estimar se encuentra aplicando Iz siguiente

ecuacion

5= Sy =@ X

Donde Fiog;s es el promedio de los valores transformados con el logaritmo en base fo.

Los valores estimados de los parémetros de |z distribucion de probabilidad son:

B = 285
o = 008
5 .29

Con los parémetros estimados recién es posible realizar el calculo X como se muestra en el siguiente

cuadro.




Tabla 21. Cálculos para obtener el valor de X2c para la prueba de bondad de ajuste
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La determinación de los valores en la columna (1) – (4) se realizaron como en el ejemplo anterior de la bondad de ajuste de la distribución de Gumbel. Los nuevos cálculos en este caso son las columnas siguientes (5) a (8).

La columna (5) se obtiene mediante la siguiente ecuación
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Donde DISTR.CHI(x;grados_de_libertad) Devuelve la probabilidad de una variable aleatoria continua siguiendo una distribución chi cuadrado de una sola cola. Donde X   es el valor en el que se desea evaluar la distribución, y Grados_de_libertad   es el número de grados de libertad.

Los valores de 2×yi así como 2×( deben direccionarse en las respectivas celdas.

El cálculo que realiza la función en Excel es determinar la probabilidad acumulada que se obtiene integrando la siguiente función propia de la distribución Pearson III o Gamma de tres parámetros que tiene la forma
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Por tanto en vez de utilizar el Excel es posible emplear las tablas estadísticas de la distribución ji cuadrada de los libros de estadística.

Los valores para la columna (8) F(yi+1) se calculan de forma análoga. Luego los valores de la columna (9) y (10) se calculan como en el ejemplo anterior de prueba de bondad de ajuste X2 para la distribución Gumbel.

Después del cálculo el valor de X2c resulta 22.02

De la misma forma se puede graficar las frecuencias observadas y esperadas de precipitación máxima de 24 horas respecto el intervalo de clase, como en la siguiente figura.
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Figura 08. Frecuencia observada y esperada por distribución Log-Pearson III. Estación Laraqueri

Gráficamente se puede observar que existe un ajuste comparativamente mejor que la distribución de Gumbel.

Realizando la prueba de hipótesis con

H0: La distribución se ajusta adecuadamente a la muestra

H1: La distribución no se ajusta adecuadamente a la muestra

Regla de decisión es
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Los grados de libertas para este caso son ( = m – p -1 = 6 – 3 – 1= 2, p = 3 por que la distribución utilizada en este caso tiene tres parámetros. Para un nivel de significancia de 0.05, el valor teórico de X2t = 5.99. El cálculo de este valor teórico se puede realizar consultando tablas estadísticas estándares o aplicando la función de Excel =PRUEBA.CHI.INV(_,_).

PRUEBA.CHI.INV, devuelve para una probabilidad dada, de una sola cola, el valor de la variable aleatoria siguiendo una distribución chi cuadrado. Si el argumento probabilidad = DISTR.CHI(x;...), entonces PRUEBA.CHI.INV(probabilidad,...) = x.

Su sintaxis es PRUEBA.CHI.INV(probabilidad;grados_de_libertad), donde: Probabilidad   es una probabilidad asociada con la distribución chi cuadrado, Grados_de_libertad   es el número de grados de libertad.

El valor que se requiere en probabilidad es el nivel de significancia (o probabilidad de excedencia) y los grados de libertad es el valor obtenido con ( = 2.

Como en el ejemplo X2c>X2t entonces se rechaza la hipótesis de que la distribución se ajusta adecuadamente a la muestra.

Entonces se debe postular otra distribución de probabilidad, pero antes se debe realizar una prueba no paramétrica como la de Smirnov-Kolmogorov.

Por obtenerse un X2c menor en esta prueba (para Log-Pearson III) que el obtenido para la distribución Gumbel, se puede afirmar que Log-Pearson Tipo III posee un ajuste mejor que Gumbel de forma cuantitativa, aunque según esta prueba ninguna de estas distribuciones se pasa la regla de decisión.

9.1.3. Prueba de bondad de ajuste X2 para la función de distribución de probabilidad Normal

Para realizar esta prueba de bondad de ajuste con la distribución Normal no es necesario transformar los datos como en el caso anterior. Los valores de los parámetros estadísticos obtenidos son iguales a los presentados en el ejemplo de la prueba de bondad de ajuste a la distribución de Gumbel, estos incluyen el número de intervalos de clase y su ancho. Los estimadores de los parámetros de la distribución Normal son iguales a la media y desviación estándar muestrales. En el siguiente cuadro se presenta los cálculos realizados para la prueba de bondad de ajuste, y el procedimiento se detalla posteriormente.
Tabla 22 . Cálculos para la prueba de bondad de ajuste con distribución Normal
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De la columna 1 a la 4 los cálculos son idénticos a los realizados para la distribución de Gumbel, en la columna (5) y (6) el valor de función de probabilidad acumulada se obtuvo por integrar la función de densidad de probabilidad Normal con la siguiente expresión
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La determinación de esta integral requiere el uso de tablas estadísticas que se encuentran en varios libros, en cambio se puede determinar utilizando una función en Excel.

La función DISTR.NORM, devuelve la distribución normal para la media y desviación estándar especificadas. Su sintaxis es

DISTR.NORM(x;media;desv_estándar;acum)

X   es el valor cuya distribución desea obtener.

Media   es la media aritmética de la distribución.

Desv_estándar   es la desviación estándar de la distribución.

Acum   es un valor lógico que determina la forma de la función. Si el argumento acum es VERDADERO, la función DISTR.NORM devuelve la función de distribución acumulada; si es FALSO, devuelve la función de masa de probabilidad.

El valor de las columnas 5 y 6 se determinaron aplicando esta función, donde x es el valor de xi ó xi+1 según sea el caso. El valor para Acum fue verdadero para todos los intervalos.

Los valores mostrados en las columnas 7 y 8, se obtienen como en las pruebas de bondad de ajuste de Gumbel y Log-Pearson tipo III. Así se obtiene un valor de x2c de 53.83. El valor teórico de x2 se obtiene con la función de Excel PRUEBA.CHI.INV( probabilidad, grados de libertad), donde probabilidad es el nivel de significacia de 0.05 y grados de libertad se obtiene como en la prueba realizada para la distribución de Gumbel. El valor teórico obtenido es 7.81, puesto que es menor que el valor calculado, se rechaza la hipótesis de que la distribución ajusta bien los datos.

En la siguiente figura se muestra la comparación entre la frecuencia observada de datos y la frecuencia esperada con una distribución Normal
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Figura 09. Frecuencia observada y esperada por distribución Normal. Estación Laraqueri

9.1.4. Prueba de bondad de ajuste X2 para la función de distribución de probabilidad Log-normal

Previamente a realizar los cálculos de la prueba de bondad de ajuste, se transformaron los datos aplicando el logaritmo natural. Estos valores se muestran en el siguiente cuadro.
Tabla 23. . Valores transformados aplicando el logaritmo natural
	xi
	ln(xi)
	xi
	ln(xi)
	xi
	ln(xi)
	xi
	ln(xi)

	22.50
	3.11
	27.40
	3.31
	30.30
	3.41
	44.10
	3.79

	23.00
	3.14
	28.00
	3.33
	30.50
	3.42
	44.60
	3.80

	24.40
	3.19
	28.20
	3.34
	30.90
	3.43
	45.30
	3.81

	24.50
	3.20
	28.70
	3.36
	31.80
	3.46
	45.30
	3.81

	24.50
	3.20
	29.10
	3.37
	34.20
	3.53
	47.20
	3.85

	25.20
	3.23
	29.20
	3.37
	37.00
	3.61
	53.50
	3.98

	25.90
	3.25
	29.80
	3.39
	37.70
	3.63
	73.00
	4.29

	26.00
	3.26
	30.00
	3.40
	38.50
	3.65
	75.00
	4.32

	26.40
	3.27
	30.00
	3.40
	39.60
	3.68
	77.00
	4.34

	27.20
	3.30
	30.30
	3.41
	40.30
	3.70
	 
	 


Los parámetros estadísticos obtenidos para determinar el número y ancho de intervalos de clase, se muestran en el siguiente cuadro.
Tabla 24. Parámetros estadísticos para determinar los intervalos de clase
	Número de datos =
	39.00

	Promedio de ln(xi) =
	3.52

	Desviación estándar de ln(xi) =
	0.32

	Mínimo (xi) =
	22.50

	Máximo (xi) =
	77.00

	Número de intervalos de clase =
	6.00

	Ancho de clase =
	9.08


Los dos estimadores de los parámetros de la distribución Log-normal son la media y desviación estándar de los logaritmos naturales. Estos son µln(xi) = 3.52 y σln(xi) = 0.32. Estos estimadores de los parámetros de la distribución Log-normal sirven para el cálculo de x2c como se muestra a continuación en el siguiente cuadro.

Tabla 25 . Cálculos para la prueba de bondad de ajuste con distribución Log-normal
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Los valores mostrados en las columnas 1-4 se obtienen del mismo modo que en las pruebas de bondad de ajuste de Gumbel y Log-Pearson tipo III. En cambio las columnas (5) y (6) se determinan integrando la función de densidad de probabilidad Log-normal. Existe una función en Excel que permite realizar su determinación, esta se denomina DISTR.LOG.NORM. 

La función DISTR.LOG.NORM , devuelve la probabilidad para una variable aleatoria continua siguiendo una distribución logarítmico-normal acumulativa de x, donde ln(x) se distribuye normalmente con los parámetros definidos por los argumentos media y desv_estándar.

Su sintaxis es la siguiente: DISTR.LOG.NORM(x;media;desv_estándar), donde X   es el valor en el que se desea evaluar la función, Media   es la media de In(x), y Desv_estándar   es la desviación estándar de In(x).

El valor puesto de x es xi ó xi+1, el de media y desviación estándar es el valor del parámetro respectivo (de los logaritmos naturales).

Las columnas 7 y 8 se determinan como en los casos anteriores de la distribución Gumbel o Log-Pearson tipo III.

El valor de x2c obtenido es 32.51. El valor teórico obtenido con un nivel de significancia de 0.05 y 3 grados de libertad es 7.81. Puesto que el valor calculado es mayor al valor teórico se rechaza la hipótesis nula, y por tanto la distribución Log-normal no se ajusta adecuadamente a los valores muestrales.

Lo mismo se observa en la siguiente figura donde se compara el valor de frecuencia observada y esperada según la distribución Log-normal.
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Figura 10. Frecuencia observada y esperada por distribución Log-normal. Estación Laraqueri

9.2. Prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov Smirnov

Esta prueba no paramétrica también se utiliza con el fin de escoger una función de distribución de probabilidad adecuada, es menos rígida que la prueba X2, pero tampoco menos importante. La debilidad de la prueba X2 se encuentra en que el número de intervalos no necesariamente se debe determinar por la regla de Sturges
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Y tampoco el valor del ancho de intervalo de clase puede ser constante. Debido a estas dificultades es recomendable realizar la prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov Smirnov. En la prueba X2 si ninguna de las distribuciones ajusta bien la información muestral, entonces la prueba de Kolmogorov Smirnov determinará cual ajusta mejor la información; pero, como regla general se puede decir, que la distribución que presente el valor más bajo de X2c es la que podría ajustar mejor la información.

9.2.1. Prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov Smirnov para la distribución de Gumbel
Los cálculos realizados para esta prueba se muestran en el anexo. El fundamento de la prueba es comparar la máxima diferencia entre la función de probabilidad acumulada empírica y teórica. El valor de probabilidad empírica se obtiene mediante la siguiente expresión
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El valor de d se determina en función del tamaño de la muestra y el nivel de significancia, desde el siguiente cuadro.
Tabla 26. Valores críticos d para la prueba Kolmogorov-Smirnov de bondad de ajuste
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Fuente: Benjamin, J. R., Cornell, C. A. 1970. Probability, statistic and decision for civil engineers. Mc Graw-Hill. New York.
El valor obtenido de D para esta prueba de bondad de ajuste con distribución de Gumbel es 0.16 y el valor crítico d es igual a 0.21, por tanto la distribución ajusta adecuadamente los datos de precipitación máxima de 24 horas.

Gráficamente también se puede observar el ajuste de la distribución a la información muestral. Esto se muestra en la siguiente figura para la estación Laraqueri.
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Figura 11. Probabilidad acumulada empírica y teórica con distribución Gumbel. Estación Laraqueri

9.2.2. Prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov Smirnov para la distribución de Log-Pearson Tipo III

En el anexo se muestra el cuadro de cálculos para realizar la prueba de Kolmogorov Smirnov. Los pasos para determinar las diferentes columnas son similares a los realizados para el caso con distribución de Gumbel. Una diferencia es que se trabaja con los logaritmos en base 10 y se obtiene la siguiente variable transformada
[image: image175.png]5





El valor de probabilidad teórica acumulada con distribución Log-Pearson Tipo III se obtiene con una formula desarrollada en Excel del siguiente tipo

=1-DISTR.CHI(x, grados de libertad)

Donde: DISTR.CHI, devuelve la probabilidad de una variable aleatoria continua siguiendo una distribución chi cuadrado de una sola cola. 
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Regla de decisión es

Si D < d entonces se acepta H0, en otro caso se rechaza y se acepta H1.

El valor de D obtenido es de 0.12 y el valor de d de la tabla sugerida para la prueba con un nivel de significancia de 0.05 y un tamaño de muestra de 39, es de 0.21. Por tanto se acepta que la distribución se ajusta adecuadamente a la muestra.

El ajuste gráfico entre la probabilidad acumulada empírica P(X≤x) y la probabilidad acumulada teórica con distribución Log-Pearson Tipo III, se muestra en la siguiente figura, donde se observa que existe un mejor ajuste para precipitaciones máximas de 24 horas de menor profundidad que para mayores a 31 mm.
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Figura 12. Probabilidad acumulada empírica y teórica con distribución Log-Pearson Tipo III. Estación Laraqueri

9.2.3. Prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov Smirnov para la distribución Normal

El cuadro que se presenta en el anexo posee los resultados de los cálculos realizados para esta prueba de bondad de ajuste con distribución Normal. Como en el caso de la prueba de bondad de ajuste X2 el valor de F(xi) se obtiene integrando la función de densidad de probabilidad. Utilizando el Excel es simple la determinación de la probabilidad acumulada teórica con la función DISTR.NORM (x;media;desv_estándar;acum), donde x es el valor cuya distribución desea obtener, Media   es la media aritmética de la distribución, y Desv_estándar   es la desviación estándar de la distribución. Si el argumento acum es verdadero, la función DISTR.NORM devuelve la función de distribución acumulada.

En el caso presente en los valores de media y desv_estándar, se reemplaza los valores de la media y desviación estándar muestrales, respectivamente. Como es lógico el valor de acum es verdadero.

El valor obtenido de la prueba es D=0.21 y de d=0.21 (con nivel de significancia de 5% y tamaño de muestra 39). Con la prueba de hipótesis siguiente

H0: La distribución se ajusta adecuadamente a la muestra

H1: La distribución no se ajusta adecuadamente a la muestra

Regla de decisión es

Si D < d entonces se acepta H0, en otro caso se rechaza y se acepta H1.

Se concluye que la distribución Normal no se ajusta adecuadamente a la muestra.

El caso gráfico es similar, puesto que no existe una concordancia entre la probabilidad acumulada empírica y la teórica. En la siguiente figura se muestra este hecho, lo cual valida el resultado de la prueba de hipótesis pero sólo de manera subjetiva.
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Figura 13. Probabilidad acumulada empírica y teórica con distribución Normal. Estación Laraqueri

9.2.4. Prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov Smirnov para la distribución Log-normal

Para el caso de prueba de bondad de ajuste Kolmogorov Smirnov con distribución Log-normal, los pasos para determinar los valores mostrados en el cuadro del anexo, son similares a las demás pruebas, excepto en el caso de la probabilidad acumulada teórica F(xi). Para obtener este valor es necesario determinar primero los parámetros correspondientes a esta distribución, estos son simplemente la media y desviación estándar de los logaritmos naturales de xi, es decir ln(xi).

Luego con el uso de la función DISTR.LOG.NORM(x; media; desv_estándar), se determina el valor de probabilidad acumulada teórica, donde x es el valor en el que se desea evaluar la función, Media es la media de In(x), y Desv_estándar es la desviación estándar de In(x). Para el caso actual, x es el valor de precipitación máxima de 24 horas, sin haberse transformado con logaritmo natural, en cambio media y desv_estándar, son valores idénticos a los que se indica (media y desviación estándar de los logaritmos naturales).

El resultado de la prueba de hipótesis

H0: La distribución se ajusta adecuadamente a la muestra

H1: La distribución no se ajusta adecuadamente a la muestra

Regla de decisión es:
Si D < d entonces se acepta H0, en otro caso se rechaza y se acepta H1.

Es un valor de D = 0.19 y el valor crítico de d para un nivel de significancia de 0.05 y un tamaño de muestra de 39, es 0.21, por consiguiente se acepta la hipótesis nula, que la distribución se ajusta adecuadamente a la muestra.

El ajuste gráfico se presenta en la siguiente figura, se observa que es cualitativamente mejor que el ajuste con distribución Normal, esto indica que los datos de precipitación máxima de 24 horas son sesgados y por tanto se recomienda utilizar distribuciones de probabilidad con esta característica.
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Figura 14. Probabilidad acumulada empírica y teórica con distribución Log-normal. Estación Laraqueri

9.3. Análisis de Frecuencia

La elección correcta de la distribución de probabilidad permite realizar un adecuado análisis de frecuencia. El análisis de frecuencia es el procedimiento mediante el cual se determina valores de una variable hidrológica para un período de retorno. Este valor se utiliza principalmente en el diseño de obras de control y mitigación de eventos extremos sean esto máximos o mínimos.

9.3.1. Análisis de frecuencia con distribución de Gumbel (Valor extremo tipo I)

Para realizar el análisis de frecuencia es necesario en primer lugar, estimar los parámetros de la función de distribución de probabilidad, esto en algunos casos donde el factor de frecuencia este en función de ellos. Los valores en este caso se calcularon anteriormente.

El factor de frecuencia KT interviene en la siguiente ecuación
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Donde: T = período de retorno en años.

En el siguiente cuadro se muestran los cálculos de análisis de frecuencia para los datos de la estación Laraqueri (precipitación máxima de 24 horas) con la distribución Gumbel.

Tabla 27. Análisis de frecuencia, distribución Gumbel, Estación Laraqueri
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9.3.2. Análisis de frecuencia con distribución Log-Pearson Tipo III

Esta distribución es la que mejor se ajusta a la información muestral según las pruebas anteriormente realizadas.
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En los siguientes cuadros se muestra los cálculos realizados para estimar las precipitaciones máximas de 24 horas para diferentes períodos de retorno.
Tabla 28. Parámetros estadísticos del logaritmo natural de la precipitación máxima
	prom_logx
	1.53

	desvest_logx
	0.14

	Cs(logx)
	1.18


Con el valor del factor de frecuencia y los parámetros del logaritmo en base 10, se determina la variable yT de la que su antilogaritmo representa la precipitación máxima para un período de retorno.
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Tabla 29. Cálculos para análisis de frecuencia con distribución Log-Pearson tipo III en la estación Laraqueri 
	T
	p
	w
	z
	k
	KT
	yT
	xT

	2.00
	0.50
	1.18
	0.00
	0.20
	-0.19
	1.50
	31.88

	5.00
	0.20
	1.79
	0.84
	0.20
	0.73
	1.63
	42.75

	10.00
	0.10
	2.15
	1.28
	0.20
	1.33
	1.71
	51.83

	25.00
	0.04
	2.54
	1.75
	0.20
	2.08
	1.82
	65.74

	50.00
	0.02
	2.80
	2.05
	0.20
	2.62
	1.89
	78.12

	100.00
	0.01
	3.03
	2.33
	0.20
	3.15
	1.97
	92.47

	200.00
	0.01
	3.26
	2.58
	0.20
	3.67
	2.04
	109.16


9.3.3. Análisis de frecuencia con distribución Lognormal

El proceso es similar al aplicado para la distribución Normal con la única diferencia que los datos deben transformarse con un logaritmo natural. En el siguiente cuadro se muestra los valores de los parámetros media y desviación estándar de los logaritmos naturales.
Tabla 30. Parámetros de los logaritmos naturales de la precipitación máxima, Estación Laraqueri
	Promedio ln(x)
	3.52

	Desvest ln(x)
	0.32


El proceso de cálculo del factor de frecuencia KT es con las siguientes ecuaciones, similar al proceso seguido en el caso de la distribución Log-Pearson Tipo III.

En este caso KT es igual a el valor de z correspondiente a una probabilidad de excedencia p = 1/T. El valor de z se calcula por
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El siguiente cuadro muestra los resultados del cálculo realizado para estimar las precipitaciones máximas para diferentes períodos de retorno con información de la estación Laraqueri.
Tabla 31. Cálculos para análisis de frecuencia con distribución Lognormal en la estación Laraqueri 
	T
	p
	w
	z
	KT
	yT
	xT

	2.00
	0.50
	1.18
	0.00
	0.00
	3.52
	33.86

	5.00
	0.20
	1.79
	0.84
	0.84
	3.79
	44.29

	10.00
	0.10
	2.15
	1.28
	1.28
	3.93
	50.98

	25.00
	0.04
	2.54
	1.75
	1.75
	4.08
	59.22

	50.00
	0.02
	2.80
	2.05
	2.05
	4.18
	65.24

	100.00
	0.01
	3.03
	2.33
	2.33
	4.27
	71.18

	200.00
	0.01
	3.26
	2.58
	2.58
	4.34
	77.08


9.3.4. Análisis de frecuencia con distribución Normal

Con esta distribución el proceso de cálculo de precipitación máxima para un período de retorno es casi igual al seguido con la distribución Lognormal, la diferencia es que no es necesaria la transformación con el logaritmo natural.

En este caso el valor de KT es igual al valor de z. El valor de xT (precipitación máxima para un período de retorno) se calcula directamente con la ecuación siguiente
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Los parámetros estadísticos que se requieren se muestran en el siguiente cuadro
Tabla 32. Parámetros estadísticos de la precipitación máxima de la estación Laraqueri
	promedio
	35.80

	desvest
	13.76


En el cuadro que sigue se presenta los cálculos realizados para el análisis de frecuencia de precipitación máxima de 24 horas de la estación Laraqueri.

Tabla 33. Cálculos para análisis de frecuencia con distribución Normal en la estación Laraqueri
	T
	p
	w
	z
	KT
	xT

	2.00
	0.50
	1.18
	0.00
	0.00
	35.80

	5.00
	0.20
	1.79
	0.84
	0.84
	47.37

	10.00
	0.10
	2.15
	1.28
	1.28
	53.43

	25.00
	0.04
	2.54
	1.75
	1.75
	59.89

	50.00
	0.02
	2.80
	2.05
	2.05
	64.06

	100.00
	0.01
	3.03
	2.33
	2.33
	67.81

	200.00
	0.01
	3.26
	2.58
	2.58
	71.24


Como resumen en el siguiente cuadro se muestra los valores de precipitación máxima de 24 horas calculados para la estación Laraqueri con diferentes períodos de retorno, y con diferentes distribuciones de probabilidad.

Tabla 34. Precipitación máxima de 24 horas de la Estación Laraqueri para diferentes periodos de retorno
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Esta figura solo tiene propósitos de comparación, para propósitos de diseño hidrológico se debe tomar los valores que se obtuvieron con la distribución que presenta un buen ajuste. Como se realizó anteriormente las pruebas X2 y de Kolmogorov-Smirnov la distribución elegida es Log-Pearson Tipo III, por tanto los valores obtenidos con esta distribución son los que se deben utilizar para propósitos de diseño.
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Figura 15. Precipitación máxima de la estación Laraqueri con diferentes distribuciones de probabilidad

Tabla 35. Prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov Smirnov para distribución de Gumbel. Estación Laraqueri
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Tabla 36. Prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov Smirnov para distribución Log Pearson Tipo III. Estación Laraqueri
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Tabla 37. Prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov Smirnov para distribución Normal. Estación Laraqueri
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Tabla 38. Prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov Smirnov para distribución Log-normal. Estación Laraqueri
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CAPITULO X

Modelamiento estocástico de series hidrológicas
10.1. Introducción

Para modelar estocásticamente series hidrológicas, es necesario seguir un conjunto de pasos que se aplican en la mayoría de procesos de modelamiento matemático.

Según Salett y Hein (___), mencionan que “Muchas situaciones del mundo real pueden presentar problemas que requieren soluciones y decisiones”, y que “la solución de un problema requiere una formulación matemática detallada.

Al conjunto de símbolos y relaciones matemáticas que traducen, de alguna manera, un fenómeno en cuestión o un problema realista, lo denominamos Modelo Matemático”.

10.2. Modelación Matemática

Salett y Hein (___), definen a la modelación matemática como “el proceso involucrado en la obtención de un modelo. Este proceso, desde cierto punto de vista, puede ser considerado artístico, ya que para elaborar un modelo, además del conocimiento matemático, el modelador debe tener una dosis significativa de intuición-creatividad para interpretar el contexto, discernir qué contenido matemático se adapta mejor y tener sentido lúdico para jugar con las variables involucradas. El modelador debe ser un artista al formular, resolver y elaborar expresiones que sirvan no sólo para una solución particular, sino también, posteriormente, como soporte para otras aplicaciones y teorías”.

Salett y Hein (___), consideran que las matemáticas y realidad son dos conjuntos disjuntos y el modelaje es un medio de conjugarlos, y representan este proceso por medio del siguiente esquema:
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Figura 16. Proceso de modelamiento

Actualmente, este proceso se utiliza en toda ciencia, de modo que contribuye en forma especial en la evolución del conocimiento humano (Salett y Hein (___)).

Los pasos que se sigue para representar matemáticamente un problema real se presenta en un proceso de tres etapas, divididas en cinco subetapas (Salett y Hein (___)):

1. Interacción con el asunto

(i) Reconocimiento de la situación problema;

(ii) Familiarización con el asunto que va a ser modelo-investigación.

2.  Construcción matemática

(i) Formulación del problema-hipótesis;

(ii) Resolución del problema en términos del modelo.

3. Modelo matemático

(i) interpretación de la solución-convalidación.

El siguiente diagrama, representa el proceso:
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Figura 17. Proceso de la modelación matemática

10.2. Interacción con el asunto

Una vez delineada la situación que se pretende estudiar, debe hacerse una investigación sobre el asunto.

Tanto indirectamente (a través de libros y revistas especializadas) como directamente in situ (a través de datos experimentales obtenidos con especialistas del área). Aunque hayamos dividido esta etapa en dos subetapas, los límites entre ambas no son tajantes: el reconocimiento de la situación-problema se torna cada vez más claro, a medida que se van conociendo los datos (Salett y Hein (___)).

10.3. Construcción Matemática

Ésta es la etapa más compleja y desafiante. Está subdividida en formulación del problema y solución. Es aquí que se da la “traducción” de la situación-problema al lenguaje matemático. Intuición y creatividad son elementos indispensables en esta etapa.

En la formulación del problema-hipótesis, es necesario:

• Clasificar las informaciones (relevantes y no relevantes) identificando los hechos involucrados.

• Decidir cuáles son los factores a ser perseguidos, planteando la hipótesis.

• Generalizar y seleccionar variables relevantes.

• Seleccionar símbolos apropiados para dichas variables.

• Describir las relaciones que se establezcan, en términos matemáticos (Salett y Hein (___)).

Se debe concluir esta subetapa con un conjunto de expresiones aritméticas y fórmulas, o ecuaciones algebraicas, o gráfico, o representaciones, o programa computacional que nos lleven a la solución o nos permitan deducir una.

En la solución del problema en términos del modelo la situación pasa a ser resuelta o analizada con el “instrumental” matemático de que se dispone. Esto requiere un aguzado conocimiento sobre las entidades matemáticas usadas en la formulación (Salett y Hein (___)).

10.4. Modelo Matemático

Para poder concluir el modelo, se torna necesario un chequeo para así comprobar en qué nivel éste se aproxima a la situación-problema traducida y a partir de ahí, poder utilizarlo.

De esta forma, se hace primero la interpretación del modelo y posteriormente, se comprueba la adecuación-convalidación.

Para interpretar el modelo se analizan las implicaciones de la solución, derivada del modelo que está siendo investigado. Entonces, se comprueba la adecuación del mismo, volviendo a la situación-problema investigada, evaluando cuán significativa y relevante es la solución.

Si el modelo no atiende a las necesidades que lo generó, el proceso debe ser retomado en la segunda etapa cambiando hipótesis, variables, etc (Salett y Hein (___)).

10.5. Modelamiento Estocástico

10.5.1. Procedimiento del modelamiento estocastico

Según Salas (2008), los pasos del modelamiento estocástico de series hidrológicas son los siguientes:

Definición del enfoque de modelamiento (esquema)

Características del sistema de recursos hídricos.

Características físicas de los procesos hidrológicos tratados.

Características estadísticas de las series hidrológicas tratadas.

Otros aspectos (experiencia, software, sesgo, etc).

Selección del tipo de modelo.

Identificación del orden del modelo.

Estimación de los parámetros del modelo.

Prueba y verificación del modelo.

Aplicar el modelo.

10.5.2. Características estadísticas de series de tiempo hidrológicas
Salas (2000) menciona que, un proceso de series de tiempo puede ser caracterizado por un número de propiedades estadísticas tales como la media, desviación estándar, coeficiente de variación, coeficiente de sesgo, correlación estación a estación, autocorrelación, correlación cruzada, y estadísticas relativas al almacenamiento, a sequias y a excesos.
Estadísticas muestrales generales para datos anuales
Salas (_____), describe, que la media y la varianza de una serie de tiempo yt se estiman por
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El estimador rk de la anterior ecuación es un estimador del coeficiente de autocorrelación poblacional ρk. El gráfico de rk contra k es el correlograma. Algunas veces el correlograma se usa para elegir el tipo de modelo estocástico para representar una serie de tiempo dada. El coeficiente de correlación serial de un retardo r1 es una medida simple del grado de dependencia en el tiempo de una serie. Cuando el correlograma decae rápidamente a cero después de unos pocos retardos, esto puede ser indicación de una persistencia pequeña o memoria corta en las series, mientras un decaimiento lento del correlograma puede ser indicación de una persistencia grande o memoria larga.

Alternativamente se puede estimar la función de autocorrelación de la siguiente manera.
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Estadísticas muestrales estacionales
Salas (______), describe, del siguiente modo que, las series de tiempo, hidrológicas estacionales, tales como los caudales mensuales, pueden describirse mejor por considerar las estadísticas en una base estacional. 
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Para esta instancia, para series de caudales mensuales, r, representa la correlacion entre los caudales del

cuarto mes con aquellos del tercer mes.
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Estadísticas relacionadas al almacenamiento
Salas (2000) menciona que, las estadísticas relacionadas al almacenamiento, son particularmente importantes en el modelamiento de series de tiempo para estudios de simulación de sistemas de reservorios. 
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El cálculo de la capacidad de almacenamiento está basado en el algoritmo del pico secuente que es equivalente al método de la curva de masa Rippl. El algoritmo, aplicado a la serie de tiempo yi, i = 1,…N puede describirse como sigue. 
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Estadísticas relacionadas a sequia
Según Salas (2000), las estadísticas relacionadas a sequias son también importantes en el modelamiento de las series de tiempo hidrológicas.
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En el software SAMS, la duración de la sequia más larga y la magnitud máxima de déficit, son estimadas para ambas series anuales y estacionales (mensuales).

Estadísticas relacionadas a exceso

Sveimsson et al (2007) afirma que, las estadísticas relacionadas a exceso son simplemente lo opuesto de las estadísticas relacionadas a sequia. Considerando el mismo nivel umbral d, un exceso ocurre cuando yi > d consecutivamente hasta que yi < d otra vez. Entonces, asumiendo que m excesos ocurren durante un período de tiempo dado N, el máximo período de exceso L* y la magnitud máxima de exceso M* puede determinarse también desde las ecuaciones anteriores.

10.6. Modelo Markoviano de datos anuales

Según Salas (1979), este modelamiento supone previamente que se han efectuado pruebas de homogeneidad y la corrección de algún salto o tendencia significativa.

Este modelo autoregresivo es aplicable a series que no son normales. Se realizará el modelamiento con los datos originales (sin normalizarlos) y se determinará la distribución de probabilidad de los residuos.

10.6.1. Descripción del modelo

Salas (1979) describe al Modelo Markoviano de orden – m con parámetros constantes como
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Las variables se definen como
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Salas (1979) menciona que, en la práctica el modelo de orden 1 es más comunmente utilizado, sobre todo en series de corta longitud de registros.

10.6.2. Estimación de parámetros
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Salas (1979) proporciona la formula con Iz que se puede estimar los coeficientes de autocorrelacion de x:
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Donde kintervalo o retardo considerado, N es el tamafio total de la serie, ps (x) = 1y -1spx(x)st para k # o.




10.6.3. Modelo Markoviano de orden 1

Para m = 1, la variable estandarizada dependiente se escribe como
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Ejemplo 10.1 Se realiza la determinación del autocorrelograma y la estimación de los parámetros del modelo Markoviano de orden 1 para datos de volumenes anuales del río Ramis en millones de m3, mostrados en el cuadro siguiente. También se realiza una generación series sintéticas con el modelo.

Tabla 39. Volúmenes anuales del río Ramis (MMC)
	Año
	Vol (MMC)
	Año
	Vol (MMC)
	Año
	Vol (MMC)
	Año
	Vol (MMC)

	1964
	2437.34
	1974
	2997.39
	1984
	2906.84
	1994
	2674.86

	1965
	1767.05
	1975
	2566.86
	1985
	3503.69
	1995
	1654.56

	1966
	1693.27
	1976
	2351.38
	1986
	3980.53
	1996
	1580.69

	1967
	1268.70
	1977
	1871.94
	1987
	1762.91
	1997
	2897.51

	1968
	1774.14
	1978
	3065.99
	1988
	2538.35
	1998
	1576.80

	1969
	1170.46
	1979
	2771.71
	1989
	2460.84
	1999
	2102.03

	1970
	2554.50
	1980
	2034.81
	1990
	1318.72
	2000
	2036.28

	1971
	2647.90
	1981
	2665.27
	1991
	1292.63
	2001
	3303.76

	1972
	2049.93
	1982
	2809.47
	1992
	1331.94
	2002
	3013.20

	1973
	2727.13
	1983
	767.06
	1993
	2164.49
	
	


El tamaño de la muestra es N = 39.
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En el siguiente cuadro se presenta el proceso de cálculo del coeficiente de autocorrelación de retardo 1.

Tabla 40. Cálculo del coeficiente de autocorrelación de retardo 1
	t
	yt
	xt
	x(t+1)
	x(t)*x(t+1)
	x(t)^2
	x(t+1)^2

	1
	2437.34
	0.2490
	-0.6857
	-0.1707
	0.0620
	0.4702

	2
	1767.05
	-0.6857
	-0.7886
	0.5407
	0.4702
	0.6219

	3
	1693.27
	-0.7886
	-1.3806
	1.0888
	0.6219
	1.9061

	4
	1268.70
	-1.3806
	-0.6758
	0.9331
	1.9061
	0.4567

	5
	1774.14
	-0.6758
	-1.5176
	1.0256
	0.4567
	2.3032

	6
	1170.46
	-1.5176
	0.4123
	-0.6258
	2.3032
	0.1700

	7
	2554.50
	0.4123
	0.5426
	0.2237
	0.1700
	0.2944

	8
	2647.90
	0.5426
	-0.2913
	-0.1580
	0.2944
	0.0848

	9
	2049.93
	-0.2913
	0.6531
	-0.1902
	0.0848
	0.4265

	10
	2727.13
	0.6531
	1.0299
	0.6726
	0.4265
	1.0608

	11
	2997.39
	1.0299
	0.4296
	0.4424
	1.0608
	0.1845

	12
	2566.86
	0.4296
	0.1291
	0.0555
	0.1845
	0.0167

	13
	2351.38
	0.1291
	-0.5394
	-0.0696
	0.0167
	0.2910

	14
	1871.94
	-0.5394
	1.1256
	-0.6072
	0.2910
	1.2670

	15
	3065.99
	1.1256
	0.7152
	0.8051
	1.2670
	0.5116

	16
	2771.71
	0.7152
	-0.3123
	-0.2234
	0.5116
	0.0976

	17
	2034.81
	-0.3123
	0.5668
	-0.1770
	0.0976
	0.3213

	18
	2665.27
	0.5668
	0.7679
	0.4352
	0.3213
	0.5896

	19
	2809.47
	0.7679
	-2.0801
	-1.5973
	0.5896
	4.3270

	20
	767.06
	-2.0801
	0.9037
	-1.8797
	4.3270
	0.8166

	21
	2906.84
	0.9037
	1.7359
	1.5687
	0.8166
	3.0135

	22
	3503.69
	1.7359
	2.4009
	4.1678
	3.0135
	5.7642

	23
	3980.53
	2.4009
	-0.6915
	-1.6602
	5.7642
	0.4782

	24
	1762.91
	-0.6915
	0.3898
	-0.2696
	0.4782
	0.1520

	25
	2538.35
	0.3898
	0.2817
	0.1098
	0.1520
	0.0794

	26
	2460.84
	0.2817
	-1.3109
	-0.3693
	0.0794
	1.7184

	27
	1318.72
	-1.3109
	-1.3473
	1.7661
	1.7184
	1.8151

	28
	1292.63
	-1.3473
	-1.2924
	1.7412
	1.8151
	1.6704

	29
	1331.94
	-1.2924
	-0.1315
	0.1700
	1.6704
	0.0173

	30
	2164.49
	-0.1315
	0.5802
	-0.0763
	0.0173
	0.3366

	31
	2674.86
	0.5802
	-0.8426
	-0.4888
	0.3366
	0.7099

	32
	1654.56
	-0.8426
	-0.9456
	0.7967
	0.7099
	0.8941

	33
	1580.69
	-0.9456
	0.8907
	-0.8422
	0.8941
	0.7933

	34
	2897.51
	0.8907
	-0.9510
	-0.8470
	0.7933
	0.9044

	35
	1576.80
	-0.9510
	-0.2186
	0.2079
	0.9044
	0.0478

	36
	2102.03
	-0.2186
	-0.3103
	0.0678
	0.0478
	0.0963

	37
	2036.28
	-0.3103
	1.4571
	-0.4521
	0.0963
	2.1233

	38
	3303.76
	1.4571
	1.0520
	1.5329
	2.1233
	1.1067

	39
	3013.20
	1.0520
	
	
	1.1067
	

	Suma =
	88092.92
	-1.0520
	-0.2490
	7.6471
	36.8933
	37.9380

	Media =
	2258.79
	
	
	
	r1 (xt) =
	0.20430207

	Desvest =
	717.13
	
	
	
	
	


Pero al aplicar la formula siguiente
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Se obtiene r1 = 0.201239, existe una pequeña diferencia en el coeficiente de autocorrelación estimada con cada formula. La última fórmula es de una literatura más reciente y se recomienda, además en el programa estadístico MINITAB 15, se emplea esta también.

En este caso, se trabaja con el valor ρ1 = 0.204302, y el autocorrelograma se determina con esta fórmula. El autocorrelograma obtenido hasta un retardo de 5 se muestra en el siguiente gráfico.
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Figura 18. Autocorrelograma obtenido para los volúmenes anuales del río Ramis
En el cuadro siguiente se muestra los valores determinados de coeficientes de autocorrelación para el retardo k
Tabla 41. Coeficientes de autocorrelación
[image: image208.png]= o T 2 3 % 5 B 7

D) = T 02033 | 0.0276 | 0.0433 | 04065 | -01929 | 02423 | 0.0269

£l parémetro del modelo Markoviano de orden 1 es . = p: = 0.2043

Luego de determinado los parimetros, se halla el valor de la varisble aleatoria independiente se

determing mediante la siguiente ecuacién

Xe=@xe;





En el siguiente cuadro se muestra los cálculos
Tabla 42. Calculo de la variable aleatoria independiente
	t
	yt
	xt
	et

	1
	2437.344
	0.24897911
	--

	2
	1767.0528
	-0.68570272
	-0.916

	3
	1693.2672
	-0.78859242
	-0.525

	4
	1268.6976
	-1.38062987
	-1.143

	5
	1774.1376
	-0.67582338
	-0.018

	6
	1170.4608
	-1.51761533
	-1.360

	7
	2554.5024
	0.41234964
	1.296

	8
	2647.9008
	0.54258824
	0.393

	9
	2049.9264
	-0.29125205
	-0.627

	10
	2727.1296
	0.65306816
	0.902

	11
	2997.3888
	1.02992879
	0.817

	12
	2566.8576
	0.42957824
	-0.072

	13
	2351.376
	0.12910177
	-0.087

	14
	1871.9424
	-0.53944032
	-0.684

	15
	3065.9904
	1.1255897
	1.575

	16
	2771.712
	0.7152357
	0.202

	17
	2034.8064
	-0.31233601
	-0.745

	18
	2665.2672
	0.56680466
	0.815

	19
	2809.4688
	0.76788535
	0.566

	20
	767.0592
	-2.08013524
	-2.786

	21
	2906.8416
	0.90366602
	2.161

	22
	3503.6928
	1.73594007
	1.485

	23
	3980.5344
	2.40086776
	1.789

	24
	1762.9056
	-0.69148575
	-2.094

	25
	2538.3456
	0.38981992
	0.820

	26
	2460.8448
	0.2817496
	0.109

	27
	1318.7232
	-1.3108721
	-1.646

	28
	1292.6304
	-1.34725698
	-0.820

	29
	1331.9424
	-1.2924387
	-0.738

	30
	2164.4928
	-0.13149591
	0.554

	31
	2674.8576
	0.58017792
	0.732

	32
	1654.56
	-0.84256734
	-1.275

	33
	1580.688
	-0.94557752
	-0.618

	34
	2897.5104
	0.89065421
	1.529

	35
	1576.8
	-0.95099911
	-1.568

	36
	2102.0256
	-0.21860277
	0.269

	37
	2036.2752
	-0.31028785
	-0.234

	38
	3303.7632
	1.45714995
	1.828

	39
	3013.2
	1.05197658
	0.404

	SUMA =
	88092.9216
	
	

	MEDIA
	2258.79286
	r1(xt) =
	0.204302073

	DESVEST
	717.133017
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Figura 19. Histograma de la variable aleatoria independiente
También en el siguiente gráfico se muestra el ajuste gráfico de ajuste a la distribución Normal en papel de probabilidad.
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Figura 20. Ajuste gréfico ala distribucion Normal de la variable e:





Se concluye que la variable independiente se ajusta a una distribución Normal estándar con media 0 y varianza 1, N(0,1).

Entonces, se puede realizar la generación de series, aunque el autocorrelograma puede indicar que no se necesita ningún modelo estocástico, porque xt es ya independiente.

Para ello se genera números aleatorios con distribución Normal con media cero y varianza 1, esto se puede realizar con cualquier programa estadístico. La longitud de serie anual que se genera en este ejemplo es 40 años.

En los siguientes cuadros se presenta los cálculos para generar dos series sintéticas, comparados con los valores históricos. Se obtuvieron mediante la siguiente ecuación
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Que conlos valores de los parémetros hallados tiene la siguiente forma
3 =88092.92 + 2258.79 X x;
5= 02043 Xxey + (1 0.2043) 47 x g,

Con & con N(o,1)




Tabla 43. Cálculos para generar la primera serie sintética
	t
	et
	xt
	yt generado
	yt histórico

	
	
	1.05197658
	
	

	1
	-0.3002
	-0.0790
	2202.1547
	2437.3440

	2
	-1.2777
	-1.2669
	1350.2788
	1767.0528

	3
	0.2443
	-0.0197
	2244.6519
	1693.2672

	4
	1.2765
	1.2455
	3151.9974
	1268.6976

	5
	1.1984
	1.4275
	3282.5269
	1774.1376

	6
	1.7331
	1.9882
	3684.6157
	1170.4608

	7
	-2.1836
	-1.7313
	1017.1972
	2554.5024

	8
	-0.2342
	-0.5830
	1840.7354
	2647.9008

	9
	1.0950
	0.9528
	2942.0965
	2049.9264

	10
	-1.0867
	-0.8691
	1635.5216
	2727.1296

	11
	-0.6902
	-0.8532
	1646.9290
	2997.3888

	12
	-1.6904
	-1.8291
	947.0922
	2566.8576

	13
	-1.8469
	-2.1816
	694.2650
	2351.3760

	14
	-0.9776
	-1.4027
	1252.8537
	1871.9424

	15
	-0.7735
	-1.0438
	1510.2699
	3065.9904

	16
	-2.1179
	-2.2865
	619.0652
	2771.7120

	17
	-0.5679
	-1.0231
	1525.1058
	2034.8064

	18
	-0.4040
	-0.6045
	1825.2548
	2665.2672

	19
	0.1349
	0.0085
	2264.8879
	2809.4688

	20
	-0.3655
	-0.3560
	2003.4594
	767.0592

	21
	-0.3270
	-0.3928
	1977.0779
	2906.8416

	22
	-0.3702
	-0.4427
	1941.3264
	3503.6928

	23
	1.3426
	1.2239
	3136.4778
	3980.5344

	24
	-0.0853
	0.1666
	2378.2354
	1762.9056

	25
	-0.1862
	-0.1482
	2152.5112
	2538.3456

	26
	-0.5132
	-0.5327
	1876.8040
	2460.8448

	27
	1.9722
	1.8218
	3565.2587
	1318.7232

	28
	0.8657
	1.2196
	3133.4152
	1292.6304

	29
	2.3757
	2.5747
	4105.2067
	1331.9424

	30
	-0.6549
	-0.1151
	2176.2699
	2164.4928

	31
	1.6615
	1.6029
	3408.2871
	2674.8576

	32
	-1.6124
	-1.2509
	1361.7222
	1654.5600

	33
	0.5389
	0.2720
	2453.8651
	1580.6880

	34
	0.9022
	0.9387
	2931.9914
	2897.5104

	35
	1.9189
	2.0702
	3743.4212
	1576.8000

	36
	-0.0845
	0.3402
	2502.7739
	2102.0256

	37
	-0.5238
	-0.4432
	1940.9308
	2036.2752

	38
	0.6751
	0.5703
	2667.8050
	3303.7632

	39
	-0.3813
	-0.2568
	2074.6628
	3013.2000

	40
	0.7576
	0.6892
	2753.0233
	


Tabla 44. Cálculos para generar la segunda serie sintética
	t
	et
	xt
	yt generado
	yt histórico

	
	
	1.05197658
	
	

	1
	0.1470
	0.3588
	2516.1032
	2437.3440

	2
	-0.2540
	-0.1753
	2133.0782
	1767.0528

	3
	0.3258
	0.2831
	2461.8097
	1693.2672

	4
	-0.5845
	-0.5144
	1889.9158
	1268.6976

	5
	-1.7092
	-1.7783
	983.5249
	1774.1376

	6
	1.3670
	0.9748
	2957.8729
	1170.4608

	7
	-0.3916
	-0.1842
	2126.6912
	2554.5024

	8
	0.8729
	0.8169
	2844.6063
	2647.9008

	9
	1.6765
	1.8081
	3555.4251
	2049.9264

	10
	-3.0460
	-2.6124
	385.3788
	2727.1296

	11
	0.5848
	0.0388
	2286.5950
	2997.3888

	12
	0.1191
	0.1245
	2348.0967
	2566.8576

	13
	1.1976
	1.1977
	3117.7376
	2351.3760

	14
	0.2602
	0.4994
	2616.9462
	1871.9424

	15
	-0.7842
	-0.6656
	1781.4660
	3065.9904

	16
	0.5245
	0.3774
	2529.4743
	2771.7120

	17
	1.1909
	1.2429
	3150.0831
	2034.8064

	18
	-1.2491
	-0.9689
	1563.9826
	2665.2672

	19
	0.2580
	0.0546
	2297.9554
	2809.4688

	20
	0.4732
	0.4744
	2598.9875
	767.0592

	21
	-1.5796
	-1.4494
	1219.4103
	2906.8416

	22
	0.3188
	0.0159
	2270.2244
	3503.6928

	23
	0.5813
	0.5723
	2669.1900
	3980.5344

	24
	1.3184
	1.4075
	3268.1347
	1762.9056

	25
	1.0000
	1.2664
	3166.9809
	2538.3456

	26
	-0.4329
	-0.1650
	2140.4705
	2460.8448

	27
	-1.1665
	-1.1756
	1415.7330
	1318.7232

	28
	-2.3237
	-2.5149
	455.3096
	1292.6304

	29
	1.5906
	1.0433
	3006.9544
	1331.9424

	30
	0.6565
	0.8558
	2872.5247
	2164.4928

	31
	0.9843
	1.1384
	3075.1752
	2674.8576

	32
	0.4573
	0.6803
	2746.6442
	1654.5600

	33
	0.0171
	0.1557
	2370.4652
	1580.6880

	34
	-0.3407
	-0.3017
	2042.4617
	2897.5104

	35
	-1.5849
	-1.6131
	1101.9567
	1576.8000

	36
	0.5461
	0.2050
	2405.8336
	2102.0256

	37
	0.0168
	0.0583
	2300.6214
	2036.2752

	38
	0.2843
	0.2902
	2466.8945
	3303.7632

	39
	-2.3271
	-2.2187
	667.6634
	3013.2000

	40
	0.0202
	-0.4335
	1947.9270
	


El primer valor de xt tomado para la generación fue el último valor obtenido en el cálculo de xt para determinar el coeficiente de autocorrelación de 1 retardo.

En los siguientes gráficos se compara la serie histórica con las dos series sintéticas obtenidas aplicando el modelo estocástico. Las series generadas o sintéticas son estadísticamente iguales a la serie histórica, puesto que el modelo estocástico se determinó a partir de los datos de volumen anual del río Ramis.
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Figura 21. Comparación de la serie histórica con la serie sintética 1
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Figura 22. Comparación de la serie histórica con la serie sintética 2
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