Légica Proposicional (LP)

Proposicién
» Enunciado del que puede afirmarse si es verdadero o falso

> Oracion declarativa

¢Cuales de las siguientes son proposiciones?

1) Pedro es alto.

2) Juan es estudiante.
3) Ayer llovié.

4) ¢;Quién es?

5) Esta mesa es azul.

6) 3 es impar.
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Légica Proposicional

Proposicion

Simple
* Mi perro es negro.

< Juan es estudiante

Compuesta

*Maria es arquitecta o Juan es musico.
+ Si ayer llovié entonces hoy sale el sol.

*+2*3=6y7noes par.
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Légica Proposicional

Definicién del Lengquaje de la Légica Proposicional

- Alfabeto
> Sintaxis: como definir formulas bien formadas
(formulas como cadenas de simbolos) - Lenguaje
»Semantica: coOmo interpretar esas formulas, es
decir como asignarles un valor de verdad - Valuaciones

(formulas como enunciados que pueden ser verdaderos o
falsos)
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Légica Proposicional: Sintaxis

Alfabeto (Aorop):
Acrop =Var E {@,U,U,® }E {(,)}

Simbolos auxiliares
Variables o simbolos
proposicionales

(a,b,c,..,p,q,..) Conectivos proposicionales:
@ negacioén
Uy
Uo

® si ... entonces
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Légica Proposicional: Sintaxis

Lenguaje de la LP — Conjunto de Férmulas de la LP (F,,):

F,, es el conjunto de cadenas de simbolos de A,gop, F,, | Apgop, que se
obtiene aplicando las siguientes reglas:

v Para toda variable p1 Var, entonces p | Fons Formulas
1 atémicas

es decirVar|l F,_,

vsiAl F.., entonces oAl F

m

Férmulas no
vsiA Bl F_,entonces (AUB),(AUB),(A® B)| F, atomicas
AMPUq)Ur) ((p® q)UBq) SON FORMULAS DE F,
YpUqUr ((p® )Udq) NO SON FORMULAS DE F,,
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Légica Proposicional: Sintaxis

Longitud de una Férmula A (long A):

v SiA=p,pl Var, entonces long(p) = 1
v Si A=0B, Bl F.., entonces long(A) = long(B) + 1

v SiA=B*C, con B, cl F.,y * es uno de los conectivos U, U, ® , entonces

long(A) = long(B) + long(C) + 1

Subférmulas de una Férmula A S_,}A)):
v 8{p)={p} sipl Var

v S{OA) = S(A) E {BA} siAl F

m

v S{(A*B))=S{A) E S{(B) E {(A*B)}siA, Bl F., Y *es uno de los
conectivos U, U,®
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Légica Proposicional: Sintaxis

Otra definicién de F,:

<form_log> ::= <form_log> ® <form_or> | <form_or>

<form_or> ::= <form_or> U <form_and> | <form_and>

<form_and> ::= <form_and> U <factor_log> | <factor_log>

<factor_log> ::= ( <form_log> ) | J<factor_log> | <var_prop>

<var_prop>:=al|bj|c]|..|z

Esta definicion tiene en cuenta precedencia de conectivos:

@,0,U,® (de mayor a menor)
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Légica Proposicional: Semantica

* Interpretacion de férmulas como enunciados a los que se puede asignar
solo uno de dos valores: Verdadero (1, V, T) 6 Falso (0, F, ")

* La interpretacion o valuacion de una formula se obtiene como sigue:

- se asigna un valor de verdad (1 6 0) a las variables proposicionales

- se interpretan las fomulas no atémicas teniendo en cuenta el significado
de los conectivos que contienen

Interpretacién de conectivos

(/] U] 0 1 « 0
0 1 0 0 1 0 1 0
1 0 1 1 1 1 0

U 0 1 ® 0 1

0 0 0 0 1 1

1 0 1 1 0 1
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Légica Proposicional: Semantica

Valuacién:
Es una funcién v: F, ® {0, 1} que cumple con las siguientes propiedades
paratodoA, Bl F

m

*V(ZA) = aVv(A)
+v(AUB)=v(A) Uv(B)
v(AUB) = v(A) U v(B)
-v(A® B)=Vv(A)® v(B)

Ejemplo:
DadalaformulaA=p Uq® @q vy lavaluaciénv(p)=1 y v(q)=1
V(A =v(pUq® 3q)
=v(pUQq)® v(dq)
= v(p) Uv(q) ® Bv(q)
=1 U1 ® 1 =1® 0=0
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Légica Proposicional: Semantica

Tablas de Verdad:

Permiten calcular todos los posibles valores de verdad de una férmula
considerando todas las valuaciones posibles.

Férmula ® secuencia finita de variables y conectivos:

» conociendo valor de verdad de las k variables de la formula se puede
construir la tabla de verdad

» Tamaiio de la tabla de verdad = 2k filas

Ejemplo: Paralaférmula A=pUq® Jq

Pp|la|pUq|@q| pUq® @q
olo| o 1 1
ol1| o | o 1
110] o 1 1
101 1 0 0
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Légica Proposicional: Semantica

Definiciones:

v Una tautologia es una féormula A que es verdadera bajo toda valuacion.

Es decir, A es tautologia si y sélo si para toda valuacién v, v(A) =1
En la tabla de verdad, todos los elementos de la columna correspondiente
a la formula son 1.

En simbolos |= A

v Una contradiccién es una formula A que es falsa bajo toda valuacion.

Es decir, A es contradiccion si y sélo si para toda valuacion v, v(A) = 0

v Una contingencia es una formula A que es no es ni tautologia ni
contradiccion.

v Una férmula A es una tautologia si y sélo si su negacion JA es una
contradiccion.
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Légica Proposicional: Semantica

Definiciones:

v Una valuacion v satisface una formula A si v(A) =1

v Una formula Ase dice satisfacible si existe alguna valuaciéon v que la
satisfaga, es decir para alguna valuacién v, v(A) = 1. En caso contrario,
A es insatisfacible (contradiccion).

v Una valuacién v satisface un conjunto de férmulas G i F,_, si v
satisface cada férmula de G, es decir v(A) = 1 para toda formula A1 G

v'Un conjunto de férmulas G son mutuamente satisfacibles, o
consistentes entre si, si existe al menos una valuacion v que satisface
cada formula de G, es decir v(A) = 1 para toda formulaAl G
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Légica Proposicional: Semantica

Equivalencia Légica:

Dos formulas A y B se dicen equivalentes, A ° B, si y sélo si para toda
valuacion v, v(A) = v(B)

° es una relacion de equivalencia en el conjunto de las formulas F,, es
decir cumple las propiedades:

* Reflexiva: A° A
» Simétrica: SiA° B entoncesB° A
* Transitiva: SiA° B yB° CentoncesA° C

Ejemplos:
+A® B °QAUB
+AUQZA° A® A
* A° ODA
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Légica Proposicional: Semantica

Equivalencia Légica: Lema

Sean A,B1 F,.Entonces A ° B siy sélo siv(A« B)=1 paratoda valuacién v.

Demostracién:

® ) Si A° Bentonces para cualquier valuacion v, v(A) = v(B).

Por lo tantov(A® B)=v(A)®v(A)=1 yv(B® A)=v(B)®Vv(B)=1
Entoncesv(A« B)=v(A® B)Uv(B® A)=1

- )Seav(A« B)=1.Esdecir,v(A® B)=1y v(B® A)=1
Supongamos que A°/ B, es decir existe v tal quev(A) ! v(B).
Se pueden dar dos casos:

v(A)=1y v(B)=0 entoncesv(A® B)=1® 0=0
v(A)=0y v(B)=1 entoncesv(B® A)=1® 0=0

En cualquier caso, se obtiene una contradiccion.

Por lo tanto v(A) = v(B) y entonces A° B
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Légica Proposicional: Semantica

Sustitucién:

Es unafunciéne: F, ® F_, que cumple con las siguientes propiedades para
todoA,Bl F_,
*e(DA) = Te(A)

+e(AUB)=e(A) Ue(B)
+e(AUB)=e(A) Ue(B)

ce(A® B)=e(A ® e(B)
Teorema:

Dadas A, Bl F..tal que A ° B, y dada la sustitucién e, entonces e(A) ° e(B)

Ejemplo:

Seap® q°@PpUq yseae(p)=aUb ye(g=alc
Aplicando e

aUb® aUc°@(aUb)UaUc

(se reemplaza cada ocurrencia de la variable)
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Légica Proposicional: Semantica

Definicién:

Sea A ° B y Xunaférmula donde A puede aparecer varias veces como
subféormula. Si se reemplaza en X la subférmula A por B (en todas o alguna
de sus ocurrencias) la férmula Y obtenida es equivalente a X.

Ejemplo:
SeaX=(p® q)® ((p® q)Up) vylaequivalenciap® q° @pUq

Reemplazando en X se obtiene laféormulaY = (@pUq)® ((p® q)Up)

Se puede verificar que X° Y

Sustitucién vs. Reemplazo

La sustitucion preserva la equivalencia entre las dos formulas porque se hace en toda
ocurrencia de la férmula sustituida (no requiere que la formula sustituida sea equivalente a la
sustituyente)

El reemplazo preserva la equivalencia porque la formula sustituyente es equivalente a
la sustituida (no requiere realizarse en toda ocurrencia de la formula sustituida)

Ciencias de la Computacion Il - Filminas de Clase —Mg. Virginia Mauco —Facultad Cs. Exactas - UNCPBA - 2009




