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Introducción
Pienso que las Progresiones Aritméticas causan en los estudiantes la grata impresión que causaron en mí cuando las estudié por primera vez. Las regularidades de tales sucesiones saltan a la vista, permitiendo alcanzar conclusiones rápidas y acertadas; por lo que se incrementa la atención durante las clases y se despierta un gran interés por redescubrir patrones convertibles en  reglas útiles para la resolución de ejercicios y problemas relacionados.

Los docentes orientamos el redescubrimiento de patrones y reglas comúnmente conocidas a través de las fuentes de consulta que están a nuestro alcance, pensando que en ellas se encuentra agotado todo lo relacionado con el tema. Al revisar los libros y páginas de internet, que se citan al final del trabajo, no se encontraron diferencias significativas en su tratamiento en un lapso de unos cuarenta (40) años. Sin embargo, al analizar las fuentes con detenimiento, encontramos que es posible  descubrir nuevos patrones  y profundizar en el conocimiento de las Progresiones Aritméticas; lo que significa mejoras y ampliación de los contenidos enseñables en Educación Media.
Con esa premisa procedí a estudiarlas bajo la óptica de las funciones, obteniendo logros como los que se  exponen en este artículo y que  forman parte de las conclusiones  referentes a operaciones de suma algebraica de términos en Progresiones Aritméticas. Fue necesaria la introducción de algunos conceptos tales como: colimador o semilla, seguidilla, longitud y grado de la suma, sumas balanceadas, etc.;  la fórmula general, o del término n-ésimo, es la clave de todo el estudio realizado; es lo que ha permitido ver más allá de lo que permite la fórmula tradicionalmente utilizada.

Al final se inserta un aparte relacionado a la resolución de problemas mediante el planteamiento de sistemas de ecuaciones simultáneas, por lo fácil que resulta si8 se siguen los pasos y procedimientos expuestos.

Espero que lo presentado en esta oportunidad sea de provecho a estudiantes y educadores en general.

Atte, 

Prof. Gustavo Yanes Yanes.
Los Teques, Venezuela, Marzo de 2.015.
Nociones preliminares.
Definición de Progresión Aritmética (PA).

Para efectos del presente trabajo utilizaremos la siguiente definición:
Se denomina Progresión Aritmética a toda sucesión numérica, cuya fórmula general, o del  término enésimo, sea de la forma  

[image: image1.png]ay =dn +ec.




Elementos de una Progresión Aritmética


En toda progresión aritmética diferenciaremos los siguientes elementos:

· Términos: son los elementos de la progresión aritmética denotados por una letra minúscula y un subíndice. Por ejemplo a1; a2; a3; etc.

· Fórmula general, o del término enésimo: ecuación de la forma an = dn + c, que define la progresión.

· Número de orden u ordinal: subíndice de cada uno de los términos; indica la secuencia, u orden, de éstos últimos. 
· Colimador, o semilla: número real, equivalente a la c de la fórmula del término enésimo. 
· Diferencia o razón: es la diferencia progresiva entre cualquier par de términos consecutivos de la progresión y equivale a la d  de la fórmula general.
[image: image2.png]Si d> 0 la progresién aritmética serd creciente y se tendrd que 4., > a,

Si d < 0 la progresién aritmética serd decrecientes y se tendrd que ., < d,,

Sid=0laprogresion aritmética seré constante y se tendra que a,.; =,





Una PA está bien determinada si se conocen a) la ecuación del término enésimo; b) un término y la diferencia; c) dos términos; d) un término y el colimador. Está claro que el conocimiento del término implica conocer su número de orden y su valor; si no se conoce alguno de estos datos se dirá que el término es desconocido.

Determinación de la fórmula general a partir de un término conocido y la diferencia. 

 Sea aj el término conocido y d la diferencia, también conocida.

[image: image3.png]El j-ésimo término de la progresion es: a=dj = ¢ por lo que ¢ = aj—dj. Luego, la

formula general, en funcién del término ayy la diferencia dseré:

an=dn + (aj-dj).




Ejemplo: el noveno término de una progresión aritmética de razón 3 es 28. Determinar la fórmula general.

[image: image4.png]an= dn + (g-dj) =3n+ [28 - (3)9] = 3n+1

Luego, laformula es: aa=3n+1

Particularmente, i j = 1 la formula serd:

a-dn+(a-d)=dn+ar-d=ai-m-1)d

Obteniéndose, asi, una de las formulas mas conocidas en las PA: an=a1+m -1) d.




Determinación de la fórmula general a partir de dos términos conocidos.


Sea el término aj y a partir de este construyamos los términos: 

[image: image5.png]a=a
a-1=aj=d=a+{{+1)-ld

aj+2= a1 +d = aj + [(j+1)-]d +d = a; + [(j+2)-1d
a3 = apa+ d =g+ [((+2)-j]d +d = @ + [(+3)-i)d

ax1 = a2+ d = a +[(k-2)-d +d = a+{(k-1)-j]d
ax=ag1 + d= a; + [(k-1)-)d +d = @ +(k-j)d




De donde se puede concluir que dos términos diferentes cualesquiera, ak y aj, están relacionados  mediante la ecuación





 ak  = aj + (k-j)d.



Debe tenerse cuidado al escribir la diferencia de los subíndices: el sustraendo es el subíndice del término que aparece en el segundo miembro de la ecuación. 
Podemos despejar d:

[image: image6.png]



y proceder según lo indicado anteriormente.
Ejemplo: determinar la fórmula general de la PA cuyo tercer término es 7 y el octavo es 47.

La diferencia es:     [image: image7.png]




Tomamos la diferencia calculada y cualquiera de los términos; por ejemplo a8:

[image: image8.png]an=dn + (aj—dj) = 8n + [47 - (8)8] = 8n+(47-64) =8n - 17 Si tomamos a:

an=dn + (a—dj) = 8n + [7 - (8)3] = 8n+(7-24) = 8n — 17

Lucgo, la formula buscada es: au=S8n— 17




Determinación de la fórmula general a partir de un término conocido y el colimador c.

En este caso sólo basta despejar la diferencia en la fórmula del término enésimo, de donde se obtiene:




[image: image9.png]



Y luego estructurar la fórmula conocidos la diferencia y el colimador.

Ejemplo: Determinar la fórmula general de la PA cuyo cuarto término es  47 y su colimador es 3.

 
Calculamos d.
[image: image10.png]La formula buscada es an=11n + 3




Sumas y restas combinadas de términos en una progresión aritmética
Definición:
Se denomina suma algebraica de  términos en  una PA, a las sumas y restas combinadas de los valores de los términos que intervienen en la operación.
Procedimientos para la suma algebraica de términos de una PA.


Se definen dos procedimientos para las sumas algebraicas:

· Por extensión: Cuando la suma se realiza previo cono-cimiento, o cálculo, de los valores de todos y cada uno de los términos intervinientes. Por razones obvias este procedimiento no será analizado en este trabajo.

· Por comprensión: Cuando la suma se realiza a través de una fórmula, o ecuación, que no requiere del conocimiento del valor de cada término. 
Suma por Repetición


Cuando se trate de la suma de un mismo término se dirá que la suma es de términos por repetición y se notará Ran a la suma de R veces el término an. El valor de la suma será el producto usual de R por el valor de an. A R se le denominará repetidor o coeficiente del término an y podrá ser cualquier valor real.
Ecuación de la suma algebraica a partir de la fórmula general.

Al observar la fórmula an = dn + c podemos deducir que la suma algebraica de términos de una progresión aritmética, a partir de la fórmula del término enésimo, se reduce a la suma algebraica de las diferencias y colimadores que corresponden a cada uno de los términos que intervienen en la operación, incluso si algunos de ellos se repiten o si sólo se toma una parte de ellos.
[image: image11.png]Supongamos que se desea realizar la siguiente suma aai +fa; - ya, donde o, By 7

son nfimeros reales y & j 3 7 son enteros positivos.

Luego aay + Ba;-vya, = a(dk+c)+ B(dj+c)—y(dr+c) =
= adk + ac+ Bdj+ Pc — ydr—yc= (ak+Bj— yr)d+ (k+j— r)c





Es fácil observar que existe un patrón utilizable para cualquier suma algebraica. La cantidad de veces que interviene la diferencia d en la suma total es igual a la suma algebraica de los productos de los repetidores en cada término por sus respectivos subíndices;  análogamente, la cantidad de veces que interviene el colimador c es igual a la suma algebraica de los repetidores de los términos intervinientes.

Definamos, para la suma algebraica de términos en una PA, los siguientes elementos
· Longitud (L)  que es igual a la suma algebraica de los repetidores de los términos intervinientes.

· Grado (G) que es igual a la suma algebraica de los productos de los repetidores de cada término por sus respectivos subíndices.

Utilizando para la suma de longitud L y grado G la notación SL, G podemos estructurar la siguiente ecuación:







SL, G = Gd + Lc

Ejemplo: 
[image: image12.png]En la PA definida por a, = 3n + 4, caleular la suma; @ + a; + a, + @y

Los datos son: d =3y c=4;

Calculamos L y G: L = 1+1+1+1= 4 y G=2+7+4+10 = 23

Luego @y +a; + @y + 30 = Sg

Aplicamos la ecuacién s, 55 = 23 (3) + 4(4) = 69+16 = 85.




Ejemplo:
[image: image13.png]EnlaPA de ecuacion ay=2n -1, caleular Sy —3a, —a; +Jay,

Los datosson:d=2y ¢

CalculamosLyG: L= 3-3-1+3=-3

(1)-3(4)- 1) +3(10) =

—14+4= -10

De donde a3 = 3a,— @y +2ag, = S350

Aplicamos laecuacion S_gyo = —10(2) — 3(—1) = —17




Observación: Puede darse el caso de que se anulen la longitud L; el grado G; o ambos.

Por lo que son válidas las ecuaciones:

[image: image14.png]Soe=Gd+0c=Gd
SLo=0d+Le=Lc
S00=0d+ 0c=0




Ecuación de la suma algebraica conocido un término y la diferencia.

Sea la PA de diferencia d y término conocido ar.

Teorema: La suma de términos una PA, de longitud L, grado G, con diferencia d y término conocido ar  es: 

[image: image15.png]



Demostración: de la ecuación del término enésimo se tiene ar = dr +c; sustituyendo en la ecuación anterior, aplicando la propiedad distributiva y operando conveniente-mente se tiene:
[image: image16.png]La,+ (6 —rL)d=L(dr+¢) + (6 —rL)d=Ldr+ Lc+ 6d —rld =

=6d +Lc=S,,. Lo quedemuestrael teorema.




Ejemplo: 
En una PA de razón 3, el primer término es 7. Calcular la suma:

[image: image17.png]@ +ay tagtay

Datos: a;=7;r=1; L =4y G=2+7+4+10 =23

Aplicando la formula S, ¢ = La, + (6 —rL)d sc tiene:

Si2 =4(7)+(23-4)3=28+57=85




Ejemplo: 
En una PA de razón 5, el cuarto término es 2. Calcular la suma:

[image: image18.png]2a,+3a; —as+ a,

Datos: @, =2 ;=4 L=5yG=2+0-5+4= 10

Luego aplicamos la ecuacién 5, ¢ = La, + (6 —rL)d:

Sg11 =5(2) +[10 - 4(5)]5 =10 — (10 — 20)5 = 10 — 50 = —40




Sumas Balanceadas
Definición: Se denominan sumas balanceadas de términos de una PA  a todas las sumas con la misma longitud e igual grado.

Teorema: La sumas balanceadas son equivalentes.

Demostración:
[image: image19.png]Sean 5,5y S, ¢ dos sumas balanceadas (de la misma longitud L y del mismo
grado G)

Sie=Lla,+(6-rL)d yS;=La,+(G—kL)d
Partiendo de la segunda ecuacion y expresando ax en funcion de ar:

Sio =La,+ (6 —kL)d = L[a, + (k—r)d]+ (6 —kL)d =
= La,+Lkd —Lrd +Gd —kLd = La, + Gd — Lrd=La, + (G — Lr)d =S,





Como las sumas dadas son dos sumas cualesquiera, queda demostrado el teorema.

Definición: La ecuación que expresa la igualdad entre dos sumas balanceadas se denomina: ecuación balanceada.

Obsérvese que una ecuación balanceada expresa una relación igualdad que se cumple en todas las progresiones aritméticas independientemente de su definición. 

[image: image20.png]En todas las progresiones aritméticas se cumple. por ejemplo:

ay + a; +ag = 3a; como también a; +a, +3a, = 4a5 +a,.




Lo anterior permite calcular rápidamente una suma cuando es posible expresarla como una suma por repetición de un término conocido.

Ejemplo: 
[image: image21.png]En una PA el tercer término es 7. Caleular @y + a; + g
LalongitudesL=1+1+1=3
Elgradoes G=1+2+6=9

Luego podemos escribirla ecuacién: a; + a; + @ = 3a; por cuanto ex-

presa la igualdad de dos sumas balanceadas.

Finalmente a, + a, + a; = 3a; = 3(7) = 21

Es importante destacar que en cualquier PA cuyo tercer término valga 7. se tiene
quea, + a, +ag = 3a; = 21; ya que, como se deduce del ejemplo anterior, la suma de
los términos no depende de la diferencia ni del colimador de la progresion.

En la tabla que sigue se presentan varias PA con diferencias distintas y término

comn @; = 7. Obsérvese que en todos los casos @y + @; +ag = 3a; = 21.

dot]a2]a3|ad]a5] a6 a1+a2+a6
1|s|e|7|8]|9]10 21
1ls 8|7 s[5 ]|a 21
aflals|7 ]| 21
1319 -6 | 7 | 20|33 | 46 21
sl 723]-8 21
05| 6|65 7[75]8[8s 21
144256 7 [84[98 112 21
7|afwa| 7] o7 21





Suma de términos consecutivos 

Definición: 
Denominaremos seguidilla a todo subconjunto  finito de términos consecutivos de una PA. 

Definición:
Al término de 
menor subíndice de una seguidilla lo llamaremos término menor y lo notaremos Tm; al de mayor subíndice lo denominaremos término mayor y se notará TM

Definición:
A la suma de todos los términos de una seguidilla se le denomina: suma de términos consecutivos en una PA.  

Deducción de la fórmula.

[image: image22.png]La suma de términos consecutivos desde Tm=g; hasta TM=ax se escribe:

La longitud de la suma de términos consecutivos desde aj hasta aes L = k1 y

también s la longitud de la seguidilla.

Sea G el grado de la suma de términos consceutivos desde aj hasta ax.




En función del término menor se tiene:




[image: image23.png]=La;+[6 — Lj]d






En función del término mayor se tiene:


[image: image24.png]=La, +[6— Lk]d






Sumando miembro a miembro:
[image: image25.png]=L(a; + @) +[26 -L(j + K)]d

Evaluemos el producto L(k + ). mediante el calculo del grado G de la suma.
que en nuestro caso equivale a sumar todos los subindices de los términos conse-
cutivos de la suma:

Enformadecreciente: G=k+ (k-I)+ (k-2) + )G )

En forma creciente: G =j + (j+1)+ (j+2) +. + (k2 (k1) + k





Donde cada uno de los segundos miembros tendrá L términos o sumandos 

Sumando miembro a miembro y término a término se tiene.

[image: image26.png](%K) * (#k)* (*k) donde j + k apa-

26=(j+k) + (7+k) = (+k) +...
rece L veces. Es decir 2G = L(j+k)

Luego:

x
zzu, =L(a; +a) + [26 —L(j + K)]d = L(a; + ) + [26 — 26]d = L(a, + @)

=
Por tltimo como L = kej+1 y despejando el simbolo de sumatoria:

k

Z (k j+ 1)(a +ay)






La fórmula anterior se puede deducir de otra manera:

Supongamos que deseamos calcular la suma de todos los términos de la seguidilla de 
[image: image27.png]Tm=a yTM=a




Sumando los términos equidistantes de los extremos, dos a dos,  a partir de los últimos mencionados se obtienen las siguientes sumas parciales:

[image: image28.png]aj+ ax
a1+ awi= (@ +d) + (@-d)=a+ a
a2 ae=(a22d) + (@-2d)=a+ a

(@+3d) = (@-3d) =+ ax

aps + aus=

La suma de los términos consecutivos puede expresarse asi:

(o et ot by ) ¢ (o oy F o £ tayy)
2





Como podrá observarse, los términos consecutivos a sumar están escritos entre cada par de paréntesis en el numerador; es decir aparece dos veces la suma original. Sólo que los términos entre aj y ak están ordenados en sentido creciente en los primeros paréntesis y en sentido decreciente en los segundos. 

Si sumamos los términos en el numerador dos a dos tomando uno de cada paréntesis y asociándolos en forma análoga a la descrita anteriormente, tendremos:

[image: image29.png](@ + @) + (@01 + Gimn) + (@eatioa) + + @y + s joi)
2

Que cquivale a:

(a;+a) + (a;+ @) + (g 4a )+ -+ (a4 a)
2

La cantidad de veces que aparece @ + a;, como sumando cs igual a la cantidad

de términes en la seguidilla; esto es k —j + 1 veces; como k=j tenemos:

9y

Si el término menor de la seguidilla es el primero de la PA, la formula de la suma

suele escribirse de la manera.siguiente:

(as+anin
2

se utiliza S, en vez del simbolo de sumatoriapara indicar la suma de n términos

consecutivos a partir del primero.




Ejemplo: En una PA el octavo término es 20 y el vigésimo término es 84. Determinar la suma de todos los términos desde el octavo hasta el vigésimo, ambos inclusive.
[image: image30.png]Los datos son: as = 20; a2 =84; j =8 y k=20. Luego:

_(agtax)(20-8+1) _ (84+20)(13) _1352 _

71
2 2 2 676





Suma de términos consecutivos a paso fijo
Definición: Diremos que los términos de una progresión aritmética son consecutivos a paso fijo si ordenados en forma creciente respecto a los subíndices, a partir del término menor, el subíndice de cualquier otro término es igual al subíndice del término anterior más un número entero p > 1. El paso p, se indica con su valor.

[image: image31.png]Ejemplo: @y + @y, + g4 + @y + @3+ @z cs una suma de términos consecutivos

conpasop=2.

Ejemplo: a;5 + @y + Gy + Q3¢ + a3 +a5p s una suma de términos consecutivos

conpasop=7.

En general @+ ajs, + Gyagy + Gyazp + oo Fa(uopy €5 la suma de n tér-

minos consecutivos a partir de a; y con paso p.

De lo anterior se desprende que sumar n términos consecutivos con paso p en una
PA de diferencia d, equivale a sumar los términos de una seguidilla de longitudn en una

PA con diferencia pd y con término menor igual al de la suma dada.




Sumas a paso fijo con indicación la cantidad de sumandos.


La ecuación para sumar n términos consecutivos con paso p a partir de [image: image32.png]


 se deduce de la fórmula de la suma antes estudiada.

[image: image33.png]El término mayora tiene subindice j+n-1; luego ax = apai= a+ (n-Dpd y la

longitud de la suma seré n.

Luego:

@ +a)n _[a+a,+(n—1Dpdln _[2a,+ (n=Dpd]n
Z s (i-flp = 2 = =

2 2
7

Si la suma comienza en el primer término se escribira

[2a, + (n— Dpd]n
S = 3




Ejemplo: En una PA de diferencia 3 cuyo noveno término es 17, calcular la suma de:

A) Seis términos consecutivos, con paso 2, a partir del noveno término.

B) Ocho términos consecutivos, con paso 3, a partir del décimo segundo término.



A)  Aplicando la fórmula:


[image: image34.png]14
Z Qs (i-9)3 = ant6-v@ss_ (34+30)3 = (64)3 = 192

2





A partir del término a9,  los términos de la PA son: 17, 20, 23, 26, 29, 32, 35, 38, 41, 44, 47, 50, 53, 56, 59 , 62, 65, 68, 71, 74, 77, 80, 83, 86, 89  ……  Los subrayados son los seis términos a sumar.          



B) Calculamos el décimo segundo término:

[image: image35.png]ap=as+(12-9)d=17+3(3)=17+9=26

Aplicando la formula:

< [2(26) + (8 - 1)(3)3]8
z Q-2 = 5

5 = (52+63)4 = (115)4 = 460

=12




En este caso, los términos a sumar son: 26, 35, 44, 53, 62, 71, 80 y 89.
Suma de términos, a paso fijo, en una seguidilla dada

Sean los términos consecutivos entre aj y ak k > j. Se pide sumar desde el término menor todos los términos posibles con paso p.


Se utiliza fórmula anterior;  pero debe determinarse con anterioridad la longitud de la suma, que en la ecuación corresponde a la n. Para ello basta tomar la parte entera del cociente de la división de la longitud de la seguidilla (k-j+1) entre el paso p.


La ecuación para determinar n es:


[image: image36.png]



Ejemplo: 
[image: image37.png]Sumartodos los términos consecutivos posibles de unaPA, conpaso 5, entre a7 =12y

ax0 =118, incluyendo el término menor.

Caleulamos la diferencia d = 222=%2 = 112-12 _ 20

Caleulamosn = [2Z2] = [£] = 6

Aplicamos la formula:

1 106

a2 +6-no)Fs 106
zﬂve(x—vh f

6(12) + 3(25)* =
_72(33) +75(106) _ 2376 +7950 _ 10326 _ 3442 _
B - 33 T3 1

=

33
=312,9090 ...




Suma de términos consecutivos con signos alternos
Cuando los términos menor y mayor están afectados por el mismo signo.

[image: image38.png]Sean - api+ ap2— ai -arr+ap=

Y atapi- gt ans- +a-ar=





Dos sumas algebraicas de términos sucesivos de una PA, con signos alternos que comienzan y terminan con el mismo signo.

En estas condiciones las sumas tienen longitud  L = ±1 dependiendo si  comienzan y terminan con signo positivo o con signo negativo.

Separamos el primer sumando y asociamos el resto por pares consecutivos. Cada par tendrá longitud nula y grado G = ±1 dependiendo del signo que preceda los términos menor y mayor de  la suma original. La cantidad de pares que pueden formarse es (k-j)/2, siendo este un número entero positivo debido a que, por las condiciones de la suma k y j, son enteros positivos de la misma paridad. Para calcular el grado de la suma basta agregar el del primer término. Luego, el valor absoluto grado de la suma:

[image: image39.png]s k= 2j+k-, k+j k+j
161 =j+ L =22 =2 portoque 6 = %7 en funcion

del signo que precede al término mayor TM.

A estaaltura se puede aplicar la ecuacion:

Spc= Gd+Lc




Ejemplo: 
[image: image40.png]Enuna PA definida por au = 2n = 3 calcular la suma algebraica desde aso hasta aton.

sabiendo que los signos se alternan comenzando con negativo.

Como los subindices de los términos extremos tienen la misma paridad. ambos
estén precedidos del mismo signo (). Por lo que podemos aplicar el procedi-

‘miento recién explicado.

Determinamos: L =-1
G =-(50+100)2 =-75
Aplicamos la ecuacion:

S_yoss = —75(2) —1(3) =150 — 3 = —153




El resultado anterior puede comprobarse de la siguiente forma:
Sumamos los términos con subíndices pares, que resultan ser [(100-50)/2] +1 = 26 términos y se resta de la suma de los (100-50)/2 = 25 términos con subíndices impares.

Previamente debemos calcular los primeros y últimos términos con subíndices pares e impares, respectivamente. 
[image: image41.png]Es decir: as, azoo; ast y ass.

asp=2(50) + 3 = 103; azo0= 2(100) + 3 =203

asr=aso+2 = 105; ags = azo0- 2= 201.

Realizamos las sumas y resta indicadas antes:

(105420125 _ (103+203)26
2

=3825- 3978 = —153




Ejemplo: En una PA a22 = 10 y a42 = 60. Determinar la suma de todos los términos entre  a22  y a42 si se sabe que los signos se alternan, comenzando positivo.

En este caso debemos determinar también la diferencia d y el colimador c.

Aplicando las ecuaciones correspondientes:

[image: image42.png]ap—a; 60-10_50 S

12-22 20 20 2
c=a,=ay +(0-22)d =10+ (-22)5=10-55=—45

L=1
G=(22+42)2=642=32.

s =32d +¢ =32(2)45216(5)45 =50~ 45 =35




Cuando los términos menor y mayor están afectados por signos diferentes.

[image: image43.png]Sean aj— a1+ ar2-ap3t +arl-ai=

Y atapi- gt ans- -apr+ap=





Dos sumas algebraicas de términos sucesivos con signos alternos que comienzan y terminan con diferente signo.

En estas condiciones las sumas tienen longitud  L = 0 independientemente si  comienzan con signo positivo o con signo negativo.

Sólo basta calcular el grado G para aplicar la ecuación correspondiente.

[image: image44.png]



Obsérvese que si asociamos los términos desde aj hasta ak-1 tendremos unas sumas y restas combinadas del caso anterior el valor absoluto del grado G es:





[image: image45.png]



Y el signo es el mismo del término menor de la suma original. Para calcular el grado de ésta última, sólo falta sumar el grado del término mayor.

Si la suma termina con signo negativo tendremos que su grado G es:

 
[image: image46.png]



Si por lo contrario, termina con signo positivo, el grado G es: 

[image: image47.png]k+j-1 2k—k—j+1 (k+1)—j
LS bt jt1_(kt1)—j
> > >




Como se puede observar, estas dos ecuaciones dan resultados opuestos. El signo que corresponde a cada grado es el mismo del término mayor, puesto que k>j. Por otra parte, las paridades de los subíndices de los términos extremos son diferentes. Lo que nos permite escribir:

[image: image48.png]



Donde el signo es el mismo que precede al término mayor TM.

Calculado el grado, sólo queda aplicar la fórmula mencionada.

Ejemplo: En la PA definida por  an = 3n -5. Calcular la suma algebraica de los términos consecutivos entre el cuarto y el vigesimoquinto, afectados por signos alternos, con el primer término positivo.

En este caso j = 4; k=25 y d=3. Como el primer término es positivo, el último será negativo.

Luego: [image: image49.png]



Por último:


[image: image50.png]



Ejemplo: En una PA definida por  an = -2n -4. Calcular la suma  de los términos consecutivos entre el séptimo y el vigésimo, afectados por signos alternos, con el primer término negativo.


Los datos son: j = 7, k = 20 y d = -2 con el primer término negativo.

Luego: [image: image51.png]



Luego:

[image: image52.png]



Ejemplo: En una PA el segundo término es 12  y el decimoséptimo -54. Calcular la suma de los términos consecutivos entre los dados, afectados por signos alternos, con el primer término negativo.

Los datos son: a2 = 12; a17 = -54, j = 2 y k = 17.

Calculamos la diferencia:


[image: image53.png]ay; —a, —54—12 —66 22
17— 1c 1c 3




Calculamos G.

[image: image54.png]



Finalmente:

[image: image55.png]



Resolución de problemas mediante el planteamiento de sistemas de ecuaciones

En este apartado veremos cómo se determina la ecuación del término enésimo a partir de otras dos dadas. Este procedimiento es importante, ya que basta conocer la ecuación o fórmula del término enésimo, an = dn + c, para resolver cualquier problema de progresiones aritméticas.


Se trata de convertir las dos ecuaciones dadas en un sistema de ecuaciones lineales donde las incógnitas sean la diferencia y el colimador. Nos basaremos en la ecuación de la suma Sl,G = Gd + Lc. Con unos ejemplos se explicará el procedimiento.

Ejemplo: Determinar la ecuación del término enésimo de una PA donde se cumple: 

a2+a10= 19 y a6 +a13= -4.

En la primera ecuación tenemos: L = 1+1 = 2 y G = 1(2) +1(10) = 2+10 = 12

De donde a2+a10 es de la forma  S2,12.  Luego, se puede sustituir por  12d+2c = 19


En la segunda ecuación tenemos: L = 1 +1 = 2 y G=1(6) + 1(13) = 6 +13 =  19.


Lo que permite sustituirla por 19d + 2c = -4,

Ahora  construimos el sistema:

[image: image56.png]12d +2c =19
19d +2¢c = —4

Cuyasoluciénesd =

=292
ye=295

Finalmente, la ceuacién del término enésimo es @, = n(=32) + 292




Comprobamos que los resultados satisfacen las ecuaciones originales:


Calculamos el valor de cada uno de los términos intervinientes:

[image: image57.png]3
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Comprobamos en las ccuaciones originales:

9 9 9 9
az+nw=22§+(—3—)=22—3+ vt

1
ag+ag :92+(_13





Verificándose las ecuaciones dadas.

Ejemplo: En una PA se tiene: 2a5- 3a1 = 1 y a2+7a3 = -17. Calcular a15 y 4a2 – 5a6+3a1

Determinamos L y G para cada ecuación:


En la primera: L=2-3 = -1 y G = 2(5)-3(1) = 10 – 3 = 7


En la segunda: L= 1 + 7 = 8 y G = 1(2) + 7(3) = 2 + 21 =  23.

Construimos el sistema con las incógnitas d y c. Aplicando la ecuación de la suma

[image: image58.png]Sic= Gd+Le.

7d-c=1
23d +8c=-17

Despejamos ¢ en la primera ecuacién, ¢ = 7d -1, y sustituimos en la segunda:
23d +8(7d — 1) = —17 Luego:

23d + 56d = —17 + 8 De donde:

79d=-9 yd= -

Calculamos ¢ mediante la ecuaciénc=7d-1






Nos aseguramos de que los resultados satisfagan las ecuaciones originales:

[image: image59.png]wem s 2fe(-3) 18- 5[(-3

90 2 126+Z7+3+189
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8—9=-17

Como se verifican las ccuaciones originales pasamos al calculo de ais:

gz
=

a,s=15(——) 12=-2-1-8=

Para calcular 4 - 506+301 se puede aplicarla ccuacién de la suma directamente:
L=4-5+3=2yG=4(2)-5(6)+ 3(1)=8-30+3=-19. Luego:

om (-2 ea(2)-

s,





Que resulta ser un procedimiento más fácil que el utilizado para verificar las ecuaciones dadas.  Veámoslo:
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