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Prólogo

Las Magnitudes Trigonométricas, cuándo se estudian referidas a circunferencias de radio igual a  la unidad, se aprende que están  todas están relacionadas a Triángulos Rectángulos, cuyos lados son el Seno y el Coseno del Angulo, junto a un tercer lado que es la unidad:
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En esta obra, entre otras cosas, se estudia la posición geométrica de los Senos y los Cosenos del ángulo mitad, que están posicionados en Circunferencias de Radio “R=1”, además en este texto, se han generalizado los cálculos para Circunferencias de Radio “R”.

También se ofrecen resultados para que, partiendo de las coordenadas de un ángulo dado, se deduzcan las coordenadas del ángulo obtenido de multiplicar el ángulo inicial, “n” veces, mediante un cálculo iterativo.

La teoría contenida en este texto, es adecuada para aprovechar la rapidez de cálculo de los ordenadores, ya que estos tienen la capacidad agilizar los cálculos que se exponen. De todas formas, también se proponen métodos para simplificar  los cálculos, utilizando las propiedades de las simetrías que se dan en la circunferencia.

Utilizando estos conceptos,  se  plantea  el cálculo de   vértices de polígonos regulares.
Espero que  este artículo les sea de utilidad

Daniel Revilla Sánchez
 Cálculo del lado desigual

[image: image2.jpg]



Comenzaremos calculando el lado desigual (distancia “ds”), que define la amplitud del triángulo isósceles (tumbado en esta figura):

[image: image3.jpg]



Para lo cual realizamos la siguiente construcción:

[image: image4.jpg]



Nota: Si hacemos R=1, entonces y=Sen (AAA y  x=Cos (AAA, pero trabajaremos con el caso general, dónde los lados iguales del triángulo isósceles miden “R”

Tumbando el triángulo de la derecha, de la figura anterior tenemos:

[image: image5.jpg]ds gﬁf-(R—x)
o

ds




Como el ángulo AAA es igual en las dos figuras anteriores, por semejanza de triángulos, podemos establecer la siguiente regla de tres:

[image: image6.png]Primer Segundo
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Con lo que obtenemos:
[image: image7.png]2-(R—-x)
ds ===




[image: image8.png]ds?=2-(R?—x-R)




[image: image9.png]ds=v2-JR?—xR




[image: image10.png]ds =v2-R-\1-x/R




De esta forma hemos obtenido el lado “ds” desigual, en función de “R” y “x”

 Ecuación Vectorial de la circunferencia

Si consideramos todos los triángulos Isósceles de radio “R = Constante” tumbados, con uno de los lados “R” en la horizontal, el vértice “P” que está fuera de la horizontal,  describe una circunferencia de radio “R”, y si “R” es variable, cada punto “P” de dicha circunferencia pertenecerá al plano Euclídeo

[image: image11.jpg]



Partiendo de una de las expresiones anteriores, podemos obtener “x” en función de “R” y de “ds”:

[image: image12.png]ds*=2-(R*—x-R)




[image: image13.png]= =R?-x'R
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[image: image15.png]ds?
x=R-3  EcuaciénVectorialdela Circunferencia




Si consideramos a “R” como constante, la distancia “ds”, puede considerarse como un vector, que junto con el vector “R1 que pasa por en centro de la circunferencia, determinan cada punto “P” de la misma, (la suma de los vectores “R1” y “ds”, dan como resultado el vector “R2”)

[image: image16.jpg]



La última ecuación, es la Ecuación Vectorial de la Circunferencia, dónde si se fija “R” a un valor constante, y se mantiene “ds” como variable obtendremos todas las coordenadas “x” de la circunferencia, siempre que “ds” sea: “ds ≤ 2•R”

Además, en cualquier momento encontraremos la coordenada +/- “y”, haciendo:
[image: image17.png]



Coordenadas del ángulo doble y del ángulo mitad (Extensión del Teorema de Pitágoras)
Partimos de la siguiente situación:

[image: image18.jpg]



Si nos fijamos en la zona delimitada por “O”, y por los tres puntos “P”, vemos que la proyección sobre la horizontal del punto “P3” junto con “O”, delimitan la cota “x”, y la distancia del punto “O”, a “P1”, delimita la cota “R”. Si desplazamos paralelamente la recta    “O - P1”, por la recta “O - P3”, obtenemos la distancia del punto “P3”, al punto O’, que       mide “R”

Luego la distancia desde “O” al punto “T”, mide “x+R” o “R+x”.

Trazando perpendiculares desde el punto “P2” perteneciente a la circunferencia de la figura anterior, a las rectas “O - P1” y “O - P3”, obtenemos la siguiente construcción:

[image: image19.jpg]



Si extraemos el triángulo “O” “P2” “t”, tenemos un triángulo de amplitud angular de “[image: image20.bmp]”:

[image: image21.jpg];% =3
t




Donde “x05” e “y05”, son las coordenadas del punto “P2”, que pertenecen al ángulo mitad. Si hacemos una simetría respecto a la mitad de "[image: image22.bmp]/2”, tenemos:

[image: image23.jpg]



Si hacemos ahora una simetría respecto a la recta “O - t”:

[image: image24.jpg]



Tenemos:

[image: image25.jpg]Xos t




Haciendo una simetría respecto a la recta “P1 - P3”:

[image: image26.jpg]Xos t




Obtenemos la siguiente figura:

[image: image27.jpg]



Vemos que obtenemos la misma figura de la que hemos partido, situando en este caso las coordenadas del ángulo medio “x05” e  “y05”:

[image: image28.jpg]



Si tomamos la mitad de la figura, tendremos un triángulo limitado por la recta O - O’ y si proyectamos el punto O’ sobre la recta “O - P1”, obtenemos el punto “n”:

[image: image29.jpg]



Aplicando el teorema de Pitágoras Tenemos:

[image: image30.png]



Sustituyendo los valores de la ecuación anterior, tenemos el teorema de Pitágoras extendido:

[image: image31.png](2-x05)*=(R+x)*+y*




[image: image32.png]4-x05% = (R+x)* +y*




[image: image33.png]



Como:

[image: image34.png]



Entonces:
[image: image35.png]x*+R*+2-x-R+ R





Vemos que   [image: image37.png]


 , entonces:
[image: image38.png]o5 Y2 RZ+2:xR 2R +xR_VR?+x-R
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Luego:

[image: image39.png]X05 =

VR*+x'R




Si hacemos “R=1”, “x05” representará el Coseno del ángulo mitad, Siempre que “x”, sea el Coseno del ángulo inicial
En la formula anterior, podemos obtener “x” en función de la Coordenada “x05”:
[image: image40.png]X05 =

VR*+x'R




[image: image41.png]



[image: image42.png]2-x052 =R*+x-R




[image: image43.png]x -R =2 -x05% — R?




[image: image44.png]_2-x05% —R?




Si hacemos “R=1”, “x” representará el Coseno del ángulo, Siempre que “x05” represente al Coseno del ángulo mitad

Recordemos una figura anterior:

[image: image45.jpg]



Tomando la mitad de la figura:

[image: image46.jpg]



Sabiendo que la distáncia entre “s” y “P1” es “R-x”, si aplicamos el teorema de Pitágoras, al triángulo “P1”, “P3” y “s”, podemos escribir:
[image: image47.png]



Sustituyendo valores, tenemos:

[image: image48.png](2-y05)*





[image: image49.png]



Como   [image: image51.png]


 , entonces:

[image: image52.png]“R*—2-x-R





[image: image53.png]y0s?
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[image: image54.png]y0s?
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[image: image55.png]



Si hacemos “R=1”, tendremos que “y05” es el seno del ángulo mitad, siempre que “x” sea el coseno del ángulo total

Tomando una de las fórmulas anteriores, podemos poner “x” en función de “y05”:

[image: image56.png]“R*—2-x-R





[image: image57.png]2:x*R=2-R*—4-y05°




[image: image58.png]2-R*—4-y05°
2R




[image: image59.png]R?—2-y05°




Proceso de giro y vértices de polígonos

Este es un proceso iterativo para conseguir las coordenadas del ángulo doble, triple, etc.

Para el número de lados N = 0:

[image: image60.jpg]



[image: image61.png]



[image: image62.png]



[image: image63.png]



Con un lado, N = 1:

[image: image64.jpg]
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[image: image66.png]



[image: image67.png]



Con dos lados, N = 2:

[image: image68.jpg]



Definimos como bisagra al punto “M1” que se utilizará para duplicar por simetría al punto “0”, con lo que obtendremos el punto “2”. El punto “M1” se ha obtenido como intersección de las rectas “O”, “1” y su perpendicular “0”,”2”

Para Obtener las coordenadas del punto “M1”, hacemos la siguiente semejanza de triángulos:

[image: image69.jpg]



Como los dos ángulos son iguales, podemos establecer la siguiente regla de tres:


Triángulo Izquierdo

Triángulo derecho


R            =================>   x1


 x1           =================>   xm1
Luego:

[image: image70.png]



Es decir:

[image: image71.png]



Para las Coordenadas en y:
[image: image72.png]Tridngulo Izquierdo Triangulo derecho
R =————————————————> ]

y1 ——————— yml




Luego:

[image: image73.png]ym=y1-




Encontramos el punto “2”, haciendo simetría del punto”0”, respecto a “M1”:
[image: image74.jpg]AY2
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En el eje x:

[image: image75.png]



Sabiendo que  [image: image77.png]



Entonces:

[image: image78.png]x2 = xml—x0+ xm1




[image: image79.png]x2 =2-xml—x0




Anteriormente vimos que  [image: image81.png]


, luego:

[image: image82.png]



Y como sabemos que:
[image: image83.png]



Tenemos que:

[image: image84.png]



Con lo que hemos obtenido la coordenada en “x” del segundo vértice, respecto a la del primero
En el eje y:

[image: image85.png]Ay2 = ym1—y0




También sabemos que:

[image: image87.png]y2 =yml+ Ay2



  y como  [image: image89.png]



[image: image91.png]y2 =yml+yml-0



  , luego  [image: image93.png]y2 =2-yml




Y como hemos visto anteriormente, [image: image95.png]ym1

x2

y1-=



  , entonces:
[image: image97.png]y2
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2-y1-%



  Con lo que hemos obtenido la coordenada en “y” del segundo vértice, respecto a la del primero

Con tres lados, N = 3

[image: image98.jpg]



Definimos como bisagra al punto “M2” que se utilizará para duplicar por simetría al punto “1”, con lo que obtendremos el punto “3”. El punto “M2” se ha obtenido como intersección de las rectas “O - 2” y su perpendicular “1 - 3”
Para Obtener las coordenadas del punto “M2”, hacemos la siguiente semejanza de triángulos:

[image: image99.jpg]



Como los dos ángulos son iguales, podemos establecer la siguiente regla de tres:

[image: image100.png]Trigngulo Izquierdo Trigingulo derecho

R =—=> x1

x2

=>  xm2




Luego:

[image: image101.png]



Hemos visto anteriormente que para “N=2”:
[image: image102.png]



Sustituyendo en “xm2”:

[image: image103.png]



[image: image104.png]_2x1® x1-R?
R?  R?




[image: image105.png]g L AR
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[image: image106.png]



Con lo que hemos obtenido el punto “bisagra”, en “x”

Calculamos de igual forma el punto “bisagra” en “y”, según la figura anterior:

[image: image107.png]Tridngulo Izquierdo Tridngulo derecho

R

=—> x1

y2 —=>  ym2




Luego:

[image: image108.png]ym2

322




Hemos visto que para “N = 2”:
[image: image109.png]



Luego sustituyendo encontramos la Coordenada “y”, del punto “bisagra” “M2”:
[image: image110.png]_2
_2oyta
R-xlz
=




Usando como bisagra el punto “M2” podemos encontrar las coordenadas del punto “3”, como simétrico del punto “1”:
[image: image111.jpg]



En el eje “x”:

[image: image112.png]



Sabiendo que  [image: image114.png]


 , Entonces:

[image: image116.png]x3 = xm2 — x1+ xm2



 , es decir, [image: image118.png]x3=2-xm2—x1




Y como sabemos que:

[image: image119.png]



Tenemos:

[image: image120.png]



Operando queda:

[image: image121.png]



En el eje “y”:

[image: image122.png]y3 =ym2 + Ay3




Sabiendo que  [image: image124.png]Ay3 =ym2 -yl



 , entonces:

[image: image126.png]y3 =ym2+ym2—yl



 , es decir  [image: image128.png]y3 =2-ym2-yl




Y como sabemos que:

[image: image129.png]_2
_2oyta
R-xlz
=




Tenemos que:

[image: image130.png]ie it
yi-x
RZ &




Si recopilamos los resultados y las operaciones realizadas hasta el momento, tenemos:

Para [image: image132.png]


 :

[image: image134.png]


 ;  [image: image136.png]


 Punto Cero

Para  [image: image138.png]



[image: image140.png]x1



 ;  [image: image142.png]


  ;  Punto 1

Para  [image: image144.png]


  :

Necesitamos una bisagra, que obtenemos haciendo:
[image: image145.png]



[image: image146.png]ym=y1-




El giro lo hacemos mediante:
[image: image147.png]x2 =2-xml—x0




[image: image148.png]y2 =2-yml—y0




Operando obtenemos el punto 2:
[image: image149.png]_zxr





[image: image150.png]_2y1-x1




Para  [image: image152.png]


 , la bisagra es:

[image: image153.png]



[image: image154.png]ym2
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Operando tenemos:

[image: image155.png]_2x
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[image: image156.png]_2
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El giro lo hacemos mediante:
[image: image157.png]x3=2-xm2—x1




[image: image158.png]y3 =2-ym2-yl




Operando tenemos:

[image: image159.png]4-x1°-2-x1-R* x1-R* 4-x1°-3-x1-R?
3= 7 = o
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Para N = 4 la bisagra es:

[image: image161.png]



[image: image162.png]ym3

y3- 2




Operando tenemos:

[image: image163.png]em3 = 22 -3 B
x1*
—3-x
= 1% -R*




[image: image164.png]4-
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El giro lo hacemos mediante:

[image: image165.png]x4 =2-xm3 —x2




[image: image166.png]y4 =2 ym3—y2




Operando tenemos:

[image: image167.png]8-x1*—6-x1%-R* 2-x17 8-x1*—-6-x1%-R*—2-x17-R*+ R*
4= = - tR= =
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Llegados a este punto podemos generalizar el cálculo para cualquier ángulo de forma iterativa, con el fin de estandarizar la solución, para ello, de los cálculos que hemos realizado, deducimos las operaciones típicas del problema, que son las siguientes:

Bisagra:
[image: image172.png]m(n=1) =x(n—1) -3




[image: image173.png]ymin =1 =y -1 3




Giro:

[image: image174.png]x(n) =2-xmn—1) —x(n-2)




[image: image175.png]y(n) =2-ym(n—1)-y(n-2)




Nota: No es posible hallar el término “n” sin iteración, ya que tiene una estructura anidada, y el resultado de simplificar, es un polinomio que aumenta con el número “n” de vértices.
Si el número de lados del polígono (o de vértices) es par, y es divisible entre 2 (media circunferencia) ó 4 (90º) ó  8 (45º), sólo tendremos que hallar la mitad, la cuarta o la octava parte, con el método explicado y hallar el resto de coordenadas por simetría.
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En el ejemplo de la figura anterior, se ha comenzado por x1=R·Cos (22.5), e y1=R·Sen (22.5), y sólo se han calculado dos lados
En el caso de que el número de  lados del polígono, sea impar, haremos una simetría de media circunferencia con los resultados obtenidos:

[image: image177.jpg]



En este ejemplo, se ha comenzado por x1=R·Cos (72) e y1=Sen (72), y solo se han calculado dos lados
Multiplicador y Divisor de Ángulos

Podemos utilizar los resultados del punto anterior para multiplicar ángulos:
[image: image178.jpg]



Por ejemplo, conociendo “x1” e “y1”, podemos calcular “x3” e “y3”:

[image: image179.png]



[image: image180.png]ie it
yi-x
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También podemos dividir ángulos, despejando de las expresiones anteriores, el ángulo correspondiente al punto 1. Como ejemplo, conociendo “x3” e “y3”, podemos obtener “x1” e “y1”. Operando en las expresiones anteriores:

[image: image181.png]4-x1°—3-x1-R?
e




[image: image182.png]R?-x3=4-x1%-3-x1-R?




[image: image183.png]4-(x1)°-3-R*-(x1)—R*-x3=0




De esta forma, podemos obtener la coordenada de “x1”, resolviendo esta ecuación de tercer grado, de igual forma, para “y1”, conocido “x1” e “y3:
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[image: image185.png]R*
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[image: image187.png]P e
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De esta forma hemos obtenido las coordenadas de la tercera parte del ángulo inicial
Cálculo de la apotema (distancia “B”)
La distancia “B” de un polígono regular coincide con su apotema, veamos cómo se calcula

[image: image188.jpg]



Según la figura anterior, la apotema (distancia “B”), coincide con la coordenada “x05” del ángulo mitad, Luego:
[image: image189.png]2
B =x05=




Nota: El área del triángulo tumbado, puede calcularse de dos formas diferentes:
[image: image190.png]



Simplificando, obtenemos:
[image: image191.png]R-yl=ds'B




[image: image192.png]RN
ds





O:
[image: image193.png]



Relación entre la apotema “B”, y la distancia “ds”
Partiendo de la definición de la distancia “ds”, y despejando “x”, tenemos:
[image: image194.png]



[image: image195.png]



[image: image196.png]



[image: image197.png]



[image: image198.png]



[image: image199.png]2-R?—ds?
2R




Así, hemos obtenido x en función de “ds”

Despejando “x” en la fórmula de la apotema “B”, tenemos:
[image: image200.png]



[image: image201.png]



[image: image202.png]2-B2=R*+x-R




Sustituyendo la “x” en función de “ds” en ésta última fórmula:

[image: image203.png]2. 52 = 2 4 2R 247
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[image: image205.png]4-B%
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[image: image206.png]52
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[image: image207.png]



Con lo que hemos conseguido expresar la apotema “B”, en función de “ds”.

Despejando “ds” en la formula anterior:
[image: image208.png]



[image: image209.png]2-B=+/4-R?— ds?




[image: image210.png]4-B%
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[image: image211.png]ds?
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[image: image212.png]/4-R*—4-B?
RZ—4-B?





[image: image213.png]ds

-JRZ=B?




De esta forma se ha obtenido “ds” en función de la apotema “B”
Autor:

Daniel Revilla Sánchez
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