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Introducción a la matemática para  ingeniería de ejecución
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Introducción
En el curso de muchos años de experiencia en la formación de Ingenieros en la Universidad hemos podido formarnos una meridiana idea de las bondades y las carencias de los postulantes que por ello su rendimiento no es todo lo esperado,  al punto que en el último tiempo se ha visto incrementando motivo por el cual nos hemos propuesto una instancia remedial  mediante  un proceso de homologación que conlleve una revisión o consolidación de conocimientos básicos para una mejor inserción en el programa regular del primer nivel de matemática. Junto a ello hemos pretendido dar una visión más fundamentada de los conceptos, amén de insistir en las habilidades operacionales más requeridas. No obstante ello se verá un tratamiento a veces algo superficial para profundizar en el curso normal de los estudios. Todo ello perdería su propósito si no contamos con la voluntad, la dedicación y el esfuerzo para iniciar un efectivo proceso de auto-estudio y auto-evaluación por parte del estudiante.
Marco teórico
TEMA Nº 1.- LENGUAJE Y NOMENCLATURAS.
La matemática se sirve, para su difusión, de un lenguaje o vocabulario y de una serie de símbolos o nomenclaturas a fin de universalizar sus proposiciones además de dar mayor coherencia y claridad a sus elaboraciones. Este aporte le corresponde a la Lógica y la Teoría de conjuntos,
Para que podamos hablar este lenguaje común, en lo que nos corresponde, incorporamos aquí  los elementos más básicos requeridos y su uso.

Conjuntos y sus operaciones: 
El conjunto entendido como un concepto primitivo denotado por letras mayúsculas: [image: image1.wmf]Z
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.  La pertenencia de éstos a un conjunto y la inclusión de un conjunto en otro se denotan por:
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 Se lee “ a pertenece al conjunto A”
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 Se lee “a no pertenece al conjunto A”
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 Se lee “A es un subconjunto de B o está contenido en el conjunto B”
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 Se lee “A es un subconjunto o igual al conjunto B”
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 Se lee “El conjunto A no es parte del   conjunto B”.

Un conjunto se puede expresar por extensión, es decir enumerando todos sus elementos o bien por comprensión, señalando las características comunes de todos sus elementos mediante un clasificador:
[image: image8.png]A=la.b,e.d.e... | Porexension

A=lxeRxes per | Por comprension
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Las operaciones principales entre conjuntos son: Unién e Interseccién:

AUB=xjeAvxeB |

Se lee "es el conjunto de todos los elementos x que pertenecen a A o pertenecen a B°

ANB=lxxeAnxeB |

Se lee *Es el conjunto de los elementas que pertenecen a Ay pertenecen a B°

También requerimos del Complemento de un conjunto o sea el de aquellos elementos del conjunto
universal que no pertenecen al conjunto:

C(A)=reUled}

La Diferencia entre dos conjuntos Ay B esta dada por

A-B

xprednxeB |





Las sentencias o proposiciones en matemática son enunciados que admiten un valor de verdad, es decir pueden ser verdaderas o falsas: Ejemplo: 
P = “Dos  naturales consecutivos no pueden ser ambos par”

Q = “Todo número divisible por 3 y por 4 lo es por 12”

Para expresar o conectar sentencias o proposiciones necesitamos además de ciertos símbolos o conectores que nos entrega la lógica simbólica.
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Además se tienen los llamados cuantificadores:                                      

[image: image10.wmf]"

  “para todo”
[image: image11.wmf]$

  “existe al menos uno”
[image: image12.wmf]!

$

  “ existe un único”

Las siguientes “sentencias” o “proposiciones” las vemos en símbolos:

1.- “Para todos los alumnos del curso , existen menores o igual a 20 años”

[image: image13.png]YaeC=3a<20
2. "El curso esta formado por los de edad entre 18y 21 afios”
YasC=10<a <21

3-"Toda ndmera natural muliplicado por dos es par”

Yre N=2c=par




Ejercicios:
Defina el conjunto y escriba en símbolos  

1 “Si un natural es divisible por 2 y por 6 entonces lo es  por 12”.
2 “Todo número divisible por 3 y por 4 lo es por 12”
3 “ Si la suma de dos números es par  entonces uno es el 2”
.
Lea la sentencia:
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Para cerrar este tema debemos advertir que en el programa formal de la asignatura Matemáticas Generales y de Cálculo Aplicado se tendrá una mayor información al respecto, razón por la que aquí se da una visión simplificada a fin de ponernos todos en un mismo nivel de informaciones.
TEMA Nº 2.- 
Caracterización de los números reales (R)
El conjunto de los números reales, protagonista principal y casi único de nuestro quehacer matemático requiere ser identificado con cierta claridad y precisión en aras del rigor que debe acompañar todo nuestro quehacer, del mismo modo son necesarias las caracterizaciones de los otros sistemas numéricos que forman parte de los reales.

Los Reales conforman lo que se llama una Estructura Algebraica, es decir un conjunto de Axiomas y operaciones  que le dan el carácter de un Cuerpo-Ordenado y Completo. Se verá que en el enunciado de estos axiomas faltan muchas propiedades de los reales que son conocidas y con las que hemos convivido desde nuestros primeros años de estudio, y es que todas ellas se derivan de estos enunciados y eso es lo grandioso de esta caracterización.
R es un Cuerpo: Es decir que admite dos operaciones llamadas suma y producto entre reales y que satisfacen los siguientes Axiomas
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Como se decía, de estos axiomas  surgen otras propiedades de los reales que son objeto de demostraciones, que denominamos Teoremas y que no son sino aquellas que hemos estado asumiendo en nuestro quehacer cotidiano.
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Las demostraciones son tema para más adelante, por ahora baste saber que son consecuencias de los Axiomas.
R es Ordenado: Se admite axiomáticamente que  existe un sub-conjunto de R denominado de números positivos señalado  por  [image: image17.wmf]+
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 que cumplen los Axiomas de 
Orden:
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Se definen los conceptos que le dan sentido al carácter de ordenado de R: Con los símbolos:
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Aqui, como es de supaner, también surgen atras proposiciones
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Con los axiomas y estas propiedades se pueden resolver ahora problemas de desigualdades y de inecuaciones que serán temas de nuestra preocupación posterior.
[image: image24.png]" = = RM- +
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Estos elementas nos permiten ademas trazar un gréfico de representacian de los reales en un e o recta
orientada en que cada real es un punta en la recta y cada punto de Ia recta un real Asi ala izquierda del 0

estan los reales de R ya su derechalos de R*, de modo que si a <b ;b se ubica ala derecha de a

R a 0 b R

>

Ademas debemos sefialar que existen atros conjuntos numéricos dentro de R y que estén caracterizados
por.

1. N el conjunto de los naturales; 1,2,34,55,7...... caracterizadas por el hecho que : @) 1€N; b) Si
neN = n+1N( n+1 es lamado sucesor de n, 1 es el unico que no es sucesor de ninguno)

2. Z el conjunto de los enteros conformado por los naturales el cern y sus negativos: ......-3-2-
10123

x
3. Qel conjunto de los Racionales, son de lafarma  conx ey enteros, e y no nulo
y

Asi se tendré que: | N CZ C QC R Donde R— Q=1 es el conjunto de los Irracionales. Ademas

existe ofro conjunto y que confiene a 10s reales y que son Los Complejos, en él esta, por ejempla, las
saluciones de la ecuacian

2 +1=0





R es Completo: Esto es, que cumplen el denominado Axioma  del  Supremo:
Previo algunas precisiones: Se dice
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Ejemplos:
1. Determinar cotas, Supremo  e Ínfimo del conjunto:
[image: image26.png]s={xeRx=1+Linen

Solucion:

Intuitivamente se observa que: 1<% <2 Juego todo nimero menor ue 1 es una cota inferiar y la mayor de
ellas es el 1 y es el infimo, y todo valor mayor que 2 es cota superior | la menor de ellas es 2 es el
Supremo




2. Determinar Supremo e Ínfimo de:
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Una simple intuician y dando valores an, nos indica que Sup § = 113y el Inf $ =-1/2.
Para que el estudiante reflexione cuidadosamente se incluyen algunas prapiedades
derivadas de este Axioma del Supremo

Solucion:

1 ¥x,y€R*=3n<N>xn > y-Propiedad Arquimediana
2 Yne N=3reR>xzn

. 1
3 3-Vie R =IneNsx>>

n




Aquí terminamos una presentación medianamente formal de los conjuntos numéricos y sus propiedades, lo que se verá complementada en el desarrollo normal de los temas del primer curso de matemáticas superiores.

El objetivo de esta primera parte se verá cumplido cuando el estudiante use adecuadamente este lenguaje y nomenclaturas en su decir y hacer matemático y verá como esta disciplina puede ser llevada a todo su quehacer aún el más doméstico.
TEMA Nº 3. 
Ideas básicas de trigonometría
RAZONES TRIGONOMÉTRICAS:

Definición:

En el triángulo rectángulo ABC; se definen:
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También se definen: 
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Aún más, se pueden lograr relaciones de cada una de estas razones gracias a un simple expediente gráfico con ayuda del teorema de Pitágoras.
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En cada gráfico buscamos la razón trigonométrica según la definición:
[image: image31.png]



De este modo se puede construir en una tabla todas la relaciones o “identidades fundamentales” de las razones entre sí.
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3)  Del gráfico
[image: image34.png]



Lo que podemos resumir en el siguiente cuadro
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Identidades trigonométricas:

Son relaciones de igualdad válidas para todo valor del ángulo, cuya verificación se logra con las identidades fundamentales y algunos recursos algebraicos

Ejemplo:

Verificar las identidades elementales
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ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS
Son relaciones de igualdad validas para ciertos valores del ángulo, valores que buscamos encontrar, pero ello demanda una mayor profundización en el tema veremos algunos ejemplos muy elementales.
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OTRAS IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Otras  identidades  que son de uso frecuente son:
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De aquí se puede obtener las siguientes nuevas identidades
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como esto último es verdadero lo anterior lo es si argumentamos en reversa  es decir a partir de esto último y   ( lo normal seria partir de este punto y construir lo que sigue en el proceso pero ello es más laborioso).  De igual modo se verifica las otras identidades.

Ejercicios
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Estas identidades son de gran utilidad para estudios posteriores.
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7.- Comprobar las identidades:
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Algunos Problemas 
1) Un poste colocado a 100 mts. de un punto de observación, el observador ve su cúspide bajo un ángulo de 30º.  Hallar la altura del poste.

Solución.: 
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2) En la orilla de un canal hay dos  personas a 50 mts.  una de la otras; en la otra orilla y en un lugar intermedio un observador ve a uno en un ángulo de 30º y al otro en uno de 45º ¿Cuál es el ancho del canal?
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Los otros resultados se logran del mismo modo (rotando los vértices)

3) Pruebe el llamado “teorema del seno”
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Observación

Al término de esta visión muy elemental del tema solo nos corresponde esperar que el alumno a partir de ello pueda insertarse exitosamente en los contenidos del programa regular de la signatura

TEMA Nº 4.
Geometría analítica (Conceptos básicos)
En esta parte del programa, contamos con que el estudiante en, algunos casos, ya tiene algún manejo de ciertos conceptos básicos de la Geometría Analítica obtenidos en la enseñanza media. Sin embargo aquí daremos una breve información para homologar y ponernos a un nivel común. No se trata de contenido completo de un curso de este tema sino más bién una somera información.
4.1.- Plano Euclidiano

El plano Euclidiano ó plano geométrico está conformado por puntos P, los que son representados mediante un sistema Cartesiano de ejes por pares ordenados de reales (x,y)  ,estableciéndose una correspondencia biunívoca entre los puntos del plano y el conjunto de los pares ordenados .Así el punto señalado por P se asocia al par (x,y) donde  “x”  es la abscisa del punto e  “y”  la ordenada de él , como lo muestra la fig. 
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4.2.- Distancia entre dos puntos.
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distancia d(P; ) se define como la hipotenusa de dicho trigngulo
Como: d(@;R)=|x, - x,|: d(P;R)=|y, - | v de acuerdo al Tearema de Pitagaras

R
AP.Q=d*(PR+ANQR) = dE,0)= o, 1) + G- 1)?





Propiedades:

[image: image48.png]dP.Q)2 0

dF;)=0 = P

[
©

d(F;Q)=d(Q:F)

d(F;Q)+d(Q;R) = d(P:R) Esto se puede verificar en Ia fig




4.3 .- División de un trazo en razón dada.

[image: image49.png]SiP es un punto del trazo BB = BP= AP con P=(x.) B=(x.7) B =(5.7)

n+An o ntAs
14 14

x=x=Axp=x)  yon=Ay-y) = x=

Luego siA=1 el punta P dimidia al trazo B2




Ejemplo:
[image: image50.png]1.- Los puntos extremos de un segmenta o trazo sor B (24) y B (8.~4) Hallar el punto Plxy) que divide
enla razon -2

Solucion:

_ny
144

1+ 4

2- Los extremos de un segmento son los puntos: B = (74) B = (~L—); el punto P= (L-2) Io divide

enla razon A determinar su valor
Solucion.

7+ AL
R
1+ 4

A=3

3- Los puntos medias de los lados de un trignguio son: (25) , (4.2) y (1,1) Hallar las coordenadas de
los vértices

Solucion
Sean A(a.a,) By Clarey) o vertces,
entonces by b‘tc‘:z b’tcz e |

Planteanda y resolviendo estos sencilos sistemas se tiene

@=3b=5c=-1 a,=-2b,=6 ¢, =4 luego los vértices son :A(3-2) B(5F) C(-14)




4.4 .-La Recta. 

La  entendemos como un Lugar Geométrico, o sea una colección de puntos sujetos a una ley determinada , expresada  en sus componentes. Así:

Recta por dos puntos:P y Q
[image: image51.png][

-
Pl y Q0n ) = L= {(w)‘ (y—m:“—y‘;(x—xz )}

Enla figura: m= 227N e lamala pendiente de la recta y corresponde a la (@) de modo que
Xz =N
la ecuacion toma la forma:
y=ratmle —x)
Que corresponde a la recta por el punto O(x,.y,) v con pendiente 7 .Sila escribimos como

y=mx+ (y, —mxy), o

y=mx+b,




Decimos que tiene la forma estándar; siendo [image: image52.wmf]b

el punto en que corta al eje “y” ó coeficiente de posición y ello se ve cuando hacemos x=0.
[image: image53.png]Si los puntos fueran: P(@.0) y Q(0,b) , Ia recta tomaria la llamada forma de segmentos:





lo que se consigue haciendo las sustituciones correspondientes en la primera ecuación y que corresponde a los segmentos que ella determina en los ejes coordenados como se ve en la fig:
[image: image54.png]b

Por lo tanto toda recta tiene la forma General:
Av+ By+C=0,

0 sea una refacion de primer grado en x e y. Despejando y

A C

x-—=m
B B




Ejemplos:
[image: image55.png]1. Dada la recta: 5x +dy = 8. Encontrar : a) pendiente ;b)interseccion con los ejes c) verificar si el punto
(3-2) esta en ella o) encontrar la ordenada para que (-1y) sea de la recta

Solucién;

Zx+2,luego m=—
4 4

8
9] En Sx+4y =8 hacemos :x=0=y=21; y=0=x=

o EnSx+dy=353+44-(- ,luego no contiene al punto

13
O EnSi(D)rdy=8=y=

2. Encantrar la ecuacion de la recta con pendiente m =

Solucién;

x+b=l=Zd4bob=

3 3

ol

En y=mitb=y

3. Determinar la pendiente de la recta que pasa par. 2

Solucion ;

—3-5

Como m=22"0 -
P 1+2

wiw




Rectas paralelas y rectas  perpendiculares.

Entendamos que las rectas son paralelas cuando tienen igual pendiente,  es decir hacen igual ángulo con el eje x; y serán perpendiculares si el producto de las pendientes es  -1.Lo primero se aprecia claramente en la figura y la perpendicularidad se comprueba teniendo que:[image: image56.wmf]
[image: image57.png]L+ CorgBCotger _ 7

x x
atl=g="=p-a= Cog(f-a)=
1= F e )= e~ Corgp 2

1+ Cotgf Cotgar =014 - =05 TgfTgar=-1

Tg8Tza




Luego teniendo las rectas: 

[image: image58.png]L Ax+By+C=0 y L, Ax+By+C,=0 conpendentes

Al Az
my===ty m,=-"2 Porlotanto el paralelismo se expresa
5 B

par. my=m, oseaAB, = A4,B yla perpendicularidad

por mymy=-1 osea A4 +B B, =0





Finalmente el punto de concurrencia de las rectas no paralelas se determina resolviendo el sistema:

[image: image59.png]Ax+By=-C

At By =-Cyn





Ejemplo:

Determinar el punto de concurrencia de las rectas:

[image: image60.png]3r-5y=81-2c+5y=-1

Solucién;





4.5 
La circunferencia:
La entendemos como el Lugar Geométrico de los puntos P(x,y) del plano cuya distancia a otro fijo C(a,b),llamado centro ,es la constante R, llamada el radio de ella. La figura que acompaña ahorra más detalles.

[image: image61.png]De la definicion dada y el teorema de Pitagoras se deduce su expresian analitica:
(x-aP+(-b’=R ()

Donde (a,0) es su centray R el radio Juego si el centro es (0,0) tomara la forma

¥

Desarrallanda Ia expresian analtica vemos que es de la forma

22 +y?+ Dot Ey+ F=0 (o)




Sin embargo no toda expresión de esa naturaleza puede representar una circunferencia, pues para que ello ocurra debe poder cumplir con lo demandado al completar los cuadrados de binomio:
[image: image62.png]D, £, D' E D+ E*-4F
(x+7)2+(y+7)2:7+—7F:+7:R2

D E
Ia condicion sera que - D? + B —4F >0.de mada que (-5~ es sucentay ﬂ/DZ +E2—4F el

radio.




Para identificar la circunferencia necesitamos conocer 3 incógnitas, veamos los Ejemplos:

1. Hallar la circunferencia centro en  el origen y contiene al punto P(1,-4).
Solución:

[image: image63.png]Sera de laforma (b) Juego 1 +-(4)° = B* = R=17 -.x® + y? =17 esla ecuacion
N

s

4





2. Hallar la circunferencia centro en (3,0) y contiene al origen.

Solución.:
[image: image64.png]2y (0-3)+(0.-0)

Enla forma a) (x—3)* +(y - 0)?
v la ecuacian seré:

(x-3+y*=0




3. Encontrar la circunferencia tangente a los ejes y centro en (-3,3).
Solución.:

[image: image65.png]Enlafarmaa) (x+3)2 +(y —3)® = B al sertangente a los gjes:

(x+3)2+(y-3)? =9 es la solucitn buscada.

R=3Juego




4. Determinar la circunferencia que pase por los 3 puntos (0,6);(4,-2);(9,3).

Solución.:

[image: image66.png]La forma c) nos genera el sistema
36+6E+F=0

16+4+4D-2E+F =0
B1+9+9D+3E+F=0

Cuya solucion es - D=~8, E =6, F =0 yla ecuacion sera x> + y ~8x -6y =0




5. Encontrar radio y centro de la circunferencia :
[image: image67.png]ryiogy+T

Solucion.;

Debermos dar | forma a ) para ello completamas el cuadrado de binomio

Pr(y-4r=0





6. Señalar radio y centro de :
[image: image68.png]24y +24x-10y =0,
Solucién.:

Para llegar a la forma b) completamos los cuadrados de binomio: (x—12)% + (y +3)% =144+25 o
(x-12)% + (y+5)* =13




Debemos reiterar que nuestro propósito no es hacer un desarrollo acabado de estos temas, sino mas bien definir un piso mínimo para que el inicio de los estudios tenga una base común.
              MATEMATICA GENERAL

TEMA Nº 5.
Elementos de álgebra clásica
 INTRODUCCION

Luego de conocer los fundamentos y consecuencias de los reales, nos disponemos a efectuar una revisión de ideas en torno a la operatoria con tales elementos; ello con el propósito de observar con una óptica diferente, fundamentada y lógica, aquella operatoria que nos debió parecer arbitraria o inexplicable; el beneficio de esta revisión es evidente.

Junto a esto está también la oportunidad de ejercitar un espíritu crítico que esperamos haber fomentado en los capítulos anteriores.

Este  último tema tendrá una connotación y estructura diferentes, por lo que se ha dicho; estará constituido básicamente por listados de ejercicios operatorios de los temas de Algebra de los Reales más relevantes de la Enseñanza Media.

Tiene por lo tanto también un carácter evaluativo que el alumno podrá autoaplicarse una vez concluida la etapa de análisis de conceptos y revisión de técnicas operatorias.  Sin embargo se incluyen, en algunos casos, el fundamento de algunas reglas operatorias para que el alumno observe con igual sentido todos los algoritmos operacionales del texto.

5.1 Expresiones Algebraicas:

Definición:

Se llama Expresión Algebraica, a aquella constituida por las operaciones de suma y producto y otras entre factores numéricos y literales, estos últimos representativos de valores reales arbitrarios.
Ejemplos:
[image: image69.png]



5.2 Valor numérico de una expresión algebraica:
Se consigue sustituyendo en cada factor literal los valores numéricos asignados.

Ejemplo:

Determinar valor numérico de las siguientes expresiones.
[image: image70.png]a)  3abc-Za : Sia=2h=1;c=

) ABa?b7 4 4‘a+b‘ ; Sia=2b=1

ab? —a’b

Jla+bie

Solucion.:

+labe) Sia=2hb=1c=

a)  3a?bc-2a=3.4.1.3-2.2=32/

3ab34a+b 341+—l+

i,
LU S I S T
C+13 4 3f3 4




Ejercicios:

Determine el valor numérico para:
[image: image71.png]B2 - Bx + 5
X2 -y R
X+y) (x=y) -3+

Z(e

b ip-a ip-blip-c

Si
Si
Si

Siz=10; x=27; y=3

Si a=35; b=28; c=31

1
p==la+brel




5.3 Reducción de Términos Semejantes

En una expresión algebraica, son términos semejantes aquellos que tienen los mismos factores literales y los mismos exponentes aunque el factor numérico sea diferente:

Ejemplo:
[image: image72.png]; %azb CNZlabf

1 w# 5 -035 v




Reducir términos semejantes es agrupar en un solo los términos semejantes entre si efectuando las operaciones algebraicas que se señalen.

Ejemplos:
Reducir términos semejantes:
[image: image73.png]a) -Bacht - 7ab4-3a°ht + 122309 - 1380k
b) 242 -7h + 120 - 11a - 3b + 11c - 5a + b + 6
2 4
9 Fa-3b+02as0db-ath
Solucién:
2) -5 b - T@b - 38 b+ 1247 B - 137D
-8+ L2 =
-16¢°b*
b) 24a - 1la-6a-7h-3b+08b + 12+ 1c + Bc =
8 - b+ 28/
1 1
9 Jatga-a-gbebeb

BlE wiv

a—a-lbab =

a+=b

e

Sl




Observación:

Esta reducción recoge la propiedad asociativa de los reales

Ejercicios:

Reducir términos semejantes:
[image: image74.png]7

am - Tm + 5m - 7m + 3n - 8p - 50 + 8p
X8 + 8+ Tx -3

F P P PP E R P E P )
2 3 3 2 6 2 4

120y - ey + B? - Ry + By + B -y - B2

1
075 - 08y + Ty + 1

1
8-a-63% -57a -
3





5.4 Resolución de Paréntesis

Los paréntesis se usan para agrupar o asociar expresiones y cuya resolución se rige por las propiedades de distributividad en los reales o asociatividad de estos:

Ejemplos:

Resolver paréntesis en:
[image: image75.png]a) fa + (-2 +c) -4c
b) Tx - (3 +8) + (Bx + §)
) 3 (2a - b) + [Bxa—(xb-xa]

Solucién:
@) fa+(M-2a+c)-dc=5a+30-2 +c-do
=33+ 3b-3c
b) Tx - (B + )+ (Bx+B) = Tx-3x-9+B+8
=10x-1
©) 3 (2a-b) + (@ - xb +xa) = Bxa - B+ Ixa - xb + xa = 10ax—4 b





Observaciones:
Recuérdese las siguientes propiedades de los reales:

-  (a  +  b)  =  - a  -  b

-  (a  -   b)  =  - a  +  b

-  (-a  -  b)  =    a  +  b

Ejercicios:

Resolver paréntesis y reducir términos semejantes:
[image: image76.png]@-b+o)-(a+b-c)+(a+n+o)
m - [~ @+ n) - (m-n)] + (m-n)

(@ - 4c) - [Ba-b) - (e - 6a)]

(a - 2) - [Ba =)= (20 30)]

2a -2+ 3x-3a-(a=b)|-(a-b) ]
a- [2b-{3x-3a—(a-2b}+(a-b)]

S b-@-b)- =[-b-a])




5.5. Suma de Expresiones Algebraicas

       La suma de expresiones algebraicas se hace entre términos semejantes; empleando las propiedades asociativas, conmutativas y distributiva que caracteriza a los reales: 

Ejemplo:
[image: image77.png]SiA=3C-4x+8 ; B=2¢-8x+4 ; C=6 +dx +x2

Caloular
@) A+B

b) A +2B-C

) (A+B)+ (24-38) - 6C

Solucién:
a) A+ B = (B - 4x+ B) + (22 - Bx + 4)
=3+ B - dx - Bx+ B+ 4
=52 10+ 12 4
b) A+ 2B - C =3B - A+ B) £ ABE - Bx + 4) - (B + dx + 2)

=B + 4 -2 - 12- 12 - dx + 24 48 + B
=12@ -2+ 3 f

©) (A+B)+(JA-3B)-BC=A-24+B-38-6C
=-A-28-6C

S (B - dx + B) - 220 - B+ 4) - BB+ dx + ) =
SBE +dx - B- 4@+ 12 -8+ 36 - Mx - B2 =
S - h@ - B2+ 4k + 1X-24x - B- 8 + 36 =
S13E - B 420 A




Ejercicios:

1. Sumar las expresiones:

Si:

A  =  5a  +  6b  -  7

B  =  3a  -  4b  +  2

C  =  -4a  +  3b  -  4

1) A  +  (B  -  C)

2) –A  -  (B – 2C)

3) 2A  +  3B  -  (2C  +  4A)

2. Calcule

[image: image78.png]) Delasumade Bxy -8¢ + 15 con -7@ + Bxy - 10 réstese
52 + By -20

3
b) Sume <+ ]xz —3xy

1
¢ coneldoble de -

©) Aldoblede 3@ - 12x + B aumentado en 11, réstese un medio de la suma entre (@ + 4x + 2) y

(22 + Bx + 4)

d)  El Semi-perimetro de un rectangulo es 3x + 2y + 7, yel ancho s,
x -3y + 2 sCudles el largo?




5.6 Producto de expresiones Algebraicas:
a) Producto de Monomios

Para ello se emplean las propiedades del producto de reales y se multiplican los coeficientes numéricos entre sí y los coeficientes literales homólogos.

Ejemplo:
 Multiplicar
[image: image79.png]Solucién:

a) 3a? Lo 3 st @ x-xt
272 2
=@
W) (Bah) [l 2 b’] [, l] - ‘,g‘[lj [,lja.az beb?
1 2 )2
s@e oy
) me . be.ocxza-b.ocooowm.ox

= abe st




Ejercicios:

Multiplicar los monomios
[image: image80.png]3

1
e
14

=3a2)- = 2a%1
3
[waj (C2b- 4a)
2
14a2 bex - (-Bab® x)
Tab?c?. 0212202 c?
p.d . pg
q pz qz
5a@ k3 - 3a® b? . Tab

ava-b

ab - e~fabe




b)
Producto entre polinomios:                      
Su ejecución contempla la propiedad distributiva del producto respecto a la suma y las otras propiedades o axiomas del cuerpo  (.

Ejemplo:
[image: image81.png]a)  (sab- 33) - 2R
) 3(2e - Bak?) - (#b%)
0 (x-B)(x+4)

Solucién:
@) (5ab - 33) 2@ W2 = 108K - 6 FWR A
b) 302 - 6 atR) (0% = (B - 18 ab?) (3 b%)
=B - 1820
0 (-B) (x+4) = X (x+4) -6 (x+4)
=2¢ + 8- Bx- M
=2¢+ -4




Ejercicios:
Multiplicar y reducir términos semejantes.
[image: image82.png])

Zegsen

i
¢
(x+4) (x-3) (x + 1)

By - By + A2+ BEZ - DY) (2 - X2 y?)

(
(- ¥) 0@+ xy +y2) (€ - )

627 b+ 8ab? + 47 1P - [7 %ab]

(x - B) (x + 6)

D~ B) ¢ 43+ 4) - T 1)+ Bx + 3 (x+ 1)

¢

X + 2y) (x * ) (x + 2)




Observación:

Hay ciertos productos usuales, que es necesario conocer su desarrollo.

[image: image83.png]1. Cuadrado de Binomio
(a+h)(a+h)=(a+hR=a+2ah+ b2
(@a-b) (a-h) =(a-bp =a -2ab + b2

2. Cuho de Binomio
(a+b)(a+h)(a+b)
(a-h)(a-h)(a-h

+ b = a8 +3a2b +3a02 + b
SBF =@ - 3ah + 3ab - BB

3. Producta de binomios que sdlo difieren de un signo
(@+h)(a-b)=a-m@
(a-b)(a+h)=a-t2

4. Binomio con un término comn
(x+a)(x+b)=x2+(ath)+ab

5. Cuadrado de Palinomio

(@+h+c. p=a@+b2+c2 .+ 2ab+ac+he+

6. Sumade Cubos
(@ + %) = (a+b) (@-ab+ 1?)
(@ -6 = (a-b) (@ +ab+1?)




Ejercicios:


Resolver los productos notables siguientes:
[image: image84.png]5w

sas=z=2

(2a + b2R
[ba—2(b -ab)

2 - B) (X + 9)
- xy) X+ )

S8 (x-4) (- 3)
@+ 32+ b+ 2GR




5.7
Factorización de Expresiones Algebraicas

Se trata de restituir a un producto, una expresión algebraica desarrollada como una aplicación de la propiedad distributiva.

Ejemplo:

Factorizar las expresiones siguientes:
[image: image85.png]@ (2ax - 3

b) 3@ - Zax
) 2abRctd - Babdct + B b2t R
@ -2

& B¢ - 16

D ¢-x-6

Solucién:

a Zax - 3 = x (2 - 3)

)
) 3¢ - Zax = a x(3x - 2)
) 2a°b2chd - Babdc? + Ba?bZctd? = 2ab?c? (acd - 3b2 + dacd?)
)
)

d X2k 1= (x- 1R
e B2 - 16 = (3 - 4) (3 + 4)
f) X ox-B=(x-3) x+2)




Observación:

Un problema de factorización frecuente es el caso de un trimonio cuadrático.

[image: image86.png]@@+ hx + ¢

Recuérdese el producto

(x+a) (x+b)=x@+(a+h)x+ab

es decir, en el trinomio

X+ s+ py

" representa la suma de los términos no comunes y "p* el producto de los mismos; por eso e

osea





Ejercicios:

Factorizar los trinomios
[image: image87.png])R-+

2) ¢ -Tx+3

3 e+ 17 +3

4) B2+ 3Tx - 45

5 Be+xy - 127

6 1D@ + 1y + 32
N1

8) B¢ - 12@ + 8

9 - ad- k@
10) (a+ b - 4ab

1) a? o+ b2 g (@ + (B
12) a2 b2




5.8
Simplificación de Expresiones Racionales

Simplificar una expresión racional es cancelar factores comunes que parecen en el numerador y denominador de ella;  esto es la aplicación de la propiedad del inverso multiplicativo.

Ejemplo:

Simplificar
[image: image88.png]2x-4

a
) T2
3ab? —2a%b
ab (a - b)
o x+6
Soluciol

2x-4

2)
Qa+D)

=2(x-2)-27 Qm)?

N

da+2

=2.27 (x-2) Qa+1)
=1 (x-2)(a+1)"

3ab' —2a’b _ab(3b-2a) 3b-2a

ab(a — b) aba-b) a-b





Observación:

Este trabajo de simplificación, si no se hace concientemente es fuente de graves errores, de ahí el desarrollo detallado del ejemplo a)  hago usted lo mismo con:

[image: image89.png]Al —b?

0
a’+ab+ b




Ejercicios:

Simplificar o cancelar factores comunes en:

[image: image90.png]3x+9

1

) 2x+6

2 atb
W 13 b
a® — b

R 2a* - 20*

PREELELCE))

(a+b)
5
8)

mx + m





5.9
Cuociente de Expresiones Algebraicas

a) 
Cuociente entre Monomios: Se trata, como ya se sabe, de un producto del monomio dividendo por el inverso multiplicativo del monomio divisor.
Ejemplo:
[image: image91.png]a) 16 a2bsco: dabece
b) -014ab2c4 @ 10a° 08 3

Solucién:
a) 163215 0 : 4ab® 3 = (16225 c°) - (4ab® 3)t
163205 c0 - 41a1h3c3

16 - 4122 . @t b5 bS5 o3

4ab2 c3

16a°b* ¢
otraforma ————— = 4ab’ ¢’
Jab* ¢




Esta forma es una modalidad más frecuente pero la justificación para ello está en la primera modalidad.

[image: image92.png]-014

8 DlFbct 0@k 3 p2s e
10
014
0Msee = 1
Netese que
" puesto que

a"™ smane N

‘Y antes hahiamos usado el hecho que

am.an = amn  mone N

¥ que esta basada en la asociatividad del praducta, por cuanto





Ejercicios:


Efectuar las operaciones
[image: image93.png]vz :oy's?

2) -12a%bec? : -18p3ct
3





5.10
Cuociente de Polinomio con monomio

Está basado en la propiedad distributiva del producto respecto a la suma.

Ejemplo:
[image: image94.png]a) (1532 - BRY + 12x%) By
b

o [%aw +%a‘b‘]

Solucién:

a*b?

wlw

a

(1532 - By + 12q4) - F1xtyt=

b)
1550 9 2,12 o5 _ (s 2 3
Zxfy -+ 2 xy = 57 -3yt 4 4
EREAE R v
12,3 605 3 304
) JEP et A 220 3 2t
3 oy 2 3 a2 4 320

ol





Ejercicios:
Efectuar las divisiones:


[image: image95.png]1) (8@ b - 162°b° + 24a2b) : Ba? b°

2) (XY - 1BEOYI0 + 1 yR) | 4 y10




5.11
Cuociente entre multinomios 

La división entre multinomio, aún cuando está determinada por la distributividad en los reales, tiene un algoritmo especial para conseguir el cuociente y el resto, si lo hay.  Puesto que si  A  y  B  son dos expresiones se trata de encontrar las expresiones  C y  R tal que:

A  =  B  C  +  R
        C  es el cuociente y  R  es resto

El algoritmo lo explicamos en el ejemplo

[image: image96.png](@ +dab + 37 (a+h)=a+ 3

* F ab
0+ 3ab +3b*

F 3ab ¥ 30*
0 0




Observación:

Téngase presente que hay que:

Ordenar respecto a las potencias de una letra ambos multinomios.

a) Se busca un elemento que multiplicado por el primer elemento del divisor resulte el primer elemento del dividendo.

b) Se multiplica el elemento encontrado por todo el divisor y el producto se resta del dividendo.

c) La diferencia es un nuevo dividendo y se repite el proceso hasta llegar a un resto cero o un elemento que no permite continuar.

Ejemplos:
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o
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En efecto, realizando el praducto se llega a





Ejercicios:
Efectuar el cuociente y comprobar:
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Ejemplo:
[image: image99.png]R R e A R R

De igual forma padra verificarse que:
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Ejercicios:

Escriba el resultado directamente:
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Además conjeture una fórmula general para dichos cuocientes.

5.12 
Expresiones Algebraicas Racionales:

Son aquellas en forma de cuociente entre multinomios:

Ejemplo:
[image: image101.png]



A) Mínimo Común Múltiplo
El mínimo común múltiplo (m.c.m.) entre dos o más expresiones; es la expresión que se obtiene al multiplicar   los factores primos numéricos o literales cada uno con su mayor exponente.
Ejemplo:
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Observación


El m.c.m.  es entonces la expresión más “pequeña” que contiene a cada una de las expresiones dadas.
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Ejercicios:
Determinar m.c.m.  entre:
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B) Reducir dos o más Expresiones Racionales o Fracciones Algebraicas  a   Funciones de igual Denominador.

Se trata de obtener mediante un proceso de amplificación, que cada fracción tenga el mismo denominador.  Amplificar una fracción algebraica es multiplicar numerador y denominador por un mismo factor;  con ello no se altera el valor de esta por cuanto mediante un proceso de cancelación o simplificación se retorna a la expresión original.   Amplificar y simplificar son procesos recíprocos.

Ejemplos:
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Para determinar el denominador común;  entre dos o más fracciones; (es conveniente que sea el mínimo posible)  o más bien el mínimo común denominador; se busca el mínimo común múltiplo entre denominadores y se amplifica cada fracción por una expresión conveniente y lograr que el denominador sea ese m.c.m.

Ejemplos:
Reducir las fracciones dadas a expresión de igual denominador pero que sea el mínimo común denominador.
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Solución:
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Ejercicios:

Reducir al mínimo común denominador las fracciones:

[image: image108.png]3a* 2ab
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5.13
Operaciones con Fracciones Algebraicas

1. Suma:

La suma de fracciones algebraicas se realiza transformándolas a fracciones de denominador común; luego el resultado es la suma de los numeradores manteniendo el denominador.

Ejemplo:
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3)  Sumar:
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Ejercicios:

Sumar y expresar el resultado en la forma más simple:

[image: image111.png]



5.14 
Producto de Fracciones Algebraicas:

El producto de fracciones algebraicas se efectúa multiplicando numeradores y denominadores entre sí y el cuociente se encuentra multiplicando la primera fracción por el inverso multiplicativo de la segunda.

Ejemplo:
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Ejercicios:

Resolver los productos, y simplificar si procede:
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Para dividir dos expresiones fraccionarias se reducen a un producto como ya se señaló:

Ejemplo:
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Ejercicios:
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5.15 
Fracciones Algebraicas Compuestas

Se trata de fracciones cuyo numerador y denominador son a su vez fracciones y su desarrollo consiste en darle una forma simplificada.

Ejemplo:

[image: image117.png]



Ejercicios:

Resolver:
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5.16 Potencias
Siendo la notación  an  una expresión para el producto de n  factores a;  para  n  (  IN  o sea.
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Ejemplos:
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Ejercicios:
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5.17 Raíces Aritméticas
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“La Potenciación es la operación recíproca de la radicación”

Ejemplo:
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Ejemplos:
[image: image124.png]



Ejercicios:
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5.18 Propiedades Operacionales
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Observación:
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Ejemplo:
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Ejercicios:

Desarrollar las expresiones y reducir
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5.19    Racionalización
Para una expresión Fraccionaria con raíces en el denominador, la racionalización es la operación de amplificación que tiende a eliminar dicha raíz.
Ejemplo:
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Ejercicios:

Racionalizar:
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Observación:

Ambas se logran por simple sustitución de acuerdo a la relación  (*)  y con ello se determina que la operación de exponenciación y la de logaritmación son recíprocas una de la otra.
Ejemplo:
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Ejercicios:

[image: image136.png]Darforma expanencial a

logeBl = 2 &
1

g2 = T &

log? = - &

logll = 1 &
Determinar el valor de x en
logs = 3 &
logrdd = x &

2
logex = - &
3

g0l = 2 &

=3 e




5.21  Propiedades del Logaritmo
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Demostración:

1)  y  2)  son consecuencia inmediata de la definición:
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Ejemplo:
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Luego haciendo uso de la calculadora se puede verificar el resultado en que:



y  =  0,000322499

Observación   

Cuando la base es 10 el logaritmo se denota log;  y en el caso que la base sea el número  e,  el logaritmo llamado natural se denota  Ln.


(e  =  2,7182818)
6)
Resolver la ecuación exponencial:
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7)
Dado  log 2  =  0,30103;  hallar:

Log25200

Solución:
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Ejercicios:
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TEMA Nº 6. 
Problemas y ecuaciones
                                                                        Prof .Heraldo González S
Ecuación

Una ecuación es toda igualdad entre dos expresiones matemáticas ,denominados miembros de la ecuación, por ejemplo [image: image146.wmf]xy
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  es una ecuación.
En muchos problemas matemáticos, la condición del problema se expresa en forma de ecuación algebraica; se llama solución de la ecuación a cualquier valor de las variables de la ecuación que cumpla la igualdad, es decir, a cualquier elemento del conjunto de números o elementos sobre el que se plantea la ecuación que cumpla la condición de satisfacer la ecuación. Al igual que en otros problemas matemáticos, es posible que ningún valor de la incógnita haga cierta la igualdad. También puede que todo valor posible de la incógnita valga. Estas últimas expresiones se llaman identidades.

Historia de las ecuaciones polinómicas

Los primeros en tratar las ecuaciones de primer grado fueron los árabes, en un libro llamado Tratado de la cosa, y a la ciencia de hacerlo, Álgebra (del ár. algabru walmuqābalah, reducción y cotejo). La cosa era la incógnita. La primera traducción fue hecha al latín en España, y como la palabra árabe la cosa suena algo parecido a la X española medieval (que a veces ha dado J y otra X porque su sonido era intermedio, como en Mexico/Méjico, Ximénez/Jiménez), los matemáticos españoles llamaron a la cosa X .
Para resolver ecuaciones hasta segundo grado, el hombre no encontró gran dificultad, la situación fue completamente diferente para ecuaciones de grado mayor de 2. 

En efecto, la ecuación general de tercer grado:
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requirió consideraciones bastante profundas y resistió todos los esfuerzos de los matemáticos de la antigüedad. Sólo se pudieron resolver a principios del siglo XVI, en la Era del Renacimiento en Italia. Aquí se presentará el ambiente en que aconteció el descubrimiento de la solución de las ecuaciones de tercer grado o cúbicas. Los hombres que perfeccionaron las cúbicas, italianos todos, constituyeron un grupo de matemáticos tan pintoresco como nunca se ha dado en la historia. La mayoría de ellos eran autodidactas, trabajaban en contabilidad, en problemas de interés compuesto y de seguros.

Habiéndose elevado por encima del simple cálculo práctico, los grandes algebristas italianos constituían en su mayor parte un grupo sagaz y oportunista que se encontraba en su elemento tanto entre tramposos y jugadores de cartas, espadachines que frecuentaban las Callejas del Renacimiento, como en las cátedras de Universidad, a las que aspiraban y algunas veces ocupaban. Para dar publicidad a sus pruebas de agilidad mental sostuvieron entre sí competencias para la solución de problemas. (Algo muy similar a lo que hacían los hindúes siglos antes). Para hacer doblemente difícil su deporte, algunas veces hacían apuestas que depositaban en manos de un tercero. El ganador se lo llevaba todo. En esta atmósfera combativa estalló la guerra en torno a la ecuación cúbica. La chispa pudo haber sido encendida, sin querer, por un padre Franciscano, Luca Pacioli, quien en 1492 publicó un compendio de álgebra, la "Suma Aritmética". Con ella transmitió el álgebra inventada hasta la fecha y terminó con la irritante observación de que los matemáticos no podrían todavía solucionar ecuaciones cúbicas por métodos algebraicos.

El primer hombre en recoger el desafío de Pacioli en torno a las cúbicas fue, como ya dijimos Scipio del Ferro, el hijo de un fabricante de papel, que llegó a ser catedrático de matemática en la Universidad de Bolonia. Habiendo encontrado la solución general para todas las ecuaciones cúbicas de la forma simplificada 
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Del Ferro mantuvo en secreto su descubrimiento, probablemente para confundir a los adversarios durante las competencias. Pero en sus últimos días confío su solución a un estudiante, Antonio Fior, quien la utilizó en una disputa de álgebra con un rival, Nícolo Fontana, llamado Tartaglia o tartamudo a causa de que padecía este defecto.

En la época de la contienda con Fior, Tartaglia había pasado a ser uno de los más sagaces solucionadores de ecuaciones de Italia, y había ideado un arma secreta propia: Una solución general para las cúbicas del tipo
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Como resultado, cuando Fior le dio un grupo de ejemplos específicos del tipo
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le respondió con ejemplos del tipo
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Durante el intervalo concedido para obtener las respuestas, tanto Tartaglia como Fior trabajaron ardorosamente, ocho días antes de finalizar el plazo, Tartaglia había encontrado una solución general para las ecuaciones del tipo
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y en dos horas resolvió todas las ecuaciones de Fior; de esta suerte, cuando se acabó el tiempo y llegó el día de hacer el cómputo, Tartaglia había solucionado los problemas de Fior y éste no había solucionado los de Tartaglia. Como nuevo e insigne calculador de Italia, Tartaglia pronto se encontró con un rival más fuerte: Gerolamo Cardano, hijo ilegítimo de un abogado y a su vez padre de un asesino. Cardano era un astrólogo que hacia horóscopos para los reyes, un médico que visitaba a sus enfermos y un escritor científico de cuya pluma emanaron montañas de libros. Fue también un jugador inveterano, siempre balanceándose al borde de la prisión. Pero Cardano siempre salía bien parado. El Santo Padre lo pensionó solucionándole así sus problemas económicos y Cardano, a base de adulaciones, obtuvo de Tartaglia la solución de la ecuación cúbica.

Aunque Cardano juró mantener secreta la solución de Tartaglia, la publicó unos cuantos años después, en 1545, en un tratado monumental sobre ecuaciones llamado "Ars Magna" (Gran Arte). Tartaglia, que había estado a punto de escribir su propio libro, pasó el resto de su vida maldiciendo a Cardano por su estafa. No obstante, el libro de Cardano reconocía el descubrimiento de Tartaglia. También en el mismo libro, Cardano hizo pasar a la historia a otro matemático: el alborotador y blasfemo Lodovico Ferran que murió a la edad de 43 años, envenenado por su propia hermana. Así como Tartaglia había solucionado la cúbica, de la misma forma Ferran, cuando todavía estudiaba con Cardano, solución de las de cuarto grado  (con fórmulas más complicadas que las de tercer grado). Al descubrir la obra de ambos hombres, Cardano en su "Ars Magna" pudo dar al mundo las soluciones generales de las cúbicas y las cuárticas, divulgando los dos avances del álgebra más trascendentales desde la muerte de Diofanto, 1300 años antes.

En el Ars Magna, Cardano aceptó formalmente el concepto de los números negativos y enunció las leyes que los rigen. También anticipó otro tipo nuevo de número que denominó ficticio o sofisticado. Tal fue la raíz cuadrada de un número negativo, que es incluso más difícil de comprender que un número negativo propiamente, ya que ningún número real multiplicado por sí mismo da un número negativo. En la actualidad los matemáticos llaman a la raíz cuadrada de un número negativo número imaginario; cuando dicha cantidad se combina con un número real, el resultado se llama número complejo.

Los matemáticos posteriores han mostrado que los números complejos pueden tener toda clase de aplicaciones.

En gran parte debido a Cardano, la matemática salió de su paso por las pugnas del Renacimiento enormemente enriquecidas. El éxito de los matemáticos italianos produjo un gran efecto. Era la primera vez en que la ciencia moderna había sobrepasado las conquistas de los antiguos.

Hasta entonces, en todo el curso de la Edad Media, la aportación había consistido solamente en entender el trabajo de los antiguos, y ahora finalmente, ciertas cuestiones que los antiguos no habían tenido éxito en conquistar, fueron resueltas. Y esto sucedió en el siglo XVI, un siglo antes de la invención de nuevas ramas de la matemática: Geometría analítica y Cálculo diferencial e Integral que finalmente afirmaron la superioridad de la nueva ciencia sobre la antigua. Después de esto, no hubo matemático importante que no intentara extender las conquistas de los italianos resolviendo ecuaciones de quinto, sexto y más alto grado en forma análoga a los italianos, es decir, encontrando una fórmula general o como se dice actualmente, resolverlas por radicales.

El prominente algebrista del siglo XVII, Tschirnhausen (1651-1708) creyó haber encontrado un método general de solución. Su método estaba basado en la transformación de una ecuación a otra más simple; pero esta sola transformación requería de algunas ecuaciones auxiliares.

Más tarde, con un análisis más profundo se demostró que el método de transformación de Tschimhausen, en efecto, da la solución de ecuaciones de segundo, tercero y cuarto grado, pero para una ecuación de quinto grado se necesita resolver primero una ecuación auxiliar de sexto grado, cuya solución no era conocida.

El famoso matemático francés Lagrange en su gran trabajo "Reflexiones sobre la solución de ecuaciones algebraicas" publicado en 1770-1771, (con más de 200 páginas) críticamente examina todas las soluciones de las ecuaciones de segundo, tercer y cuarto grado conocidas hasta su época y demostró que su éxito siempre se basa en propiedades que no cumplen ecuaciones de quinto grado y superiores.

Desde el tiempo de Del Ferro hasta este trabajo de Lagrange, más de dos siglos y medio habían pasado y nadie durante este gran intervalo había dudado de la posibilidad de resolver ecuaciones de quinto grado y mayores por radicales, esto es, de encontrar fórmulas que envuelven sólo operaciones de suma, resta, multiplicación, división, exponenciación y raíces con exponentes enteros positivos, que pueden expresar la solución de una ecuación en términos de los coeficientes, esto es, fórmulas similares a aquélla por la que se había resuelto la ecuación de segundo grado en la antigüedad y a aquéllas encontradas por los italianos para las ecuaciones de tercero y cuarto grados. Los matemáticos pensaron que sus fracasos se debían principalmente a su propia incapacidad para encontrar una solución. Lagrange dice en sus memorias:

El problema de resolver (por radicales) ecuaciones cuyo grado es más alto que el cuarto es uno de esos problemas que no han sido resueltos aunque nada prueba la imposibilidad de resolverlos.

Lagrange avanzó bastante en la teoría de las ecuaciones algebraicas formalizando el trabajo anterior a su época y descubriendo nuevas relaciones entre esta teoría y otras como la teoría de las permutaciones. Sin embargo, a pesar de sus persistentes esfuerzos, el problema permaneció sin solución y constituía, en palabras del mismo Lagrange, "Un reto para la mente humana".

Consecuentemente fue una sorpresa enorme para todos los matemáticos cuando en 1824 vino a la luz el trabajo de un joven genio noruego llamado Niels Henrik Abel (1802 - 1829), en el cual se daba una prueba de que si los coeficientes de una ecuación se tomaban simplemente como letras, entonces no existe ninguna expresión algebraica con dichos coeficientes que fuera solución de la ecuación correspondiente. Entonces, por tres siglos los esfuerzos de los más grandes matemáticos de todos los países para resolver ecuaciones de grado mayor que cuatro por radicales no fue coronado por el éxito por la sencilla razón de que éste problema simplemente no tiene solución.

Esas fórmulas son conocidas para ecuaciones de segundo, tercero y cuarto grado, pero para ecuaciones de grado mayor no existen tales fórmulas.
Pero eso no es todo aún. Un resultado extremadamente importante en la teoría de las ecuaciones algebraicas esperaba todavía ser descubierto. El hecho es que hay muchas formas especiales de ecuaciones de cualquier grado que sí se pueden resolver por radicales, y muchas de ellas son exactamente las que son importantes para resolver problemas concretos de la realidad.

Resumiendo, después del descubrimiento de Abel la situación era la siguiente:

Aunque la ecuación general de grado mayor que 4 no se podía resolver por radicales, hay un número ilimitado de ecuaciones de grado mayor a cuatro que sí se pueden resolver por radicales. La pregunta era ¿cuáles ecuaciones sí se pueden resolver por radicales y cuáles no? o en otras palabras: ¿qué condiciones debe cumplir una ecuación para que pueda ser resuelta por radicales? La respuesta a este problema que daba fin a todo éste asunto de las ecuaciones la dio el brillante matemático francés Evariste Galois. (1811-1832).

A pesar de lo corto de su vida, Galois hizo descubrimientos muy avanzados para su tiempo en muchas ramas de la matemática y en particular dio la solución al problema que quedaba pendiente en la teoría de las ecuaciones algebraicas en un pequeño manuscrito titulado "Memoria sobre las condiciones para resolver las ecuaciones por radicales", que fue escrito en treinta y un páginas casi ininteligibles escritas de prisa la noche antes del duelo en que fue muerto a la edad mencionada de 20 años.

En todo lo anterior hablamos de los intentos durante tres siglos, para resolver por radicales cualquier ecuación de cualquier grado. El problema resultó ser más difícil y más profundo de lo que se pensaba en un principio y dio origen a la creación de nuevos conceptos, importantes no sólo para el álgebra sino también para la matemática en general. Para la solución práctica de las ecuaciones el resultado de todo este trabajo fue el siguiente:

Quedó claro que una fórmula general para las ecuaciones está muy lejos de existir y aun en los casos particulares en que existe, era de poca utilidad práctica a causa de las operaciones sumamente complicadas que se tenían que hacer. (Actualmente las computadoras facilitan todo ese trabajo).

En vista de lo anterior, los matemáticos desde hace mucho empezaron a trabajar en tres direcciones completamente diferentes, que son:

1. En el problema de la existencia de raíces (soluciones). 

2. En el problema de saber algo acerca de las soluciones sólo trabajando con sus coeficientes. 

3. En el cálculo aproximado de las raíces o soluciones de una ecuación. 

Polinomios
[image: image153.png]Para Gy, d;..... 4, constantes en algdn anillo (en particular podemos tomar un cuerpa, cama R o C, en cuyo

caso los cosficientes del polinamio serén nimeros) con & distint de cero, para > 0, un polinomio de
grado nen lavariable x es una expresion de la forma.

plx

ax’ +axt o ax”

Las canstantes dg.d;.....4, se laman los cosficientes del polinomio. A d, se le llama el coeficiente

constante y a 4, , el coeficiente principal. Cuando el coeficiente principal es 1, al polinamio se le llama

ménico, sienda x un simbola llamado indeterminada
A los polinormios de
. grado O se les llama polinomios constantes  (excluyendo el polinomia cero, que tiene grado

indeterminado), por ejemplo p(x) =3

. grado 1 se les llama polinornios lineles, por ejemplo p(x) = 3+ 2%
. grado 2 se les llama palinomios cuadraticas, por ejemplo p(xX) = 4+ 3x —x?
. grado 3 se les llama polinamios ctibicas, por ejemplo p(x) = 44 3x —x% + 2x°

Las Ecuaciones polinomiales de grado n son de la forma p(x) = a,x° + ax" +.

¥

nas interesara determinar el conjunto solucien de las ecuaciones lineales v cuadraticas




 En primer lugar pretendemos resolver ecuaciones que ya están en  lenguaje algebraico para luego dedicarnos al planteamiento de la ecuación que le corresponde a problemas con  enunciado.
Ecuación  de primer grado
Una ecuación de primer grado con una incógnita es una ecuación que se puede poner bajo la forma canónica: 
[image: image154.png]ax+b=0 donde & b, con & # 0, son numeros gque pertenecen a un cuerpo, usualmente a los nimeros
reales R o alos camplejos C

Para resolver la ecuacion lineal o de primer grado ax+b=0, @ =0usamos las propiedades de Ia
estructura de cuerpa para despejar el valor de x
wi+b=0= (@ +b)+-b=0+-b

= qr+ (b+-b)=—b

Sax+0=-b

b

=a?(a)=a(-b)

Saa=

= @=L
a
S1x--t





Es interesante resolver una ecuación  de primer grado al  interior de la estructura algebraica de cuerpo, sin embargo, después de este trabajo podemos permitirnos ciertas licencias en  su resolución. El  siguiente tecnicismo nos ayuda: 

En  el proceso  de buscar  el  valor de x, es decir, en  el proceso de despejar la incógnita x, las constantes que están sumando en  el  miembro  que contiene a x “pasan”  restando a la expresión  del otro  lado  de la ecuación y,   las que están multiplicando  “pasan”  dividiendo y, al  revés.
[image: image155.png]b
La ecuacion anterior tiene la siguiente resolucian: ax+b = ax=-b=x=— por ejempla, al
a

resalver la ecuacion 5X+2=6 tenemos:

Sx+2=6=5x=6-2





Las ecuaciones de primer grado pueden aparecer, originalmente, en  formas distintas a la original, y  en  realidad, sabemos de su  condición  lineal  cuando aplicamos una serie de procedimientos que conducen  a dicha forma.

Pronto veremos como  plantear ecuaciones, por ahora nos limitaremos a resolver una ecuación  planteado  en  lenguaje algebraico.
Ejemplo 1

[image: image156.png]Resuelva la ecuacion 5x+3
Solucion

Dejamos en el lado izquierdo de la ecuacion a tados los términas que cantienen a la incagnita x ,
obtenemos 5x—2x =—4-3 es decir, 3x =-7 , de donde x

La verficacion de este resultado implica mostrar que al reemplazar x por -3 enla

ecuacion ariginal, ésta ecuacion se convierte en identidad; tenemos





Ejemplo 2

[image: image157.png]Resuelva la ecuacion 3x—

i +1203x+1)
Solucion

Esta es una ecuacion con productos y o que debemos hacer es, desarrollar dichos productos; tenemos:

33— >3 —10x+14=5x+36x +12

S+1203x+1)

=3x-10x - 5x-36x=12-14

= _48x=





Ejemplo 3
Resuelva la ecuación
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Solución

Esta ecuación  es una ecuación  fraccionaria y  la convertimos en una ecuación  con  productos amplificando  por el  mínimo  común múltiplo que, numéricamente es igual  al  mínimo  común  denominador. 

[image: image159.png]El minimo comtn multiplo de 68,12 denatada MCM(6.,812) es el menor nimera que contiene a los

nimeros 68,12, para determinarlo descomponemos a los nimeros como producta de ndmeros primos
-3 2%

tal MCM es el producto de los primos con mayor potencia, en el ejempla; camo 6 =

2%3 entonces MCM(6.812) 24; tenemos

24 (amplficamos por 24)

24(1-5%)
12

2(1-5%) (ecuacitn con productos)





Ejemplo 4

[image: image160.png]Solucione la ecuacion 302 +x2 =207 + (50— x)?

Solucién
Aparentemente |a ecuacian no es de primer grado, sin embargo, al desarrollar el cuadrado de binomio

307+ 400+2.500 -100x + x>

20% + (50— x)? =900+

=100x =2.000 =

0





Ejemplo 5

[image: image161.png]xta | b-x
Resuelva la ecuacion =1- H
b a+b

Solucién
Elminima comin mittiplo es b(a+b) ; tenemos:

xta_ bla+b)(x+a)

P E o b(ath)b-x)
B a+b

a+b

=ba+b)

= (@+b)(x+a)=b(a+b) bl -x)

—ax+a’ +br+ab=ab+b? —b? +bx

=ax+br=-a*

=x(a+b)

22

Sx=

Ta+b




Ejemplo 6
[image: image162.png]Resuelva la ecuacién 617

Solucion

Estamos frente @ una ecuacion can una fraccion de fracciones; tanto el numeradar como el denominador
se deben transformar a una fraccion, para empezar, tenemas

x+1_2x+3 400+ 1) - 3Qx+3)
6 B 1 24 10
=3l= -
x-1 2-x 3 S(x-1D+32-% 3

15 45

S
24Qx+D) 3

5(-26-5) =10-24Q2x+1)

015 6l

270x —675=480x+ 240 = x =





Ejemplo 7
Resuelva la ecuación
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Solución

El  método consiste en  resolver las fracciones paso  a paso, desde abajo  hacia  arriba:
[image: image164.png]ooy





Ecuación de segundo grado
[image: image165.png]Una ecuacion de segundo grado con una incognita es una ecuacion que se puede paner bajo la forma

canénica: ax’ +bx+c=0 donde 3 by c, con a # 0, Son nUMeros que pertenecen a un cuerpo
usualmente a los numeros reales R o a los complejos C




El caso general

Sea K un cuerpo conmutativo, donde se puede extraer raíces cuadradas.

En este cuerpo, es posible factorizar por a (con a ≠ 0), y las siguientes identidades son válidas:

[image: image166.png](a+b)(@-b)=a* -
(a+b)' = a* +2ab+b*

Para resalver la ecuacion @x® +bx+¢ =0 | debemos factarizarla en dos binamios de primer grado:

@’ +bx+c

sea A=b?—dacy d? = A entonces la expresion (1) queda

2
Ly 2 :a|:(>c+ b 7d:||:(x+ by, d}
Prgary 2% 1 2% 2
—aea e BE
2 2

Primera se factoriza por a, Io que es posible porgue a tiene un inverso, luego se introduce un términa que
campleta los dos primeras en un cuadrada, que aparece en (1). El numer d es una de las dos raices del

discriminante A =b* - 4ac




Se utiliza la primera identidad anunciada, y se obtienen dos factores de primer grado. En un cuerpo, un producto es nulo si y sólo si uno de sus factores lo es (un cuerpo es un dominio de íntegridad), lo que da las soluciones:

[image: image167.png]—b+b —dac
2a
—b— b —dac

2a

La igualiad: ax +bx+c=a(x-x)(x—%,)da, al desarrallar el segundo miembro e identiicar los

-b ¢
caeficientes: x, +3, = —3 X3, =— es decir, si conocemos las raices de une ecuacien de segundo
a a

. 2
grado y ellas son x, y x, entonces la ecuacion es X7 — (%, + %, )X+ %%, = 0

El caso cuerpo de los nimeros reales

Sia by ¢ son nimeros reales, el raciocinio anterior es, por supuesto, valido, pera es practico distinguir dos
. 2
casos, segun el signo del discriminante A = b* — dac

. Si A 20 entonces para d se puede tomar su raiz cuadrada, y las soluciones son:

—btAb? —dac
5o ZOEND mdac

2a
. Si A <0, entonces ni & ni la ecuacion tienen raices reales. Es preciso emplear numeros complejos:
para d se puede tomar Ia raiz cuadrada de -A, multiplicado por i (que verifica 2 = 1), pues:
4= (WEB) =P () =—(-8)=A
—btiylac—b?
v las soluciones son. x= ————— —
2a

Segun los signos de & y el signo de & . la cuva asociada a la funcion cuadritica

y=p()=ax’ +bx+cia.b.c en Ra=0 se posiciona como se muestra en la figura adjunta, con
relacion a los ejes:
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Ejemplo 8

[image: image169.png]x(x-1)

Solucione Ia ecuacion 66

Solucian
Basta con desarrollar el paréntesis para reconocer la ecuacion coma cuadratica

x(x—1) 2

x

66= 66=x%—x=132=x"-x-132=0

Sinos damos cuenta que el trinomio X —x —132 se factorizapor (x—12)(x+11) entonces la
ecuacion queda (x—12)(x+11)=0 de donde x—12=0vx+11=0 asi,

% =120, =-11

Ofra forma es aplicar |a férmula para resalver una ecuacion de segundo grado, tenemos

—btAb? —dac

En %% —x-132=0 reconocemos @ =Lb = —Lic = ~132 de donde la formula x = — s
2a
()£ - 4113
convierte en x= ———————————  esdecir,
21
528 14520 123 1423
2 22 T2 T





Ejemplo 9
[image: image170.png]Solucione Ia ecuacion (5x—3)(2x+1) =46 -x
Solucion

Esuna ecuaion con praductas; desarollando estos productos abtenemos
(Gx-3)(2x+1) =46-x =10x° ~x-3=46-x

=10x?-49=0 (ecuacién incompleta pura )

o7

“ o

=+07410




Ejemplo 10

[image: image171.wmf][image: image172.png]10 2
Resuelva la ecuacion

4
+2 x+3

Solucion

Esta ecuarion es fraccionariay el minimo comin mulipla es (£+ 2)(x +3), tenemos

10w 10 2

+ = =3|(x+2)(x+3) (amplficando por (x+2)(x+3))
x+2 x+3 x+2 x+3
106+ 2)(x+3) | 2x(x+ D) +3
066D 2EHDEED g
x+2 x+3

=10c+3)+ 2x(x +2)

3(x+2)(x+3)  (ecuacion con productos )
=10x+30+2x% +4x =32 + 150 +18

—x?+x-12

0 de donde (x+4)(x—3)= 0 asi, x, =—4,x, =





Ejemplo 11
[image: image173.png]Solucione Ia ecuacion

Solucitn
Estamos frente a una ecuacion fraccionaria, sin embargo nos damos cuenta que es una proporcian,
entonces, como”el producto de los medios es igual al producto de los extremos” tenemos:

15x _20(100-x)
100-x 3x

= 15x-3x = 20(100— x)? , si desarrollamos los productas

abtenemos Ia ecuacion 43x* = 20(10.000 - 200x +x°) , es decir,

45x% = 200.000 - 4.000x +20x*

Sile damos Ia forma general conseguimos 25x2 +4.000x — 200.000 =0 los coeficientes son muy
grandes, pero cada uno de ellos es divisible por 25, al simplificar |a ecuacion por 25 tenemos

£ +160x-8.000 =0

Como x* +160x — 8.000
2.000;x, =40

(X +2000)(x —40) = 0 entonces las raices de la ecuacion son

x=

) —b+~b% —dac o
Naturalmente que puede aplicar la formula x = ————— pero tendfa més calculos
2




Ejemplo 12
[image: image174.png]Resuelva la ecuarion

Solucion
Esta ecuacion fraccionaria tiene como minimo comin multiplo al polinomio @b, tenemos:
x 1_1 1 x 1 1 1
I o4 |abx = abx T - abx— = abx—+ abx
@ bx ax b a bx a@x
—b-a=b+ax

= bt —ax—(a+b)=0
Podemos aplicar la formula de la ecuacion de segundo grado obtenienda
— ()t (ca)’ —4b((a+b)
b

atya +4ab+4b?
2%

Jat20) _ax(a+20)

2b 2b

at





Ejemplo 13
[image: image175.png]. x 8
Resuelvala ecuacion 4f= +=x +2 =
9

Solucion
En este tipn de ecuacion conviene usar una variable auilar

2 .
Sea y entonces y y x=2y", reemplazando enla ecuacion original

lx

8
abtenemos y+ = -2y%+2=2p? que es una ecuacion de segundo grado en v

s ., 2 2 2
yes 2t 42227 =0y 4167 +18=18y

—=12y?-0y-18=0
_9x. 814144
4

Volvamos ahora ala incagnita x

I x
6=x=72 J-=-i==
2 2





Relaciones entre coeficientes y  raíces de la ecuación  de segundo  grado
[image: image176.png]Sabemos gue, a igualdad: ax” +b0r+C = a(r—x)(6~x;)da, al desamoliar el segundo miembro e

-b ¢
identificar los caeficientes: x, +3, = —1 x.%, =— es decir, si conocemos las raices de une ecuacion
a a

. 2
de segundo gradoy ellas son x, ¥ x, entonces la ecuacion es x” — (%, + X;)x + 4,3, = 0





Veamos algunos ejemplos

Ejemplo 14

[image: image177.png]Determine la ecuacién de segundo grado cuyas raices son x, =3 ++/2;x, =3 -2

Solucién
. 2
La ecuacién es X* — (%, + %)X + X)X, = 0, reemplazando los datos obtenemos

|34+ B D)+ G+ DB D)

ecuacion X —6x+7=0

0, desarrallando los paréntesis conseguimas Ia





Ejemplo 15

[image: image178.png]Encuentre una ecuacion de segundo grado cuyas raices sean los cuadrados de las raices de la
8 2 X .
ecuacion 2x” +x—6=0, sin resolver esta ltima.

Solucion

a+f=
Sean . [ las raices de 2% +x—6=0 entonces se cumple

La ecuacion pedida es X% — (¢ + ) + &
Debemos expresar &2 + 8% y o[ enfuncién de @+ £ y f; tenemos:

@'+ fl=(a+ f) - 2af = (-}
AP =(af) =(-3)*=9

Asi, la ecuacion pedida es x? —





Ejemplo 16

[image: image179.png]Determine ¥ =R para que la ecuacién 4x7 +20x + ¥ = 0 tenga raices iguales.
b_ 20

Sean . [ las raices de 4x% +20x + k =0 entances

Solucion

Comao el enunciado indica que las raices son iguales entances

Como ¢ =—3 , reemplazando en la segunda ecuacion btenemos 2 = £ | de donde

La ecuacion es 4x% +20x+25=0 con raiz dable igual a -




Ejemplo 17

[image: image180.png]Considere la ecuacién x° +mx+p=0.

Determine la ecuacién de segundo grado que tiene por raices los valores reciproco de la ecuacion
dada.

Solucion

at+f=
Sean . [ las raices de la ecuacien X2+ mx+ p =0, entonces se cumple { " 8
af=p

1 1
Cama las raices de la ecuacion pedida son — y — entonces la ecuacian es

a





Ecuaciones que se reducen a ecuaciones cuadráticas

[image: image181.png]‘
La ecuacitn bicuadrada @x° + 607 +0=0

2
cambio de variable * ~ Y entonces Ia ecuacion quedara como una de segundo grado

. que no tiene términos de grada impar, se resuelve al hacer el
ay +by+c=0

La resolvernos, y entonces desechamos las ¥ <0 ya que no dan solucian en las x pero las posttivas nos

5y

x

daran dos valores de x;




Ejemplo 18
[image: image182.png]o2
Resuelva la ecuacion x* - 7x* +6=0

Solucion
Con el cambio de variahle % = , la ecuacion queda y°—7y+6=0  entonces (¥ —6)(y =1) =0 de

dande y, =61y, =1, sin embargo queremos los valores de x,

tenemos: x° =6 y x* =1 de donde x, = v/6;%, = V8, = ,x, =




Ejemplo 18
[image: image183.png]: 2
Resuelva la ecuacion (x°

)2+ (x2-5x)-30=0

Solucion

2
Resulta inmediato usar la variahle auxiiar y =

—5X, con esta la ecuacion original queda

y2+y-30=0, al factorizar obtenemos (¥ +6)(y -

0 de donde las dos soluciones son

y=-6y

Valviendo a la variable x producimos las dos ecuaciones: X2 — 5x = -6,
P -Sr=-6=x?-50+6=0
x=3
= E-3)(x-2=0=
x=2





Ecuaciones con raíces

Hay veces que nos encontraremos con ecuaciones que tienen la x dentro de raíces cuadradas o de mayor índice, para solucionarlas hay que aislar las raíces una a una y elevar a potencia igual  al índice de la raíz.
Al elevar a potencia y buscar la solución, aparecen soluciones debidas al proceso (de elevar a potencia para eliminar las raíces), debemos seleccionar las soluciones que son solución de la ecuación original, debemos hacer la comprobación en la ecuación inicial.
Ejemplo 19
[image: image184.png]Resuelva la ecuacion +3x—5+1=1x

Solucién
Despejamos la raiz y  luegn  elevamos al cuadrado

r—5+l=x= -5 =x-1
= (Bx=5) = (@ -1°

2 -2x+1

~

2. x=
=x'-5x+6=0=
x=3

Comprobacifn
Si x=2 entonces f3(2)— 5+1=~1+1=2, de donde, X =2

para eliminar tal

raiz,

tenemos

es solucian de la ecuacion original

Si x=3 entonces 33— 5+1= ~A+1= 3, de donde, X=3 es solucian dela ecuacion original




Ejemplo 20

[image: image185.png]Resuelva la ecuacion +2x—3 +4x+7 =4

Solucion

De la ecuacion original despejamos I primera raiz, abtenemos ~/2x—3=4—x+7 (podriamos haber
despejado la segunda raiz).

Si elevamos al cuadrado los dos lados  de la ecuacion (para eliminar al menos una de las raices

obtenemos (+2x—3)* = (4—~fx+7)? ,es decir,

2x-3=16-8x+7+(x+7); en esta ecuacion despejamos la raiz que persiste, tenemos

$-26=-8Jx+7, a elevar al cuadrado conseguimos x°—52X+G76=64(x+7)es deci,
x%-116x+228 =0, de donde x, = 2,x, =114

Comprobacien
Six =2 entonces /2(2)~3+~/2+7 = 1 ++/9 = 4, asl, X =2 es solucién de la ecuacitn original

Si % =114 entonces /2(14)- 3+ 11447 = 15+11= 4, asi, ¥ =114 no es solucién de la ecuacitn
original




Ejemplo 21

Determine el  conjunto  solución  de la ecuación [image: image186.wmf]1

6

1

=

+

-

+

x

x

.
Solución

[image: image187.png]Determine el conjunto solucion de la ecuacion x+1—x+6 =1

Solucion

NI+l -fX+6=1= X+l =1+x+6

= (D) =+ 6)?

Zx+1=14+24x+6+X+6

N

=x+6=9=x=3

Debemos verificar |a solucin  encontrada en la ecuacion  planteads; reemplacemas x por 3 en

~X+1—x+6; tenemos:
ANX+1=x+6 =3+1-+/3+6=2-3=—-1=1,asi, la ecuacion +¥x+1—~/x+6 no tiene solucion




Ejemplo 22

[image: image188.png]Resuelva la ecuacién x* —x—4=yx* —x-2

Solucion
Si elevamos al cuadrado para eliminar |a raiz cuadrada, tendrfamos:

wx-4 (W —x-2y?

=at+a? +16-20" - &% +8x=x" —x-2

[ x-2= (6 —x-d)?

x* -2 10x+18=0





Esta es una ecuación un poco más complicada ya que es una ecuación donde no podemos, inicialmente, encontrar una sustitución fácil que baje el  grado. Sin embargo, con algunas ayudas como: raíces racionales, regla de los signos y otros se podría solucionar. 

[image: image189.png]Intentemos la sustiucion X° - X —
»-2=fy Tenemos
yo2=y = 0=t =G

¥, entonces la ecuacien original queda

=y -dy+d=y

yi-5y+4=0

5+ =4
L N
2 =t

2
Hemos producido las dos ecuaciones: X7 — X

xz7xfl:4ixz7>c7(v:0i(xf3)(x+l):0i{x
N

Pox-2=1=





Verifiquemos las posibles raíces
[image: image190.png]Para x=3 tenemos 3* -3-4=

2 tenemos (-2)* - (-2)-4=2=/(-2)* - (-2)-2
1+413

Para x =

tenemos

JLE R S N o E L E N C E RN
2 2

3
_1+13+2J13-
3

V316 _

Por otra lado

J(H [ENNPE

2

2 4 2

_ 1+13+z\/§7272ﬁ78:\/3 1
4 i

J1+13+2«E71+«137

Para x = tenemos

S





Por otro lado
[image: image191.png]EENIN Jlﬂz—z i35 _1-4i5_,
B 4 B

_ [ir13-23- 2404138 :\/E
4 i

Asi las raices son X




Ejemplo 23
[image: image192.png]~

Resuelva la ecuacion 6 —
Solucion

-6 2o (o3 -5y =2

=6-x'-8=4

=ixt-8=2=x'-8=38

‘=16=x=42

. 4 . . .
En realidad la ecuacion de cuarto grado x* =16 tiene 4 raices: dos raices reales y dos raices camplejas
Este terna se puede profundizar al estudiar &l Anilo. de los polinormios




Problemas de Planteo 

Existe una gran cantidad de problemas que se pueden resolver por medio de  ecuaciones, escribiendo los datos con el  uso del Algebra básica.
Para resolver un problema se recomienda:

· Leer atenta y comprensivamente el enunciado del problema.

· Identificar la incógnita y los datos que se utilizarán en la solución.

· Relacionar los datos con la incógnita planteando una ecuación.

· Resolver la ecuación con  el  apoyo de algunas técnicas elementales.
· Analizar la solución de la ecuación para decidir si  corresponde a una posible 

solución del problema.

· Declarar la respuesta en  el contexto  del problema.
Aprendamos, con la solución  de algunos problemas que nos servirán  como  guía para otros equivalentes o  mezclas de estos.
6.1.  Problemas Resueltos
1)
Escribir una expresión algebraica asociada al siguiente enunciado.

[image: image193.png]a) La mitad de los alumnos en la sala, mas diez.

x
Sea x el nimero de alumnos en la sala, entonces la mitad mas diez se escribe ~+10

b)  Eltriple de un numero mas el 25% de él.
Sea x el numero, entonces la expresion  algebraica que le corresponde es 3% +0,25% ; naturalmente que

puede escribir 3,25x

©)  Lasuma de las edades de Juan y Maria es 50 afios; escriba una expresion para cada uno de
ellos, en funcion de la edad de Juan.

Si xes la edad de Juan, entances 50~ esa edad de Maria

d)  Lasuma de dos nimeros multiplicada por su diferencia.

Sean x e y los nimeros, entonces el producto de su suma por su diferencia se expresa. (¢ Y= )
) Sumar eltriple de un nimero con el doble de su cubo.

Si aes el nimers, la situacisn descrita se escribe: 34+ 2a°

) Sumar el cuadrado de un niimero con el cubo de su duplo

51 o5 el nimero, a siuacion ahora se escrioe: * * 2’

g)  Escribir tres nimeros enteros consecutivos.
Si nes un nimero enter, la situacion descrita se puede escribir
ma+la+2 n-lan+l

h)  Unviajero debe recorrer a km.y harecorrido b km. ¢Cuinto le falta por recorrer?

Lefata @9 1an. por recorrer

i) Pedro recibe por un trabajo 34 y de mesada $2. Con todo el dinero alcanza a comprar 1+1
revistas. Si todas las revistas tienen el mismo valor, ¢cuanto le costs cada una? .

a+bh

Cada revista le costa 17+1




2)
En un gallinero hay 5 pavos más que gallinas y 3 patos más que pavos. Si en total hay 49 aves, ¿cuántas gallinas, pavos y patos hay? 

Solución:
[image: image194.png]Sea x el nimero de gallinas, entonces, de los datos cancluimos:
el nimero de pavos es X+ 3 y el nimero de patos es (X +5)+3
Coma en total hay 49 aves podemos plantear la siguiente ecuacion
X+ (04 5)+ (c+8) =49, de donde 3x+13=49, asix =12, en consecuencia, hay 12 galinas, 17

pavos y 20 patos




3)
La suma de tres números enteros consecutivos es 63. Hallar los números.
Solución:
[image: image195.png]Conviene declarar a los nameros por =11 +1

(n-D+n+ (1+1)=63

Del enunciado del prablema tenemos:

~3 ) .
Juego 7= 21 entonces Ios nimeros que satisfacen la condicien  son: 20,.21,22




4)
A las 8.00 horas Pedro (L) sale desde cierta ciudad y viaja al Sur  a 60 [image: image196.wmf]hr

km

. Una hora más tarde Juan (V) sale detrás de él viajando a 80 [image: image197.wmf]hr

km

. ¿Cuándo alcanza Juan  a Pedro?.
Solución:
[image: image198.png]El problema se resuelve con ayuda de la farmula: R = ¢, donde
recarrido, asuriendo que la velocidad es constante

elocidad, iempo, R =

Sea x=Numero de horas después de las 8.00 en que Juan alcanza a Pedro, entonces, el numera de
horas gue conduce Pedro es xy el nimero de horas que conduce Juan es X—1

Coma la distancia recarrida por cada una de las personas s la misma y dado que lo recorre Pedra es 603
y o que recorre Juan es 80(x —1) entances Ia ecuacion que se produce es 60x = 80(x —1)

Puesto que la salucian de la ecuacion es X = 4 concluimos que Juan alcanza a Pedro a las 12.00 horas.




5) 
La suma de tres números pares consecutivos es 102. Hallar los tres números. 

Solución:
[image: image199.png]Si escribimos el primer ndmero par 22 entances os pares consecutivos son

2x+2, 2

X+4. Como la suma de los tres numeros es 102, la ecuacion gue se produce es
2r+ (2r42)+ Qo+ 4) =102
32,34, 36

al resalverla abtenemos 71 =16 , por Io tanto los nimeras buscadas son




6)
El perímetro de un rectángulo es de 100 m. 
[image: image200.png]2
Si el largo se aumenta 5m y el ancho se disminuye 10 m, su area disminuye en 250 ™" Calcular
sus dimensiones.

Solucion

Sea x = largn en metros, y = ancho en metros., entonces el perimetra del rectangulo s 2%+ 2y =100 de

dande el semiperimetro es X+ = 50 de esta titima relacion concluimos que si el largo es x entonces el

ancha es 50 -, de dande el 4rea del rectangulo es %(50— x)

El nuevo rectangulo tiene X+ 5 de largo y 50— -10 de ancho, de donde su area es
(x+5)(40-x)

2
Como el rea de este ditimo rectangulo disminuye en 250 M1 entonces Ia ecuacion que se genera es
(x+5)(d0-x) +250 = (50~ x)

Al resalver la ecuacion obtenernos X = 30,y




7)
La edad de Pedro es el doble de la edad de María. Si en cinco años más la suma de sus edades será 43 años, ¿qué edad tienen actualmente? .
Solución:
[image: image201.png]Seax la edad actual de Maria, entonces la edad actual de Pedro es 2x
En cinca afios més las edades de Maria y Pedro seran +35 y 2X+3 respectivamente y como en tal
evento la suma de sus edades sumaran 43 afios entonces, la ecuacion que se produce es
(x+5)+(2x+5)
actualmente 22 afios y Ia de Maria es 11 afios

3. Al resolver la ecuacion obtenemos X =11, de donde, la edad de Pedro es




8)
Un estanque se llena con la llave A en 3 horas y con la llave B en 5 horas. ¿Cuánto tardará en llenarse si se abren simultáneamente las dos llaves?.
Solución:
[image: image202.png]Sicon la llave A tarda 3 horas en llenarse, entonces en 1 hora se habr llenado sélo 3 del estanque

Al e

Sicon la llave B tarda 5 horas en llenarse, entonces en 1 hora se habra llenado sélo 3 del estanque

Liamemas x al tiempo que tarda en llenarse can ambas llaves abiertas, entonces en 1 hora se habra llenado
1

sdlo * de estangue

111
111 . .
Podemos entonces plantear la ecuacien 3 5 X la cual es equivalente a SX+3X =15 eg decir,
15
x=—=1875
B

El estangue demora Thora can 52,5 minutos en llenarse con las dos llaves abiertas.




9)
El arte de plantear ecuaciones. 
El idioma del álgebra es la ecuación. "Para resolver un problema referente a números o relaciones abstractas de cantidades, basta con traducir dicho problema, del inglés u otra lengua al idioma algebraico», escribió el gran Newton en su manual de álgebra titulado Aritmética Universal. Isaac Newton mostró con ejemplos cómo debía efectuarse la traducción. He aquí uno de ellos: 

[image: image203.png]En la lengua vernacule

En el idioma del aigebra:

Un comerciante tenia una determinada
suma de dinero

x

El primer affo se gasto 100 fbras x-100
Aumentd el resto con un fercio de éste | (x=100) + @ - @

. . 4x - 400 4x =700
Al afio siguiente volvid a gastar 100 libras | ———— —100 = ———
¥ aumentd Ia suma restanie en un tercio | 4 ~700  4x-700 _16x ~2.800
de el = T T %

~ ) 16x - 2800 16x- 3700
Ettercer aito gasto de nuevo 100 fibras | ———— =100 = ==
Después de que hubo agregado su | 16x-3700 16x-3700 _ 64x-14800
tercera parte 5 T3 T
. 64x-14800

&l capital legd al doble del inicial =2

27





Solución:

Para determinar cuál es el capital inicial del comerciante no queda más que resolver la última ecuación. 
La solución de una ecuación es, con frecuencia, tarea fácil; en cambio, plantear la ecuación a base de los datos de un problema suele ser más difícil. Hemos visto que el arte de plantear ecuaciones consiste, efectivamente, en traducir "la lengua vernáculo a la algebraica". Pero el idioma del álgebra es lacónico en extremo, por eso no todos los giros del idioma materno son de fácil traducción. Las traducciones pueden ser muy distintas por el grado de su dificultad, como puede convencerse el lector a la vista de los ejemplos de ecuación de primer grado expuestos. 

10)
La vida de Diofanto 
La historia ha conservado pocos rasgos biográficos de Diofanto, notable matemático de la antigüedad. Todo lo que se conoce acerca de él ha sido tomado de la dedicatoria que figura en su sepulcro, inscripción compuesta en forma de ejercicio matemático. Reproducimos esta inscripción: 

[image: image204.png]En la lengua verndcula

En el idioma del dlgebra:

[Carninante! Aqui fueron sepultados os restos de Diofanto. ¥ fos

g : x
niimeros pueden mostrar, joh, milagrol, cudn larga fue su vida,
cuya sexta parte constituyd su hermosa infancia. x
6
Habia transcurrido ademas una duodécima parte de su vide, | x
cuando de vello cubridse su barbile o
Y la séptima parte e su existencia transcurrid en un matrimonio | x
esteril B
Pasd un quinquenio més y le hizo dichoso el nacimiento de su |5
precioso primogénto,
que entregd su cuerpo, su hermosa existencia, @ fa tierra, que | x
dlurd tan 5610 la mitad de la de su pacte 3

Y con profunda pena descendid a la sepulura, habiendo
sobrevivido cuatro afios al deceso de su hijo

Dime cuénios afios habia vivido Diofanio cuando e liegd Ia
muerte.





Solución:

Al resolver la ecuación y hallar el valor de la incógnita, 84, conocemos los siguientes datos biográficos de Diofanto: se casó a los 21 años, fue padre a los 38, perdió a su hijo a los 80 y murió a los 84. 

13)
La manada de monos 
Otro de los problemas indios puede ser presentado en verso tal y como fue traducido por Lébedev, autor del excelente libro ¿Quién inventó el álgebra? 

Regocíjanse los monos divididos en  dos bandos: el  cuadrado de su octava parte en  el  bosque se solaza. Con alegres gritos, doce atronando  el  campo  están ¿Sabes cuantos monos hay en la manada, en  total?
Solución:
[image: image205.png]2
Si el nimera total de la manada es x, entonces [g] +12 = x de donde x, = 48:x, =16




El problema tiene dos soluciones positivas: en la manada puede haber 48 y 16 monos. Las dos soluciones satisfacen por las condiciones del problema.

11)
Las aves de la orilla 
En las obras de un matemático árabe del siglo XI hallamos el siguiente problema:  

A ambas orillas de un río crecen dos palmeras, la una frente a la otra. La altura de una es de 30 codos, y la de la otra, de 20. La distancia entre sus troncos, 50 codos. En la copa de cada palmera hay un pájaro. De súbito los dos pájaros descubren un pez que aparece en la superficie del agua, entre las dos palmeras. Los pájaros se lanzaron y alcanzaron el pez al mismo tiempo. ¿A qué distancia del tronco de la palmera mayor apareció el pez? 

Solución 
Mediante la figura adjunta y aplicando el teorema de Pitágoras, establecemos: 
[image: image206.png]AB =30% +x* ypor atralado AC = 20° +(50-x)?
Pera AB=AC, por cuanto los pajaros cubren esta distancia en un mismo tiempo entonces
30% +x? =20%+ (50— x)?, al quitar Ios paréntesis y simplificar obtenemos la ecuacién 100x = 2000 de

donde x =20




El pez apareció a 20 codos de la palmera que tenía 30 codos de altura

12) 
El enjambre de abejas  

En la antigüedad estaba muy extendida en la India una diversión singular: la solución de rompecabezas en competiciones públicas. Los manuales de matemáticas de ese país contribuían a la celebración de tales campeonatos de cálculo mental. "Aplicando las reglas aquí expuestas -escribía el autor de uno de dichos libros -, un hombre inteligente puede idear miles de problemas semejantes. Así como el Sol hace palidecer las estrellas con sus destellos, un hombre discreto eclipsa la gloria de otro hombre en los concursos populares, proponiendo y resolviendo problemas algebraicos". En el original, estas palabras presentan un aspecto más poético, por cuanto el libro está escrito en verso. Los problemas también aparecen versificados. Enunciemos en prosa uno de estos rompecabezas.
[image: image207.png]Un grupo de abejas, cuyo nimero era igual a la raiz cuadrada de la mitad de todo su enjambre, se

8
Posé sobre un jazmin, habiendo dejado muy atrds a = del enjambre; sélo una abeja del mismo

enjambre revoloteaba en torno a un loto, atraida por el zumbido de una de sus amigas que cayé
imprudentemente en la trampa de la florecilla, de dulce fragancia.




¿Cuántas abejas formaban el enjambre? 
Solución:

[image: image208.png]Si expresamos el nimero buscado de abejas del enjambre con la letra x |, tendremos la ecuacidn
.8

x4
270

Podernos simplficar la ecuacion intraduciendo una incagnita auiliar. =

16y? 2

2 . .
Entonces X = 2y°, por lo que resultara la ecuacian y +

2y?-0y-18=0

La ecuacion tiene dos raices paray: ¥, = 6.y,

Coma el numero de ahejas debie ser entero y positivo, es valida s6lo la primera raiz: el enjambre constaba,
pues, de 72 abejas

72 8
Comprobémos|o: S +;('l)+l:(v+(v4+l:'l
9




6.2   PROBLEMAS PROPUESTOS

A)
Resuelva las siguientes ecuaciones

[image: image209.png]10)

x+3 x+4 x+5

6 8 12

Resp. x=-10

5 2

X -3x-10 3x-15

Resp. x=

-8

2, x#-1 Resp x=

x+m—n_ (ntm)p-m)_x-—m+n

Resp x=2(m+n)

m nm n

ab-x) _ S
b atb

cab=0,a=-b Resp

2 Resp. x=0:=9

0 Resp. X=

~X+7 +5x-13=0 Resp. X

fr+3+4/x+8=0 Resp no hay solucion C




[image: image210.png]1) V2l Ax14 =1 Resp. x=-5

12) 0 Resp. x=9

1
et

13) (@a-b)x*+ (b-c)x+(c-a)=0 Resp. x=Lx=
14) A7x +17x-3-J2x+3 =0 Resp. x=
15) 3+4/4x? +2 =6 Resp. x=

18)
m Determine Iz ecuacion de segunda grado tal que sus raices san

-3+47
1

Resp 8% +12x+1=0

18) Determine k R para que la ecuacién 5x° —8x+k =0 tenga raices cuyo producto sea 6
Resp. k=1
19) Si @, son las raices de la ecuacion x°+px+q =0, determine I ecuacion cuadratica
cuyas raices son

11
a) — y= Resp. g+ px+1=0

a8
b) &y fF Resp. X2~ (p? -2q)x +g* =0

o &y [P Resp. X2~ (3pg-pHx+g’=0





B)
Resuelva los siguientes problemas con enunciado

1)
La suma de 15 y dos veces un número es 33. Encuéntrese ese número.

Resp.:  9

2)
Se sabe que el triple de un número que esta disminuido en dos es igual  a 42. ¿Cuál es el número?.

Resp.: 19

3)
Encuéntrese el número tal que sus doble sea menor en 12 que el triple del número.
Resp.: 12

4)
El resultado de sumar 28 a 4 veces cierto número es el mismo que se obtiene la restar 5 de  7 veces el número. Encuéntrese el número.
Resp.: 11

5)
Un padre tiene 20 años más que su hijo. Dentro de 12 años, el padre tendrá el doble de la edad del hijo. ¿Cuán​tos años tiene cada uno actualmente?.
Resp.: Padre: 28 años, Hijo: 8 años

6)
Un alambre de 130 centímetros de largo  está doblado en forma de un rectángulo que tiene 3 centímetros más de largo que de ancho. Determine el ancho del rectángulo.
Resp.: 31 centímetros

7)
Un agricultor quiere guardar 2850 kilos de alimento para ganado en dos depósitos vacíos. Si quiere que en el  depósito mayor hay 750 kilos más de alimento que en el depósito menor.¿Cuánto debe poner en cada depósito?.
Resp.: 1800 y 1050

8)
La cifra de las decenas excede en 5 a la cifra de las unidades de un número de dos cifras. Si el número se divide por la suma de sus dígitos, da 8. Hallar el número.

Resp.: 72

9)
La edad de María es el triple de la de Ester y excede en 5 años a la edad de Isabel. Si las edades de Ester e Isabel suman 23 años, hallar la edad de cada una.

Resp.: Maria: 21 años, Ester: 7 años, Isabel:16 años

10)
Guido tiene la cuarta parte de la edad de su padre Andrés y el triple de la edad de su hermano David. ¿Qué edad tiene cada uno, si sus edades suman 48 años?.
Resp.: Guido: 9 años, Andrés: 36 años, David: 3 años

11)
Hace 6 años un padre tenía el cuádruplo de la edad de su hijo. En 10 años más 

tendrá sólo el doble. Hallar la edad actual de padre e hijo. 

Resp.: Padre:38 años, Hijo:14 años

12)
Un padre tiene 52 años y su hijo 16. ¿Hace cuántos años el hijo tenía la séptima 

parte de la edad del padre?.
Resp.: Hace 10 años
13)
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Resp.:11

14)
 El profesor Wenceslao tiene 4 años más que su esposa Matilde. En su vigésimo quinto aniversario de matrimonio, Wenceslao observó que la suma de sus edades duplicaba la suma sus edades el día de su boda.¿Qué edad tendrá la señora Matilde en su quincuagésimo aniversario?.  

Resp.: 73 años

15)
La suma de las cifras de un número de dos dígitos es 12. So invertimos el  orden  de las cifras, el número se incrementa es 36. ¿Cuál es este número?.

Resp.: 48

16)
La suma de dos números es 24 y su producto  es 135. Encuentre los números.
Resp.: 9 y 15

17)
Un padre tiene ahora cuatro veces la edad de su hijo, dentro de 20 años, si viven, el padre tendrá dos veces la edad de su hijo. ¿Cuáles son sus edades en este momento?.
Resp.: Padre: 40 años, Hijo: 10 años

18)
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19)
En ciertos días de la semana, una familia compuesta de padre. Madre y niños menores de edad, viajando en tren pueden acogerse al beneficio de familia numerosa. Este beneficio consiste en que el padre pague el pasaje entero, y la madre y los niños, medio pasaje. Por otra parte la familia puede viajar en bus, en cuyo caso cada miembro de la familia paga el pasaje entero, pero a su vez cuestan las dos terceras partes  del pasaje en ferrocarril. ¿Para que número de niños el total de lo que se paga en ferrocarril sería igual a lo que se pagase en bus?.

Resp.: Un niño

20)
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21)
Las personas que asistieron a una reunión se estrecharon la mano. Uno de ellos advirtió que los apretones de mano fueron 66. ¿Cuántas personas concurrieron a la reunión?.

Resp.: 12 personas

22)
El explorador (la nave de reconocimiento), que marchaba con el resto de la escuadra, recibió la tarea de explorar el mar en una zona de 70 millas en la dirección en que marchaba la escuadra. La velocidad de ésta era de 35 millas por hora; la del barco explorador, de 70 millas por hora. ¿Cuánto tiempo tardará éste en incorporarse de nuevo a la escuadra?.   

Resp.: 1 hora 20 minutos
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