Analisis de series




Métodos espectrales: convolucion

Sea s(t) una sefal funcion de la variable t y r(t) una funcion de respuesta.
Se define la operacion convolucion de r con s

M/2

res Efws(t—r)r(r)dr (r®s);=>, " Si.k

El efecto de la convolucion es la suavizacion de la funcion senal y su
contaminacion para un t dado con sefal proveniente de t adyacentes.
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Métodos espectrales: correlacion

¢ La correlacion entre dos senales g(t), h(t) viene dada por

CF(g.h)())=[" g(t+)h(r)dr| |DCR(g,h); =" g,.h,

donde CF denota correlation function y DCF discrete correlation function.
Cuando las senales son funciones del tiempo, t se denomina retraso (/ag en
inglés)
¢ La autocorrelacion se define, de forma analoga, como |ACHg) =CF(g,9)
donde ACF denota autocorrelation function.

La ACF se suele emplear para encontrar periodos.

LI TR S N NN BN TR OO N R BN R B R N I
O I T R
9 — — | A
°® .
E - & - 91— Nolag —
% I 1
E 8 ® — 1
E LA & ol Ll > - ° i |
C = ® ® - ;
b "
s [ s 1
> o ® e Y e e %
® 81— -1
T i - T M T T - g L ‘ )
1 1 T N N I R G R — = i .-, ® 1
A= ] ®
® -~ ee G |
¢ B ® ] - -1
'E' 8 L X b e ° L ® ® ® b — | .
= o @ PP °,° | r=059% 1
® ® | % =351 d
7 ] P I T O T A T T
PR TN SN NN TN UMY TN NN TN SR SN T SN T SO 6 - 8 9 ¢
49150 49200 49250 49300 49350

Continuum

Julian Date (—2400000)



Métodos espectrales: correlacion

¢ La correlacion entre dos senales g(t), h(t) viene dada por

CF(g.h)())=[" g(t+)h(r)dr| |DCR(g,h); =" g,.h,

donde CF denota correlation function y DCF discrete correlation function.
Cuando las senales son funciones del tiempo, t se denomina retraso (/ag en
inglés)
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donde ACF denota autocorrelation function.
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Métodos espectrales: correlacion

¢ La correlacion entre dos senales g(t), h(t) viene dada por

CF(g,h)(t)=[_ g(t+)h(z)dz

DCF(g,h),

Zk OgJ+k

donde CF denota correlation function y DCF discrete correlation function.
Cuando las senales son funciones del tiempo, t se denomina retraso (/ag en
inglés)

¢ La autocorrelacion se define, de forma analoga, como
donde ACF denota autocorrelation function.

ACHg)=CF(g,9)

La ACF se suele emplear para encontrar periodos.
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Métodos espectrales: correlacion ‘
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Métodos espectrales: funcion de estructura
Se define la funcion de estructura de una sefnal s(t), como

SF(t) E% j; [s(t+2)—s(zr)['dr SF(at) = ([s(t+At) - s®)F )

donde SF denote structure function.
SF da cuenta del incremento de la variacia como funcidn de t, es decir, mide
la escala de t en la que se produce la variancia maxima (Simoneti et al....???)
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Métodos espectrales: funcion de estructura

Ejemplo: SF como promedio de una pobacién de
fuentes (Aretxaga et al. 1997, MNRAS, 286, 271)
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Métodos espectrales: espectro de potencias

Se define la potencia de una sefal s(t) a una frecuencia v, como
P =|S(v) —w<v<w donde

S()=FT(s(0) = [ dts(e | [S()=DFT(s(t) = %Z s g2

donde FT denota Fourier transform AIternatlvamente la potencia también
se define como P(v)_\S(v)\ +|S(- v)\ _Z\S(v)\ 0<v<ow

El espectro de potencias mide la contribucidon a la variancia de una cierta
frecuencia v.
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Ejemplo: espectro de potencias de corrimientos Doppler en el sol. Medida de periodos
(Wentzel 1989)



Métodos espectrales: espectro de potencias

o
i

1

2'5 /G0 | I Vl 4 | 1 3 A .! ¥ - =
el S £ Ejemplo: espectro de potencias de la

" (b) ]
E 1 curva de luz en LE (0.05-2keV) y ME
8 °F 7 (2-10keV) de NGC4051 medida por
= F i 3 4 ROSAT (Papadakis & Lawrence 1995,
= oy v L“ , - MNRAS, 272, 161)
" C | A [ 4
K] i H 3 L
£ ] 4 I | ) ¥ ol
i " =
- i
s, HE :
it ok e A B b d S 8 %k i i
00 50 ‘ 100 - 150 4 200
- _ _ Time {ksec)
O‘.i :l T 1 LA A l | 5% N A | I VSR PO S | i T 1 T T 11 E LI B S | E A e § ):
. _:__ [ LE power spectrum‘ _E
ok I :
T ;
s I —+ .+ :
% ab ++ 4 ruido blanco
- P i
I B, HM*M ------ ;
UG LN
o :L L Ve P Mofokol i y SRS | I | B 3763 At | i { o ) o] 1 S Wt e Lo i 4 3 4 = l B B | I:

=26 =B ~1.5

_eog. of F;e%'\?ency (l-lz—)'3

~5.5 ~5 ~45



Métodos espectrales: espectro de potencias

¢ Ruido blanco (white noise), es un espectro de potencias plano, con igual
potencia por cada intervalo de frecuencia (Hz). Ejemplos de procesos que
crean ruidos blancos son los proceso poissonianos no correlacionados (shot
noise), o el ruido térmico en circuitos electrénicos (ruido de Johnson).

¢ Ruido rosa o ruido 1/f (flicker noise, ruido de exceso), esta caracterizado
por una potencia constante por cada década de frecuencia. Es inherente a
muchos sistemas de eléctricos, asociado a variaciones en la resistencia. Por
lo tanto, es algo a tener en cuenta al disefar observaciones, por ejemplo
con boldmetros. También aparece frecuentemente en la naturaleza: la
velocidad de las corrientes marinas, el flujo de los granos en un reloj de
arena, la potencia de una pieza musical, ...

¢ Ruido rojo o ruido 1/f2
(Horowitz & Hill, 1980, “The Art of Electronics”, Cambridge University Press)



Transformadas de Fourier

La transformacion de Fourier (FT) convierte funciones del espacio temporal o
espacial al espacio de frecuencias temporales o espaciales. Esta
transformacion simplifica el calculo de los métodos espectrales.

transformada H(v)=FT(h) = j: dt h(t)e ™"

antitransformada |h(t)=FT*(H)= foodv H (v)e 2

En Fisica se utiliza la frecuencia expresada en rad/s en vez de en ciclos/s,
0=2rv  H(@)=[ dtH®e"™" h{)=[ doH()e™
¢ Propiedades

si h(t) es real — H(—v) =H(v)
imaginario — H(—v) = —H(v)
par — H(—v) = H(v)
impar — H(—v) = —H(v)
real y par — H(v) es real y par
real e impar — H(v) es imaginario e impar

imaginarioy par — H(v) es real y par
imaginario e impar — H(v) es real e impar



Transformadas de Fourier

¢ Propiedades: 1 1
escalaje FT(h(at) = =H(v/a) , FT( h(t /b)} =H(bv)

a b
corrimiento FT(h(t —to))‘:‘ H(v)e?™" | I‘:"I'(h(t)e‘z’”(’t): H(-v,)
teorema de convolucién: FT(g®h)=G()H ()
teorema de correlacion:  FT(CF(g,h))=G()H"(v)
teorema de Wiener-Khinchin: FT(ACF(g))=|G(v)’

teorema de Parseval: [ dth@ =] dv|[H)



Transformadas de Fourier discretas (DFT)

Sea una sefal s(t) medida a intervalos equidistantes de frecuencia 1/A:

s,=s(nAA) donde n=...,-3,-2,-1,0,1,2,3,.

Se define la frecuencia critica de Nyquist como
Ivlzv,

Ve E%A

donde S(v)=0 para

¢ Teorema de muestreo: si una funcion continua s(t), evaluada a intervalos

equidistantes A, esta acotada en su ancho de banda (S(v)=0 para |v|>Vv,),
entonces la funcion esta completamente determinada por su muestra s,

7(t—nA)

(1) = Ai sin[2zv, (t —nA)]

Si la funcion no se evalua con una frecuencia mayor que la frecuencia de
Nyquist, entonces ocurre el engorroso problema de la creacion de

sobrenombres (aliasing)



Transformadas de Fourier discretas (DFT)
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Transformadas de Fourier discretas (DFT)

Ejemplo de creacion de sobrenombres: sinusoide de frecuencia mayor que 1/2T, con
muestras tomadas a intervalos T.

X(t) =sin2zvt  donde V, :% y p es entero y g es fraccion.

X(t) =sin Zn%kT = sin &Pk cos zgk + cos zpk sin zgk = cos zpk sin zgk
0

esipespar cosapk=1 Vk v lasefal queda X(k)=sinzgk =sin2z g

T
s si p es imparcosapk = (-1)*  entonces X(K) = (=1)" sin zgk = cos 7k sin 770k = —sin(zk —2gk) =

_ _sin zk(1—q) = sin 2;;(% —%T)kT — _sin27(F —v))t

Para vo=1025 Hzy 7=0.005s : F=1/2T =100 Hz, p=10, q=0.25 /=—=>» Vv(;=25Hz

KT =sin 2zvgt

10F —~—— 11F

\ 9F
\ 7F
\ 5F
2F \\ 3F
0 \ F=1/2T

8F —~——

6F ~———

4F ~——




Transformadas de Fourier discretas (DFT)

Método de Danielson-Lanczos para el calculo de transformadas rapidas de
Fourier (FFT)

Se basa en que una DFT de tamano N puede reescribirse como dos DFT de
tamano N/2, la primera formada por los datos pares, y la segunda por los

Innfeki=sr 2rknIN N 27in(2k)/ N & 27in(2k+1)/ N
+Z271KN +Z27N +Z27Nn S _
H = Zh e ZhZKe + thme =
k=0 ‘oo
& 27nkI(N/2) | (27 /N 0 "R& 27ink/(N /2)
+Z7n 7 + zin e n 0
= Zthe +( ) h2k+1 =H_,+W"H,
k=0 —— k=0
Wn

Asi se puede ir descomponiendo a DFT de menor complejidad, con N/4,
N/8, N/16, ... Hasta llegara 1 H.™°"=h, para algln k.

El algoritmo para encontrar qué k es:

1. reviértase el disefio de ey o

2. hagase e=0, o=1

3. kK = nUmero resultante en base binaria

Existen otros algoritmos para calcular FFT



Convolucion y deconvolucion

r®SEfws(t—f)r(r)dr (res), =

M /2 -
k=—M/2+1 " J-K

I

e Teorema de convolucion

FT(r®s)=R(v)S(v)

e Teorema de convolucidon discreta:

Si s; es una sefial periodica, de periodo N, completamente determinada
So, .-+, Sy—; Y T €s una funcion de respuesta de impulso infinito (no 0 sélo

en —M/2 < k <M/2, intervalo menor que N), entonces:

DFT(r®s). =R S,

resir)




Convolucion y deconvolucion

e Calculos con funciones no periodicas: se introducen artificialmente 0Os
al final de la funcidén de senal s, tantos como numero de indices positivos o

negativos en r. Esto impide la contaminacion de frecuencias con tiempos
que toma como periodicos.
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Correlacion y autocorrelacion

CF(g,h)(t)=[_ g(t+)h(z)dz

DCF(g,h),

Zk OgJ+k

e Teorema de correlacion

e Teorema de correlacion discreta: ‘DCF(Q’h)j =G,H,

CF(g,h) =G(V)H*(V)|

Si s; es una sefial periodica, de periodo N, completamente determinada

Sor ey

Sy—; Y I es una funcion de respuesta de impulso infinito (no 0 sodlo

en —M/2 < k <M/2, intervalo menor que N), entonces:
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Espectro de potencias: periodograma

Sea una senal s(t) evaluada en intervalos equidistantes, su transformada
de Fourier discreta viene dada por

N-1 _
S, =) se™™™ | n=0,.,N-1

y su periodograma en N/2+1 frecuencias viene definido por

1
P(v,) :—2‘80‘2

P(v)— Ms\ +[Sh ” o j=12,...,(N/2-1)
P(v.)=P(vy,,) = 12‘SN/2‘

donde v; se define solo para frecuencias positivas o cero:

v, :L:2VCi , ]=0,.,N/2
NA N

Por el teorema de Parseval, vemos que la suma de los N/2+1 valores del
periodograma dan la amplitud media cuadrada de s,.



Espectro de potencias: periodograma

P(V;) es un promedio de P(V) sobre una ventana estrecha (W) centrada en
Vv;. Si definimos s como la diferencia de frecuencias en casillas
. . 2
W (s) = jz _sm;zs
N“| sin(zs/N)
lo que implica un derrame (/leakage) de una frecuencia a otra

Re [X¢/f)]

wlit)
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“/o /o
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Espectro de potencias: periodograma

El periodograma no se vuelve mas preciso si N aumenta: la desviacion
estandar es siempre 100% del valor del periodograma, independiente de N.
e Métodos para aumentar la precision:

1. producir un periodograma con N grande y sumar los valores de
frecuencias adyacentes. No promediar.

2. dividir los datos en k segmentos de 2M puntos consecutivos. Calcular
FFT de cada segmento, y promediarlo para obtener k puntos del
periodograma. La desviacion estandar sera asi vk.

. Ventanals para disminuir el derrame:
2
P(Vo):VT‘So‘

SS

P(vj):vvilsj\2+\sN_j\2] Cj=12,...,(N/2-1)

SS

~

1 2
P(v,)= P(VNIZ):—‘SNIZ‘ -
W, 13- M2 Bartlett

N-1 N/2

W, = NZ;WJ'Z donde W, =4 1/ 2[1—cos(27z2]' /N)] Hann
i= i
1—(1 \ /2) Welch

N/2




Espectro de potencias: periodograma
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Espectro de potencias: periodograma
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Espectro de potencias: periodograma

¢ Periodograma normalizado de Lomb-Scargle para series evaluadas de
forma no equidistante hg=h(tj) , j=1,...,N . Se define la media y la variancia
de forma estandar (h,o?)

En funcion de la frecuencia angular ©=2nv>0 :

1 [Zj(hj—ﬁ)cosa)(tj—f)]2 [Zj(hj—ﬁ)Sina)(tj—T)z

P, (@) = +
v (@) 202 ZjCOSZG)(tJ-—T) stinza)(tj—r)
SN 20t
donde 1t viene definido por tan2wr ==
chos,Za)tj

Habitualmente h; contiene senal y ruido. Para calcular la significancia de un
pico, se toman M frecuencias independientes. La probabilidad de que
ninguna dé una valor mas alto que zes P(>z)=1-(a—e?)" , de forma
que un valor pequefo tiene una alta significancia. M depende del numero
de frecuencias definidas por la muestra:

M=N si estan aproximadamente espaciadas

M=N si son aleatorias

M=N si los puntos estan acumulados en alguna zona de t. Si es asi se

debe realizar un Monte Carlo para calcular M (ejem. Horne & Baliunas 1986, ApJ,
302, 757).



Espectro de potencias: periodograma

¢ Periodograma normalizado de Lomb-Scargle
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