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UNIDAD 1: 
Álgebra
Si bien la palabra "álgebra" viene de la palabra árabe
[image: image1.png](al-Jabr, s—=J)



, sus orígenes se remontan a los antiguos babilonios, que han desarrollado un avanzado sistema aritmético con el que fueron capaces de hacer cálculos en una forma algebraica. Con el uso de este sistema fueron capaces de aplicar las fórmulas y soluciones para calcular valores desconocidos. Este tipo de problemas suelen resolverse hoy mediante ecuaciones lineales, ecuaciones cuadráticas y ecuaciones indefinidas. Por el contrario, la mayoría de los egipcios de esta época, y la mayoría de la India, griegos y matemáticos chinos en el primer milenio antes de Cristo, normalmente resolvían tales ecuaciones por métodos geométricos, tales como los descritos en la matemática Rhind Papyrus, Sulba Sutras, Elementos de Euclides, y los Nueve Capítulos sobre el Arte de las Matemáticas. El trabajo geométrico de los griegos, centrado en las formas, dio el marco para la generalización de las fórmulas más allá de la solución de los problemas particulares de carácter más general, sino en los sistemas de exponer y resolver ecuaciones.

Las mentes griegas matemáticas de Alejandría y Diofanto siguieron las tradiciones de Egipto y Babilonia, pero el Diophantus del libro Arithmetica está en un nivel mucho más alto. Más tarde, los matemáticos árabes y musulmanes desarrollaron métodos algebraicos a un grado mucho mayor de sofisticación. Aunque los babilonios y Diophantus utilizaron sobre todo los métodos especiales ad hoc para resolver ecuaciones, Al-Khowarizmi fue el primero en resolver ecuaciones usando métodos generales. Él resolvió el indeterminado de ecuaciones lineales, ecuaciones cuadráticas, ecuaciones indeterminadas de segundo orden y ecuaciones con múltiples variables.

[image: image2.png]La palabra "aigebra” es el nombre de la palabra arabe "Al-Jabr, " en el titulo del libro al-Kitab al-mubtasar fi
al-Gabr hisab wa-lmugabala, < s s s s+ s} i_Lsd, el sentido del Resumen del libro se
refiere a la transposicion y Calculo de la Reduccion de un libro escrito por el matemético persa islamico,
Muhammad ibn Musa Al-Khwarizmi (considerado el “padre del algebra’), en 820,




La palabra Al-Jabr significa "reducción". El matemático helenístico Diophantus ha sido tradicionalmente conocido como el "padre del álgebra", pero en tiempos más recientes, hay mucho debate sobre si al-Khwarizmi, que fundó la disciplina de Al-Jabr, título que se merece su lugar. Los que apoyan Diophantus apuntan al hecho de que el álgebra que se encuentra en Al-Jabr es algo más elemental que el que se encuentra en el álgebra Arithmetica y que Arithmetica es sincopada mientras que Al-Jabr es totalmente retórica. Los que apoyan el punto de Al-Khwarizmi sobre el hecho de que presenta los métodos de "reducción" y "equilibrio" (la transposición de términos restará al otro lado de una ecuación, es decir, la cancelación de términos a ambos lados de la ecuación), al cual el término Al-Jabr se refería originalmente, y que dio una explicación exhaustiva de la solución de ecuaciones cuadráticas, apoyada por las pruebas geométricas, mientras que el tratamiento de álgebra como una disciplina independiente en su propio derecho. Su álgebra ya tampoco trataría "con una serie de los problemas por resolver", sino con una "exposición que empieza con lo primitivo en el que las combinaciones deben dar todos los posibles prototipos de ecuaciones, que en adelante explícitamente constituyen el verdadero objeto de estudio". También estudió una ecuación para su propio bien y "de forma genérica, en la medida que no sólo surgen en el curso de la solución de un problema, sino que específicamente en la llamada para definir una infinidad de problemas de clase".

El matemático persa Omar Khayyam desarrolló la geometría algebraica y encontró la solución geométrica de la ecuación cúbica. Otro matemático persa, Sharaf Al-Din al-Tusi, encontró la solución numérica y algebraica a diversos casos de ecuaciones cúbicas. Él también desarrolló el concepto de una función. Los matemáticos indios Mahavira y Bhaskara II, el matemático persa Al-Karaji, y el matemático chino Zhu Shijie, resolvieron varios casos de cúbicos, quartic, quintic y ecuaciones polinómicas de orden superior mediante métodos numéricos.

Otro acontecimiento clave en el desarrollo del álgebra fue la solución algebraica de las ecuaciones cúbicas y quárticas, desarrollado a mediados del siglo XVI. La idea de un factor determinante fue desarrollada por el matemático japonés Kowa Seki en el siglo XVII, seguido por Gottfried Leibniz diez años más tarde, con el fin de resolver sistemas de ecuaciones lineales simultáneas utilizando matrices. Gabriel Cramer también hizo un trabajo sobre matrices y determinantes en el siglo XVIII. Resumen de álgebra se desarrolló en el siglo XIX, centrándose inicialmente en lo que ahora se llama la teoría de Galois, y en cuestiones de constructibilidad.

1.1 ECUACIÓN DE SEGUNDO GRADO CON UNA VARIABLE

Una ecuación de segundo grado o ecuación cuadrática es una ecuación polinomial donde el mayor exponente es igual a dos. Normalmente, la expresión se refiere al caso en que sólo aparece una incógnita y que se expresa en la forma canónica:

[image: image3.png]ar® +br+c=10




donde a es el coeficiente cuadrático o de segundo grado y es siempre distinto de 0, b el coeficiente lineal o de primer grado y c es el término independiente o constante.

· 1.1.1  DISCRIMINANTE DE UNA  ECUACIÓN CUADRÁTICA

[image: image4.png]2
El discriminante de una ecuacion cuadratica o ecuacion de segundo grado A2 + b + ¢ = 0, donde los
tres coeficientes a, by c son distintos de cero; se representa con el simbolo A y se calcula mediante la formula

A =b —dac

2
Si- la ecuacion cuadrética no aparece de la forma  aZ” + bx + ¢ = 0, entonces se deben realizar las
operaciones necesarias para expresarla asi, antes de proceder a calcular el discriminante.




EJEMPLO 1

Determine el discriminante de la expresión  x2 – 7x + 10.

Solución:   

Tenemos que   a= 1 , b = –7 , c = 10.  

Utilizando la fórmula para calcular el discriminante  se obtiene 

[image: image5.png]A=pP-4(asc)
A=(-7)2 - 4(1210)





EJEMPLO 2
Determine el discriminante de la expresión  ( x+2 )  ( 3x – 1 ) =  –x2 + 8

Solución:   

[image: image6.png]Esta expresion (x+2) (3x—1)= —x2 +8, se convierte en 4x2+ 5x - 10
Tenemos que a=4,b=5,c=-10

Utiizando la formula para calcular el discriminante se tiene que
A=tP-d(asc)

A=(5)2 = 4(4e-10)

A= 254160

A =185




1.1.2  RESOLUCIÓN DE UNA  ECUACIÓN CUADRÁTICA

[image: image7.png]2
La ecuacion de segundo grado @~ + bx + ¢ = 0, donde los tres coeficientes a, b y ¢ son distintos de
cero.

Esta ecuacion admite tres posibilidades para las soluciones: dos nimeros reales y diferentes, dos nimeros
reales e iguales (un nimero real doble), o no hay solucion en IR, dependiendo del valor que tome el
discriminante: sea positivo, cero o negativo; veamos:

A>0 7 soluciones distintas
A=0 7 tinica solucion
A<0 'No hay solucion real (nimeros complejos)





Se resuelven por despeje, por factorización, mediante el uso de calculadora científica o por fórmula general. La fórmula general se estudia a continuación.

La ecuación completa de segundo grado tiene siempre dos soluciones, no necesariamente distintas, llamadas raíces, que pueden ser reales o complejas, dadas por la fórmula general:

[image: image8.png]dac

—b + Vb2 —

2a

donde el simbolo "+" indica que los dos valores.

. —b + VP> —dac
1=
2a

son soluciones de la ecuacion cuadratica.

Xy =

—b — Vb — dac

2a




EJEMPLO 3

Determine el conjunto solución de la ecuación
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mediante despeje.

Solución:

[image: image10.png]



EJEMPLO 4

Resuelva la ecuación
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,
mediante factorización.

Solución:

[image: image12.png]30" +14n-5=0
Gn-1)n+5)=0 = 3n-1=0 6 n+5=0
6
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R/ El conjunto solucion de la ecuacion 37 +14n~ 5, corresponde a S = {75, %}




EJEMPLO 5

Determine el conjunto solución de la ecuación 2x2 – 14x + 20, mediante fórmula general.

Solución:   

Tenemos que   a= 2 , b = –14 , c = 20.  

Primero se calcula el discriminante

[image: image13.png]A=tP-d(asc)
A=(14)2 - 4(2020)
4= 196160

4=36

Luego se utliza la formula general para determinar x, y x,

A :——14—«/36:%:14—6:%:§:X‘:2
2a 202 4 1
Xy:7b+-\E: V:7714+«/36:XV:14+6: N0 s
> 2a N 202 ) a7

Rl S={2,5}




EJEMPLO 6

Determine el conjunto solución de la ecuación 2x2  – 6x  – 36, mediante uso de calculadora científica.

Solución: 




Para  resolver la ecuación dada se hace lo siguiente:

Calculadora Casio fx-570 ES
[image: image14.png]1. Opimalasteclas | MODE 5|y | 3| eneseorden

2. Enlapantalla aparece a b c y algunos ceros; Oprima las teclas:

20 |= el = ll3s||=]]=

Esto para ingresar los valores de a, by ¢ de la ecuacion dada.

3. Enlapantalla aparece x, = 6, esa corresponde a una de las raices de la ecuacion
2x2 —6x — 36 para obtener la otra -en caso de existir- oprima la tecla

4. Enlapantalla aparece x;=-3

5. Rl S={-3,6}

6. Oprimalasteclas | MODE | | 1 | para volver al modo inicial de la calculadora.





1.1.3  APLICACIONES DE UNA  ECUACIÓN CUADRÁTICA

La ecuación cuadrática es de gran importancia en matemáticas aplicadas y en general, puesto que se aplica muy frecuentemente en la resolución de problemas de la vida cotidiana.

EJEMPLO 7

Determinar k de modo que las dos raíces de la ecuación x2 −kx + 36 = 0 sean iguales.

Solución:

[image: image15.png]b2-4ac=0

k2-4-36=0 k2=144

12

kl
k-+fid@”
Nk, =-12

R/ El valor que puede tomar k es *12




EJEMPLO 8
La suma de dos números es 5 y su producto es −84. Halle dichos números.

Solución:

x2 − Sx + P = 0  ( S es el resultado de la suma y P el resultado del producto)

[image: image16.png]Xx*-5x-84=0




R/ Los números son 12  y  –7. 

EJEMPLO 9

Dentro de 11 años la edad de Pedro será la mitad del cuadrado de la edad que tenía hace 13 años. Calcule la edad de Pedro.

Solución:

[image: image17.png]Edad actual > x
Edad hace 13 afios ~> x-13
Edad dentro de 11 afios — x + 11

(x-13)°
e

x+11 =

2X +22=x%-26x +169 —> x2-28x+147=0

x=21 x=7




R/ La edad actual de Pedro es de 21 años. ( El número 7 se descarta pues no hace cumplir la ecuación * )

EJEMPLO 10

Para vallar una finca rectangular de 750 m² se han utilizado 110 m de cerca. Calcule las dimensiones de la finca.

Solución:

[image: image18.png]55-x

X

Semiperimetro ™ 55

Base ™~ x

Altura —> 55— x

x-(85-x)=750 (area dela finca)

X2~ 55x + 750 = 0

x=25  x=30

R/ Las dimensiones de la finca son de 30m y 25m.




EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Resolver las siguientes ecuaciones

[image: image19.png]a) x* —3x+1=

b) 2x* +12x-5=0,

€) x* —2x-8=0,
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2) Hallar las raíces de las siguientes ecuaciones cuadráticas

[image: image20.png]ECUACION RAICES
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3) Resolver los siguientes problemas:

a). Halla un número entero sabiendo que la  suma de su inverso es
[image: image21.wmf]26

5

 .

b). Los tres lados de un triángulo rectángulo son proporcionales a los números 3, 4 y 5. Halla la longitud de cada lado sabiendo que el área del triángulo es 24 m²

c).   Un jardín rectangular de 50 m de largo por 34 m de ancho está rodeado por un camino de arena uniforme. Halla la anchura de dicho camino si se sabe que su área es 540 m².

RESPUESTA A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Resolver las siguientes ecuaciones

[image: image22.png]a) ¥ —3x+1=0, respuesta: ﬂ,“I
2 2
b) 2 +12x-5=0, respuesta: {ﬂ,#}

€) x* —2x-8=0, respuesta:  {~2,4}




 

2) Hallar las raíces de las siguientes ecuaciones cuadráticas

[image: image23.png]ECUACION

x2=45
=9
Tme=12

(Bn+1)p=25





3) Resolver los siguientes problemas:

[image: image24.png]a). Halla un nimero entero sabiendo que la suma de su inverso es ?
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R/ El número es 5.

a). Los tres lados de un triángulo rectángulo son proporcionales a los números 3, 4 y 5. Halla la longitud de cada lado sabiendo que el área del triángulo es 24 m².

[image: image25.png]4x 5x

3x
12 lado (base) ~> 3x
2° lado (altura) ~4x
3¢ lado T 5x
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x*=4 X =12 x=2
R/ 1erlado ~26m

2°lado 78 m

3¢ lado T2 10 m




b). Un jardín rectangular de 50 m de largo por 34 m de ancho está rodeado por un camino de arena uniforme. Halla la anchura de dicho camino si se sabe que su área es 540 m².

[image: image26.png](50 + 2x) - (34 + 2x) - 50 - 34 = 540
4x2 + 168x - 540 = 0 X2+ 42x - 135 = 0
x=3yx=-45

R/ La anchura del camino es 3 m.




1.2 FACTORIZACIÓN DE POLINOMIOS

Factorizar un polinomio consiste en expresarlo como una multiplicación de 2 o más polinomios diferentes de 1 y de  – 1, llamados factores.

Los polinomios de grado mayor a 0 que no se pueden factorizar se conocen como POLINOMIOS IRREDUCTIBLES .

A continuación mostraremos la factorización completa de algunos polinomios, a manera de ejemplo.

EJEMPLO 11

[image: image27.png]La factorizacion completa de &' +a-12 coresponde a a +a—12=(a+4)(a-3)

Nétese que la expresion resultante a la derecha es una multiplicacien donde (a+4) y (a—3) son los
factores.




EJEMPLO 12

[image: image28.png]El polinomio 10x* +5x—15 se puede factorizar como s(zr‘ + x—s) 'y al factorizar por completo se obtiene

5(x—1)(2x+3) ; donde 5y (x—1)(2x+3) son los factores resultantes




Existen varios métodos para efectuar la factorización completa de un polinomio, estudiemos cuáles son y en qué consisten cada uno de ellos.

1.2.1 FACTORIZACIÓN POR FÓRMULA GENERAL

Si tenemos una ecuación de la forma  ax2 + bx + c,  entonces se cumple que

[image: image29.png]1. A=t2—4(asc),elsimbolo A se conoce como discriminante de la ecuacion cuadratica

—b—+/A —b+-/A
PR Y T

En general el conjunto solucion de esta ecuacion es $ = { x, %2} y su factorizacion es
(x£x) (x2x).





EJEMPLO 13

Factorice   por completo la expresión  x2 – 7x + 10.

Solución:   

Tenemos que   a= 1 , b = –7 , c = 10.  

Utilizando 1.  se obtiene 

[image: image30.png]A=b2-4(asc)
A=(7)2 - 4(1010)
a=9

Luego se utilza 2. para determinar %, y x,

Por lo tanto, el conjunto solucion de la ecuacién x2—7x +10 es S={ 2,5} ; entonces su factorizacion

corresponde a
(x-2)(x -5)




NOTA: SIGNOS  OPUESTOS  al signo de cada número en el conjunto solución.

EJEMPLO 14

Factorice  el polinomio 
[image: image31.wmf]2
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completamente.

Solución:   

Tenemos que   a= 2 , b = 1 , c = –3.  

Utilizando 1.  se obtiene 

[image: image32.png]A=tP-d(asc)
A=(1)2 - 4(203)
A=25

Luego se utilza 2. para determinar %, y x,

bﬂE:X 7717«E: _-1-5

2a T 262 E—

b+-\E:X :71+«E:X _ 145

2a - 22

4
Sx=2=x=1

Por lo tanto, el conjunto solucion de la ecuacion 2x* +x-3 es S={ ;23 .1} ; entonces su factorizacion

corresponde a
(2+3) (x =1)

NOTA: SIGNOS OPUESTOS al signo de cada nimero en el conjunto solucién; observe también que en la
expresion ;23 se coloca primero el valor del denominador - en este caso 2- delante de la “x" y el valor del

numerador después.




1.2.2 FACTORIZACIÓN POR INSPECCIÓN

Este método sirve para factorizar trinomios de segundo grado, o sea, expresiones de la  

ax2 + bx + c donde a, b y c son números reales.
CASO 1: 
Si a = 1, es decir, la expresión tiene la forma  x2 + bx + c , se deben buscar dos números enteros que sumados den como resultado “b” y multiplicados den como resultado “c”.
PASO 1: Determinar si existe factor común entre los términos del polinomio.

PASO 2: Encontrar la manera de escribir “x2” como una multiplicación, esos factores se escriben formando una columna.

PASO 3: Encontrar todas las parejas de números enteros cuya multiplicación sea igual a “c” y se anotan en una columna al lado derecho de la anterior.

PASO 4: Comprobar que el término “b” del trinomio sea igual a la suma de los productos cruzados entre los factores, elegir cual arreglo de parejas es el correcto y anotar cada línea horizontal formada por las columnas entre paréntesis.

EJEMPLO 15

Factorice   completamente el polinomio  x2  +  5x  + 6. 

Solución:   
[image: image33.png]x ><: 2 NOTESE que: xex=x2 y 2¢ 3 =6
x 3

Multiplicando en cruz: 3 x + 2ex= 5x , y se cumpleque b’ =5




                                             R/  La factorización es    ( x + 2 ) ( x + 3 ).

EJEMPLO 16   (Usando la calculadora)
Factorice  la expresión  x2  – 3x  – 18. 

Solución:   
Para  factorizar la expresión dada se hace lo siguiente:
[image: image34.png]ingresan los valores en la calculadora cientifica para obtener el conjunto solucion; este corresponde a S =
6

¥

) (x= )
notamos los valores del conjunto solucion que da la calculadora PERO con signo OPUESTO!

1.Seir
{3,
2 Escribimos dos factores que contengan a la variable “x” de la siguiente manera:
(x=
3
( 3)(x-8)

+3

R/La factorizacion es (x—6) (x + 3 )"




R/ La factorización es ( x – 6 ) ( x + 3 )*.

*NOTA: el orden de los factores no altera el producto.

CASO 2: 
a  [image: image35.wmf]¹

1, es decir, la expresión tiene la forma  ax2 + bx + c .

PASO 1: Determinar si existe factor común entre los términos del polinomio.

PASO 2: Encontrar todas las parejas de números enteros cuya multiplicación sea igual a “a”, esos factores se escriben formando una columna.

PASO 3: Encontrar todas las parejas de números enteros cuya multiplicación sea igual a “c” y se anotan en una columna al lado derecho de la anterior.

PASO 4: Comprobar que el término “b” del trinomio sea igual a la suma de los productos cruzados entre los factores, elegir cual arreglo de parejas es el correcto y anotar cada línea horizontal formada por las columnas entre paréntesis.

EJEMPLO 17

Factorice   por completo el polinomio   6x2  –  16x  – 6. 

Solución:   

Observe  que    6x2  –  16x  – 6 = 2 ( 3x2 – 8x – 3 )    -aplicando factor común-
[image: image36.png]x

NOTESE que: 3xex=3x> y 1e (-3)= -3





Multiplicando en cruz:     3x ( ( – 3 )  +   x ( 1 =

                                               – 9 x   +     x     =   –8 x    ,    y se cumple que  “b” = –8   

R/ La factorización es   2 ( 3x + 1 ) ( x – 3 )

EJEMPLO 18

Factorice   la expresión  15a2x2  – 11abx  – 12b2. 

Solución:  

[image: image37.png]3ax —4 NOTESE que: 3ax+5ax=15a?2 y —4be3b= —12b
sax ><: b




Multiplicando en cruz:    3ax ( 3b + 5ax ( ( –4b ) =

                                          9 abx  + ( –20abx )    =   –11 abx    ,   y se cumple que  “b” = –11      

R/ La factorización es ( 3ax – 4b ) ( 5ax + 3b )

EJEMPLO 19  (Usando calculadora)
Factorice   por completo el polinomio   6x2  –  16x  – 6.

Solución:   
Para  factorizar la expresión dada se hace lo siguiente:

[image: image38.png]1. Se aplica, de ser posible, la factorizacion por factor comin 2 ( 3x2-8x ~3)
2. Se ingresan los valores en la calculadora cientifica para obtener el conjunto solucion de la ecuacion

cuadratica; este corresponde a S = { —

3 Escribimos dos factores que contengan a la variable “x” de la siguiente manera:
2(x= ) (x= )

4. Anotamos los valores del conjunto solucion que da la calculadora PERO con signo OPUESTO, y aplicando lo
estudiado en el ejemplo 2 de la factorizacion por formula general parala expresion %
2(3+1)(x-3)

R/Lafactorizaciones 2( 3x + 1) (x = 3)




1.2.3  FACTORIZACIÓN POR FÓRMULAS NOTABLES

La factorización mediante Fórmulas Notables, se caracteriza porque la expresión dada se puede escribir como una fórmula notable.

Resumen de las fórmulas notables:

[image: image39.png]1-(a+bp=a?+2ab+b
2-(a-bP=a-2ab+b2
3-(a+b)(a-b)=a2-b?
4- (a+b)P=ad+3a2b+3ab? + b3
5- (a-b)i=a"-32b+3ab2 b3
6-(a+b)(a2-ab+b?)=as+b°

7-(a-b)(@+ab+b)=a-b





Antes de iniciar con el estudio propiamente de la factorización mediante Fórmula Notable, se hará un breve repaso de la aplicación y desarrollo de estas fórmulas notables.

EJEMPLO 20
La expresión ( 3x2 + 5 )2  es igual a 

Solución:   

[image: image40.png]Se aplica el producto notable 1: (3x2+5)2 = (3x2)2+2 (3x2e5) + (52
= x4 +30 + 25




EJEMPLO 21
La expresión ( m2 –  m3 )2  es equivalente a 

Solución:   

[image: image41.png]Se aplica el producto notable 2 (m2—m?® 2 = (M2)2—2(m2em?3)+ (m? )2
= mé-2ms +ms.




EJEMPLO 22
[image: image42.png]Laexpresion (a— 3 ) (a+ +/3 ) esiguala

Solucién:
Se aplica el producto notable 3: (a— 3 ) (a+~3 ) = a2— (\3 )
=a-3




EJEMPLO 23
Calcule el resultado de  ( x2 + 2 )3 .

Solución:   

[image: image43.png]Se aplica el producto notable 4: (X2 +2)3= ()2 +3[ (2 2 e2]+3[ X2e (22]+(2)
= xe+3[2x¢]+3[4x2]+8
= xo+ 6xt + 122 48




EJEMPLO 24
Calcule el resultado de  ( 2x4 – 5y )3 .

Solución:   

Se aplica el producto notable 5 :

[image: image44.png](204 =5y = (2P —3[(2¢* 2o By ]+ 3[ 2¢* o (5y P1-(5y P
= BX12- 3[4xBeBy ] + 3[2x¢e 252 ] —125y°
= 812 B0xPy + 150 x$y2 —125y3




EJEMPLO 25
La expresión
  [image: image45.wmf](
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 es equivalente a 

Solución:   

[image: image46.png]Se aplca el producto notable 8 (5+°)(25-5x° +6x°) =5° +(x’)’ =125+




EJEMPLO 26
La expresión 
[image: image47.wmf](
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  es equivalente a 
Solución:   

Se aplica el producto notable 7 :

                                                       [image: image48.wmf](
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Para factorizar un polinomio mediante las Fórmulas Notables, lo que hace es expresar ese polinomio como los factores de cada una de las fórmulas notables según corresponda.

EJEMPLO 27

La factorización completa de
[image: image49.wmf]2

69

xx

++


corresponde a 

Solución:   

Se aplica la fórmula notable 1:  
[image: image50.wmf](
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EJEMPLO 28

[image: image51.png]La factorizacion completa de 9a* —30ab® +25b° corresponde a

Solucién:
Se aplica la formula notable 2: 9a” —30ab” +25b* =(3a—5b")"

Toda diferencia de la forma a? — b2 se puede factorizar como producto de la suma por la diferencia de las
raices cuadradas de a2 — b? ast

kAt
=(a+p) (a-b)




EJEMPLO 29

La factorización completa de  x2 –  25  corresponde a 
Solución:   

Se aplica la fórmula notable 3:

x2 –  25 =    x2 –  52   =    (  x  +  5 )   (  x –  5  ).

EJEMPLO 30

La factorización completa de  36m2 –  121b2   corresponde a 
Solución:   

Se aplica la fórmula notable 3:

     62m2 –  112 b2  =  (6m)2 –  (11b)2  =   (  6m  + 11b  )   (  6m –  11b  ).

NOTA: La suma de cuadrados NO es factorizable en el conjunto de los números reales, es decir,  a2 + b2  es irreducible.

EJEMPLO 31

La factorización completa de  x6 +  6x4  +  12 x2  + 8     corresponde a 
Solución:   

Se aplica la fórmula notable 4:
[image: image52.png]X5+ Bxt + 12x2 +8=
Xo+3[2x4]+3[4x2]+8=
(RP+3[(XPe2]+3[ K2 (2)2]+ (2=
RI (@ +2)




EJEMPLO 32

[image: image53.png]La factorizacion completa de 8x12— 60x®y + 150 x¢y? —125y3
Solucién:

Se aplica a formula notable 5:

8x12— 60Xy + 150 x*y? —125y3 =

8x12_ 3[4xEe 5y | + 3[2x%e25y2 | — 125y

(24 -3[(2x* 2 eby]+3[ 2x* e (5y 21— (5y) =

R/ (2xt-5y )

corresponde a




EJEMPLO 33
La factorización completa de  125 +  x9   corresponde a 
Solución:   

Se aplica la fórmula notable 6:

[image: image54.wmf](
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EJEMPLO 34

La factorización completa de  a6 –  27   corresponde a 
Solución:   

Se aplica la fórmula notable 7:

[image: image55.wmf](
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1.2.4  FACTORIZACIÓN POR TEOREMA DEL FACTOR

[image: image56.png]Seax = k* un cero de un polinomio P(x), entonces ( x— k) es un factor de P(x)

* k es un nimero entero constante





EJEMPLO 35

Sea  P(x) = x3 + x2 – 4x – 4. Comprobar que x = 2 es un cero de P(x). ¿ Cuál es el factor ? 

Solución:
[image: image57.png]Si x =2, al susituir en P(x) se obtiene: (20 + (27 -4(2)-4=0
8+4-8-

8-8+4-4=0
0=0 (comprobacion )





 R/ El factor es   ( x – 2 )

EJEMPLO 36

Determinar cuales son los factores de P(x) = x3 – 2x2 –5x + 6 si se sabe que sus ceros son

 –2, 1 y 3. 

Solución:

En este caso k1= –2 ,  k2= 1,  k3= 3 ;los factores correspondientes a estos valores de “k” son: 

( x – (– 2) )  ,  ( x – 1 )  y   ( x – 3 )

R/ Los factores son ( x + 2 ) , ( x – 1 )  y   ( x – 3 )

EJEMPLO 37

Hallar un polinomio P(x) de tercer grado cuyos ceros son   2, – 3  y 1.

Solución:

Los factores de ese polinomio son  ( x – 2 )  ,  ( x – ( –3) )   que se convierte en  ( x + 3 )  y 

( x – 1 ).

Para encontrar  el polinomio se multiplican los factores obtenidos 

 ( x – 2 )  ( x + 3 )   ( x – 1 ) =

( x2 + 3x – 2x – 6 ) ( x – 1 ) =

      ( x2 + x – 6 )     ( x – 1 ) =

      x3 + x2 – 6x – x2 – x + 6 =

                         x3 +  – 7x  + 6 

R/ El polinomio de tercer grado es   x3 +  – 7x  + 6

1.2.5  FACTORIZACIÓN Y USO DE LA CALCULADORA CIENTÍFICA 

En el proceso de factorización completa de un polinomio el uso de la calculadora científica puede resultar una herramienta muy valiosa, especialmente porque reduce considerablemente la cantidad de tiempo utilizado para factorizar adecuadamente una expresión. 

EJEMPLO 38 

Factorice por completo la expresión   8x2 + 2x  – 15.

Solución:

Se anotan los valores de a = 8, b = 2  y  c =  –15 ; en el “modo para ecuación cuadrática” .
Se obtiene el conjunto solución     
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Para  factorizar la expresión dada se hace lo siguiente:

1. Escribimos dos factores que contengan a la variable “x” así:     (  x  (      )  (  x  (      )  

2. Anotamos cada denominador adelante de cada variable “x” :    ( 2 x (     )  ( 4 x (     )   

3. Anotamos el numerador respectivo a cada denominador

     PERO con signo OPUESTO al dado por la solución:              (  2 x  + 3  )   (  4 x – 5  ).

R/ La  factorización  es   (  2 x  + 3  )   (  4 x – 5  ).

EJEMPLO 39

Factorice por completo el polinomio  12x2  – 45x + 42.

Solución:

Aplicamos factor común:  12x2  – 45x + 42 =   3 ( 4x2  – 15x + 14 )

Se anotan los valores de a = 4, b = – 15  y  c = 14 ; en el “modo para ecuación cuadrática”.

Se obtiene el conjunto solución  
[image: image59.wmf]7
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Para  factorizar la expresión dada se hace lo siguiente:

1.Escribimos dos factores que contengan a la variable “x” con el factor común: 3(x (  )(x (  )  

2.Anotamos el denominador adelante de la variable “x” :                       3 ( 4 x (     )  ( x (     )   

3.Anotamos el numerador respectivo al denominador y el número entero

   PERO con signo OPUESTO al dado por la solución:                       3 (  4 x  – 7  )  (  x – 2  ).

R/ La  factorización  es    3 (  4 x  – 7  )  (  x – 2  ).

EJEMPLO 40

Factorice    2x2 –  18xy + 36y2.

Solución:

Hacemos y = 2 para obtener:   2x2 –  36x + 144. 

( conservar la variable más simple o en algunos casos la elevada al cuadrado )

Se obtiene el conjunto solución   S = ( 6 , 12 (.

Para  factorizar la expresión dada se hace lo siguiente:

1.Escribimos dos factores que contengan a la variable “x” de la siguiente manera: 
(  x (    )  (  x (    )

2.Anotamos los valores del conjunto solución PERO con signo OPUESTO:   
(   x –  6  )  (  x  –  12 )   

3.Arreglamos los factores en términos de  “y” , para ello  dividimos cada valor numérico del PASO DOS  entre el valor asignado a “y” ( y = 2 )   y  ese resultado lo multiplicamos por  “ y” :

[image: image60.png](-6+2)y==-3y , (-12:2)y=-6y

/[

R/La factorizacion es  ( x - 3y ) ( x- 6y ).




1.2.6 FACTORIZACIÓN Y LA COMBINACIÓN DE MÉTODOS

En este método se aplican dos o más de los métodos de factorización estudiados hasta este momento.

EJEMPLO 41

Factorice por completo la expresión  ax3 – ax.

Solución:

[image: image61.png]axi_ax=
ax(x2-1)= - Factor comin

R/ ax (x-1)(x-1) - FormulaNotable 3




EJEMPLO 42

Factorice por completo la expresión    32 a2b4 + 112 a3b3​ + 98  a4b2

Solución:

[image: image62.png]322 + 112a% + 98 a%h? =
2a%7(16b2+56ab+49 a2)= - Factor comin
R/ 2a%? (4b+7a)? - Formula Notable 1




EJEMPLO 43

Factorizar   completamente  la expresión   x4 + 3x3 - x2 – 3x

Solución:
[image: image63.png]X4+ 3x3 - x2-3x

Es necesario como primer punto identificar que la expresion cuental
\con factor comin (x).

X (¢ +3x2-x-3)

Una vez obtenido el factor comin, contamos los términos que|
lestan dentro del paréntesis. Son 4 por tanto consideramos una
‘agrupacion para poder factorizar.

X (2 [x+3]-[x+3])

IAgrupamos los dos primeros términos y el tercero con el cuarto
términos. La primera agrupacion tiene como factor comin x2,
mientras que el segundo su factor comin es -1

X (x+3) (2-1)

Los términos dentro del paréntesis tienen como factor coman un|
binomnio [x + 3],

R/ X (x+3) (x-1) (x + 1)

Eltercer factor presenta una diferencia de cuadrados.





EJERCICIOS PROPPPUESTOS

1) Factorizar los siguientes  polinomios

[image: image64.png]X3+ x2 =
2x4 + 4x2 =
x2- 4=
x4 - 16 =
9+6x+xa=
x4 - 10x2 + 9=
x4 -2x2+ 3=
20 - TR+ Bx-3=
9x¢ - 4x2 =
X5+ 20x3 + 100x
3x5 - 183 + 27x

2x3 - 50x =
2x° - 32x =
2x2 + x - 28 =




2) Descomponer en factores los siguientes polinomios
[image: image65.png]xy-2x-3y+6=

25x2 - 1=

36x8 - 49 =
x2-2x+ 1=
X2 - 6x+ 9=
X2 - 20x + 100 =
X2 + 10x +25 =
X2+ 14x + 49 =
X3 - 4x2 + 4x =
3x7 - 27x =

X2 - 11x + 30
3x2 + 10x + 3
2 -x-1




RESPUESTA A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Factorización de polinomios
[image: image66.png]a)  xex?
X3+ x2 = x2 (x + 1)

b) 2x* + 4x2 = 2x2 (x2 + 2)

c) X2 -4=(X+2) (X-2)

d) Xt -16= (x2+4) - (x2-4)= (X+2)- (X-2)- (x2+4)
e)  9+6x+x?

946X+ X = (3+X)

Ll
Foax X
) Xt -10x2+9
x2 =t
x*-10x2+9=0
t2-10t+9=0
18
g0
. 10+i07-4°5 10+100-36 10464 1038
2 2 2 2
x?=9 X =9 =13
x2=1 X =4l =21

x4 - 10x2+ 9= (x+ 1) (x= 1) (x+3) - (x-3)




[image: image67.png]g)  xt-2x2+3
x2 =t
t2-2t+3=0

24 FTa3 2+ ATIE 24416 _224_ 7
2 2 2

x%=-1 X =

x-2x a3z (1) (s V3) - (- V3
h)  2x3 - 7x% +8x -3
P(1)=2-13-7-12+8-1-3=0

2 -7 8 -3

2 -5 3 0

(x -1) - (2x2 - 5x + 3)
P(1)=2-12-5-1+3=0

2 -5 3
1 2 -3
2 -3 0

(x =1)2 - (2x -3) = 2 (x = 3/2) - (x =1)2
i) ext-dx2=

X2 (9x2 - 4) =

x2 - (3x +2) - (3x - 2)

i) x5+ 20x5 + 100x =

X - (x4 + 20x2 + 100) =

x - (x2 +10)2




[image: image68.png]k) 3x3 - 18x% + 27x =
3x - (x* - 6x2 +9) =
=3x - (x2-3)2

) 2x3 - 50x =

=2x - (x2 - 25) =

2x - (x + 5) - (x - 5)

m)  2x5 - 32x =

=2x - (x*-16)=

2x - (x2+ 4) - (x2 - 4) =
=2x - (x2+4) (x +2) - (x - 2)
n)  2x2+x-28

2x2+ x - 28=0

X =

)
12 [-1f-42 28 147224 _-1#205 _-1+15 7
4

4 4 4

2x2+ x-28=2(x+4)-(x-712)




Ejercicios resueltos de factorizar y calcular las raíces de los polinomios
2) Descomposición en factores de polinomios
[image: image69.png]a)  xy-2x-3y+6=
=Exo(y-2)-3-(y-2)=
=(x=3)-(y-2)

b)  325x2 - 1=

= (5x +1) +(5x - 1)

c)  36xt- 49
= (6x3 +7) - (6x° - 7)
) x2-2x+ 1=

= (x-1)2
e) x2-6x+9=
= (x-3)2

f) X2 -20x+100 =
= (x - 10)?
g)  x2+10x+25=
= (x+5)2

h)  x2+ 14x + 49 =

= (x+7)2
i) xo - dxz e dx=
=x-(x2 - dx +4) =
=x-(x-2)2

B 3T -27x

=3 (6-9)=3x - (x3 + 3) - (x

-3)




2x4 + x3 − 8x2 − x + 6
1Tomamos los divisores del término independiente: ±1, ±2, ±3.

2Aplicando el teorema del resto sabremos para que valores la división es exacta.

P(1) = 2 · 14 + 13 − 8 · 12 − 1 + 6 = 2 + 1− 8 − 1 + 6 = 0

3Dividimos por Ruffini.

[image: image70.png]-1
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-6
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4Por ser la división exacta, D = d · c 

(x −1) · (2x3 + 3x2 − 5x − 6 ) 

Una raíz es x = 1. 

Continuamos realizando las mismas operaciones al segundo factor.

Volvemos a probar por 1 porque el primer factor podría estar elevado al cuadrado.

P(1) = 2 · 13 + 3 · 12 − 5 · 1 − 6≠ 0 

P(−1) = 2 · (− 1)3 + 3 ·(− 1)2 − 5 · (− 1) − 6= −2 + 3 + 5 − 6 = 0 

[image: image71.png]-1

-2

-5
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(x −1) · (x +1) · (2x2 +x −6) 

Otra raíz es x = -1.

El tercer factor lo podemos encontrar aplicando la ecuación de 2º grado o tal como venimos haciéndolo, aunque tiene el inconveniente de que sólo podemos encontrar raíces enteras.

El 1 lo descartamos y seguimos probando por − 1.

P(−1) = 2 · (−1)2 + (−1) − 6 ≠ 0

P(2) = 2 · 22 + 2 − 6 ≠ 0 

P(−2) = 2 · (−2)2 + (−2) − 6 = 2 · 4 − 2 − 6 = 0

[image: image72.png]-2
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(x −1) · (x +1) · (x +2) · (2x −3 )

Sacamos factor común 2 en último binomio. 

2x −3 = 2 (x − 3/2) 

La factorización del polinomio queda:

2x4 + x3 − 8x2 − x + 6 = 2 (x −1) · (x +1) · (x +2) · (x − 3/2) 
Las raíces son : x = 1, x = − 1, x = −2 y x = 3/2 
Ejercicios resueltos de factorizar y calcular las raíces de los polinomios

10

2x3 − 7x2 + 8x − 3 
P(1) = 2 · 13 − 7 · 12 + 8 · 1 − 3 = 0

[image: image73.png]



(x −1) · (2x2 − 5x + 3) 

P(1) = 2 · 1 2 −5 · 1 + 3 = 0 

[image: image74.png]



(x −1)2 · (2x −3) = 2 (x − 3/2) · (x −1)2 

Las raíces son: x = 3/2 y x = 1 
Ejercicios resueltos de factorizar y calcular las raíces de los polinomios

11

x3 − x2 − 4
{±1, ±2, ±4 }

P(1) = 1 3 − 1 2 − 4 ≠ 0 

P(−1) = (−1) 3 − (−1) 2 − 4 ≠ 0 

P(2) = 2 3 − 2 2 − 4 = 8 − 4 − 4 = 0

[image: image75.png]



(x − 2) · (x2 + x + 2 ) 

x2 + x + 2 = 0

[image: image76.png]B G 5 -
. (1) _ctxf-8 _-1x
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(x − 2) · (x2 + x + 2 ) 

Raíz: x = 2. 
Ejercicios resueltos de factorizar y calcular las raíces de los polinomios

12

x3 + 3x2 − 4x − 12
{±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±12 }

P(1) = 13 + 3 · 12 − 4 · 1 − 12 ≠ 0 

P(−1) = (−1)3 + 3 · (−1)2 − 4 · (−1) − 12 ≠ 0 

P(2) = 23 + 3 · 22 − 4 · 2 − 12 = 8 + 12 − 8 − 12 = 0

[image: image77.png]-4 -1z
10 12
6 0




(x − 2) · (x2 + 5x + 6) 

x2 + 5x + 6 = 0 

[image: image78.png]



(x − 2) · (x + 2) · (x +3)

Las raíces son : x = 2, x = − 2, x = − 3. 
[image: image79.png]k) x2 - 11x + 30
X2 - 11x+30=0

X, ==
TR SCar v P v v R TP R
2 2 2
10
Nx-10-

x2 = 11x + 30 = (x =6) - (x -5)
) 3x2+10x+3
3x2+ 10x +3=0

102 i0°-433 10:[00-36 10+/63 10:8
6 6

6 6

3x2+10x +3=3 (x - 3) - (x - 1/3)
m) 2x2-x-1

2x2-x-1=0

Xy =
L LEVPTEZ 1V 1248 153 s
I ) P P

2¢-x-1=2 (x = 1) - (x + 1/2)





1.3 OPERACIONES CON FRACCIONES ALGEBRAICAS

Una fracción algebraica es una expresión fraccionaria en la que numerador y denominador son polinomios.

Son fracciones algebraicas:
[image: image80.png]z-3 1 -2 421

PRI R 32242




[image: image81.png]r—3 1
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[image: image82.png]r—3 1
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[image: image83.png]r—3 1

—227 4z -1

12’ 32242
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Son fracciones algebraicas: 

[image: image85.png]r—3 1

—227 4z -1

12’ 32242





Las fracciones algebraicas tienen un comportamiento similar a las fracciones numéricas. 

1.3.1 SIMPLIFICACIÓN DE  FRACCIONES ALGEBRAICAS

Para simplificar una fracción, se dividen el numerador y el denominador por uno o más factores comunes a ambos. Se obtiene así otra fracción equivalente.

EJEMPLO 44

Simplificar 

[image: image86.png]ss(xeyf _FATI00) _xey

67 (x+y)  Fafx(xy] 2

Solucién:
Donde hemos dividido numerador y denominador entre

3x, (x+¥)




NOTA: Para poder simplificar una fracción el numerador y el denominador tiene que estar factorizado. Si no lo están la primera operación ha de ser la de factorizarlos.

EJEMPLO 45
[image: image87.png]Simplifique la expresion

4z(x - 2)?
82%(z —2)

Solucién:

dr(z-27 4-2-(2-2)-(z-2) (-2

812(1—2): 4.2.2-2-(x-2) 2z




1.3.2  SUMA Y RESTA DE FRACCIONES ALGEBRAICAS

Para sumar y restar procederemos de forma similar que con fracciones de números enteros, reduciendo primero a común denominador. 

EJEMPLO 46

Resuelva la operación  
[image: image88.png]Solucién:

201 x-—

x+1 x+1 x+1
2x=1_x-1 _ (2x=N-(x=1+x
X+T x+1 x+1 x+1

— Puede observarse que
si el denominador es
comun, éste se unifica

—En el denominador se
ubican las  cantidades
presentes en cada
fraccién.

2 =1-x+1+x
x+1

_(2x=x+x)+(=1+1)
- x+1

_ X

x+1




EJEMPLO 47

Resuelva la siguiente operación 

[image: image89.png]-3 tz
Solucién:
£l m.c.m.* de los denominadores es
porlotanto 2(x —3)
2z 5(x —3)

2(x—3) z2(x-3)
‘Sumamos los numeradores dejando el mismo denominador y simplificamos el numerador:

2r+5(r—3)_ 20 +52—15 7x—15
7e-15 z(x—3) 2(x = 3) z(x —3)
(-3





*m.c.m = mínimo común múltiplo  

EJEMPLO 48

Expresar en una fracción común   

[image: image90.png]2 1 4
Solucién:

Célculo de M.CM.

a2 1502 | a
a a
5b 1 152 | b
5 1 15b | b MCD. =aabb53
5 1 15 5 = 15a2h?
1 1 3 3
1 1 1




NOTA: El  M.C.D se divide entre cada denominador y el resultado obtenido en esa división se multiplica respectivamente por cada numerador.

1.3.3  MULTIPLICACIÓN DE FRACCIONES ALGEBRAICAS
Para multiplicar fracciones algebraicas procederemos igual que con fracciones, multiplicando los numeradores y los denominadores, aunque antes de multiplicar debemos simplificar, si se puede. 

EJEMPLO 49 

Resuelva la siguiente operación 


[image: image91.png]2r 3z +5
r—-1 2?

Solucién:
Muliplicamos numeradores y denominadores, pero lo dejamos indicado:

22 (324 5)
(z—=1)-22
Simplificamos antes de efectuar el producto:
2-(3245)
(z=1)-2
Finalmente, podemos multiplicar, si es preciso:

6z +10
R 22—




EJEMPLO 50

Resuelva la operación 
[image: image92.png]14x . X +3x+2
4x+4 21

Solucién:

1x_ x+3+2 XX +(x+2) _x+2
x4 217 4(x+1)-21xF B

(x=0,-1)




1.3.4 DIVISIÓN DE FRACCIONES ALGEBRAICAS

Para dividir fracciones algebraicas procederemos igual que con fracciones, haciendo el producto cruzado de numeradores y denominadores, aunque antes de multiplicar debemos simplificar, si se puede. 

EJEMPLO 51

Observe la resolución de algunas divisiones de fracciones algebraicas
[image: image93.png]42’ 2a_4a® 21 _

42’ 2a_da’ N o (@=0)
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EJEMPLO 52 

Resuelva la siguiente operación  

[image: image94.png]2z 2%

r+1 2-2
Solucién:
Hacemos el producto cruzado, dejandolo indicado:

22 (2 —2)
(z+1)-2?
Simplificamos:
2-(z-2)
(x+1)-2
Finalmente, podemos multiplicar, si es preciso:
2rx—4

R 2242




·  1.3.5 COMBINACIÓN OPERACIONES DE FRACCIONES ALGEBRAICAS

El orden que debemos seguir al realizar las operaciones combinadas con fracciones algebraicas, es el siguiente: 

1.  Los paréntesis, en el siguiente orden: redondos, cuadrados y llaves. 

2.   Los productos y divisiones. 

3.   Las sumas y las restas. 

EJEMPLO 53

Observe la resolución de algunas operaciones combinadas de fracciones algebraicas
a )  
[image: image95.png]3 a 4

a1l @4a—2 a4 _ multiplicacion
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b )    

[image: image96.png]XZ+X+
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Simplifique al máximo las siguientes expresiones

[image: image97.png]a).

b).

o).

e).

JERTS

b-a
m—

(n=m)’

x-x-12
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3y—6x
2mx—ny —2nx+ny




2) Resuelva las siguientes operaciones con fracciones algebraicas.
[image: image98.png]a)-

h).

i

K.

a+1 1

6a+3 12a+6

_a-4 _ a¥3
6a+9 d+a-12





[image: image99.png]m).
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RESPUESTA A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Simplifique al máximo las siguientes expresiones

[image: image100.png]R/ -1

—x-12

3y—6x

_x+3

3 . 3

2mx—ny —2nx+ny

6
m-n n-m




2) Resuelva las siguientes operaciones con fracciones algebraicas.

[image: image101.png]a).

b).
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UNIDAD 2:
 Funciones reales
El concepto de función es tan extenso y tan general que no es sorprendente encontrar una inmensa variedad de funciones que se presentan en la naturaleza. Lo que sí es sorprendente es que un corto número de funciones especiales rijan una multitud de fenómenos naturales totalmente diferentes.

Un poco de historia
El estudio del movimiento fue el problema que más interesó a los científicos del siglo XVII, influidos por los descubrimientos de Kepler y Galileo en relación con los cuerpos celestes.

A este gran interés también contribuyeron motivaciones de carácter económico y militar, del mismo modo que en la actualidad.

Respecto del primer motivo, los navegantes europeos, en su búsqueda de materias primas y de nuevas relaciones comerciales, se alejaban cada vez más de las costas de las que partían y esto les ocasionaba grandes dificultades para conocer su posición en alta mar y llegar al lugar deseado. Necesitaban saber la latitud y la longitud (coordenadas terrestres); la primera se conseguía por observación directa del Sol o de las estrellas; pero la segunda ofrecía serias dificultades porque no disponían de los medios adecuados para medir correctamente la dirección del movimiento de la Luna, y cometían numerosos errores.

Los gobiernos de Europa estaban muy interesados en solucionar este problema porque se producían cuantiosas pérdidas económicas. Por ello se estimulaban a los científicos a que construyeran tablas de datos cada vez más aproximados.

En relación al segundo motivo, las trayectorias de los proyectiles, sus alcances y alturas, el efecto de la velocidad de la boca del arma cobre ellos eran asuntos de sumo interés para los gobernantes, por lo que invertían grandes sumas de dinero para financiar la búsqueda de soluciones satisfactorias.

Del estudio de diversos problemas del movimiento se extrajo la conclusión de que era necesario medir el tiempo con mayor precisión, y se llegó a vincular este problema con el movimiento del péndulo, mecanismo básico para la medida del tiempo.

La carencia de instrumentos de medida suficientemente precisos para construir tablas de variables impidió que el estudio de este concepto se abordara antes. Por ejemplo, los griegos, que en otros aspectos tenían un desarrollo matemático admirable (recordemos el libro Los elementos de Euclides que ya en el siglo III a.C. recogía toda la geometría de su tiempo), no llegaron a tener una idea del movimiento lo suficientemente elaborada.

De los anteriores estudios, obtuvieron los matemáticos un concepto fundamental, que fue central en casi todo el trabajo de los dos siglos siguientes: el concepto de función o de relación entre variables.

El concepto de función aparece explícitamente en Leibniz(1692), y es utilizado por los Bernoulli desde 1694. Euler(1707-1783) introdujo en 1734 el símbolo f (x). Al concepto general de función algebraica, incluso no expresable por radicales, fue claramente definido por Euler, quien llamaba trascendentes a las funciones definidas por algoritmos indefinidos, lo que no es correcto; pero debe sobrentenderse que se refiere a las funciones definidas por series potenciales y que no son algebraicas.

El concepto bernoulliano y euleriano de variable y dependiente de x, o función de x, coincidía con el de expresión aritmética formada con la variable x, y ciertos números fijos o constantes. La palabra continua significa para Euler función dada por una sola expresión.

El problema de la cuerda vibrante, resuelto por D'Alembert (1747), introdujo a Euler a admitir funciones arbitrarias definidas gráficamente, puesto que la forma inicial de la cuerda puede ser arbitraria. Por otra parte, dio Bernoulli una expresión por serie trigonométrica a la forma de la cuerda en todo momento, y en vista de ello hubo que suprimir esa distinción entre función matemática y función arbitraria, ya que también éstas son expresables por las operaciones aritméticas. Todo esto condujo a prescindir del modo de dar la correspondencia entre los valores de x y los de y, para atender solamente a la correspondencia en sí misma, y así quedó establecido por Dirichlet el concepto general de función (1854) como correspondencia arbitraria entre dos variables.

2.1 CONCEPTOS BÁSICOS
· 2.1.1 VARIABLE DEPENDIENTE Y VARIABLE INDEPENDIENTE

En matemática hay muchas fórmulas en las que se establece una dependencia entre dos variables. Una forma de identificar en la fórmula la variable dependiente, es porque es la que está despejada.

Ahora bien, muchas relaciones que ya conocemos expresan dependencia de variables. Por ejemplo, considere la siguiente relación:

[image: image751.wmf]y


El perímetro del cuadrado está dado por la siguiente fórmula:    P =  4 L      ; donde P es el perímetro del cuadrado y  L  el lado del cuadrado. En este caso P es la variable dependiente (lo que debemos averiguar )  y  L  es la variable independiente ( valor fijo dado ).

EJEMPLO 54

[image: image103.png]~#  sea V =10a®h v (voumen)es la variable dependiente; I (largo), a (ancho) y h (altura) son las
variables independientes. V' depende de los valores que tomen las variables largo, ancho y alturah).




EJEMPLO 55

[image: image104.png]. P I
~#  sea AREA 4.0, = A =1" | A (érea del cuadrado) es la variable dependiente; | (lado) es la
variable independiente. A depende del valor que tenga el lado del cuadrado.




· 2.1.2  CONCEPTO DE FUNCIÓN REAL

[image: image105.png]Si setienen dos conjuntos Ay B, llamaremos una correspondencia del conjunto A
en el conjunto B a una relacién que asocia elementos del conjunto A con
elementos del conjunto B





Una correspondencia de A en B se puede representar mediante conjuntos de pares ordenados ( x, y ) en los cuales “x” pertenece al conjunto A mientras que “y” es su correspondiente asociado en  B.  

También podemos representar correspondencias mediante Diagramas de Venn, así :

[image: image106.png]A={1,2,3}

B={1,2,3,4,5,6}

Conjunto de pares ordenados ( X,y ) :

{(1,2),(2,4), (3,6)}





Concepto de función

Es una  relación entre 2 conjuntos que cumple las siguientes condiciones:

· El conjunto de partida “A” y el conjunto de llegada “B”  NO son vacíos. 

· A cada elemento del conjunto de partida “A” se le relaciona con un ÚNICO elemento 

           del conjunto de llegada “B”.

·  2.1.3  DOMINIO,  CODOMINIO,  ÁMBITO,  IMAGEN   Y  PREIMAGEN
                                               DE UNA FUNCIÓN

Algunos términos básicos de una función son:

[image: image107.png]DOMINIO: es e conjunto de salida.
CODOMINIO: es el conjunto de llegada.
PREIMAGENES: son todos los elementos del dominio.
IMAGENES: son aquellos elementos del codominio que estan asociados a una preimagen.
AMBITO 6 RANGO: es el subconjunto de todas las imagenes.
GRAFICO (G;): es el conjunto de todos los pares ordenados ( x,y ) que establece la funcion.

GRAFICA 6 TRAZO: representacion de todos los pares ordenados en el plano cartesiano.





EJEMPLO 56 

Sea  f(x) una función real tal que  f(x) =  x2

[image: image108.png]A B
2
Valores "x" Valores “y”
PREIMAGENES 0 IMAGENES
-1
2
Dominio Codominio Ambito

A={-2,-1,0,12}

B={0,1,2,34}

f(A)={0,1,4}





2.2  DOMINIO MÁXIMO DE UNA FUNCIÓN REAL

Recuerde que si se tiene una función f  definida de un conjunto A en un conjunto B, entonces A se llama el dominio de esta función. Por otra parte, cuando se trata con funciones de variable real, usualmente el criterio se puede escribir mediante una fórmula que puede asignar la imagen a cada uno de los elementos del dominio.

Además, es una práctica usual, cuando se trabaja con funciones reales de variable real, indicar solamente el criterio de definición de la función sin hacer referencia al dominio ni al codominio. Cuando se hace esto, se está suponiendo que el codominio es IR y que el dominio es el mayor conjunto de IR en el cual el criterio tiene sentido; esto es lo que se conoce como dominio máximo de la función.

CASO I. Función Racional (fracción)

EJEMPLO 57

Determine el dominio máximo de la función 
[image: image109.png]x+1

Fo=2

x-1
Solucién:
x+1
Como  f(x)=22
x-1
=x-1=0

=x=1

R/Dominio méximo: IR—{1}




CASO 2. Función Polinomial 

EJEMPLO 58

Determine el dominio máximo de la función
[image: image110.wmf]42

()32522

hxxxx

=+-+

.
Solución:

R/ El dominio máximo de toda función polinomial SIEMPRE es IR.

CASO 3. Función que contiene Expresión Radical en el Numerador.

EJEMPLO 59

Determine el dominio máximo de la función
[image: image111.png]g =x-3x
Solucién:
Como  g(x)=xJ1-3x

=1-3x20

:>lZSx:>§Zx R/ Domini> méximo





CASO 4. Función que contiene Expresión Radical en el Denominador

EJEMPLO 60

Determine el dominio máximo de la función
[image: image112.png]Solucién:

R/Dominio mdximo: [2,+0]




2.3 REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN REAL

Los datos recolectados acerca de una determinada variable suelen escribirse en una tabla; luego esta información recopilada en la tabla es graficada. 

EJEMPLO 61

Sea f una función real cuyo criterio es f (x) = x + 3.

Entonces la tabla con los datos para las variables  x (variable independiente)  y  y (variable dependiente) corresponde a:

	x
	-1
	0
	1

	y
	2
	3
	4


Gráfica: 

[image: image113.png]



2.4   CLASIFICACIÓN DE FUNCIONES REALES 

Función Inyectiva: es aquella en la que TODOS los elementos del ámbito poseen una ÚNICA preimagen en el dominio. (Pueden sobrar elementos en el codominio).

EJEMPLO 62
[image: image114.png]Si se trazan lineas
horizontales
(punteadas) sobre
la grafica y estas
la tocan en un
punto, la funcién
es inyectiva





Función Sobreyectiva: en ella TODOS los elementos del codominio tienen AL MENOS una preimagen en el dominio. (NO sobran elementos en el codominio).

EJEMPLO 63

[image: image115.png]Si se trazan lineas
horizontales
(punteadas) sobre la
grafica y estas la
tocan en 2 puntos,
entonces la funcién
es sobreyectiva.





Función Biyectiva: es inyectiva y sobreyectiva a la vez, en ella el codomino es igual al ámbito. (NOTA: TODA función LINEAL es biyectiva).
EJEMPLO 64
[image: image116.png]La funcién
representada es una
funcion biyectiva, ya
que a cada elemento

del codominio le
corresponde una
sola preimagen en el
dominio.





EJERCICIOS PROPUESTOS

Marque con una “x” la letra que antecede a la respuesta correcta

[image: image117.png]1) Paralafuncion f- Z " — Z dadapor f(X)=X?, considere las siguientes proposiciones.

I El ambito de fes Z™

I 8 es un elemento del ambito de f.





De ellas, ¿cuáles son verdaderas?


A)
Ambas.


B)
Ninguna.


C)
Solo la I.


D)
Solo la II.

2)
Considere la siguiente figura dividida en nueve cuadrados de igual área entre sí.
[image: image752.wmf]x


Si “x” representa la medida de un lado del cuadrado BCDE, entonces el área “A” de la región destacada con gris en función de  “x”  corresponde a

[image: image118.png]A

B)

©)

D)

ax?
AX)=5-

A(x)

A(X)

Ax)

5x*
=5
ax?
=5

5x*
BCH




3)
Considere las funciones cuyo criterio se da a continuación.

[image: image119.png]'(x):% ax)=(x-2)" hx)=+x=2

X—

¢Cudles de ellas tienen por dominio maximo IR—{2}?





A)
Solo f  y  g.


B)
Solo f  y  h.


C)
Solo h  y  g.


D)
f ,   g   y   h.

4)
Si  “a”  es una constante, entonces el dominio máximo de la función  f  dada por 
[image: image120.png]g & g




5)
Considere la gráfica de la función  f.

[image: image753.wmf]f


De acuerdo con los datos de la gráfica, considere las siguientes proposiciones.



I.
El cero tiene dos preimágenes.



II.
El uno es un elemento del ámbito de f.


De ellas, ¿cuáles son verdaderas?


A)
Ambas.


B)
Ninguna.


C)
Solo la I.


D)
Solo la II.

6)
Considere la gráfica de la función  f.

[image: image754.wmf]25

-


De acuerdo con los datos de la gráfica, el ámbito de f es

[image: image121.png]B)

<)

D)

R- {1}
R- [0.1]

10.1]
R-




7)
La recta definida por 
[image: image122.png],2x+%y:1 interseca el eje °y” en

v (o)
o (50)
o (3]
o (3]




8)       Si el ámbito de la función  f  dada por  
[image: image123.png]f0=1-X es ]i,1],emomesemomm
2 2

de fes
A) [0.3[
B) 10,3]
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9)
Si
[image: image124.png]G, ={(1,0).(2.1).(3.2).(4.3). (6.4)} es el grafico de Ia funcién f. entonces el dominio de esa funcion es

A) [1.5]
B) [0, 4]
C) {0,1,2,3,4}

D) {1,2,3,4,5}




10) Para la función 
[image: image125.png]fZ > Z, con '(x):{J( S X528 taimagende 3 es




A) 3

B) 1

C) –1

D) –3

11)
En la función  f  cuyo criterio es
[image: image126.png]() =

A
B)
©)
D)

x—1

2%

el dominio méaximo es

R
R-{1}
R-{0}
R-{0,1}




12)
El dominio máximo de la función dada por
[image: image127.png]3x2-1

4-x2

f(x)




13)  Considere la siguiente gráfica de una función.

[image: image755.wmf]8

-


De acuerdo con los datos de la gráfica dada, el dominio de la función es

[image: image128.png][-2,+=[
]-=.2]
[-2,3]
10, 2]




14)
Considere la siguiente gráfica de una función.

[image: image756.wmf]1

-


¿Cuál es el ámbito de la función representada?
[image: image129.png]B)
<)
D)

[ 1.1]]
B 3
{:2:2]




15)  Calcular el dominio de las funciones polinómicas:
[image: image130.png]2 -5
X
-6 +8;

=2x

f(x) =
a)





Funciones reales. Ejercicios y problemas resueltos
2

Calcular el dominio de las funciones racionales:

1 [image: image131.png]60

X+2




[image: image132.png]X+2=0; D=r-{-2}




2[image: image133.png]



[image: image134.png]X
-1=0
D
=R
-{-1
o1}




3 [image: image135.png]



[image: image136.png]



4[image: image137.png]2% -3
2% +1

o0 =




[image: image138.png]X2 +2x+1=0 (x+1¥ =0 D=r-{-1}




5 [image: image139.png]60

2x* -3

3 +3x% +3X+1




[image: image140.png]** +3x% +3x+1=0 (x+1y =0 D=r-{-1}




Funciones reales. Ejercicios y problemas resueltos

3

Calcular el dominio de las funciones radicales:

1 [image: image141.png]f(x)=%-2




[image: image142.png]



2[image: image143.png]f(x)=vx+2




[image: image144.png]-X+220 D =(-—,2]




3 [image: image145.png]



[image: image146.png]6x+820 D = (-0, 2]U[4,)





4[image: image147.png]f(x)=v¢ +6x -8




[image: image148.png]- +6x-820 D=[2,4]




5 [image: image149.png]F() = +ax+4




[image: image150.png](x+2¥ 20




6[image: image151.png])= +x+4




[image: image152.png]X2 +X+420




7[image: image153.png]f() =N —Ax—4




[image: image154.png]—(x+2Y =20




8[image: image155.png]F(x) = — & +3x




[image: image156.png]X -4x+3)20  x(x-1)}x-3)=20




[image: image157.png]D =[0,1]U[3,w)




9[image: image158.png]



[image: image159.png]X-2>0 D=(2,w)




10[image: image160.png]



[image: image161.png]{

X-5#0
Xx-220

D=R-{5}
D=[2,®)

D =[2,5)U (5, )




11[image: image162.png]



[image: image163.png]D=Rr-{-1}




Funciones reales. Ejercicios y problemas resueltos

4

 Calcular el dominio de las funciones exponenciales:

1 [image: image164.png]f(x)=e>2




[image: image165.png]



2[image: image166.png]f(x)=e %




[image: image167.png]D=r-{0}




Funciones reales. Ejercicios y problemas resueltos

5

 Calcular el dominio de las funciones logarítmicas:

1 [image: image168.png]f(x)=In(x-2)




[image: image169.png]Xx-2>0 D=(2,)




2[image: image170.png]F(x)=In





[image: image171.png]



Funciones reales. Ejercicios y problemas resueltos

6

 Calcular el dominio de las funciones trigonométricas:

1 [image: image172.png]F(x) =1 - sen?x




[image: image173.png]1-sen?x >0 sen’x <1 D





2[image: image174.png]f(x)=T-cosx




[image: image175.png]l1-cosx:20 cosx <1




Funciones reales. Ejercicios y problemas resueltos

7

1 f(x) = x 6 + x4 − x 2
f(x)= (x)6 + (x)4 − (x) 2 = x 6 + x 4 − x 2 = f(x)
Simétrica respecto al eje de ordenadas
2f(x) = x5 + x3 − x
f(−x)= (−x)5 + (−x) 3 − (−x) = −x5 − x 3 + x = −f(x)
Simétrica respecto al origen
3 f(x)= x |x| 
f(−x) = −x |−x|= −x |x|= −f(x)
Simétrica respecto al origen
4f(x) = |x| − 1
f(−x) = |−x| − 1= |x| − 1 = f(x)
Simétrica respecto al eje de ordenadas
Funciones reales. Ejercicios y problemas resueltos

8

Estudia el crecimiento o decrecimiento de las siguientes funciones en los puntos que se indican:

1f(x) = 5x² − 3x + 1  en x = 1 

Tomamos un incremento, h=0.001, en el punto x=1. La función será creciente o decreciente en el punto x = 1 si lo es en el intervalo [1, 1.001]. Para comprobarlo, calculamos la tasa de variación en el intervalo dado:   

f(1.001 ) − f(1) = (5 · 0.001² − 3 · 0.001 + 1 ) − (5 · 1² − 3 · 1+ 1) = 0.007 > 0
Creciente 
2[image: image176.png]Fo-L enx-3
=




Tomamos un incremento, h=0.001, en el punto x= 3. La función será creciente o decreciente en el punto x = 3 si lo es en el intervalo [3, 3.001]. Para comprobarlo, calculamos la tasa de variación en el intervalo dado:   

[image: image177.png]FB.001)-F(3)-—L -

1 0.332-0.333<0
3.001 3





Dereciente 
Funciones reales. Ejercicios y problemas resueltos

9

Hallar las funciones inversas de:

1[image: image178.png]f(x)=2x+1




[image: image179.png]y=2x+1




[image: image180.png]1,1
Fio-Ly oL
=5y -3




2[image: image181.png]F(x) - 2x4—3




[image: image182.png]4y -2x-3




[image: image183.png]_dy-3

Fx)=

4x -3





3[image: image184.png]x+3

OB




[image: image185.png]y(x-2)=x+3




[image: image186.png]yx -2y




[image: image187.png]_2y+3 F(x) = 2:;3




4[image: image188.png]f(x)=x2




[image: image189.png]



[image: image190.png]No es una funcion
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Dadas las funciones:

[image: image191.png]_2x-1 _1
- 90)-5 7 hOO-o





Calcular:
1[image: image192.png]



[image: image193.png]gﬂf:g[f(X)]:g[

2x





2[image: image194.png]



[image: image195.png]2x -1

fug:f[g(x)]:f[zxil] [ _2x+1

“2x-3

2x +1





3[image: image196.png]hofog




[image: image197.png]hafag:h[fcg(x)]:f[zx*l]: 1 __2x-3

2x -3 2x+1 2x+1
2x -3




4[image: image198.png]



[image: image199.png]h(x)sé




[image: image200.png]<[~

1
B0 =




5[image: image201.png]



[image: image202.png]% -
gC )2x+1 2x +1





[image: image203.png]y(2x+1)=2x-1 2xy +y =2x -1




[image: image204.png]2xy -2x=-1-y X2y -2)=-1-y




[image: image205.png]



6[image: image206.png]



[image: image207.png]



[image: image208.png]y(2x-1)=1 2xy -y =1




[image: image209.png]2xy =y + 1

y+1
2y





[image: image210.png]x+1

FA(x) =




7Probar que: [image: image211.png]



[image: image212.png]|l

F1oFG) - £ [F(0))] :f"[ -
[2 -1

2x -1
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Dadas las funciones:

[image: image213.png]g(x) = cotg? 5x




Calcular:
1[image: image214.png]



[image: image215.png]gof =g[f(x)]=g(sen® x) = cotg?*(5 sen® x)




2[image: image216.png]



[image: image217.png]fog="Ff[g(x)]=f (cotg’ 5x) = sen’ (cotg’ 5x)




           Calcular el dominio de las funciones polinómicas:

1 [image: image218.png]6x*
+8x2





[image: image219.png]



2[image: image220.png]fy= 2% =3 73




[image: image221.png]



16) Calcular el dominio de las funciones racionales:
[image: image222.png]2x2 -3
X+2

| f00=
,, 022

2x2 -3
fx)=5—

o) 0 X +1
2x* -3
)= =
d) 0 X 4+2x+1

2x2 -3
f Sl N
o) ©) 3 +3%% +3x+1
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Calcular el dominio de las funciones radicales:

1 [image: image223.png]f(x)=%-2




[image: image224.png]



2[image: image225.png]f(x)=vx+2




[image: image226.png]-X+220 D =(-—,2]




3 [image: image227.png]



[image: image228.png]6x+820 D = (-0, 2]U[4,)





4[image: image229.png]f(x)=v¢ +6x -8




[image: image230.png]- +6x-820 D=[2,4]




5 [image: image231.png]F() = +ax+4




[image: image232.png](x+2¥ 20




6[image: image233.png])= +x+4




[image: image234.png]X2 +X+420




7[image: image235.png]f() =N —Ax—4




[image: image236.png]—(x+2Y =20




8[image: image237.png]F(x) = — & +3x




[image: image238.png]X -4x+3)20  x(x-1)}x-3)=20




[image: image239.png]D =[0,1]U[3,w)




9[image: image240.png]



[image: image241.png]X-2>0 D=(2,w)




10[image: image242.png]



[image: image243.png]{

X-5#0
Xx-220

D=R-{5}
D=[2,®)

D =[2,5)U (5, )




11[image: image244.png]



[image: image245.png]D=Rr-{-1}
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 Calcular el dominio de las funciones exponenciales:

1 [image: image246.png]f(x)=e>2




[image: image247.png]



2[image: image248.png]f(x)=e %




[image: image249.png]D=r-{0}




Funciones reales. Ejercicios y problemas resueltos

5

 Calcular el dominio de las funciones logarítmicas:

1 [image: image250.png]f(x)=In(x-2)




[image: image251.png]Xx-2>0 D=(2,)




2[image: image252.png]F(x)=In





[image: image253.png]
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 Calcular el dominio de las funciones trigonométricas:

1 [image: image254.png]F(x) =1 - sen?x




[image: image255.png]1-sen?x >0 sen’x <1 D





2[image: image256.png]f(x)=T-cosx




[image: image257.png]l1-cosx:20 cosx <1
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1 f(x) = x 6 + x4 − x 2
f(x)= (x)6 + (x)4 − (x) 2 = x 6 + x 4 − x 2 = f(x)
Simétrica respecto al eje de ordenadas
2f(x) = x5 + x3 − x
f(−x)= (−x)5 + (−x) 3 − (−x) = −x5 − x 3 + x = −f(x)
Simétrica respecto al origen
3 f(x)= x |x| 
f(−x) = −x |−x|= −x |x|= −f(x)
Simétrica respecto al origen
4f(x) = |x| − 1
f(−x) = |−x| − 1= |x| − 1 = f(x)
Simétrica respecto al eje de ordenadas
Funciones reales. Ejercicios y problemas resueltos
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Estudia el crecimiento o decrecimiento de las siguientes funciones en los puntos que se indican:

1f(x) = 5x² − 3x + 1  en x = 1 

Tomamos un incremento, h=0.001, en el punto x=1. La función será creciente o decreciente en el punto x = 1 si lo es en el intervalo [1, 1.001]. Para comprobarlo, calculamos la tasa de variación en el intervalo dado:   

f(1.001 ) − f(1) = (5 · 0.001² − 3 · 0.001 + 1 ) − (5 · 1² − 3 · 1+ 1) = 0.007 > 0
Creciente 
2[image: image258.png]Fo-L enx-3
=




Tomamos un incremento, h=0.001, en el punto x= 3. La función será creciente o decreciente en el punto x = 3 si lo es en el intervalo [3, 3.001]. Para comprobarlo, calculamos la tasa de variación en el intervalo dado:   

[image: image259.png]FB.001)-F(3)-—L -

1 0.332-0.333<0
3.001 3





Dereciente 
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Hallar las funciones inversas de:

1[image: image260.png]f(x)=2x+1




[image: image261.png]y=2x+1




[image: image262.png]1,1
Fio-Ly oL
=5y -3




2[image: image263.png]F(x) - 2x4—3




[image: image264.png]4y -2x-3




[image: image265.png]_dy-3

Fx)=

4x -3





3[image: image266.png]x+3

OB




[image: image267.png]y(x-2)=x+3




[image: image268.png]yx -2y




[image: image269.png]_2y+3 F(x) = 2:;3




4[image: image270.png]f(x)=x2




[image: image271.png]



[image: image272.png]No es una funcion
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Dadas las funciones:

[image: image273.png]_2x-1 _1
- 90)-5 7 hOO-o





Calcular:
1[image: image274.png]



[image: image275.png]gﬂf:g[f(X)]:g[

2x





2[image: image276.png]



[image: image277.png]2x -1

fug:f[g(x)]:f[zxil] [ _2x+1

“2x-3

2x +1





3[image: image278.png]hofog




[image: image279.png]hafag:h[fcg(x)]:f[zx*l]: 1 __2x-3

2x -3 2x+1 2x+1
2x -3




4[image: image280.png]



[image: image281.png]h(x)sé




[image: image282.png]<[~

1
B0 =




5[image: image283.png]



[image: image284.png]% -
gC )2x+1 2x +1





[image: image285.png]y(2x+1)=2x-1 2xy +y =2x -1




[image: image286.png]2xy -2x=-1-y X2y -2)=-1-y




[image: image287.png]



6[image: image288.png]



[image: image289.png]



[image: image290.png]y(2x-1)=1 2xy -y =1




[image: image291.png]2xy =y + 1

y+1
2y





[image: image292.png]x+1

FA(x) =




7Probar que: [image: image293.png]



[image: image294.png]|l

F1oFG) - £ [F(0))] :f"[ -
[2 -1

2x -1




Funciones reales. Ejercicios y problemas resueltos

11

Dadas las funciones:

[image: image295.png]g(x) = cotg? 5x




Calcular:
1[image: image296.png]



[image: image297.png]gof =g[f(x)]=g(sen® x) = cotg?*(5 sen® x)




2[image: image298.png]



[image: image299.png]fog="Ff[g(x)]=f (cotg’ 5x) = sen’ (cotg’ 5x)




        Calcular el dominio de las funciones polinómicas:

1 [image: image300.png]6x*
+8x2





[image: image301.png]



2[image: image302.png]fy= 2% =3 73




[image: image303.png]
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Calcular el dominio de las funciones racionales:

1 [image: image304.png]60

X+2




[image: image305.png]X+2=0; D=r-{-2}




2[image: image306.png]



[image: image307.png]X
-1=0
D
=R
-{-1
o1}




3 [image: image308.png]



[image: image309.png]



4[image: image310.png]2% -3
2% +1

o0 =




[image: image311.png]X2 +2x+1=0 (x+1¥ =0 D=r-{-1}




5 [image: image312.png]60

2x* -3

3 +3x% +3X+1




[image: image313.png]** +3x% +3x+1=0 (x+1y =0 D=r-{-1}




          17) Calcular el dominio de las funciones radicales:
[image: image314.png]2 fOO=Vx=2

by FOO=Vx+2
o) fOO=H—6x+8
@ f(x) =X +6x-8
o FOO=+ax+a
f FOO=\E+x+4
g OO =+ —ax=4
. f(x) =% — @ +3x

x-5
,f(")Wﬁ

Wx-2
X-5

f(x)=
)

i

3X+2
X+1

f(x) =3
k)




RESPUESTA A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

Marque con una “x” la letra que antecede la respuesta correcta.

	1
	B

	2
	D

	3
	A

	4
	B

	5
	A

	6
	D

	7
	A

	8
	A


	9
	D

	10
	B

	11
	A

	12
	B

	13
	A

	14
	D


15)  Calcular el dominio de las funciones polinómicas:
[image: image315.png]25
X
-6 +8;

=2x

() =
a)

o 2x* -3

LY
b)
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Calcular el dominio de las funciones racionales:

1 [image: image316.png]60

X+2




[image: image317.png]X+2=0; D=r-{-2}




2[image: image318.png]



[image: image319.png]X
-1=0
D
=R
-{-1
o1}




3 [image: image320.png]



[image: image321.png]



4[image: image322.png]2% -3
2% +1

o0 =




[image: image323.png]X2 +2x+1=0 (x+1¥ =0 D=r-{-1}




5 [image: image324.png]60

2x* -3

3 +3x% +3X+1




[image: image325.png]** +3x% +3x+1=0 (x+1y =0 D=r-{-1}
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Calcular el dominio de las funciones radicales:

1 [image: image326.png]f(x)=%-2




[image: image327.png]



2[image: image328.png]f(x)=vx+2




[image: image329.png]-X+220 D =(-—,2]




3 [image: image330.png]



[image: image331.png]6x+820 D = (-0, 2]U[4,)





4[image: image332.png]f(x)=v¢ +6x -8




[image: image333.png]- +6x-820 D=[2,4]




5 [image: image334.png]F() = +ax+4




[image: image335.png](x+2¥ 20




6[image: image336.png])= +x+4




[image: image337.png]X2 +X+420




7[image: image338.png]f() =N —Ax—4




[image: image339.png]—(x+2Y =20




8[image: image340.png]F(x) = — & +3x




[image: image341.png]X -4x+3)20  x(x-1)}x-3)=20




[image: image342.png]D =[0,1]U[3,w)




9[image: image343.png]



[image: image344.png]X-2>0 D=(2,w)




10[image: image345.png]



[image: image346.png]{

X-5#0
Xx-220

D=R-{5}
D=[2,®)

D =[2,5)U (5, )




11[image: image347.png]



[image: image348.png]D=Rr-{-1}
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 Calcular el dominio de las funciones exponenciales:

1 [image: image349.png]f(x)=e>2




[image: image350.png]



2[image: image351.png]f(x)=e %




[image: image352.png]D=r-{0}
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 Calcular el dominio de las funciones logarítmicas:

1 [image: image353.png]f(x)=In(x-2)




[image: image354.png]Xx-2>0 D=(2,)




2[image: image355.png]F(x)=In





[image: image356.png]
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 Calcular el dominio de las funciones trigonométricas:

1 [image: image357.png]F(x) =1 - sen?x




[image: image358.png]1-sen?x >0 sen’x <1 D





2[image: image359.png]f(x)=T-cosx




[image: image360.png]l1-cosx:20 cosx <1
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1 f(x) = x 6 + x4 − x 2
f(x)= (x)6 + (x)4 − (x) 2 = x 6 + x 4 − x 2 = f(x)
Simétrica respecto al eje de ordenadas
2f(x) = x5 + x3 − x
f(−x)= (−x)5 + (−x) 3 − (−x) = −x5 − x 3 + x = −f(x)
Simétrica respecto al origen
3 f(x)= x |x| 
f(−x) = −x |−x|= −x |x|= −f(x)
Simétrica respecto al origen
4f(x) = |x| − 1
f(−x) = |−x| − 1= |x| − 1 = f(x)
Simétrica respecto al eje de ordenadas
Funciones reales. Ejercicios y problemas resueltos
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Estudia el crecimiento o decrecimiento de las siguientes funciones en los puntos que se indican:

1f(x) = 5x² − 3x + 1  en x = 1 

Tomamos un incremento, h=0.001, en el punto x=1. La función será creciente o decreciente en el punto x = 1 si lo es en el intervalo [1, 1.001]. Para comprobarlo, calculamos la tasa de variación en el intervalo dado:   

f(1.001 ) − f(1) = (5 · 0.001² − 3 · 0.001 + 1 ) − (5 · 1² − 3 · 1+ 1) = 0.007 > 0
Creciente 
2[image: image361.png]Fo-L enx-3
=




Tomamos un incremento, h=0.001, en el punto x= 3. La función será creciente o decreciente en el punto x = 3 si lo es en el intervalo [3, 3.001]. Para comprobarlo, calculamos la tasa de variación en el intervalo dado:   

[image: image362.png]FB.001)-F(3)-—L -

1 0.332-0.333<0
3.001 3





Dereciente 
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Hallar las funciones inversas de:

1[image: image363.png]f(x)=2x+1




[image: image364.png]y=2x+1




[image: image365.png]1,1
Fio-Ly oL
=5y -3




2[image: image366.png]F(x) - 2x4—3




[image: image367.png]4y -2x-3




[image: image368.png]_dy-3

Fx)=

4x -3





3[image: image369.png]x+3

OB




[image: image370.png]y(x-2)=x+3




[image: image371.png]yx -2y




[image: image372.png]_2y+3 F(x) = 2:;3




4[image: image373.png]f(x)=x2




[image: image374.png]



[image: image375.png]No es una funcion
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Dadas las funciones:

[image: image376.png]_2x-1 _1
- 90)-5 7 hOO-o





Calcular:
1[image: image377.png]



[image: image378.png]gﬂf:g[f(X)]:g[

2x





2[image: image379.png]



[image: image380.png]2x -1

fug:f[g(x)]:f[zxil] [ _2x+1

“2x-3

2x +1





3[image: image381.png]hofog




[image: image382.png]hafag:h[fcg(x)]:f[zx*l]: 1 __2x-3

2x -3 2x+1 2x+1
2x -3




4[image: image383.png]



[image: image384.png]h(x)sé




[image: image385.png]<[~

1
B0 =




5[image: image386.png]



[image: image387.png]% -
gC )2x+1 2x +1





[image: image388.png]y(2x+1)=2x-1 2xy +y =2x -1




[image: image389.png]2xy -2x=-1-y X2y -2)=-1-y




[image: image390.png]



6[image: image391.png]



[image: image392.png]



[image: image393.png]y(2x-1)=1 2xy -y =1




[image: image394.png]2xy =y + 1

y+1
2y





[image: image395.png]x+1

FA(x) =




7Probar que: [image: image396.png]



[image: image397.png]|l

F1oFG) - £ [F(0))] :f"[ -
[2 -1

2x -1
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Dadas las funciones:

[image: image398.png]g(x) = cotg? 5x




Calcular:
1[image: image399.png]



[image: image400.png]gof =g[f(x)]=g(sen® x) = cotg?*(5 sen® x)




2[image: image401.png]



[image: image402.png]fog="Ff[g(x)]=f (cotg’ 5x) = sen’ (cotg’ 5x)




Calcular el dominio de las funciones polinómicas:

1 [image: image403.png]6x*
+8x2





[image: image404.png]



2[image: image405.png]fy= 2% =3 73




[image: image406.png]



16) Calcular el dominio de las funciones racionales:

[image: image407.png]D=Rr-(-2)

D=R-{-1,1}
D=R
2x* -3
()= =
d) 0 X 4+2x+1
X2 +2x+1=0 (x+1% =0 D=R-{-1}
2x2 -3

f(x)=5—25—
o) 0 X +3x% +3%x+1

X} 4+3x2 +3x+1=0 (x+1Y =0 D=R-{-1}
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Calcular el dominio de las funciones radicales:

1 [image: image408.png]f(x)=%-2




[image: image409.png]



2[image: image410.png]f(x)=vx+2




[image: image411.png]-X+220 D =(-—,2]




3 [image: image412.png]



[image: image413.png]6x+820 D = (-0, 2]U[4,)





4[image: image414.png]f(x)=v¢ +6x -8




[image: image415.png]- +6x-820 D=[2,4]




5 [image: image416.png]F() = +ax+4




[image: image417.png](x+2¥ 20




6[image: image418.png])= +x+4




[image: image419.png]X2 +X+420




7[image: image420.png]f() =N —Ax—4




[image: image421.png]—(x+2Y =20




8[image: image422.png]F(x) = — & +3x




[image: image423.png]X -4x+3)20  x(x-1)}x-3)=20




[image: image424.png]D =[0,1]U[3,w)




9[image: image425.png]



[image: image426.png]X-2>0 D=(2,w)




10[image: image427.png]



[image: image428.png]{

X-5#0
Xx-220

D=R-{5}
D=[2,®)

D =[2,5)U (5, )




11[image: image429.png]



[image: image430.png]D=Rr-{-1}
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 Calcular el dominio de las funciones exponenciales:

1 [image: image431.png]f(x)=e>2




[image: image432.png]



2[image: image433.png]f(x)=e %




[image: image434.png]D=r-{0}




Funciones reales. Ejercicios y problemas resueltos

5

 Calcular el dominio de las funciones logarítmicas:

1 [image: image435.png]f(x)=In(x-2)




[image: image436.png]Xx-2>0 D=(2,)




2[image: image437.png]F(x)=In





[image: image438.png]
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 Calcular el dominio de las funciones trigonométricas:

1 [image: image439.png]F(x) =1 - sen?x




[image: image440.png]1-sen?x >0 sen’x <1 D





2[image: image441.png]f(x)=T-cosx




[image: image442.png]l1-cosx:20 cosx <1
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1 f(x) = x 6 + x4 − x 2
f(x)= (x)6 + (x)4 − (x) 2 = x 6 + x 4 − x 2 = f(x)
Simétrica respecto al eje de ordenadas
2f(x) = x5 + x3 − x
f(−x)= (−x)5 + (−x) 3 − (−x) = −x5 − x 3 + x = −f(x)
Simétrica respecto al origen
3 f(x)= x |x| 
f(−x) = −x |−x|= −x |x|= −f(x)
Simétrica respecto al origen
4f(x) = |x| − 1
f(−x) = |−x| − 1= |x| − 1 = f(x)
Simétrica respecto al eje de ordenadas
Funciones reales. Ejercicios y problemas resueltos
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Estudia el crecimiento o decrecimiento de las siguientes funciones en los puntos que se indican:

1f(x) = 5x² − 3x + 1  en x = 1 

Tomamos un incremento, h=0.001, en el punto x=1. La función será creciente o decreciente en el punto x = 1 si lo es en el intervalo [1, 1.001]. Para comprobarlo, calculamos la tasa de variación en el intervalo dado:   

f(1.001 ) − f(1) = (5 · 0.001² − 3 · 0.001 + 1 ) − (5 · 1² − 3 · 1+ 1) = 0.007 > 0
Creciente 
2[image: image443.png]Fo-L enx-3
=




Tomamos un incremento, h=0.001, en el punto x= 3. La función será creciente o decreciente en el punto x = 3 si lo es en el intervalo [3, 3.001]. Para comprobarlo, calculamos la tasa de variación en el intervalo dado:   

[image: image444.png]FB.001)-F(3)-—L -

1 0.332-0.333<0
3.001 3





Dereciente 
Funciones reales. Ejercicios y problemas resueltos

9

Hallar las funciones inversas de:

1[image: image445.png]f(x)=2x+1




[image: image446.png]y=2x+1




[image: image447.png]1,1
Fio-Ly oL
=5y -3




2[image: image448.png]F(x) - 2x4—3




[image: image449.png]4y -2x-3




[image: image450.png]_dy-3

Fx)=

4x -3





3[image: image451.png]x+3

OB




[image: image452.png]y(x-2)=x+3




[image: image453.png]yx -2y




[image: image454.png]_2y+3 F(x) = 2:;3




4[image: image455.png]f(x)=x2




[image: image456.png]



[image: image457.png]No es una funcion




Funciones reales. Ejercicios y problemas resueltos

10

Dadas las funciones:

[image: image458.png]_2x-1 _1
- 90)-5 7 hOO-o





Calcular:
1[image: image459.png]



[image: image460.png]gﬂf:g[f(X)]:g[

2x





2[image: image461.png]



[image: image462.png]2x -1
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3[image: image463.png]hofog




[image: image464.png]hafag:h[fcg(x)]:f[zx*l]: 1 __2x-3
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4[image: image465.png]



[image: image466.png]h(x)sé
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5[image: image468.png]



[image: image469.png]% -
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[image: image470.png]y(2x+1)=2x-1 2xy +y =2x -1




[image: image471.png]2xy -2x=-1-y X2y -2)=-1-y




[image: image472.png]



6[image: image473.png]



[image: image474.png]



[image: image475.png]y(2x-1)=1 2xy -y =1
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7Probar que: [image: image478.png]
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Funciones reales. Ejercicios y problemas resueltos

11

Dadas las funciones:

[image: image480.png]g(x) = cotg? 5x




Calcular:
1[image: image481.png]



[image: image482.png]gof =g[f(x)]=g(sen® x) = cotg?*(5 sen® x)




2[image: image483.png]



[image: image484.png]fog="Ff[g(x)]=f (cotg’ 5x) = sen’ (cotg’ 5x)




Calcular el dominio de las funciones polinómicas:

1 [image: image485.png]6x*
+8x2





[image: image486.png]



2[image: image487.png]fy= 2% =3 73




[image: image488.png]



Funciones reales. Ejercicios y problemas resueltos

2

Calcular el dominio de las funciones racionales:

1 [image: image489.png]60

X+2




[image: image490.png]X+2=0; D=r-{-2}




2[image: image491.png]



[image: image492.png]X
-1=0
D
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3 [image: image493.png]



[image: image494.png]



4[image: image495.png]2% -3
2% +1

o0 =




[image: image496.png]X2 +2x+1=0 (x+1¥ =0 D=r-{-1}




5 [image: image497.png]60

2x* -3

3 +3x% +3X+1




[image: image498.png]** +3x% +3x+1=0 (x+1y =0 D=r-{-1}




17) Calcular el dominio de las funciones radicales:
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UNIDAD 3: 
Funciones polinomiales
Durante varios siglos se estudiaron expresiones algebraicas en las cuales implícitamente se involucraba la idea de lo que hoy se denomina una función, sin que el concepto preciso de función se hubiera formulado en aquel entonces. Muchas construcciones matemáticas, como el número, por ejemplo, evolucionaron de esa misma manera. Al principio fueron utilizadas ampliamente y sólo mucho más tarde surgió una reflexión acerca de la definición formal de esas construcciones. 
En el caso específico de las funciones, ya en el siglo XVI, cuando los algebristas buscaban soluciones para las ecuaciones polinómicas de grado 3 y 4 estaban utilizando la idea de función, en el sentido siguiente: la expresión
[image: image501.png](22 -3z +z -1
tomara un valor numérico preciso cuando la Zsea sustituida por un nimero cualquiera.

Resolver la ecuacion:
2° -3z +z-1=0

s descubrir para cules nimeros ocurre que al sustituir la & por esos nimeros, se obtiene el valor numérico
cero.





La necesidad de resolver este tipo de ecuaciones tenía su origen en el interés por conocer las leyes que rigen el movimiento. Había que explicar, por ejemplo, por qué los objetos se mantenían en la superficie terrestre, y no quedaban flotando atrás, mientras que la Tierra giraba en torno a sí misma y alrededor del sol. A fines del siglo XVI y comienzos del siglo XVII, Copérnico y Galileo habían transformado la concepción que se tenía entonces de la Tierra inmóvil en el centro del Universo. Uno de los problemas que inquietaban a los científicos de la época, era precisamente el hecho de que hubiera estabilidad de los objetos en la superficie de nuestro planeta en movimiento. 

[image: image502.png]Yaen el siglo XVIl comenzs a surgir entre los mateméticos la idea de formalizar una definicion de eso que hoy
llamamos funcion.

Leibniz fue el primero en usar la palabra ‘funcién'a fines del siglo XVII y Euler, el siglo XVIII fue el primero en

usar la notacion f (%), De manera que este concepto nace ligado al fenémeno del movimiento, y se convierte
coneltiempo, en una herramienta fundamental para el estudio de los fensmenos naturales a través de la
Matemétioa

Unamanera de desoribi la trayestoria de un méviles la siguiente: Para cada intervalo de tiempo ¢, transourrido
apartir del momento en que s inicia el movimiento, se determina la distancia f (t)a la que se encuentra el

mévilde su lugar de origen. Cuando los pares ordenados (83 f () )se representan en el plano cartesiano se
obtiene una curva (o segmento de recta, que &s un tipo especial de curva) asociada al movimiento en cuestion.

Por ejemplo, ena figura de la derecha, se puede observarlo siguiente:
1.-Para cada t (tiempo transcurrido en horas) hay un valor f (E)asociado a ¢, que es anico.

2.-Desde el inicio del movimiento hasta que transcurre la primera hora, e movil se aleja del punto de partida y
al final de la primera hora, alcanza una distancia de 1,5 kms. del punto de origen. Este iimo dato se condensa

enla informacion siguiente: E1 punto P{1; 1, S)pertenece ala curva

3.-Como también el punto P2(25 Lesta en la curva, se sabe que, entre Ia hora 1 y Ia hora 2, el mévilse acerca

denuevo a su punto de origen, pues su distancia a ese punto disminuye.




3.1 FUNCIÓN LINEAL

A continuación se estudiarán las funciones más simples, las denominadas funciones lineales. Se puede realizar un estudio completo de ellas de manera rápida y fácil, tal como se verá en lo que sigue. Existe una estrecha relación entre este tema y el de las Rectas en el Plano, puesto que la gráfica de una función lineal es una recta.

· 3.1.1  CONCEPTO DE FUNCIÓN LINEAL Y NOTACIÓN SIMBÓLICA

Sean m, b números reales. La función
[image: image503.wmf]:()
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se llama función lineal.

EJEMPLO 65

[image: image504.png]1) fRSR  fx)=4x+8

2) fIR=IR f(x)= i





· 3.1.2  DOMINIO, CODOMINIO, ÁMBITO, IMAGEN Y PREIMAGEN 

                                  DE UNA FUNCIÓN LINEAL

Tal y como lo establece su definición el Dominio y Codominio de una función lineal es: IR.

Por otra parte las preimágenes serán los diferentes valores que tome la variable “x”, mientras que las imágenes serán los diferentes valores que tome la variable “y”.

Sea  f(x) una función real tal que  f(x) =  2x
[image: image505.png]Valores "x" Valores “y”
PREIMAGENES IMAGENES
Dominio Codominio Ambito

A={-2,-1,0,12}

B={-4,-2,0,2,3,4,5,6}

f(A)={-2,-1,0,2,4}





· 3.1.3  INTERSECCIÓN   CON  EL   EJE X     Y   CON  EL    EJE Y 

                              DE UNA FUNCIÓN LINEAL

Para determinar las intersecciones de una función lineal con los ejes del plano cartesiano se utilizan las siguientes fórmulas: 

[image: image506.png]7 Eew (ﬁ,o)
m

~ ey (0.B), paraelcaiouode bse uiiza b=y -mx




· 3.1.4  CONCEPTO DE PENDIENTE DE UNA FUNCIÓN LINEAL

La pendiente de la línea y = mx + b es la razón a la cual y está cambiando por unidad de cambio en x. Las unidades de medida de la pendiente son unidades de y por unidad de x. 
Cuando se conocen dos puntos de una recta (x1, y1) y (x2, y2) se cumple que 

[image: image507.png]



· 3.1.5  FUNCIÓN CONSTANTE

Se llama función constante a la que no depende de ninguna variable, y la podemos representar como una función matemática de la forma: f(x) = a donde a pertenece a los números reales y es una constante.

[image: image757.wmf]2


Como se puede ver es una recta horizontal en el plano xy, en la gráfica la hemos representado en el plano, observe que la función no depende de x, si hacemos:
Y = f(x) entonces Y = a donde a tiene un valor constante, en la gráfica tenemos representadas valores de a iguales a: 

Y = 8
Y = 4,2
Y = -3,6

La función constante como un polinomio en x es de la forma  
[image: image508.png]


.

· 3.1.6  MONOTONÍA DE UNA FUNCIÓN LINEAL

 Sentido de variación (Monotonía):

Dada la función lineal 
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fIRIRcon

ccc

fxx

c

mb

®=+

,
entonces se cumple que:

	Valor de la Pendiente “m”
	Régimen de variación

	m > 0
	La función es creciente

	m < 0
	La función es decreciente

	m = 0
	La función es constante


Un caso particular de función lineal es la función identidad:  y = x

· 3.1.7 REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN LINEAL
La gráfica de una función lineal es una recta. Es el conjunto de todos los puntos (x, y)

con  y = mx + b.

EJEMPLO 66

Sea f(x) = 3x – 1, represente gráficamente a esta función lineal. 

Solución:

Calculemos los valores (x, y) , evaluando en la función dada:
[image: image510.png]00=3x-12f(-1)=3x-1= -4
00 =3x-1=21(0)=3x-1= -1
00=3x-1=f(1)=3x-1= 2





Entonces obtenemos la siguiente tabla de valores: 
	x
	-1
	0
	1

	y
	-4
	-1
	2


Por lo que el gráfico de f(x) = 3x – 1, corresponde a Gf = { (-1,-4), (0,-1), ( 1,2) }.

Finalmente la representación gráfica de f(x) = 3x – 1  es:
[image: image758.wmf]9


· 3.1.8  ANÁLISIS DE LA GRÁFICA DE LA FUNCIÓN LINEAL

La función lineal es del tipo: y = mx, cuya gráfica es una línea recta que pasa por el origen de coordenadas.
EJEMPLO 67

Sea y = 2x, el criterio de una función lineal.
	X
	0
	1
	2
	3
	4

	y = 2x
	0
	2
	4
	6
	8


[image: image511.png]



Observe que, si m > 0 la función es creciente y el ángulo que forma la recta con la parte positiva del eje X es agudo.
[image: image512.png]



EJEMPLO 68

[image: image513.wmf]-6
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En la función f(x) = 2x + 4, la pendiente es 2, por tanto la gráfica es creciente en los números reales.  El dominio y el recorrido es el conjunto de los números reales.  

EJEMPLO 69

Sea f(x)= –4x +1, entonces su representación gráfica es
[image: image759.wmf]1


Observe que, si m < 0 la función es decreciente y el ángulo que forma la recta con la parte positiva del eje X es obtuso.

[image: image760.wmf]512


EJEMPLO 70
Una función constante es una función de la forma f(x) = b.  Su gráfica es una recta horizontal, su dominio el conjunto  de los  números reales  y  el  recorrido el conjunto {b}.
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En la función f(x) = 2, el dominio es el conjunto de los números reales y el recorrido es {2}.  La pendiente (m)  es cero.

EJEMPLO 71

Sea la función identidad  f(x)=x.
[image: image761.wmf]·


Su gráfica es la bisectriz del primer y tercer cuadrante.
· 3.1.9  ALGUNAS APLICACIONES DE LA FUNCIÓN LINEAL
La función lineal es de gran importancia en matemáticas aplicadas, y en general, puesto que se aplica muy frecuentemente en la resolución de problemas de la vida cotidiana.

EJEMPLO 72

En las 10 primeras semanas de cultivo de una planta, que medía 2 cm, se ha observado que su crecimiento es directamente proporcional al tiempo, viendo que en la primera semana ha pasado a medir 2.5 cm. Establecer una función a fin que dé la altura de la planta en función del tiempo y representar gráficamente.

Solución:

Altura inicial = 2cm 

Crecimiento semanal = 2.5 - 2 = 0.5 

                        f(x)= 0.5 x + 2 
[image: image515.png]Crecimiento





EJEMPLO 73

Por el alquiler de un coche cobran 100 € diarios más 0.30 € por kilómetro. Encuentra la ecuación de la recta que relaciona el coste diario con el número de kilómetros y represéntala. Si en un día se ha hecho un total de 300 km, ¿qué importe debemos abonar?

Solución:

y = 0.3 x +100 
y = 0.3 · 300 + 100 = 190 € 
[image: image516.png]



EJEMPLO 74

Calcular los coeficientes de la función f(x) = ax + b si f(0) = 3 y f(1) = 4.

Solución:   
f(0) = 3

3 = a · 0 + b              b = 3 
f(1) = 4.

4 = a· 1 + b               a = 1 
 
R/      f(x) = x + 3 
EJEMPLO 75

Por el alquiler de un coche cobran 100 € diarios más 0.30 € por kilómetro. Encuentra la ecuación de la recta que relaciona el coste diario con el número de kilómetros y represéntala. Si en un día se ha hecho un total de 300 km, ¿qué importe debemos abonar?

Solución:

y = 0.3 x +100 
y = 0.3 · 300 + 100 = 190 € 
[image: image517.png]



EJEMPLO 76

El costo variable de fabricar juntas para machimbre es de $ 2 por unidad y los costos fijos por día son de $30. Escriba la fórmula de costo total y construya su gráfica. ¿Cuánto cuesta fabricar 25 juntas de machimbre por día?

Solución:

El costo total de fabricar x juntas de machimbre en un día es 

C(x) = 2x + 30
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R/ El costo total de fabricar 25 juntas de machimbre por día es de $ 80.

                 C(25) = 2. 25 +30

                 C(25) = 80

 

EJEMPLO 77 

El costo de fabricar 10 bolsas de cartón al día es de $2,20, mientras que fabricar 20 bolsas del mismo tipo cuesta $ 3,80. Suponiendo que se trate de un modelo de costo lineal, determine la fórmula correspondiente a producir x bolsitas de papel en el día y construya su gráfica.

Solución: 

En este caso tenemos dos puntos P(10; 2,2) y Q (20; 3,80), pudiendo construir la ecuación que determine la relación. Por la ecuación de la recta que pasa por dos puntos, tenemos
[image: image519.png]



R/   y = 0,16x+0,6
EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Representa las funciones constantes

a). y = 2
b). y = -2 
2) Representa las rectas verticales

a). x = 0 
b). x = - 5
3) Representa las funciones lineales

a). y = x
b). y = 2x
4) Representa las siguientes funciones, sabiendo que:

a). Tiene pendiente -3 y ordenada en el origen -1.
b). Tiene por pendiente 4 y pasa por el punto (-3, -2).
c). Pasa por los puntos A(-1, 5) y B(3, 7).
5)  Calcular los coeficientes de la función f(x) = ax + b si f(0) = 3 y f(1) = 4. Represente la   

      gráfica. Indicar los  intervalos donde es positiva o negativa.

Ejercicios resueltos de la función lineal

1

Representa la función contante:

 y= 2

[image: image520.png]



Ejercicios resueltos de la función lineal

2

Representa la función contante:

y= -2 

[image: image521.png]



Ejercicios resueltos de la función lineal

3

Representa la función contante:

 y= ¾

[image: image522.png]



Ejercicios resueltos de la función lineal

4

Representa la función contante:

y =0

[image: image523.png]



Ejercicios resueltos de la función lineal

5

Representa la recta vertical

x = 0 

[image: image524.png]



Ejercicios resueltos de la función lineal

6

Representa la recta vertical

x = - 5

[image: image525.png]



Ejercicios resueltos de la función lineal

7

Representa la función lineal

y = x 

[image: image526.png]



Ejercicios resueltos de la función lineal

8

Representa la función lineal

y = 2x 

[image: image527.png]



Ejercicios resueltos de la función lineal

9

Representa la función afín:

y = 2x - 1 

[image: image528.png]



Ejercicios resueltos de la función lineal

10

y = -2x - 1

[image: image529.png]



Ejercicios resueltos de la función lineal

11

Representa la función afín:

y = ½x - 1

[image: image530.png]



Ejercicios resueltos de la función lineal

12

Representa la función afín:

y = -¾x - 1 

[image: image531.png]



Ejercicios resueltos de la función lineal

13

Representa la siguiente función, sabiendo que:

 Tiene pendiente -3 y ordenada en el origen -1.

y = -3x -1 

[image: image532.png]



Ejercicios resueltos de la función lineal

14

Representa la siguiente función, sabiendo que:

 Tiene por pendiente 4 y pasa por el punto (-3, -2).

y = 4 x + n       -2 = 4 · (-3) + n     n= 14

y = 4 x + 14 
[image: image533.png]



Ejercicios resueltos de la función lineal

15

Representa la siguiente función, sabiendo que:

Pasa por los puntos A(-1, 5) y B(3, 7). 

5 = -m + n -5 = m - n 

7 = 3m + n 7 = 3m + n  

2 = 4m m = ½ n = 11/2 
y= ½x + 11/2
[image: image534.png]



Ejercicios resueltos de la función lineal

16

Representa la siguiente función, sabiendo que:

Pasa por el punto P(2, -3) y es paralela a la recta de ecuación y = -x + 7.

m = -1

-3 = - 1 · (-2) + n         n= - 1 
y = -x -1
[image: image535.png]



Ejercicios resueltos de la función lineal

17

En las 10 primeras semanas de cultivo de una planta, que medía 2 cm, se ha observado que su crecimiento es directamente proporcional al tiempo, viendo que en la primera semana ha pasado a medir 2.5 cm. Establecer una función a fin que dé la altura de la planta en función del tiempo y representar gráficamente.

Altura inicial = 2cm 

Crecimiento semanal = 2.5 - 2 = 0.5 

y= 0.5 x + 2 
[image: image536.png]Crecimiento





Ejercicios resueltos de la función lineal

18

Por el alquiler de un coche cobran 100 € diarios más 0.30 € por kilómetro. Encuentra la ecuación de la recta que relaciona el coste diario con el número de kilómetros y represéntala. Si en un día se ha hecho un total de 300 km, ¿qué importe debemos abonar?

y = 0.3 x +100 
y = 0.3 · 300 + 100 = 190 € 
[image: image537.png]



Examen resuelto de gráficas de funciones

19

Calcular los coeficientes de la función f(x) = ax + b si f(0) = 3 y f(1) = 4.

1. Representar la función.

f(0) = 3

3 = a · 0 + b              b = 3 
f(1) = 4.

4 = a· 1 + b               a = 1 
f(x) = x + 3 

[image: image538.png]



2. Indicar los intervalos en los que es positiva o negativa. 

x + 3 = 0 x = - 3

f(-4) = -1 < 0f(0) = 3 > 0

[image: image539.png]



f(x) < 0 si x< -3 

f(x) > 0 si x> -3 

RESPUESTA A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Representa la función constante:

 a)  y= 2

[image: image540.png]



b)  y= -2 

[image: image541.png]



2) Representa la recta vertical

a) x = 0 
[image: image542.png]



b) x = - 5

[image: image543.png]



3) Representa la función lineal

a)  y = x 
[image: image544.png]



b)  y = 2x 
[image: image545.png]flx)=2x





4) Representa la siguiente función, sabiendo que:

 a) Tiene pendiente -3 y ordenada en el origen -1.

y = -3x -1 
[image: image546.png]



b)  Tiene por pendiente 4 y pasa por el punto (-3, -2).

y = 4 x + n       -2 = 4 · (-3) + n     n= 14

y = 4 x + 14 

	x
	y = 4 x +14 

	0
	14

	1
	18


[image: image547.png]



c) Pasa por los puntos A(-1, 5) y B(3, 7). 

5 = -m + n -5 = m - n 

7 = 3m + n 7 = 3m + n  

2 = 4m m = ½ n = 11/2 
y= ½x + 11/2

[image: image548.png]



5)  Calcular los coeficientes de la función f(x) = ax + b si f(0) = 3 y 
f(1) = 4.

Representar la función.

[image: image549.png]1(0)=3
3=a-0+b b=3
(1) =4
4=a 1
f(x) = x

wo

Indicar los intervalos en los que es positiva o negativa
x+3=0x=-3
f(-4)=-1<0f(0)=3>0

(x) < 0six<-3
f(x) > 0si x> -3




3.2  RECTAS EN EL PLANO

· 3.2.1  ECUACIÓN DE LA RECTA

Tomados dos puntos de una recta, la pendiente [image: image550.png]


, es siempre constante. Se calcula 

mediante la ecuación: 

Se puede obtener la ecuación de la recta a partir de la fórmula de la pendiente- ordenada:
[image: image762.wmf]2
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                                                     y = m x + b

EJEMPLO 78
Considere una recta que pasa por los puntos (2, 8) y (3, 20). 

Solución:

Esta recta tiene pendiente 

[image: image551.png]C(20-8)
m= (3_2) =

12

Luego de esto, uno puede defini la ecuacion para esta recta usando la formula antes mencionada:

y=mx+b=>8=1202+b=>8=24+b=8-24=b=-16=b




Por lo tanto, la ecuación de la recta es y = 12x – 16.

EJEMPLO 79
Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (1, 2) y tiene pendiente m = - 5.
Solución:   
Tienes que hallar la ecuación de la recta, esto es, y = mx + b.
Usa la información que te dan: m = - 5 y sustituye en la ecuación:
y = - 5x + b
Ahora tienes que buscar la b; usa el otro dato; la recta pasa por el punto (1, 2), por lo tanto, ese punto es una solución de la ecuación que estas buscando. Sustituye esos valores de x = 1, y = 2 en la ecuación que estas buscando: 2 = - 5 ( 1 ) + b 

Despeja la variable b en: 2 = - 5 ( 1 ) + b 
2 = - 5 + b
2 + 5 = b
b = 7

Sustituye el valor de b en la ecuación que estas buscando: y = - 5x + 7

R/  La ecuación es y = - 5x + 7.
· 3.2.2 RECTAS PARALELAS Y RECTAS PERPENDICULARES

Continuando un poco más con análisis matemático de la ecuación de la recta,  se presenta el procedimiento a seguir al determinar las ecuaciones rectas paralelas y perpendiculares.

Para que una función sea paralela a otra tiene que tener la misma pendiente, o sea la misma “m”.

 EJEMPLO 80

f(x)= 2x + 2
g(x)= 2x + 4

En este caso las rectas son paralelas, puesto a que la pendiente es la misma.

EJEMPLO 81

Sea f(x)= 4x + 5, hallar g(x) que tiene como ordenada al origen 4 y es paralela a f(x).

Solución:

Bien aquí tenemos nuestro ejercicio bien sencillo, primero tenemos que sacar g(x) y sabemos que g(x) esta compuesta de la siguiente manera  y = mx + b, en este caso nos dan la ordenada al origen que es 4 entonces:
[image: image552.png]ox) = y= mx+b

ox) = y=mx+4

Anora sacaremos mx sabiendo que es paralela a f(x), 0 sea que tiene la misma pendiente:
f(x) = y=4x+5

entonces (x) y g(x) tienen igual pendiente, por lo tanto

RIgx)=4x +4

Por otra parte, para que una funcion sea perpendicular a ofra tiene que su pendiente ser la inversa negativa de

Ia otra pendiente digamos que entonces la formula seria:

my = —1/ms




EJEMPLO 82

Sea f(x)= 4x + 5, hallar una función g(x) que es perpendicular a f(x).

Solución:

Bueno primero sabemos que g(x) es de la forma y = mx + b.
Entonces sabemos que es perpendicular pero no sabemos como será la ordenada, pero como pide hallar una función perpendicular con ponerle la pendiente perpendicular a f(x) , teniendo cualquier pendiente será perpendicular, entonces averiguamos la pendiente de g(x),

Pendiente de f(x) = 4, entonces la inversa utilizando la fórmula
[image: image553.png]mymg =—1=m =—1/my

Tenemosque 4+ m= -1 entonces m = . por latato a pendiente de g(x)es /4, ertonces y= —

b;donde b puede tomar cualquier valor real, pues el ejercicio no pide que b tome un valor en especial.




EJEMPLO 83

Determine la ecuación de la recta que pasa por el punto P(1, –3), y es paralela   a   la recta 

x + 2x = 1. 

Solución:

[image: image554.png]



EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Escribe de todas las formas posibles la ecuación de la recta que pasa por los puntos A(1,2) y B(-2,5).

2) Hallar la pendiente y la ordenada en el origen de la recta 3x + 2y - 7 = 0.

3) Hallar la ecuación de la recta r, que pasa por A(1,5), y es paralela a la recta  2x + y + 2 = 0.

4) Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (2, -3) y es paralela a la recta que une los puntos (4, 1)) y (-2, 2).

5) Hallar una recta paralela y otra perpendicular a x + 2 y + 3 = 0, que pasen por el punto A(3,5).

6) Calcular la ecuación de la recta perpendicular a r ≡ 8x - y - 1 = 0 y pasa por el punto P(-3, 2).

RESPUESTA A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS
[image: image555.png]»  Ecuacien general
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3.3   SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES EN DOS VARIABLES

En las matemáticas, un sistema de ecuaciones es un conjunto de dos o más ecuaciones con varias incógnitas. Una solución para el sistema debe proporcionar un valor para cada incógnita, de manera que en ninguna de las ecuaciones del sistema se llegue a una contradicción. En otras palabras el valor que reemplazamos en las incógnitas debe hacer cumplir la igualdad del sistema.

Las incógnitas se suelen representar utilizando las últimas letras del alfabeto español.

· 3.3.1  MÉTODO DE SUMA Y RESTA

Este método suele emplearse mayoritariamente en los sistemas lineales, siendo pocos los casos en que se utiliza para resolver sistemas no lineales. El procedimiento, diseñado para sistemas con dos ecuaciones e incógnitas, consiste en transformar una de las ecuaciones (generalmente, mediante productos), de manera que obtengamos dos ecuaciones en la que una misma incógnita aparezca con el mismo coeficiente y distinto signo. A continuación, se suman ambas ecuaciones produciéndose así la reducción o cancelación de dicha incógnita, obteniendo así una ecuación con una sola incógnita, donde el método de resolución es simple.

EJEMPLO 84

Resuelva el sistema  

[image: image557.png]x-y=1 O
2x+3y=9 ()
Solucién:

Multpliquemos la ecuacion (2) por -2

4x-y=7 Q) [4x-y=7 O 4x-y=7 ()
x+3y=9 () |2x+3y=9 (2)e2" |dx+6y=18 (2

luego y=5 en(t)

ax-y=7

=4x-5=7

=4x=7+5 R/S={@3.5)}
=4x=12

=x=12
4

=x=3




· 3.3.2  MÉTODO DE SUSTITUCIÓN

El método de sustitución consiste en despejar en una de las ecuaciones cualquier incógnita, preferiblemente la que tenga menor coeficiente, para, a continuación, sustituirla en otra ecuación por su valor.

En caso de sistemas con más de dos incógnitas, la seleccionada debe ser sustituida por su valor equivalente en todas las ecuaciones excepto en la que la hemos despejado. 

EJEMPLO 85

Resolver el sistema
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Solución:

Primero despejemos “y” de le ecuación (1):
[image: image559.png]luego

oy

e ()





· 3.3.3 MÉTODO DE IGUALACIÓN

El método de igualación se puede entender como un caso particular del método de sustitución en el que se despeja la misma incógnita en dos ecuaciones y a continuación se igualan entre sí la parte derecha de ambas ecuaciones.

EJEMPLO 86

Resuelva el sistema
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Solución:

Despejemos la variable “y” en ambas ecuaciones:

[image: image561.png]a-1=y O [y=4-7 O

wey=1 0 N
edy=0 @7 |y=ZE @2 y:%x+3 @
Se establece la igualdad:
sx—7=2x43 luego y=5 en(l)
3
; 4x-y=7
Sav-2x=743 = 4x-5=7
= 4x=745
= ax=12 RIS={.5}
12
Sx=12
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=x=3





· 3.3.4    ALGUNAS APLICACIONES

La resolución de un sistema de ecuaciones lineales con dos incógnitas es de gran importancia en matemática, puesto que se aplica muy frecuentemente en la solución de problemas de la vida cotidiana.

EJEMPLO 87

¿Cuál es el área de un rectángulo sabiendo que su perímetro mide 16 cm y que su base es el triple de su altura?

Solución:
[image: image562.png]x ~ base del recténgulo.
y ~ altura del rectangulo.
2x+ 2y ~ perimetro.

X =3y
2+2y =16

2:(3y)+2y =16=6y +2y =16 = y

"
N

R/ 6cm > base del rectangulo.
2.cm ~ altura del rectangulo




EJEMPLO 88

Una granja tiene pavos y cerdos, en total hay 58 cabezas y 168 patas. ¿Cuántos cerdos y pavos hay? 

Solución:
[image: image563.png]X ~ nimero de pavos.
y ~ namero de cerdos.

X+y =58
2x +dy =168

x+y =58 -2x -2y = -116
2x +dy =168 2x +dy =168
y =26

X+26=58 = x=32

R/ 32 > namero de pavos; 26 — namero de cerdos.




EJEMPLO 89

Antonio dice a Pedro: "el dinero que tengo es el doble del que tienes tú", y Pedro contesta: "si tú me das seis euros tendremos los dos igual cantidad". ¿Cuánto dinero tenía cada uno?

Solución:
[image: image564.png]x ™ dinero de Antonio.

y T dinero de Pedro.

{ X =2y

y+6=x-6

y+6=2y-6 6+6=2y-y 12=y
x =212 x =24

R/ 24 ~ dinero de Antonio.
12 ™ dinero de Pedro.




EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones lineales con 2 incógnitas:

[image: image565.png]L}






                        RESPUESTA A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

1) 
 Por sustitución:
[image: image566.png]2‘[__]+3y=_1 ‘STV+3V=-1 -8y +9y - -3

Por igualacion

2 +3y = -1
3x+dy =0

3x =-dy

2x =-1-3y
S1-3y -4y
2 3
3(-1-3y)=2(-4y)  3-9=--8 y=-3
403

X3

x=4

Por reduccion (eliminacion)

2x+3y = -1 2 fox+9y -3
3x+dy =0 . ) -6x -8y =0
y=-3

2x +3(-3) = -1 2x-9=-1 2x=8  x=4




2)          
[image: image567.png]=0
=2
3)
X +3y
Lo
X-y =5
X +3y =10
{3X*V=5V
x=10-3y
3x =6y X =2y
10-3y =2y y=2
X=2:2 X =4




4) 
[image: image568.png]x+3y =10
8-2x+y =2

X +3y =10

2x +y =-6
x=10-3y
-2(10-3y)+y = -6
x=10-3.2 x=4

———————

2046y +y =6

7y =14




5) Por sustitución:

[image: image569.png]{3x+2y =7

dx -3y =-2
7-2y
3x =7 -2 -
X y x=—
o122 ay o B 5
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28-8y -9y = -6; -17y = -34; y=2
7-2:2
X = x=1
Por igualacion
3x+2y = 7
dx -3y =-2
7-2y
3x =7 -2 -
X y x=—
4x =-2+3y X:;Z;:iy
4(7-2y)=3(-2+3y) 28-8y = -6+
28+6 =y +8y 34=17y y=2

7-2:2

X = x=1

Por reduccion

3x+2y = 7
{4x—3v =-2
B3x+2y = 7 —x2
{4xf3y =-2 _x2

3 1+2y =7 2y =4





6)  
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7) 
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3.4  FUNCIÓN CUADRÁTICA

En matemáticas una función cuadrática o función de segundo grado es una función polinómica que se define mediante un polinomio de segundo grado como:

[image: image572.png]



donde a, b y c son constantes y a es distinto de 0.

La representación gráfica en el plano XY haciendo:
[image: image573.png]y=f(z)

estoes:

y=a’+br+c




es una parábola vertical, orientada hacia arriba o hacia abajo según el signo de a.
[image: image574.png]yoxzeer

——




· 3.4.1  CRITERIO DE LA FUNCIÓN CUADRÁTICA

Sea 
[image: image763.wmf]8


· 3.4.2 CONCAVIDAD DE LA FUNCIÓN CUADRÁTICA

La concavidad en una función cuadrática está determinado por el valor que tome la variable “a”, veamos:

	Sí a > 0


	La función es cóncava hacia arriba

[image: image575.wmf]U




	 Sí a < 0
	La función es cóncava hacia abajo

[image: image576.wmf]I





· 3.4.3  DOMINIO, CODOMINO, PREIMAGEN E IMAGEN

Tal y como lo establece su definición el Dominio y Codominio de una función lineal es: IR.

Por otra parte las preimágenes serán los diferentes valores que tome la variable “x”, mientras que las imágenes serán los diferentes valores que tome la variable “y”.

Sea  f(x) una función real tal que  f(x) =  x2 - 1

[image: image577.png]Valores "x" < Valores “y”
PREIMAGENES ' IMAGENES
[
Dominio Codominio Ambito

A={-2,-1,0,12}

B={-1,0,2,3,5,6}

f(A)={-1,0,3}





· 3.4.4  INTERSECCIÓN CON LOS EJES DEL PLANO CARTESIANO

Las intersecciones con los ejes del plano cartesiano XY, están dadas por las siguientes condiciones y fórmulas: 

[image: image578.png]SiA=0 Interseca al eje x en 2 puntos,
LERN
2a
SiA=0 —b
Interseca al eje x en un punto, | — ,0
2a
SiA<0 No hay interseccion con el eje x

# EJE “Y”: Lainterseccion con el eje y, corresponde al par ordenado (O,C)





· 3.4.5   VÉRTICE DE LA FUNCIÓN CUADRÁTICA

El punto máximo o mínimo de la gráfica de una función cuadrática se demoniza vértice, este es el puntodado por el par ordenado:
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NOTA:  Sí a < 0, “V” es el punto máximo.
            Sí a > 0, “V” es el punto mínimo.

· 3.4.6   EJE DE SIMETRÍA DE LA FUNCIÓN CUADRÁTICA

El eje de simetría de una parábola es una recta que divide simétricamente a la curva, es decir, intuitivamente la separa en dos partes congruentes. Puede ser entendido como un espejo que refleja la mitad de la parábola en cuestión. 

La ecuación asociada al eje de simetría viene dada por la relación: 
[image: image580.wmf]a
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· 3.4.7   MONOTONÍA Y ÁMBITO DE LA FUNCIÓN CUADRÁTICA

La representación de las funciones cuadráticas es siempre una parábola con eje de simetría paralelo al eje de ordenadas, que la divide en dos ramas, una creciente y otra decreciente, veamos: 

[image: image581.png]Sia>0 —>concava hacia armiba

Sia <0 —>concava hacia abajo

f decrece: ]»

fdecrece: ]

Por ofra parte, el ambito de una funcion cuadratica se puede determinar mediante los siguientes casos:

Sia>0 —>concava hacia armiba

Sia <0 —>concava hacia abajo

Ambitoder | 2
4a

Ambitode . |-o0, 2
4a





· 3.4.8   REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LA FUNCIÓN CUADRÁTICA

EJEMPLO 90

Considere la función cuadrática g(x) =  – x2  + 9x, realice el estudio completo y gráfica.

Solución:   

1. Determine su concavidad

a=-1

b=9

c=0           R/ la función dada es cóncava hacia abajo porque a<0 (a es negativa).

2. Vértice:  
[image: image582.png])7( 9 81
ARV GE]

SA=9—

=A=81
R/ Como a <0, el vértice V" es un punto méximo.




3. Intersección con los ejes:

3.1) EJE X

[image: image583.png]Como 4>0, la intersecci6n con el eje “x” se da en dos puntos:

-b:/A _-9+\B1_-9+9
2a





               R/ las intersecciones con el eje x son los pares ordenados (0,0) y (9,0).

3.2) EJE Y   

 R/ La intersección con el eje “y” es el par ordenado (0,c); por lo tanto como

  c  =0   entonces la intersección buscada corresponde al par ordenado (0,0).

4. Eje de simetría:                  

[image: image584.png]R/ El eje de simetria es x=5/;





5. Sentido de variación o monotonía:

Como   a<0, entonces
[image: image585.png]



6. Gráfica:
[image: image764.wmf]3
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· 3.4.9   ANÁLISIS DE LA GRÁFICA DE LA FUNCIÓN CUADRÁTICA

La gráfica de una función cuadrática es una parábola y su dominio es el conjunto de los números reales.

Si a>0, se dice que la parábola es positiva y, en este caso, abre hacia arriba. Si a<0, la parábola es negativa y abre hacia abajo. 


A continuación se muestran tres funciones cuadráticas con sus respectivas gráficas y una lista de algunas de las parejas ordenadas que pertenecen a dichas funciones cuadráticas.

[image: image586.png]A Tx)=x2 6%+ 4 B (x)= X2 6x+4
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Observe que en la función a) el vértice es un punto mínimo, pues la función es cóncava hacia arriba ( a> 0 ); mientras que en  las funciones b) y c)  el vértice es un punto máximo, por ende, son funciones cóncavas hacia abajo ( a< 0 ).
Además, note como la función a) es decreciente al lado izquierdo del eje de simetría – línea punteada –  y como se vuelve creciente al lado derecho de este eje simétrico. En caso contrario para las funciones b) y c) se tiene que estas son crecientes del lado izquierdo del eje de simetría y decrecientes del lado derecho del eje simétrico.

· 3.4.10   ALGUNAS APLICACIONES
En ocasiones para enfrentar una situación en particular en nuestro diario vivir, se hace necesario la utilización de funciones cuadráticas para dar respuestas a inquietudes como las dimensiones de un terreno, la altura alcanzada por cierto objeto o el tiempo de recorrido de este objeto. Veamos algunos casos a manera de ejemplo.

EJEMPLO 91

Se lanza una pelota desde el suelo hacia arriba. La altura que alcanza la pelota, medida desde el suelo en metros, en función del tiempo, medido en segundos, se calcula a través de la siguiente fórmula: h (t) = -5t2 + 20t.
a) ¿Cuál es la altura máxima que alcanza la pelota y en qué momento lo hace? 

b)  ¿Después de cuánto tiempo cae la pelota al suelo? 

c) ¿Cómo se contestan las preguntas anteriores si la pelota se lanza a 25m del suelo? 

Solución:
Primero analicemos la situación planteada, el problema dice que se lanza una pelota desde el suelo hacia arriba pero sabemos que por acción de la gravedad de la tierra la pelota debe regresar.  

También el problema nos da la fórmula, que es una función cuadrática, la cual  relaciona la altura que alcanza la pelota en función del tiempo a partir de su lanzamiento. Entonces, la trayectoria de la pelota si la queremos dibujar será una parábola como la siguiente:
[image: image765.png]



Ahora si, empecemos a contestar las preguntas:

La pregunta a) nos pide que hallemos la altura máxima que alcanza la pelota y en que momento lo hace. O sea,  tenemos que averiguar el vértice y sus respectivas   coordenadas v = (xv , yv), cada una de ellas  me dará xv = el tiempo en que alcanza la altura máxima y yv = la altura máxima.

Para hallar el vértice podemos utilizar dos posibilidades:
-   Como tenemos raíces, podemos calcularlas y luego calcular el vértice. 

-   La segunda opción es usar la fórmula que permite calcular el vértice. 

Utilizaré para calcular el vértice la segunda opción. Entonces, en la fórmula reemplazaré las variables por los valores de la función que estamos analizando.
[image: image587.png]funcion: h (t) = -5 + 20t

a=5 b=20y c=

 reemplazo enla formula:

2a =5

Caloulé x, , ahora tengo que calcular y, pero como ya tenemos el valor de x lo reemplazo
enla funcion para obtener el valor de y. Entonces quedaria asi

h(2) = -5(2)2 + 20(2)
h(2)=-5.4+40





Ahora si podemos responder la pregunta: la altura máxima que alcanza la pelota es de 20 m a los 2 segundos de ser lanzada.  

La pregunta b) es después de cuánto tiempo cae la pelota en el suelo. Lo que tenemos que averiguar es una de las raíces de la parábola. Ya que, el movimiento empieza en el suelo y termina en el suelo, dicho de otra manera empieza en el eje x y termina en el eje x ( raíces).
Para hallar las raíces igualamos la función a cero y obtenemos:

-5t2 + 20t = 0

t (-5t+ 20) = 0  factor común

                                   t = 0   o    -5t + 20 = 0      producto igual a 0

                                                          - 5t = - 20  despejamos t

                                                              t = 4

Calculamos las dos raíces t = 0 y t =4, pero nuestra respuesta es t =4 nos indica que la pelota cae al piso luego de 4 segundos.
                                          

Nos falta contestar la pregunta c),  la cual dice que contestemos las preguntas anteriores pero ahora la pelota es lanzada desde 25 m del suelo. La trayectoria de la pelota podemos representarla por la siguiente parábola:
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Notamos ya con el gráfico que hay una diferencia y es que en la parábola anterior c = 0 m en cambio  en  ésta  c  =  25 m.  Entonces  la   nueva  función  que  tenemos  que  analizar  es  h (t) = -5t2 + 20t +25.

Ahora respondamos nuevamente las preguntas a) y b):
Para calcular la altura máxima y en que momento lo hace, nuevamente tenemos que calcular xv, 
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y para calcular yv tenemos que reemplazar el valor en la nueva función:

h (t) = -5t2 + 20t +25.
h (2) = - 5(2)2 + 20.2 + 25.
h (2) = 45.

Ahora, respondemos la primera pregunta: la máxima altura que alcanza son 45 m., alcanzando esa altura a los 2 segundos.
 

La pregunta b) plantea: ¿después de cuánto tiempo la pelota cae al suelo?
Como ya sabemos tenemos que igualar la función a cero.
 -5t2 + 20t +25 = 0
Para resolver tenemos que usar la fórmula:
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x = – 1,  x = 5             

Por el contexto del problema, el valor negativo no tiene sentido: la pelota cae al piso después de 5 segundos.
EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Representa las funciones cuadráticas
a). y = -x² + 4x - 3

b). y = x² + 2x + 1
c). y = x² +x + 1

2) Halla el vértice y la ecuación del eje de simetría de las siguientes parábolas:

a). y= (x-1)² + 1

b). y= 3(x-1)² + 1

c). y= 2(x+1)² - 3 

d). y= -3(x - 2)² - 5

e). y = x² - 7x -18 

f). y = 3x² + 12x - 5 

3) Indica, sin dibujarlas, en cuantos puntos cortan al eje de abscisas las siguientes parábolas:

a). y = x² - 5x + 3

b). y = 2x² - 5x + 4 

c). y = x² - 2x + 4 

d). y = -x² - x + 3

4) Una función cuadrática tiene una expresión de la forma y = x² + ax + a y pasa por el punto (1, 9). Calcular el valor de a.

5) Se sabe que la función cuadrática de ecuación y = ax² + bx + c pasa por los puntos (1,1), (0, 0) y (-1,1). Calcula a, b y c.

6) Una parábola tiene su vértice en el punto V(1, 1) y pasa por el punto (0, 2). Halla su ecuación. 
RESPUESTA A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Representa las funciones cuadráticas
a). y = -x² + 4x – 3
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b). y = x² + 2x + 1
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c). y = x² +x + 1
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2) Halla el vértice y la ecuación del eje de simetría de las siguientes parábolas:
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3) Indica, sin dibujarlas, en cuantos puntos cortan al eje de abscisas las siguientes parábolas:
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Ejercicios resueltos de la función cuadrática

6

Una función cuadrática tiene una expresión de la forma y = x² + ax + a y pasa por el punto (1, 9). Calcular el valor de a. 

9 = 1² + a· 1 + a a = 4 
Ejercicios resueltos de la función cuadrática

7

Se sabe que la función cuadrática de ecuación y = ax² + bx + c pasa por los puntos (1,1), (0, 0) y (-1,1). Calcula a, b y c.

1 = a · 1² + b · 1 + c

0 = a · 0² + b · 0 + c

1 = a · (-1)² + b · (-1) + c

a = 1 b = 0 c = 0 

Ejercicios resueltos de la función cuadrática

8

Una parábola tiene su vértice en el punto V(1, 1) y pasa por el punto (0, 2). Halla su ecuación. 

La cocordenada x del vértice es 1.

1 = -b /2 a b = -2 a

y = ax² + bx + c

f(0)=2

2 = c

f(1) = 1

1 = a + b + 2 1 = a -2a + 2 

a=1 b = -2 

y = x2 - 2x + 2 
Ejercicios resueltos de la función cuadrática

9

Partiendo de la gráfica de la función f(x) = x2, representa:

1. y = x² + 2

2. y = x² - 2

3. y = (x + 2)²

4. y = (x + 2)²
5. y = (x - 2)² + 2
6. y = (x + 2)² − 2
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y = x² 
[image: image597.png]
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y = x² +2 y = x² -2
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y = (x + 2)²y = (x - 2)²
[image: image601.png]
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y = (x - 2)² + 2 y = (x + 2)² − 2 

4) Una función cuadrática tiene una expresión de la forma y = x² + ax + a y pasa por el punto (1, 9). Calcular el valor de a.

9 = 1² + a· 1 + a              R/  a = 4
5) Se sabe que la función cuadrática de ecuación y = ax² + bx + c pasa por los puntos (1,1), (0, 0) y (-1,1). Calcula a, b y c.
1 = a · 1² + b · 1 + c

0 = a · 0² + b · 0 + c

1 = a · (-1)² + b · (-1) + c

a = 1       b = 0        c = 0
6) Una parábola tiene su vértice en el punto V(1, 1) y pasa por el punto (0, 2). Halla su ecuación.

La coordenada x del vértice es 1.

1 = -b /2 a b = -2 a

y = ax² + bx + c

f(0)=2

2 = c

f(1) = 1

1 = a + b + 2 1 = a -2a + 2 

a=1 b = -2 

y = x2 - 2x + 2
UNIDAD 4: 
Función inversa
4.1 FUNCIÓN INVERSA
En matemáticas, si f es una aplicación o función que lleva elementos de I en elementos de J, en ciertas condiciones será posible definir la aplicación f -1 que realice el camino de vuelta de J a I. En ese caso diremos que f -1 es la aplicación inversa o recíproca de f.

EJEMPLO  92
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· 4.1.1  CONCEPTO

Se llama función inversa o reciproca de f a otra función f−1 que cumple que:

Si f(a) = b, entonces f−1(b) = a.
EJEMPLO 93
[image: image767.png]



Sea f una función real inyectiva, cuyo dominio sea el conjunto I, es decir, creciente o decreciente en el conjunto I, y cuya imagen sea el conjunto J. Entonces, la función recíproca o inversa de f, denotada f -1, es la función de dominio J e imagen I definida por la siguiente regla:
[image: image603.png]flx)=y< f(y) ==




Destaquemos que f -1, al igual que f, es una aplicación biyectiva, que queda determinada de modo único por f y que cumple:
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entonces:

1) entonces f es inyectiva y g sobreyectiva, y diremos que g es inversa por la izquierda de f. 

· Si se cumple 2) entonces g es inyectiva y f sobreyectiva, y diremos que g es inversa por la derecha de f. 

· Si se cumplen simultáneamente 1) y 2) entonces f y g son biyectivas y g es la inversa de f. 

Este último punto se usa con frecuencia como definición de función inversa.

· 4.1.2   NOCIÓN DE BIYECTIVIDAD

Para que una función tenga inversa, esta debe ser biyectiva.

EJEMPLO 94
Aplicación inyectiva y sobreyectiva (biyectiva)
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Si una aplicación es inyectiva y sobreyectiva simultáneamente, se denomina biyectiva. Por ser inyectiva los elementos que tienen origen tienen un único origen y por ser sobreyectiva todos los elementos del conjunto final tienen origen.

En el diagrama de Venn el conjunto A es el de las aplicaciones inyectiva y el conjunto B el de las aplicaciones sobreyectiva, las aplicaciones biyectiva, que son inyectiva y sobreyectiva, será la intersección de A y B.

Estas dos circunstancias dan lugar a que el conjunto X e Y tengan el mismo número de elementos, la cardinalidad de X es la misma que la de Y, esto tiene una gran importancia cuando se pretende comparar dos conjuntos:

· Si dados dos conjuntos podemos encontrar una aplicación biyectiva entre ellos, podemos afirmar, que los dos conjuntos tienen el mismo número de elementos. La cardinalidad de X es igual a la de Y. 

EJEMPLO 95

[image: image605.png]



en el diagrama de la figura:

todos los elementos de Y, que tienen origen, tienen un único origen, esto hace que la aplicación sea inyectiva 

todos los elementos de Y, tienen origen, esto hace que la aplicación sea sobreyectiva. 

Si tomaremos por conjunto inicial el conjunto de los números naturales:
[image: image606.png]X={123,..




y por conjunto final el de los números naturales pares:
[image: image607.png]



Podemos ver que la relación
[image: image608.png]fiX—oY
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Por el que a cada número natural x de X, le asociamos un número par 2x de Y, se cumple:

1. f: es una aplicación, dado que a cada uno de los valores x de X le corresponde un único valor 2x de Y. 

2. esta aplicación es inyectiva dado que a cada número par 2x de Y le corresponde un único valor x de X. 

3. y es sobreyectiva porque todos los números pares tienen un origen 

Esto nos permite afirmar que hay el mismo número de números naturales que de números naturales pares, se da la paradoja de que los números naturales pares en un subconjunto propio de los números naturales, esta circunstancia solo se da con los conjuntos infinitos.
EJEMPLO 96
[image: image609.png]Tomando el conjunto de pinceles como conjunto inicial
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La correspondencia que asocia cada pincel con la cara de su mismo color es una aplicación porque todos los pinceles tienen una cara con su color y solo una cara de ese color, la aplicación es inyectiva porque un pincel corresponde con una sola cara, y es sobreyectiva porque todas las caras tiene un pincel de su color, al ser inyectiva y sobreyectiva simultáneamente esta aplicación es biyectiva.

Una aplicación biyectiva hace corresponder los elementos del conjunto inicial con los del conjunto final uno a uno, pudiéndose decir que hay el mismo número de elementos en el conjunto inicial que en el final.

· 4.1.3   CARACTERÍSTICAS 

Podemos observar que:

El dominio de f−1 es el recorrido de f.

El recorrido de f−1 es el dominio de f.

Si queremos hallar el recorrido de una función tenemos que hallar el dominio de su función inversa.

Si dos funciones son inversas su composición es la función identidad.
[image: image610.png]fof'=f"of=x
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· 4.1.4   CRITERIO DE UNA FUNCIÓN INVERSA

EJEMPLO 97

[image: image611.png]Determine £~ (x) de la funcion f(x) = 2:+ 1
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EJEMPLO 98

Calcular la función inversa de:
[image: image612.png]2x+3
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· 4.1.5   REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LA FUNCIÓN INVERSA
Las gráficas de f y f -1 son simétricas respecto de la bisectriz del primer y tercer cuadrante.
[image: image769.png]



EJEMPLO  99 

Considere una función f y de su recíproca g, donde los respectivos dominios de definición son I = [ -6; 6 ] y J = [ -6 ; 2.]

· Los graficos que representan f y g son simétricos con relación a la primera diagonal, es decir la recta Δ: y = x. En efecto, esta simetría envía un punto cualquiera M(x,y) sobre el punto M'(y,x). M pertenece a la curva de f si y sólo si M' pertenece a la de g, porque la primera condición se escribe y = f(x) y la segunda x = g(y) y son por definición equivalentes. 

· Las tangentes en M y M' tienen pendientes inversas. Es un efecto de la simetría anterior, y es la ilustración geométrica de la relación ya vista g'(y)· f '(x) = 1. 
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EJEMPLO 100

La función exponencial y la función logarítmica son ejemplos de funciones inversas.

[image: image771.png]



EJERCICIOS PROPUESTOS

Hallar la función inversa 
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RESPUESTA A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS
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UNIDAD 5        
Función Exponencial  y Función Logarítmica  1

Tradicionalmente, el estudio de los logaritmos ha ido inevitablemente acompañado de las tablas logarítmicas y del estudio de conceptos tales como el de mantisa, característica, cologaritmo...

Hoy en día esto ya no es necesario. Con la creciente utilización de las calculadoras en todos los niveles, el cálculo logarítmico se ha simplificado enormemente.

Por tanto, en este tema se prescindirá del manejo de las tablas y de su explicación.

La invención de los logaritmos (palabra de origen griego: logos = tratado, arithmos  = números), se debe al matemático escocés John Napier, barón de Merchiston (1550-1617), quien se interesó fundamentalmente por el cálculo numérico y la trigonometría. En 1614, y tras veinte años de trabajo, publicó su obra Logarithmorum canonis descriptio, donde explica cómo se utilizan los logaritmos, pero no relata el proceso que le llevó a ellos.

Un año después, en 1615, el matemático inglés Henry Briggs (1561-1631), visitó a Napier y le sugirió utilizar como base de los logaritmos el número 10. A Napier le agradó la idea y se comprometieron a elaborar las tablas de los logaritmos decimales. Napier muere al cabo de dos años escasos y se queda Briggs con la tarea.

En 1618, Briggs publicó Logarithmorum Chiliaes prima, primer tratado sobre los logaritmos vulgares o de Briggs, cuya base es el número 10. Briggs hizo el cálculo de las tablas de logaritmos de 1 a 20 000 y de 90 000 a 100 000.

En 1620, el hijo de Napier publicó la obra de su padre Mirifici logarithmorum canonis constructio («Descripción de la maravillosa regla de los logaritmos») donde ya se explica el proceso seguido por Napier, mediante la comparación de progresiones y la utilización de unas varillas cifradas, llamadas varillas o regletas de Napier, para llegar a sus resultados sobre los logaritmos.

Las tablas de los logaritmos decimales de Briggs fueron completadas de 1 a

100 000 en 1628 por el matemático Vlacq.

Estos resultados fueron muy bien acogidos por el mundo científico del momento, que no dudó en utilizarlos para la resolución de cálculos numéricos

5.1Leyes de Potencias

La siguiente lista se muestran algunas leyes de potencias
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                                                 5.1.1 Función Exponencial

1  Objetivos    Identificar el criterio de las funciones exponenciales 

                          Identificar características de funciones exponenciales 

Función exponencial: 
[image: image616.png]Sea @ un nimero real posiivo distinto de 1. La funcion
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Ejemplo 1: Grafique y realice un estudio completo de la funcion exponencial dada por

.
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Analizando los pares ordenados que las operaciones aritméticas anteriores determinan podemos ver que :

[image: image617.png]conforme los valores positivos del dominio de f* aumentan, sus respectivas imagenes tienden a cero. Y de
manera inversa con los valores negativos de su dominio.

-2 -1 1 2 3 10 150

En este caso decimos que la grafica de la funcién es asintética al eje X. Es decir no interseca al eje X.




Ahora basta con realizar el estudio completo de la función a partir de la gráfica.

[image: image618.png]D;=IR
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Ejemplo 2: Grafique y realice un estudio completo de la función exponencial dada por 
[image: image619.png]fiR>R: f(x)=2"
Solucién: Procedemos de forma analoga al ejemplo anterior
f(=29)~0 f(©=2°=1
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Podemos observar que sucede con los valores infinitamente “pequeños” del dominio, sus imágenes tienden a cero. De manera análoga con los valores infinitamente “grandes”.
Así la gráfica estaría dada por  
[image: image772.png]



Ahora realizamos el estudio completo de la función.
[image: image620.png]D;=IR
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[ es estrictamente creciente

Dado que f inyectiva (uno a uno) y sobreyectiva (C = R ). por o tanto [ es biyectiva

1
Si se observa detenidamente podemos ver que la base del ejemplo 1 es igual a E esdecir 0 <a<l.Yen

ejemplo 2 la base es igual a 2, es decira > 1.
A partir de ello. podemos generalizar 2 casos para la funcién exponencial f(x) = a*

Icaso: 0 <a<1
Asila grafica de la funcion f(x) = a”es

f y D, =R
R, =R~
1 ny:(01)
f esbiyectiva
f es estrictamente decreciente




II Caso: 
[image: image621.png]a>1
Asila gréficadela funcien f(x) = a”es
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En ambos casos se dice que f* es asintdtica al eje X.

NOTA: Cuando en una funcion exponencial no se de explicitamente su dominio se sobreentendera que es IR .




Práctica

1) Grafique y realice un estudio completo de las funciones:
[image: image622.png]. f(X):@)x

b F@=0.57
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e
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2)  Determine el ambito de las siguientes funciones:

. f:]—3,3[»m*;f(x):@x
b f:]—3,3[»m*;f(x):@fx

f:[—Lm[»m*;f(x):@ﬂ

5.1.2Funcion exponencial de base €

Sea f una funcién, f:IR— IR talque f(x)=e*,a f selellama
funcion exponencial natural.

Recordemos que e ~ 2.7182818459... y es claro que este nimero s un numero irracional, mayor que 1,
por lo que su grafica es semejante a la del caso 1.




Ejercicios resueltos de gráficas de funciones

Representa las funciones exponenciales:
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Características de la función exponencial

[image: image625.png]Si se tiene la funcion exponencial

principales propiedades son las siguientes:

- El dominio de la funcién es R y el ambito de la funcién es R*

- Es una funcion inyetiva (pues es estrictamente creciente o estrictamente decreciente)

Es una funcién sobreyectiva pues codominio =R*=ambito
Es una funcién biyectiva

Intersecaal eje Y en el punto (0,1) siempre

Es asintética al eje X

Si 0 <a <1 entonces fes estrictamente decreciente

Si @ > Lentonces f es estrictamente creciente

fR—>IR ,talque f(x) = a”, cona>0 A ast, sus





5.1.3 Ecuaciones Exponenciales             

2   Objetivo          Resolver ecuaciones exponenciales 

Ecuaciones Exponenciales

Para resolver ecuaciones exponenciales es necesario conocer un teorema relacionado con la función exponencial el cual aceptaremos sin demostración.

[image: image626.png]Dado que la funcion exponencial es biyectiva, en consecuencia, se safisface las condicione que sigue para
nimeros reales X, y X,

1 sib™

b2
entonces X; = X,

x+3 _ g2uel

Ejemplo 1: Resuelva la ecuacion 5 'y determine el conjunto solucién.

Solucién: Dado que las bases son iguales basta con igualar los exponentes, de esta manera tendriamos
5x+3 51x+1 =

x+3=2x+1

Ahora se procede a resolver la ecuacion X +3 = 2x +1, asi
x+3=2x+1=
3-1=2x-x=

2=x

.5 ={}

Nota: En este tipo de ecuaciones no es necesario realizar la prueba, puesto que el dominio de la funcion
exponencial IR




Ejemplo 2:
[image: image627.png]Resuelvala ecuacion 3° =27 y determine el conjunto solucion.

Solucién: Dado que las bases no son iguales, el procedimiento a seguir es decomponer las bases con el
objetivo de igualarlas.

Sabemos que 27=3-3-3= 33, de esta manera teniendo las mismas bases procedemos de manera
analoga al ejemplo anterior,

¥=27=
¥=3=
y=3=>

~8={3}




Ejemplo 3: 
[image: image628.png]2x+1
Resuelva la ecuacién (343)" =7 (E) y determine el conjunto solucion.

Solucién: El procedimiento a seguir es decomponer las bases con el objetivo de igualarias.

Raépidamente aplicando las leyes de potencias podemos descomponer 419 711 7 1, de igual forma con
343=7-7-7=Tasi
1 73x _g-tl
x
(3437 =7 (E) = 73% _ gt
Py = ( )1’”2 3x=—Adx-1=

73x _7 q-20xD_
73x _q 742

73x _qlmax2





Ejemplo 4: 
[image: image629.png]5 ~1 5
Resuelvala ecuacion 2 -4 ™' = 8 y determine el conjunto solucion.
Solucién: Procedemos de manera analoga a los ejemplos antes vistos.

4=22n8=2"asi

2.4 =87 Q122 _p3x
—1

227 = = 2x-1=3x=

2.22GD _p3v o x=-1=

2.2 2% o ~P={-1}




Ejemplo 5:
[image: image630.png]x5
Resuelva la ecuacion (2) = — y determine el conjunto solucion.

27

Solucién: se procede de manera analoga a los anteriores ejemplos

-5
(g)‘ ,ﬁ 2v-10=-3=
4 2x=-3+10=

()j‘: -
gr-r-




Ejemplo 6:
[image: image631.png]-1 -
Resuelvapara X, 4" =1 y determine el conjunto solucion.

Solucién: Como podemos ver las bases son diferentes, sin embargo utiizando una vez més, algunas de las

propiedades de potencia sabemos que 2= 1, Vz,z€ R, z # 0.Especificamente 4°=1

De esta manera tenemos:

45240 =
x-1=0=
x=1=

T ={1}




Ejemplo 7: 
[image: image632.png]2: -
Resuelvapara X, 2°* + 4% = 0,25 y determine el conjunto solucién.
Solucién: Como podemos observar esta ecuacion no se “parece” alas anteriores. La idea para resolver este

tipo de ecuaciones, es trabajar con una misma base y luego sumar términos semejantes. Como sigue:

27 +47=025= Q2 g2

PENCE) =N 1+2c=2=
100

21’+21’:l:

4

22221y
4




Ejemplo 8:
[image: image633.png]Resuelva para X, (Zﬁ )x =144 y determine el conjunto solucion.

Solucién: Para eliminar la raiz elevamos al cuadrado ambos lados de la igualdad, y después aplicamos las

leyes de potencias.
() 144> 4.3 =(12)*
(o35 = a7 = (27=02)* =

x=4=

(esF) - 02F = Lr-)




Ejemplo 9: 
[image: image634.png]X1 _gx2

Resuelva la ecuacion 9 —7 =0y determine el conjunto solucion.

Solucién: De igual manera vamos a utilizar algunas de las propiedades de potencias.
9¥1_ 32 _7-0= 3% 3% _g3

1 ey | =
Ey -3 o7-0= 9
322 352 g _g— 3% _3"_63=0=
53 -7=0>
3?3

X N . 2
Ahora si sustituimos 3° =Z tenemos una ecuacion cuadrtica de la forma z° —z—63=0, si
resolvemos la ecuacion obtenemos los valores de z, z=—-7v z=9

Ahora volvemos a sustituir por Z = 3%, asi se tiene
3 =-7v3 =9

La primera ecuacién no tiene solucion pues 3 > 0;Vx,x € IR. Asi de la segunda ecuacion se obtendria

x=2
k={2}




ECUACIONES EXPONENCIALES

Determina el valor de x en las siguientes ecuaciones exponenciales:
[image: image635.png]BYBRRBRNRSE

Jr e
bet - et = b

()
(@1pT = (@e1pe2
(1) = (@1)7 - (x9)°
=64

5=125

mis

5 =1/125
2412025
23=1/8
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[image: image637.png]88

(2598 - (12522 = 625

31
IV s L
I 5

37 g

(=16

b -5
7

(592 = 25«

4 =432

1021 -10:=0
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http://www.scribd.com/doc/16621658/Guia-ecuaciones-exponenciales

Respuestas:

	1. 7

2. 4

3. 5

4. 6

5. 4

6. –3

7. 0

8. 1

9. 2

10. 4

11. 0

12. 4

13. 6

14. 6

15. –3

16. 4

17. 3

18. 1/3

19. 2
	20. 3

21. 3

22. 2

23. –2

24. 0

25. –2

26. –3

27. –3

28. 0

29. –3/2

30. –3

31. –5/2

32. 6/5

33. 8/3

34. 8

35. 3

36. 14

37. 9

38. –5
	39. 10

40. 3/5

41. 7

42. –3

43. 2

44. 26/15

45. –3/5

46. 3

47. 2

48. 3 y 1

49. 0 y 4

50. 5/4

51. –12

52. 1

53. 4/9

54. 5




Función Logarítmica

        5.2.1Expresar ecuaciones exponenciales en notación logarítmica y                                         viceversa

                                                      Identificar características de funciones logarítmicas 

Función Logarítmica

Como se estudió en lecciones anteriores, toda función biyectiva posee inversa, específicamente hemos estudiado la función exponencial cuyo análisis nos indica que está es biyectiva, y la función inversa de dicha función es la función logarítmica.

Función logarítmica:
[image: image638.png]Lafuncion f, f:R > R"; f(x)=a",YVa.ae R" -{1}

entonces /', fiRT > R; f(x)=log,x; a>0na#Lx> 0 sellamafuncion
logaritmica.

Asi de esta forma podemos pasar de una notacion exponencial a una logaritmica y viceversa. Esto es
logax:yc)a“ =x;a>0Aa=1;x>0 Donde aeslabasey X el argumento.

NOTA: cuando un logaritmo posee base 10 se escribe simplemente 10g @; y sila base es € se escribe
In ay se lee logaritmo natural de @





Ejemplos:
[image: image639.png]a si3* =81 entonces log; 81=4

b si 2’ =128 entonces log, 128 =7
-3

e si (l) =8 entonces log; 8=-3

2 3
d silog 625 =4 enonces5* =625

-5
e silog; 243=-5 emonoes(%) =243
3
£ silogl=0 entonces10” =1
1
9. silogs 5 :% entonces52 = A5
3

h silog#/10° = % entonces 10% =4/10°

Podria preguntarse ;Cuénto vale 10g (—100)? La respuesta es que NO EXISTE, si nos basamos en los

ejemplos antes vistos, diriamos que 10 =—100, pero sabemos 10™ siempre es positivo, de ahi que los
logaritmos de argumentos negafivos no estén definidos.




Ejemplo 1: 
Grafique y realice un estudio completo de la función logarítmica dada por 
[image: image640.png]fiR »m;f(x):loglx

2
Solucién: Hallar algunos elementos del grafico de ', asi

1
—=1
2 f(%):logl %:1 f(15)=1og, 15~ -3,90
2 2
f(%) =log, % ~0,26 f)=1log, 1= f(150)=1og, 150 ~-7.22
2 2 2
5)=log, 5~-232 500) =log, 500~ 8,96

1 ) tog, L 907 £(5)=log,; 32 f(500)=log; .

540 . z 2
Recuerde que 10g , b = M = M = M (Cambio base)

loga Ina log,.a

Analizando los pares ordenados que las operaciones artméticas anteriores determinan podemos ver que
conforme los valores del dominio de f* se acercan a cero, sus respectivas imagenes también, sin embargo
nunca llegan a serlo.

s

! 500

0.5 i
—8.96 - - -

En este caso decimos que la grafica de la funcion es asintética al eje 7. Es decir no interseca al eje 7.

> X





Ahora basta con realizar el estudio completo de la función a partir de la gráfica.
[image: image641.png]D, =R
R; =R
f>0:]o1]
f<0:]14e0]
N#:(L0)

[ es estrictamente decreciente

Dado que f inyectiva (uno a uno) y sobreyectiva (C = R ). por o tanto [ es biyectiva




Ejemplo 2: 
[image: image642.png]Grafique y realice un estudio completo de la funcion logaritmica dada por f 1R~ — IR; f(x) =log, x
Solucién: Procedemos de forma anéloga al ejemplo anterior

f(%):logzéz—l f(l):k’gzl:o
: 1(5)=Tog, 5~ 232

f(g] =log, % ~-0.26 f(15)=1og,15 ~ 3,90
f(150) =1log, 150~ 7.22

1 1
—|=log, — ~-9,07
f(54o) 22540

Podemos observar como cuando los valores del dominio de f* se “alejan” de cero sus respectivas imagenes
se comportan de manera similar

39 { ’ /' !
1 .

x




Ahora realizamos el estudio completo de la función.
[image: image643.png]D;=R"

R;=R
f>0:]14]
fF<o:Joaf
N#:(L0)

[ es estrictamente creciente

Dado que f inyectiva (uno a uno) y sobreyectiva (C = R ). por o tanto [ es biyectiva

1
Si se observa detenidamente podemos ver que la base del ejemplo 1 es igual a E esdecir 0 <a<l.Yen

ejemplo 2 la base es igual a 2, es decira > 1.

A partir de ello. podemos generalizar 2 casos para funcion logaritmica f(x) = log,, x




I Caso:
[image: image644.png]0<a<l

Asila graficadela funcion f(x) =log, xes

¥

S

1

S

D;=R"~

R, =R

Nx:(L0)

[ esbiyectiva

[ esestrictamente decreciente
f>0:]01]

f<0:]Le0]




II Caso: 
[image: image645.png]a>1
Asila graficadela funcion f(x) =log, xes

y ; D;=R"~
R, =R
il x Nx:(L0)
[ esbiyectiva
[ esestrictamente decreciente
f>0:]L4]
f<0:]o1]

En ambos casos se dice que f* es asintdtica al eje J7

NOTA: Cuando en una funcién logartmica no se de explictamente su dominio se sobreentendera que es

R




Gráficamente podemos observar como las funciones
[image: image646.png]f(x)=a"y f(x)=10g, x con a€]l+o0[ son funciones inversas una de la otra.

Queda como ejercicio para el alumno realzar las graficas de las f(x) =a® y f(x)=log,x con
ael0.lf.




Práctica

1. Realice un estudio completo de las funciones:

[image: image647.png]f(x)=logs x
f(x):log@ x




Cambio de base
En ocasiones, resulta útil cambiar logaritmos con una base a logaritmos en otra base. 
[image: image648.png]Consideremos que se nos da log , x y deseamos determinar log , x

Sea ¥ =log,x
Escribimos lo anterior en forma exponencial y tomamos el logaritmo con base @ en ambos lados
b =x
log,
ylog,b=log, x
_log,x
log,b

Que resulta ser la formula de cambio de base

=log, x





Ejemplo

Utilice la fórmula de cambio de base y los logaritmos comunes o naturales para evaluar el siguiente logaritmo.  Exprese la respuesta con cuatro decimales.
[image: image649.png]loge 5

Solucion

log,5=128% L 07730
log8




5.2.2Propiedades Logarítmicas

    5    Objetivos   Expresar ecuaciones exponenciales en notación logarítmica  y                      

                                                  viceversa

                                   Desarrollar expresiones algebraicas que involucran logaritmos 
                                     Simplificar  expresiones algebraicas que involucran logaritmos

                                    Comprobar identidades logarítmicas 
Propiedades Logarítmicas
[image: image650.png]V4.BeR Ab>0.b=1
1 log,x=ye= b’ =x
2 logbA—logszlogbg
3. log, 4 +log, B=log, 4-B
a. log, 4" =nlog, 4
5. log, H/4™ :ﬂlogbA
n
_log4 In4 log 4

6. log, 4= =—=

854 T logh Wb log,b
7. log,1=0
8. log, b=1

9. poEet — 4
¥
I

NOTA:
1. log(4+B)=logd+LogB




Ejemplo 1:
[image: image651.png]Determine el valor numérico aproximado de log sin utilizar calculadora




Solución: aplicando algunas de las propiedades de los logaritmos tenemos: 
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Ejemplo 2: 
Exprese como un solo logaritmo la expresión
[image: image654.wmf]x

y
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Solución: de igual manera procedemos aplicando propiedades de logaritmos
[image: image655.png]%log(erl)—%10gx—%logy2 +logAfx =

1 3 1
log(x +1)? —log x? —log(yz)" +logAfx =
logm—log«/?—logﬁ+logf =
log ~/x+1~log x+/x —log .y + log /x =

CJrlog\f log.fy =

x+1

log

i
o

log - +10g\/5:
x y

log +log——

log

log

2
i
-





Ejemplo 3: Exprese como un solo logaritmo la expresión 
[image: image656.wmf]b
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Solución:

[image: image657.wmf](
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5.2.3.Identidades Logarítmicas

Para comprobar una identidad se puede trabajar con la expresión ya sea del lado derecho o izquierdo, a las cuales les aplicaremos algunas de las propiedades de los logaritmos.
Ejemplo 1: Compruebe la identidad
[image: image658.wmf](
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Solución: Trabajemos con la expresión del lado izquierdo, así tenemos
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)

(

)

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

log

2

3

log

1

log

log

1

log

log

log

1

log

log

2

3

2

1

2

2

1

2

2

=

=

×

×

=

+

+

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+


Así podemos verificar la identidad.
Ejemplo 2: 
[image: image660.wmf]÷
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Solución: Se procede de manera análoga al ejemplo anterior 
[image: image661.wmf]13
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Así se comprueba la identidad.

Ejemplo 3:
 Verifique la identidad 
[image: image662.wmf]2
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Solución: Para verificar esta identidad se puede proceder de varias maneras, es decir existen diferentes métodos para obtener un único resultado.
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De esta manera se verifica la igualdad 

Otra forma
[image: image664.wmf]2
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Podemos ver como utilizando uno u otro método se concluye lo mismo

                            5.2.4Ecuaciones Logarítmicas

6 Objetivo   Resolver ecuaciones logarítmicas 

Ecuaciones Logarítmicas

Dado que la función logarítmica es biyectiva, podemos “pasar” de la notación logarítmica a la notación exponencial y de esta manera resolver las ecuaciones. Para ello debemos aplicar las diferentes propiedades de los logaritmos vistos antes. 

ES NECESARIO PROBAR LAS SOLUCIONES ENCONTRADAS

Ejemplo 1: Resuelva la ecuación
[image: image665.wmf]x
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 y determine el conjunto solución.

Solución: 
[image: image666.png]Primeramente es necesario encontrar ellos intervalos a los cuales debe pertenecer la variable X de esta
manera tenemos

1. x+1>0:>x>—1:>x5]—1,+oo
2 2-x>02x>2Dx<2Dxe]-02
3 x>0 xe]04n|

vy

|

-1 0

Asi podemos observar como X € ]0,2 [




Ahora se procede a resolver la ecuación
[image: image667.png]log; (x+1)+log; (2—x) =2log; x

asi

log;(x+1) +log; (2 —x) =2log; x =
log; (x+ 12— x) =log; x* =
log;(2x—x* +2-x)—log; x* =0 =

—xt4x42 267 —x-2=0=
log; ————=0=

Ahora se deben halar los ceros de la ecuacion 2 —x —2 =0. Asi los ceros son X = 1+;/ﬁ
1-417
4

De esta manera podemos observar como X, no pertenece al intervalo antes determinado, de esa forma el

conjunto solucion de ecuacién es .". .S = { I+ «/ﬁ}

Xy =

4




Ejemplo 2: 
Resuelva la ecuación 
[image: image668.wmf](
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y determine el conjunto solución. 
Solución: Procedemos de manera análoga al ejemplo anterior.
[image: image669.png]1. 3x+1>0:3x>—1:>x>%1:xe —%Jroo[
3 13 [

2. 2x-3>0=>2x>3=x>-=x€ |- ,40
2 12 L

T

1 3

=
=
o

313 2
Asipodemos observar camo X € | =40

Ahora se procede a resolver la ecuacion log(3x +1) —log(2x —3) =1—log5 asi

log(3x+1)-log(2x-3)=1-log5 = 10(2x-3)=(3x+1)5=
log(3x+1)-log(2x~3)+log5=1= 20x-30=15x+5=
(3x+1)5:12 5x-35=0=
(2x-3) x=7
ol (3x+1)5
(2x-3)

10(2x-3)=(x+1)5=>

Dado que 7 pertenece al conjunto determinado antes el conjunto solucion es S’ = {7 }




Ejemplo 3:
[image: image670.png]Resuelva la ecuacion 10g, [log; x] =4 y determine el conjunto solucion. Sugerencia realice algin tipo de
sustitucion como z =log, x

Solucién: De manera analoga debemos encontrar el conjunto al que debe pertenecer la variable X esto es
x>0

Ahora sustituyamos 10g; x = Z asi tenemos

log,z=4=
2=z
16=z

Ahora volvemos a sustituir z =10g; X
log;x=16=

36 _

~F={3%}




Practica 
Determina el valor de x en las siguientes ecuaciones:
[image: image671.png]1) log 4x = 3log 2 + 4log 3
2) log (2x-4) =2
3)4dlog (3-2x) =-1
4)log (x + 1) * log x = log (x + 9)

5)log (x + 3) = log 2-log (x +2)

6)log (x2 + 15) = log (x + 3) + log x

7) 2log (x +5) = log (x + 7)

8) log Jx—1=log(x+1)~log~x+4
log(7 +x*
Tog(x—
10) 2log (3x - 4) = log 100 + log (2x + 1)2
11)logz (62 - 1) - loga (x + 1) =2

12) log2x - 3log x = 2

13) 231 = 32

14) 52x3= 224x

15)log (x - a) - log (x + a) = log x - log (x -a)

9)





EJERCICIOS

1.1)
Repaso propiedades de las potencias

Simplifique al máximo las siguientes expresiones
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Respuestas
[image: image673.png]a) 1 DA(x+y)

b X7/27 G) 4lx2+ 32
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1.2)
Función exponencial

Grafique las siguientes funciones

[image: image674.png]a)

b)
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RESPUESTAS 

VER PÁGINAS DEL 8 AL 9

1.5)
Exprese como un solo logaritmo

[image: image675.png]a) %(log_3+ log, 5)-log, 2

b log,15-3log,7-log,5

o log,(x*~1)-log,(x~1)

4 In5+2lnx+3l(x’+5)

€  4logx— %log(x? +1)+2log(x~1)

f  Ifa+b)+i(a—b)-2kc

9 2(log; x+2log y—3logs z)

b log,b+clog,d—rlog,s

16)  Demuestre las siguientes igualdades

9 marhliimazlma
a 2

5 m2sbiomlowms
4 2

21
) logzﬁ+log3m+log3 > log; 2
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1.7)
Ecuaciones exponenciales y logarítmicas

1)
Resuelva las siguientes ecuaciones
[image: image676.png]a)
b)
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2)
Encuentre la función inversa de cada una de las siguientes funciones
[image: image677.png]fl)=4
f)=logs(x+1)
f)=5""+4
(3)=tn(x-9)
fl)=c"
flx)=2+log,(2x-3)




3.6)
Cambio de base

Utilice la fórmula de cambio de base y una calculadora para evaluar el logaritmo, y exprese la respuesta con cuatro decimales.  Utilice logaritmos comunes o naturales.

[image: image678.png]3 log,7
b log,ll
o logg92

d) log, 322
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Anexos
INFORMACIÓN GENERAL

· Para resolver la prueba, usted debe contar con un folleto que contiene 60 ítemes de selección, una hoja con fórmulas y una tabla de valores de las funciones trigonométricas. Además un bolígrafo de tinta negra o azul, corrector líquido blanco, una calculadora (opcional) básica o científica no programable y una hoja para respuestas.

INSTRUCCIONES
1. Verifique que el folleto esté bien compaginado y que contenga los 60 ítemes de selección.  En caso de encontrar alguna anomalía, notifíquela inmediatamente al delegado de aula; de lo contrario, el estudiante asume la responsabilidad sobre los problemas que se pudieran suscitar por esta causa.
2. Lea cuidadosamente cada ítem.

3. Si lo desea, puede usar el espacio al lado de cada ítem, para escribir cualquier anotación que le ayude a encontrar la respuesta.  Sin embargo, lo que se califica son las respuestas seleccionadas y marcadas en la hoja para respuestas.

4. De las cuatro posibilidades de respuesta: A),  B),  C)  y  D), que presenta cada ítem, solamente una es correcta.

5. Una vez que haya revisado todas las opciones y esté seguro o segura de su elección, rellene completamente el círculo correspondiente, tal como se indica en el ejemplo.

[image: image679.png]©OO®




6. Si necesita rectificar la respuesta, utilice corrector líquido blanco; rellene con bolígrafo de tinta negra o azul el círculo correspondiente a la nueva opción seleccionada.  Anote en la parte destinada para observaciones de la hoja para respuestas: “La respuesta del ítem Nº ___ es la opción ____”.  Debe firmar al final de todas las observaciones.

7. Ningún ítem debe aparecer sin respuesta o con más de una respuesta.

8. ESTAS INSTRUCCIONES NO DEBEN SER MODIFICADAS POR NINGÚN FUNCIONARIO QUE PARTICIPE EN EL PROCESO DE ADMINISTRACIÓN DE LA PRUEBA.
NOTAS

En esta prueba, a menos que se indique lo contrario, se considera lo siguiente:

a) Cuando se hace referencia a la factorización completa de un polinomio, si este tiene coeficientes enteros, entonces los factores deben ser polinomios con coeficientes enteros.

b) Cuando se establezcan equivalencias o resultados que involucren radicales de índice par, las letras en el subradical representarán números positivos.
c) Cuando se pregunte por un resultado aproximado, las opciones se presentarán ya sea con redondeo al décimo más cercano o al centésimo más cercano.

d) Las ecuaciones, deben resolverse en  [image: image680.wmf]R

I

.

e)
Las expresiones algebraicas, logarítmicas y trigonométricas que aparecen en esta prueba, se suponen bien definidas. Por lo tanto, las restricciones necesarias en cada caso no se escriben.

f)
Las funciones, son funciones reales de variable real consideradas en su dominio máximo.

g)
Los dibujos no necesariamente están hechos a escala. La figura trata solamente de ilustrar las condiciones del problema.

[image: image681.png]Para cfectos de determinar cl puntaje obtenido, solamente se tomaré en cuenta lo

consignadoen la hoja para respuestas.





SELECCIÓN ÚNICA


1)
En la factorización completa de   16x3 – 4x   uno de los factores es

A) 2x + 1

B) (2x – 1)2
C) 4x2 + 2x + 1

D) 4x2 – 2x + 1

2)
Al factorizar el trinomio  8x2 + 10x – 12   uno de los factores es

A) 4x – 3 

B) 4x + 1 

C) x + 1 

D) x – 6

3)
Al factorizar   y3 + 3y2 – 2y – 6   uno de los factores es

A) (y – 2)2
B) (y + 3)2
C) y2 – 2

D) y – 3

4)
La expresión
[image: image682.wmf]x
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5)
La expresión  
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6)
La expresión   
[image: image686.wmf]12
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7)
Una solución de   2x(x – 2) + 2 = 5 – 3x   es

[image: image688.png]A
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8)
El conjunto solución de la ecuación  
[image: image689.wmf]1
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9)
Una solución de 
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10) La suma de dos números es 23 y su producto 102.  ¿Cuáles son esos números?

A) –17  y  –6

B) (7  y  30

C) 11  y  12

D)
6  y  17

11) Considere la siguiente figura.

[image: image693.png]3x-5





De acuerdo con los datos de la figura, si el área del rectángulo ABCD es 75, entonces
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12)
Una solución de  
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13)
El conjunto solución de  
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14) Considere la siguiente gráfica de una función  f  .
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De acuerdo con los datos de la gráfica, el dominio de la función  f   es
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15) Para la función dada por
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16)
Para la función dada por  
[image: image700.wmf]a
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17) La función dada por 
[image: image702.png]0= v3-x
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18)
Considere la siguiente gráfica de una función f.

[image: image774.png]8.0 v
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¿Cuál es el ámbito de la función f ?
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19)
Considere la siguiente gráfica de una función f.
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De acuerdo con los datos de la gráfica, la función  f  es decreciente en
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20) Para la función dada por
[image: image705.png]., analice las siguientes proposiciones.

fes estrictamente decreciente en IR
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De las proposiciones anteriores, ¿cuáles son verdaderas?

A) Solo la I

B) Solo la II

C) Ambas.

D) Ninguna.

21) Si la pendiente de una recta es  (4  y el punto  ( 3, 5 ) pertenece a  ella, entonces dicha recta interseca el eje  x  en el punto

[image: image706.png]



22) La ecuación de una recta perpendicular a la recta dada por   3y – 2x + 1 = 0   y que contiene el punto (2 , 3)  es

A) 3y – 2x + 13 = 0

B) 2y + 3x – 12 = 0

C) 3y + 2x – 13 = 0

D) 2y + 3x – 10 = 0

23) Considere las siguientes ecuaciones correspondientes a dos rectas.

[image: image707.png]2y=3x—4
3y+1=2x





¿Cuál es el punto de intersección de esas rectas ?
[image: image708.png]



24) Si  f  es una función cuyo criterio es  
[image: image709.png]fx)= 27"3 entonces f(3) es
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25) Si  ((1 , 2)  y  (3 , 1)  pertenecen al gráfico de una función lineal  f  , entonces
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26) La función  f  dada por   f(x) = 1 – 2x2 + x  es estrictamente creciente en

[image: image711.png]1[
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27) Si la gráfica de la función dada por  f(x) = (2 – m)x2 + 3x – 2  es una parábola cóncava hacia arriba, entonces se cumple que  m  es un número que pertenece a
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28)
Para las funciones  f  y  g  con 
[image: image713.png]00=(1) v aw0-(z.




se cumple que

A)
f  y  g  son estrictamente crecientes.

B)
f  y  g  son estrictamente decrecientes.

C)
f  es estrictamente creciente y  g  es estrictamente decreciente.

D)
f  es estrictamente decreciente  y  g  es estrictamente creciente.

29) El ámbito de la función dada por 
[image: image714.png]37
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30)
La solución de 
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31) La solución de 
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32)
Si  f  es una función dada por 
[image: image719.png]f(x)=logsx, con x>1y f(x)> 0, entonces b es un nimero que pertenece a
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33) Para la función  f  con 
[image: image720.png]f(x) = logy x analice las siguientes proposiciones
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¿Cuáles de ellas son verdaderas?

A) Solo la I

B) Solo la II

C) Ambas.

D) Ninguna.

34) Si se cumple que   (3log x  =  3  , entonces el valor de  x   es
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35)
La expresión  
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36)
La expresión  
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37)
La expresión  n·log a ( log b ( log c  es equivalente a
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38)
La solución de la ecuación   log2 ( x – 1 ) + log2 ( x + 2 ) = 2    es
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39)
El conjunto solución de  
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40) Considere la siguiente figura.
[image: image776.png]



De acuerdo con los datos de la figura, si  AM = MD,
[image: image730.png]¢ouél es lamedida del 4 ADB ?




A) 42°

B) 60°

C) 48°

D) 96°
41) En una circunferencia, la longitud de una cuerda es  10 .  Si la distancia de esa cuerda al centro de la circunferencia es  4 , entonces ¿cuál es la longitud del radio?
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42) Considere la siguiente figura.

[image: image777.png]Y-
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De acuerdo con los datos de la figura, 
[image: image732.png]si EBFC esunrombo, AD y EF son diametros, AB =BO y la longitud de la circunferenciaes 161
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43)
Considere la siguiente figura.

[image: image778.png]fx)=x+4
-
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En la figura  si   OA = 2(OM  y   OM = 1, entonces ¿cuál es el área de la región destacada con gris? 
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44)
Considere la siguiente figura.

[image: image779.png]



De acuerdo con los datos de la figura, 
[image: image734.png]SiAB=EDy AB | CD entonces, ;cual es el area del 0ABCD?




A) 96

B) 84

C) 30

D) 60

45)
Considere la siguiente figura.



De acuerdo con los datos de la figura si  BC = CD, entonces ¿cuál es el área del pentágono   ABCDE ?

A) 45,0

B) 32,5

C) 22,5

D) 70,0

46)
Si un polígono regular cada uno de los ángulos externos mide  45°, entonces el polígono es un

A) octógono.

B) decágono.

C) hexágono.

D) heptágono.

47)
¿Cuál es el perímetro de un hexágono regular si la apotema mide  [image: image735.wmf]27

 ?
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48) ¿Cuál es el área lateral de un cilindro circular recto, si la altura es 10, y el área de la base es  36( ? 

A) 120(
B) 180(
C) 240(
D) 60(
49) El volumen de un cubo es  216.  ¿Cuál es la longitud de la diagonal de ese cubo?
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50)
La medida de un ángulo coterminal con un ángulo de 135° es 
A)
(405°

B)
(135°

C)
855°

D)
45°

51) Considere la siguiente figura.



De acuerdo con la información en la figura, un posible valor de   (   es

A) (120°

B) (275°

C) 130°

D) 210°

52)
Si el lado terminal de un ángulo en posición normal, coincide con la parte negativa del eje   y , entonces son posibles medidas de ese ángulo

[image: image738.png]Ty -m
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53)
La expresión  tan x ( csc x ( cos x   es equivalente a

A) 1

B) tan x

C) cot x

D) cot2 x

54)
La expresión 
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55) Considere la siguiente figura.

De acuerdo con los datos de la figura, el valor  csc (   es
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56)
Si  “a”   es un ángulo tal que  
[image: image741.png]mY a=o y 90°< a<180° entonces sen o es equivalente a
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57)
Para la función  f  dada por  f(x) = senx   con dominio 
[image: image742.png]10,20 [, la graficade f interseca al eje x en el punto
(7,0)
()
2
(3
>
(&0)
4




58)
Analice las siguientes proposiciones referidas a la función f  con f(x) = tan x.
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De ellas, ¿cuáles son verdaderas?

A) Solo   II

B) Solo   III

C) Solo  I  y  II

D) Solo  II  y  III

59)
El conjunto solución  de 
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60)
El conjunto de todas las soluciones de 
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ÁREA Y VOLUMEN DE CUERPOS GEOMÉTRICOS
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