1. Ecuaciones diferenciales
2. Solución de la ecuación diferencial
3. Ejercicios sistemas de ecuaciones
Ecuaciones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales son muy interesantes en cuanto a la posibilidad que presentan para indagar sobre variedad de problemas de las ciencias físicas, biológicas y sociales. A partir de la formulación matemática de situaciones físicas, biológicas o sociales se describen procesos reales aproximados. Dentro de los diversos campos de acción de la ingeniería industrial,  una de las múltiples aplicaciones de ecuaciones diferenciales está relacionada con matemáticas financieras, un ejemplo es:

· A los 20 años Pablo Rodríguez abre una cuenta individual de retiro en Bancolombia con una inversión inicial de 2 millones de pesos y a partir de ese momento se propone efectuar depósitos anuales de 1 millón de pesos de manera continua. El Banco le reconoce una tasa de interés efectiva anual del 9% anual constante. A los 40 años decide retirar su dinero.

a) ¿De cuánto es el monto?

b) ¿cuál es la ganancia obtenida a partir del interés efectivo anual?

Solución

La razón de cambio del valor de la inversión es: dP/dt, y esta cantidad es igual a la rapidez con la que se acumula el interés, que es la tasa de interés ie multiplicada por el valor actual de la inversión P(t), por tanto:

[image: image1.png]



Además se conoce el valor de la inversión en el periodo cero, es decir:

P(0) = P0
También se hacen depósitos, los cuales son efectuados a través de una cuota constante K, lo que da como resultado:

[image: image2.png]



Siendo K positiva para los depósitos.

Ahora la ecuación diferencial de primer orden está dada por:

[image: image3.png]P+K





La ecuación se clasifica como ecuación diferencial lineal:

[image: image4.png]LP+K





Solución de la ecuación diferencial

1. Calcular el factor de integración:
[image: image5.png]W = o faa



 

2. Multiplicar a ambos lados de la ecuación por W(t)
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3. Identificar el lado izquierdo como la derivada de un producto
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4. Integrar a ambos lados:

[image: image8.png]Jou et pa=x feita

Keltic

eitp




5. Despejar P
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Conociendo que en t =0, P = P0
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Reemplazando  C en la solución general:
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A partir de los valores dados por el problema: 

P0 = 2´000.000

K = 1´000.000

i = 9% anual

t = 20 años

  P =? ; G =?

a) [image: image80.png]003G 1000000 009 (20)
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[image: image82.png]P - 68208429




RTA: Después de 2 años Pablo Rodríguez recibe el monto de 68´206.489 pesos de Bancolombia.
 

b) Pablo Rodriguez deposita durante los 20 años una cantidad total T de 22´000.000 de pesos.

La ganancia está dada por:

G = P-T

G = 68´206.489 – 22´000.000

[image: image83.png]6= 457208488




RTA: La ganancia obtenida a partir del interés efectivo es de  46´206.489 pesos.

SOLUCIONES

Ejercicios sistemas de ecuaciones

Ejercicio nº 1.-
Pon un ejemplo, cuando sea posible, de un sistema de dos ecuaciones con tres incógnitas que sea:

a) compatible determinado
b) compatible indeterminado

c) incompatible

Justifica en cada caso tus respuestas.
Solución:
a)
Si el sistema tiene menos ecuaciones que incógnitas, no puede ser compatible determinado; con solo dos datos (ecuaciones) no podemos averiguar tres incógnitas.

b)
Por ejemplo:
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c)
Tendrían que ser dos ecuaciones contradictorias. Por ejemplo:
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Ejercicio nº 2.-
Resuelve e interpreta geométricamente el sistema:
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Solución:
En primer lugar, lo resolvemos mediante el método de Gauss:
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La última ecuación es imposible. El sistema es incompatible. Geométricamente, el sistema representa tres planos que se cortan dos a dos, pero sin ningún punto común a los tres.

[image: image17.wmf]
Ejercicio nº 3.-
Resuelve, por el método de Gauss, los sistemas:
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Solución:
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La última ecuación es imposible. Por tanto, el sistema es incompatible.

Ejercicio nº 4.-
En una reunión hay 22 personas, entre hombres, mujeres y niños. El doble del número de mujeres más el triple del número de niños, es igual al doble del número de hombres.

a)
Con estos datos, ¿se puede saber el número de hombres que hay?

b)
Si, además, se sabe que el número de hombres es el doble del de mujeres, ¿cuántos hombres, mujeres y niños hay?
Solución:
a) Llamemos  x  al número de hombres,  y  al de mujeres y  z  al de niños.

Como hay 22 personas, tenemos que:

xy z = 22

Con el otro dato, planteamos otra ecuación:

y 3z = 2x
Solo con estos datos no podemos saber el número de hombres (ni el de mujeres, ni el de niños) que hay. Es un sistema compatible indeterminado; como tenemos tres incógnitas, para que pueda ser compatible determinado, necesitamos otra ecuación.

b)
Añadiendo una tercera ecuación con el dato que nos dan, planteamos el sistema:
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Por tanto, hay 12 hombres, 6 mujeres y 4 niños.

Ejercicio nº 5.-
Dados los siguientes sistemas de ecuaciones:
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Resuélvelos e interprétalos geométricamente.
Solución:
a)
Resolvemos el sistema por el método de Gauss:
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El sistema es compatible determinado. La solución es  (2, 1).

Geométricamente, representa tres rectas que se cortan en el punto  (2, 1):
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El sistema es compatible indeterminado. Sus soluciones son:
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Geométricamente, son dos planos que se cortan a lo largo de una recta:

[image: image33.wmf]
Ejercicio nº 6.-
Utiliza el método de Gauss para resolver los sistemas:
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Solución:
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La solución es  (1, 3, 1).
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Ejercicio nº 7-
Por un rotulador, un cuaderno y una carpeta se pagan 3,56 euros. Se sabe que el precio del cuaderno es la mitad del precio del rotulador y que, el precio de la carpeta es igual al precio del cuaderno más el 20% del precio del rotulador. Calcula los precios que marcaba cada una de las cosas, sabiendo que sobre esos precios se ha hecho el 10% de descuento.
Solución:
Tenemos que:

[image: image41.wmf]
Planteamos el sistema con los datos que nos dan:
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Por tanto, el rotulador marcaba 1,80 euros, el cuaderno, 0,90 euros y, la carpeta, 1,26 euros.

Ejercicio nº 8.-
Resuelve los siguientes sistemas y haz una interpretación geométrica de los mismos:
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Solución:
a)
Resolvemos el sistema por el método de Gauss:
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Por tanto, se trata de un sistema compatible indeterminado, cuyas soluciones son:
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Geométricamente, son dos planos que se cortan a lo largo de una recta:

[image: image54.wmf]
Ejercicio nº 9.-
En una residencia de estudiantes se compran semanalmente 110 helados de distintos sabores: vainilla, chocolate y nata. El presupuesto destinado para esta compra es de 540 euros y el precio de cada helado es de 4 euros el de vainilla, 5 euros el de chocolate y 6 euros el de nata. Conocidos los gustos de los estudiante, se sabe que entre helados de chocolate y de nata se han de comprar el 20% más que de vainilla.

a)
Plantea un sistema de ecuaciones lineales para calcular cuántos helados de cada sabor se compran a la semana.

b)
Resuelve, mediante el método de Gauss, el sistema planteado en el apartado anterior.
Solución:
a)
Llamamos  x  al número de helados de vainilla que se compran semanalmente,  y  al de helados de chocolate, y  z  al de helados de nata.
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Por tanto, se compran 50 helados de vainilla, 20 de chocolate y 40 de nata.

Ejercicio nº 10.-
a)
Explica si el siguiente sistema de ecuaciones es compatible o incompatible:
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b)
¿Podríamos conseguir que fuera compatible determinado, suprimiendo una de las ecuaciones? Razónalo.
Solución:
a)
Observamos que la tercera ecuación es suma de las dos primeras, salvo en el término independiente que, en lugar de un 9, es un 1. Por tanto, la tercera ecuación contradice las dos primeras. El sistema es incompatible.

b)
No. Si suprimimos una de las ecuaciones, obtendremos un sistema con tres incógnitas y solo dos ecuaciones. Este nuevo sistema podría ser compatible indeterminado (en este caso lo sería), pero no compatible determinado.

Ejercicio nº 11.-
Resuelve el siguiente sistema e interprétalo geométricamente:
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Solución:
Resolvemos el sistema mediante el método de Gauss:
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La última ecuación es imposible. El sistema es incompatible.

Geométricamente, representa tres planos que se cortan dos a dos, pero sin ningún punto común a los tres.

[image: image63.wmf]
Ejercicio nº 12.-
Resuelve estos sistemas, mediante el método de Gauss:
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Solución:
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Las soluciones del sistema son:
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Ejercicio nº 13.-
Disponemos de tres lingotes de distintas aleaciones de tres metales  A,  B  y  C.  El primer lingote contiene 20 g del metal  A,  20 g del  B  y 60 del  C.  El segundo contiene 10 g de  A,  40 g de  B  y 50 g de  C.  El tercero contiene 20 g de  A,  40 g de  B  y 40 g de  C.  Queremos elaborar, a partir de estos lingotes, uno nuevo que contenga 15 g de  A,  

35 g de  B  y 50 g de  C.

¿Cuántos gramos hay que coger de cada uno de los tres lingotes?
Solución:
Resumimos en una tabla los datos que nos dan:

[image: image75.wmf]
Llamamos  x  a los gramos que tenemos que coger del primer lingote,  y  a los del segundo lingote y  z  a los del tercero.

Como queremos conseguir 15 g de  A,  35 g de  B  y 50 g de  C,  tendremos que:
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Resolvemos el sistema mediante el método de Gauss:
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Por tanto, habrá que coger 25 g del primer lingote, 50 g del segundo y 25 g del tercero.
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