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Función Cuadrática

Es toda función de la forma:
f(x) = a x² + b x + c        con  a , b , c números Reales

Puede suceder que b ó c sean nulos, por ej:





f(x) = ½ x² + 5
 f(x) = – 5 x² – ¾ 

Pero  a  no puede ser = 0 , de los contrario no se trataría de una función cuadrática.

Las Funciones cuadráticas se grafican en un sistema de ejes cartesianos, por ahora, construyendo una tabla de valores. Por ejemplo:         f(x) = x² + 3 
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Podemos resumir lo visto en:
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Ejercicio 1:
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Más adelante estudiaremos la Función Cuadrática y su representación gráfica. Por ahora trabajaremos con la Ecuación Cuadrática asociada a ella.

Ecuaciones Cuadráticas

    y = a x² + b x + c
           Forma polinómica


 Término cuadrático
        término lineal
      término independiente

Para resolver una ecuación cuadrática, podemos aplicar procedimientos ya conocidos: Consideremos los siguientes casos:

a) Si el término lineal es nulo:
                                                    Ej: – 3 x² + ⅓  = 0     a = .........      b = ..........      c = ........

Podemos despejar x : ………………………………………………………………………





x₁ = .............

x₂ = ...............
b) Si el término independiente es nulo:

                  Ej :  3 x² + 2 x  = 0    a = .........   b = ...........   c = .........

Podemos extraer factor común x,        x ( 3 x + 2 )  = 0 

Teniendo 2 factores igualados a 0, necesariamente uno de los factores debe ser ...............
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Por lo tanto planteamos:   

x₁ = 0






3 x + 2 = 0         3 x = – 2           x₂ = – 2/3

c) Si la ecuación es completa:

      Ej :  x² + 2 x – 3 = 0      a = ........   b = ..........    c =..........

Utilizamos una fórmula  que nos permitirá obtener las soluciones x₁ y x₂, reemplazando los coeficientes a, b y c en ella:

FÓRMULA RESOLVENTE:
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Como en esta fórmula hay una raíz cuadrada, si el radicando (llamado Discriminante) es negativo, la ecuación que intentamos resolver no tiene solución en el conjunto de los números reales.  

Resolvamos el ej:     x² + 2 x – 3 = 0      

Reemplazamos en la fórmula resolvente:    x₁,x₂ =

Operamos:



          x₁,x₂ =

El símbolo ± indica que una de las soluciones se obtiene usando el + y la otra usando el – :

[image: image5.png]



Ejercicio 2: Resolver las siguientes ecuaciones cuadráticas(es decir, hallar sus raíces):

a) x² – x – 6 = 0

b)  x² – 4 x = 0

c) x²– 4 x + 4 = 0

d) x² – 3 x – 10 = 0 

e) – 2 x² + 16 x – 34 = 0 
f) 3 x – x² = 0

g) x² – 2 = 0 


h) – x² – 2 = 0


i) x – ½ x² = x² + 2

j) – 9 x² + 6 x + 3 = 0 
k) 3 x² – 2 x – 1 = 0

l) 3 ( x – 5 ) ( x + ½ ) = 0

m) x² = 0,01     

n) ½ x² – 5 x = 0

o) ( x – 1 ) ( x + 3 ) = – ½ x

Ejercicio 3: Problemas que se resuelven aplicando ecuaciones cuadráticas:
1) ¿Cuál es el número natural que sumado al cuadrado de su consecutivo, da 109?

2) La suma de dos números es 8, y su producto es 15 ¿Cuáles son esos números?

3) La suma de dos números enteros es 14, y la razón de sus cuadrados es 64 ¡Cuáles son esos números?

4) ¿Cuál es el número tal que la mitad del producto de dicho número por su consecutivo, es igual a 136?

5) El producto de dos números consecutivos, disminuido en 42, es igual a 68 ¿Cuáles son esos números?

6) ¿Cuál es el número que cumple que el duplo de su cuadrado, menos 20, es igual al triplo del número?

7) Determinar los lados de un triángulo rectángulo, sabiendo que sus dimensiones son números consecutivos.

8) La superficie de un rectángulo es de 108 cm². Sabiendo que uno de los lados es igual a los 4/3 del otro, calcular las dimensiones del rectángulo.

9) Hallar las dimensiones de un rectángulo, sabiendo que su altura es 3 cm mayor que su base, y que su superficie es de 70 cm².

10) Pedro, de 52 años, tiene un nieto de 2 años ¿Después de cuántos años la razón entre la edad del abuelo y la del nieto será igual a  ¾ partes del tiempo transcurrido para que eso suceda?

Ejercicio 4:


a) 
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c) 
[image: image8.wmf]2

1

3

7

3

7

+

=

+

+

x

x

x

x




d) 
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f) 
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Ejercicio 5: Problemas con aplicaciones geométricas:

[image: image12.jpg]G.) mallar la base y la altura de un rectangulo sabiendo que su perimetro es 30 cm y su drea 44 cm’
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Forma factorizada de la ecuación cuadrática

Consideremos la función cuadrática: 
f(x) = 4 ( x – 2 ) ( x – 3 )

¿Cuáles son los ceros o raíces de f(x)?. Para qué valores de x se cumple que f(x) = ........?

Como es un producto de factores, f(x) será igual a 0, cuando alguno de esos factores sea igual a 0.

Planteamos:            x – 2 = 0         
               ó                 x – 3  = 0


              x =........



x = ...........

De esta forma obtuvimos las raíces de f(x):   .................................................

Si en la fórmula de f(x) aplicamos propiedad distributiva, obtenemos su expresión en forma polinómica:



f(x) = 4 ( x – 2) ( x – 3)  =.......................... = ……………………………….

Si f(x) hubiera estado expresada en su forma polinómica, tendríamos que haber aplicado la fórmula resolvente para hallar sus raíces. En cambio expresada como producto de factores, se hallan en forma inmediata.

Una función cuadrática f(x) = a x² + b x + c con raíces reales x₁ y x₂ , puede expresarse:

  
f(x) = a ( x – x₁ ) ( x – x₂ )      Forma factorizada
Ejemplo: expresemos en forma factorizada la fórmula de la función h(x) = 2 x² – 4 x – 6


[image: image13.png]



Entonces, h(x) = 2 (............) (............)

Atención: No todas las funciones cuadráticas pueden escribirse en forma factorizada, porque …………………………………………………………………………………………………

Ejercicio 6: Expresa en forma factorizada las siguientes ecuaciones cuadráticas:

    a) x² – 12 x + 32 = 0


e) x² + ½ x – ½ = 0

    b) 2 x² – 5 x – 3 = 0


f) x² – 6 x + 9 = 0

    c) x² – 9 = 0 



g) x² – 7 x + 10 = 0

    d) 4 x² – 36 = 0



h) – x² – 2 x – 1 = 0

Ejercicio 7: Expresa en forma polinómica las siguientes ecuaciones:

    a) 3 ( x – 5 ) ( x + ½ ) = 0


d) (–1) ( x + 3 ) ( x – 2/3 ) = 0

    b) ( x + 2 ) ( x – 2 ) = 0


e) ( x – 3 ) ( x – 3 ) = 0

    c) 
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Propiedades de las raíces de la ecuación cuadrática

Suma de las soluciones: 

S = 
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Producto de las soluciones:

P =  
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Es decir:  
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Reconstrucción de una ecuación conociendo sus soluciones       

       [image: image25.jpg]Dadas: La Ordenada al Origen —p y=-15/ 2 De una parabola, reconstruir la ecuacion
YlasRaices —p x3=-3 y x;=5 Polinémica de la Parabola.

; b (¢
Planteamos las dos formulas que acabamos de ver: Ky 45y e Xy Xy ==

Y remplazamos X; y X, por =3 y 5 que son los valores de las raices, que son datos, y “c” por —15/2 que también es dato
(acordate que “c” es el valor de la ordenada al origen)

_15/2 ~15/2 ~15/2 a=l
X, - N A= f=—rs L
1 a m a @ ~15 :"-——2-—:
Ko X = y S < : Ir-_—__—‘l
172577 Wy S+S-—C wRh 2= @y )= == (bol
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Remplazamos “a” por 1/2 porque lo acabamos de calcular.

Y ya podemos escribir la ecuacion polindmica porque ya sabemos “a”, “b” y “c” >





Ejercicio 8:

[image: image26.jpg]



Ecuaciones bicuadráticas

Son ecuaciones de la forma:     a x
[image: image27.wmf]4

  + b x ² + c = 0

Por ser una ecuación de cuarto grado, tiene cuatro raíces, y puede resolverse de la misma manera que una ecuación cuadrática, reemplazando x² por y  ( por lo tanto x
[image: image28.wmf]4

 = y² )

[image: image29.png]Ejemplo: 2x* —10x2+8=0
2y 10y +8=0 y= =

y;=4 pero y=x*  x*=4  x; =2 =

yy=1 pero y=xt x==1 x; =1



   

Ejercicio 9: Resolver las siguientes ecuaciones bicuadráticas:

              a) x
[image: image30.wmf]4

  – 13 x² + 36 = 0


(R: 3 , –3 , 2 , –2 )


  b) 36 x
[image: image31.wmf]4

  – 25 x² + 4 = 0


(R: 2/3 , –2/3 , ½ , – ½  )


  c) 4 x
[image: image32.wmf]4

  = 37 x² – 9



( R: 3 , –3 , ½ , – ½  )


  d)  x
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 – 3 x² – 18 = 0
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  e)  4 ( x² – 1 )² + 3 x²  = 3 


( R: 1, -1, ½, – ½ )


  f)  (x² + 2 ) ( x² – 2 ) + 2 x² = – 4

( R: 
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  g) 3 – ( 1 – x² )² – x² = 0


( R: 
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Ejercicio 10: Resolver las siguientes ecuaciones cuadráticas:

a) 
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        R: (10/7 ; - 10/7)      b) 
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c) 
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e) 2. (x-3).(x+3) = 4 –3( x² –1)    R:(
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g) 2 x  (x –2) + 4(x² –1) = –10          R: (    )            h) (–2 x + 1)² = 7 + 4 x(x –1)        R: (   )

i) 
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Funciones Cuadráticas
[image: image48.jpg]Puntos caracteristicos de las funciones cuadraticas: Estos puntos son los mas importantes de estas funciones y nos van a
ser muy Utiles para su estudio.

©  Raices: Una funcién cuadrética puede tener 2, 1 o ninguna raiz real. .
6  Coordenadas del vértice: Toda funcidn cuadratica tiene siempre un Gnico vértice, con coordenadas “x” e “y" reales.
0 Interseccion con el eje Y: Toda funcién cuadratica corta al eje “y” en un (nico punto, al que podemos llamar ordenada al origen.

Vamos a estudiar todos estos puntos caracteristicos con el siguiente ejemplo: f(y = x2 +2x-3

Raices reales de una funcion cuadratica:

La raices de una funcién, son los valores en los cudles una funcion corta al eje de fas “x".
Cuando una funcién cuadratica tiene raices reales, éstas se calculan con la siguiente férmula:
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[image: image49.jpg]O sea que en nuestro ejemplo lasraicesson X1 =1 y X2=-3

Calculo de las Coordenadas del vértice:

Vamos a ver unas férmulas para calcular las coordenadas del vértice:




  ó  

[image: image50.jpg]Con estas formulas remplazando los coeficientes “a”, "b” y “c” de la ecuacion en forma polindémica, vamos a calcular las
coordenadas del vértice. Veamoslo en nuestro ejemplo:

Calculemos las coordenadas del vértice de la funcién de nuestro ejemplo: f(x) = x* + 2 x - 3




[image: image60.jpg]Desplazamientos de la funcién Cuadratica:

Comenzaremos estudiando las cuadraticas a partir de la funcién f(x) = X
La gréfica de f(x) = X2, la veremos a continuacion:

A partir de este gréfico, veremos como son (aproximadamente Bpsiddonct
los gréficos de funciones cuadraticas similares, pero desplazadas 8 = al
vertical y horizontalmente.

Desplazamientos Horizontales: Cuando a la variable “x” se le suma o resta un valor, antes de ser elevado al cuadrado,
este valor es el desplazamiento horizontal. Si a la variable “x” se le suma un valor, el desplazamiento es hacia la
izquierda, en cambio si se le resta un valor, el desplazamiento es hacia la derecha, ldgicamente, sobre el eje de las x.

Y

2
Ejemplos: - » f(x) = (x-2)
¢ 2 # X2 se desplaza 1 3 4
= (x+1) / hacia la Izquierda . X2 se desplaza 2
"1 hacia la Derecha
— i i +

Desplazamientos Verticales: Cuando a la variable “x” se le suma o resta un valor, después de ser elevada al cuadrado,
este valor es el desplazamiento Vertical. Si a la variable "x” se le suma un valor, el desplazamiento es hacia arriba, en
cambio si se le resta un valor, el desplazamiento es hacia abajo.. - “

o : X? se desplaza 3
f 2.4 '/ X se desplaza 1 hacia Abajo
) iy " hacia arriba* i o
% D 3 : * -3 3 X
—rEE-h w ORI I (P
3 2 4 i g 5 7 &K o i

‘ - Y f N = X2
Funciones cuadraticas de Concavidad Negativa: Cuando el término cuadratico (es decir el ¢
término de la x?) es negativo, la pardbola que estamos estudiando cambia de concavidad, lo . i
vemos graficado en el siguiente ejemplo: ; -3 -2 2 3 X
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O sea que el vértice es el punto: V = (-1; -4)



        

[image: image52.jpg]Interseccion con el eje “y”:

La interseccion con el eje “y”, u “ordenada al origen” es simplemente el valor
del término independiente de la ecuacion polindmica, es decir el valor de “c”.

En nuestro ejemplo f(x) = x> + 2 x - 3 ' la interseccion con el eje'y"esy = -3

i

Griéfica a partir de los puntos caracteristicos de la funcién cuadratica:
Con estos puntos caracteristicos podemos graficar aproximadamente la funcién:

Raices:
X1=1
X2 =-3

Interseccion Eje “y”:
Vértice: =3

V= (-1;-4)





Ejercicio 11: Dadas las siguientes ecuaciones polinómicas, graficar sin tabla de valores:

a) y = – 2 x² + 5 x – 2


b) y  3 x² + 6 x + 9

c) y = 2 x² + 3 x + 1

d) y = 4 x² + 6 x + 2


e) y = 4 x² + 3 x – 1

f) y = 2 x² + 11 x + 15

g) y = 0,5 x² + 4 x + 6


h) y = – x² – x + 2

i) y = –2 x² + x + 1

Forma Canónica de la Ecuación cuadrática

[image: image53.jpg]Esta es la forma general de la
ecuacion Canonica de la parabola
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Calculo de Raices: La manera de calcular las raices, partiendo de la forma candnica es simplemente igualando la funcion
a cero (ya que las raices son los valores de “x” para los cuales la funcion vale cero) y despejando “x".

Ejemplo dada: f(x) = 2 (x+2)2-8 = 2(x+2)% -8 =0 = 2(x+2)’ =8 = (x+2)> =8/2 = |x+2| =4




Ejercicio 12: A la función f(x) = x² le aplicamos los siguientes desplazamientos:

a) 2 unidades hacia arriba y 1 a la derecha

b) 3 unidades hacia la izquierda

c) 1 unidad hacia abajo y 2 hacia la izquierda

Expresar la fórmula correspondiente en cada caso y Graficar.

Ejercicio 13:  Dadas las siguientes funciones cuadráticas:

 f(x) = x² + 10 x + 25
   ;      g(x) = x² + 7 x – 8       ;       h(x) = – x² + 9 x – 8 

Graficar y analizar cada una (indicando: vértice, raíces, eje de simetría, crecimiento, dirección de sus ramas, desplazamientos con respecto a f(x)=x², corte con el eje y)

Ejercicio 14: Hallar la función cuadrática dada por la siguiente ecuación, y expresarla de las formas conocidas (polinómica, factorizada y canónica). Graficar



3 . ( x + 1 ) . ( x – 2 ) = 4 x ( x – 3 ) + 2

Ejercicio 15: Dada la ecuación factorizada, hallar las ecuaciones polinómica y canónica:


a) y = ( x – 1 ) .- ( x + 4 ) 


b) y = –1 . ( x + 1 ) . ( x – 6 )


c) y = – 1 . ( x – 1 ) . ( x – 10 ) 

d) y = 2 . ( x + ½ ) . ( x + 3 )

Ejercicio 16: Dada la ecuación canónica, hallar las ecuaciones polinómica y factorizada:


a) y = (x + 3 )² – 25



b) y = 3 . ( x + 2/3 )² – 25/3


c) y = ½ (x + 2 )² – 8 



d( Y = ¼ . (x + 14 )² – 25

Ejercicio 17: Dada la ecuación polinómica, hallar las ecuaciones factorizada y canónica:


a) y = – 3 x² – 7 x – 2

b) y = 2 x² + 7 x + 3

c) y = x² + 3 x + 2


d) y = – x² – 3 x – 2

e) y = 2 x² – 3 x – 2

f) y = x² + 2 x + 1 

Sistemas de dos Ecuaciones Mixto (lineal y cuadrática)

[image: image54.jpg]> Dada la Parabola Y = -2X? + 16X -34 ylaRecta Y = 2X - 10
Hallar los puntos donde se intersecan las graficas de ambas ecuaciones. Para ello hay que igualar ambas

w, "

funciones, y hallar las coordenadas "x” e “y”

En este ejercicio tenemos un Sistema de dos Ecuaciones con dos IncAgnitas, por lo cual paiu2, sds 16 % — 34
podemos resolverlo de diferentes maneras... nosotros aplicamos el Método de Igualacién:{ . ib
y =2-X-

Igualamos Y = —2.x2 +16.x-34= 2.x-10 =» Pasamostodo =3 2.%x24+16-x-2-x -34+10=0
para la izquierda

Nos queda una ecuacién del tipo “a” X2 +"b” X + ¢, por lo
2.x2+14-x-24 = 0 : 2
> 5 tanto vamos a tener que aplicar la formula para resolver

ecuaciones cuadraticas para saber el valor de “X".

Y resolviendo y
agrupando nos queda:

Aplicamos entonces la Formula Resolvente para: a= -2 , b=14 y c=- 24

Y como se ve claramente en el grafico, las soluciones del
ejercicio, son las coordenadas de los puntos en donde se cortan
las funciones Y = -2X* + 16X -34 e Y = 2X - 10. Justamente
porgue para calcular “X” e “Y” igualamos ambas funciones.

yi= b 2 16% - 34




Ejercicio 18: Resolver analítica y gráficamente los siguientes sistemas de ecuaciones:

[image: image55.jpg]a)fxt-x-1=y b)(x*-x-6=y '
y—x-2=0 R:@GSHyELD y-x-9=0  R:(514)y(-3.6)

(x2+2x=y Hix*+3Ix-3=y
y+3x=0 R: (0,0) y (-5,15) gx+d=y R: (2,6)y (-4.0)

e) x2—-x-6=y f) xX+4x-3=y
_x-2=0 R (46)y(-2.0) x+2=y R: (3/2,7/2) y (-9/2,-5/2)
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