Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Generalidades:

Definicién:

Una ecuacion diferencial ordinaria es una ecuacién que
contiene derivadas ordinarias de una o mas variables
dependientes con respecto a una sola variable independiente.

Las siguientes son ecuaciones diferenciales ordinarias:

Ejemplos:

El orden de una ecuacién diferencial es el orden de la
derivada de mayor orden en la ecuacion diferencial.

Ejemplos:
d? d
—g + el —|— = =0 esunaED de segundo orden
dz dz
y + Y _ Vv esunaED de primer orden
x

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden
también puede expresarse en términos de las diferenciales de

las variables, en cuyo caso se obtiene la forma diferencial de
la ecuacién diferencial. Ejemplo:

& 4 Y

Eri=Vre E= o

= dy= (Vo —Y)ds

8 ke

— (Y= a)de+dy=0
Por lo que (E — \/E) dx + dy = 0 es la forma diferencial
T
d
de la ecuacién diferencial <2 + ¥ — N
dr =

Mdx 4+ Ndy =0 es la forma diferencial de la ecuacién

. o ody
diferencial: ir = — N

porque:

dy
dx

M
:—W<:>Ndy:—Mda:<:>Mdm+Ndy:0

Una funcién y = f(x) es solucién explicita de una
ecuacion diferencial, si satisface dicha ecuacién, es decir, si
al sustitir la variable “y” por su expresion “f(x)” en la
ecuacion diferencial, se obtiene una identidad.

Ejemplo:
1 . - L
La funcién y = e= es solucion explicita de la ecuacion
, o dy Yy 1 :
diferencial — = ——=;, porque Yy = e=* satisface esta
dx x?
ecuacion. Veamos:
1 1
dy _ Y o dez _ ez
dr — =z dx 2
1 1
= 1=1 n

Una relaciéon en términos de x y de y, de la forma
g(x,y) =0 es una solucién implicita de una ecuacién
diferencial, si dicha relaciéon define al menos una funcién
que es solucion explicita de la ecuacién diferencial.

Ejemplo:
La relacién
g(z,y) =0

en donde g(z,y) = 2> +y? — 3 es solucién implicita de
la ecuacién diferencial

22 4+9y*—3=0 es de la forma

d
x+y%=0

porque 22 4+9?> —3=0 define

implicitamente
funciones

las

y=v3-22 y y=-V3-1?

cada una de las cuales es solucion explicita de la ecuacion

. . d .
diferencial: x + yﬁ =0, como se muestra enseguida:

aj+ydy = x4+ V3 — 22 (%\/3—352)

=zx+V3—22-

3z2
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O bien la relacién 2% + y* — 3 = 0 es solucién implicita
de =+ yg—g = 0, porque al derivar implicitamente, dicha
relacion se obtiene la mencionada ecuacién diferencial,
veamos:

2 2 d (2 2 _d

= 20+2y% =0

J:-Fyg—w: u

Ecuaciones de variables separables

Definicion:

Una ecuacién diferencial es una ecuacién de variables
separables o ecuacion separable si tiene la forma:

f(@)g(y)dz + F(2)G(y)dy = 0

en donde “f” y “F” son funciones de “z”, y “g”y “G” son
funciones de “y”. donde cada una de ellas puede ser
constante

Ejemplo:
La ecuacion diferencial
(3zy + 2y)dz + (42 +2) dy =0
es una ecuacion separable, porque cumple con la definicion:

(3zy + 2y)dz + (422 +2) dy = 0

(Br+2)-y-de+ (222 +1)-2-dy=0
Lol Loy
f(x)-g(y) -dz+ F(x)-G(y) -dy =0 -

Una ecuacién separable:

f(@)g(y)dz + F(2)G(y)dy =0

se resuelve multiplicandola por el factor Ilamado

1
9(y) F'(z)
factor integrante, obteniéndose una ecuacion difiierencial
equivalente a la ecuaciéon diferencial original, es decir, que
tiene las mismas soluciones que la primera. Entonces:

f(x)g(y)dz + F(z)G(y)dy =0

 sorm T @9z + o5y - F@)Gy)dy =0

f(x) 9W) g0 —
& dx + (y)dy—O

Al integrar ambos lados de esta ecuacién se obtiene una
familia de soluciones llamada la solucion general de la
ecuacion diferencial original. Tenemos que:

/

Resolver la ecuacion: (:U3 + 1) ydx + (y2 + y) 2?dy =0

f(x) o,
Fa ™ / G ™ =

Ejemplo:

Solucién: La ecuacion es separable, entonces, dividiendo
entre “x2y” se obtiene:

(2®+1) ydao+ (y*+y) 2>dy =0

3+1
2

2
dx—i—y +ydy:0
x

— (z+2 ) de+ (y+1)dy=0

Integrando esta ultima ecuacién se tiene:
/(m+1:_2) da:+/(y+1)dy:co

2 2

T 1y
o ta——-—+F+yt+tc=c
2 T 2
2 2
T 1 vy
| = -+ = = u
5 x+2+y c

/[\

(c=co—c1—c2)

Entonces % - % + % +y =c es la solucién general
implicita de la ecuacion (333 + 1) ydz+ (y2 +y) z2dy=0

Ejemplo:

Resolver la ecuacién: 2> tan ydz + (y2 + y) 22dy = 0,

T
de modo que y(1) = 1
Solucién: La ecuacién > tan ydz+ (y2 —i—y) 22dy=0 <1>
es separable, por lo que se deben separar las variables en dos
productos, uno en términos de x y el otro en términos de y,

ara lo cual se multiplica la ecuacién por el factor integrante

1
(z%+1) tany

, obteniéndose los siguiente:

z° tany dr + (x4+1)5602yd
(z*+1)tany (z*+1) tany

2’
341

2
dr + =ELdy =0

tany
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Integrando esta tltima ecuacion se obtiene:
z3 d seczyd =0
i1 T+ tany y=
1 4
= Zln(:c —1—1) +c1 +1n|tany| + c2 = ¢

= iln(:c‘l—l—l) +1In|tany| = co — 1 — 2
< 1In(2*+1) +4In|tany| = 4(co — c1 — ¢2)
< In(z*+1) +In|tan’ y| =Inc
(c>0y Inc=4(co —c1 — ¢2))
De donde:

In (z* 4+ 1) - In|tan’ y| = Inc

(z*41)-In|tan* y|=c

(Solucién general implicita)

La condicién inicial o valor inicial (1) = 7 esuna
condiciéon que restringe la solucién general a un valor
particular de la constante “c” , obteniéndose una solucion
particular de la ecuacién diferencial, para lo cual puede
mencionarse lo siguiente:

s

La condicion inicial y(1) = 7 debe interpretarse a partir

del hecho de que la variable “y” es una funcion de “z” , es
decir y =y(x) ; por lo que y(1) =7 significa que
Yy = % cuando x = 1. Por lo tanto, sustituyendo los valores

de y = % y « = 1en la solucion general, se obtiene:

(1*+1)In|tan’ 1|=c

Entonces la soluciéon del problema de valor inicial del
ejemplo es:

(z*+1) In|tan*y| =2

lo cual es una solucién particular de la ecuacion diferencial:

3 tan ydz+ (y2 +y) 22dy=0 u

Ciertas ecuaciones diferenciales no tienen la forma o el
aspecto de una ecuacién separable, pero pueden
transformarse, mediante un cambio de variable, en una
ecuacion separable. Un ejemplo de tales ecuaciones
diferenciales son aquellas que tienen la siguiente la forma:

en donde f(z,y) es una expresién en “x” y “y”, 0
funcién de “x” y “y” , para la cual existe una funci6n
escalar o funcién real “g” tal que:

fay) =g (%) =g

T

en donde v = (g) en cuyo caso Y = vx. Por lo tanto,
z

derivando y = vz:

dy _d . odeodv odv
dxidxvxivd:v xdva mdx
Por lo que:
dy

dv
L fay) = o+ 2l = g0)

dv
— —:0
= g(v)—l—acdaC

Ecuacién separable — <= (v — g(v))dz + zdv =0

1
m(v—g(v))

Ahora multiplicando por el factor integrante

nos queda:

. d
Por lo tanto, las soluciones de %% = f(z,y) , son las

1
vfg(v))

mismas que las de %daz + ( dv = 0, siempre que

v="Y y W= fay).

8 e
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Ejemplo:
Resolver la ecuacion (x2 — 2y2) de — z2dy =0
Solucién:

d 2_2 2
(x2—2y2)dw—x2dy:0 = & _ v oty

dr 2
d 2
|- 1—2(3)
dx T
. Yy L
Haciendo = = v, se tiene:
T
g:v = y=uz
T
dy d dv
= — | = — = —_—
dx dx(vx) v—l_xdar

Observe la relacion entre las expresiones en recuadros

Por lo que:

d 2 d
—y:1—2<g) <= v+x—v:1—2v2
dx x dx

(Ecuacion separable) <= (21:2 +v— 1) dx + xdv =0

Integrando esta tltima expresion tenemos:
1 1
—dr+ [ ——dv=c¢

/ Z / 202 +v—-1 0

2v—1 _
2U+2’ +c2=¢Cp

<~ Inlz[+c+3n

S =3 1 — )

<= 3In|z|+In

2v—1
2u+42

> In|z®| +1In

’:lnc

(c>0y Inc=3(co—c1 —¢2))

z3(2v—1)

= In| =75

’:lnc

z3(2v—1)

2v42

‘:C

, entonces devolviendo el cambio:

Pero v = Y
x

=C

De donde la expresion:

|2y — 2| = |2¢(z + )|

Es la solucion general de la ecuacién:

(m2 — 2y2) de —22%dy =0 u

Ecuaciones lineales de primer orden

Defincion:

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es una
ecuacion diferencial lineal de primer orden en la variable
dependiente y respecto a la variable independiente y
respecto a la variable independiente x , si es o puede
escribirse de la forma:

dy

7, TPy =alz)

La ecuaciéon anterior también es llamada Ecuacion
Diferencial de Bernoulli

Ejemplo:

.. dy 3 s o .
La ecuacién: z—— + y = x° es una ecuacion diferencial

dzx

lineal de primer orden en la variable y respecto a x , porque

puede escribirse de la forma d—y + p(z)y = g(x). Veamos:
x

dy R dy Yy o .2
d 1
— Py
dr =
d
— ﬁ + p(x)y = q(x)
1
Tenemos que p(z) =— vy q(z) =2 .
x
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Una ecuacién lineal de primer orden:

% +p(z)y = q(z)

se resuelve multiplicandola por el factor integrante:

o= e p(@)dz

Como se muestra enseguida:

j—i +p(2)y = q(x)

Multiplicando por el factor integrante:

[of pteyin). Z_i +[ef 7@ p(a). y=[e[ 7). g a)

Pero |

d d d

2 (. efp@de — oS p@)de LY b [ p(@)da
dx <y € ) € dz Tty (d$e )

d d
_ Jp@)ds ay o p(x)dx @
=e +y-e </p(ac)dx>

X
_eJr@is . W @y
dx
Asi que
Y 4 P@) -y =)

d
=2y efPp@dz) — S p(x)de
N (y e ) e q(x)

&d (y : efp(x)d’““) = e/ P@d (1) dy

Ahora, integrando esta tltima ecuacién se tiene:

y - el P@de — /efp(z)dz -q(x) -dr+c

De donde:

y=¢ Jr@de [/ e/ P@dT 0 (2)  dx 4 ¢

es la solucion general de la ecuacién lineal:

dy
— x = €T | |
5, @)y =a(z)
Ejemplo:
d
Resolver la ecuacién x—y + 2y = z?
dx
Solucion:

x%+2y:w2<:> %—l—%y:a}Q

o tr(@)y = q(z)
2

endonde p(z)=—, q(z)==
x

dy
dzr

2

Multiplicando la ecuacién x—= + 2y = x

integrante:

2 2
o= 6fp(x)dx — ef 2de _ 62ln\ac| — elnz® _ ;.2

se obtiene: p
x2—y + 22y = 2*
dx
d d
Pero x2£ + 22y = Iz (ny) , entonces:
d o 4
& (") =T

de donde: d (:r;Qy) = ztdx

Integrando esta tiltima ecuacion diferencial, se obtiene

5

Py=[atde = 2®y=% +c¢

1173 C

<~ y:€+?

3

x c y dy
Por lo tanto, y= 5 + o} es la solucion de :Ird— +2y==x
i

por el factor

2
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Ejemplo:

Resolver la ecuacion:  (4dzxy — z)dx + (392 +1)dy =0,
de tal manera que y(1) =0.

dy x=—4dxy
4 - d 2 1 d ::0 P — — = —
(dzy—x) Jr+(:r+) Y Iy 21
aly+ 4x oz
dx 2+1)Y T 2
p { 1
= £+ p@)y = q(z)
4z x
dond = =
en donde p(x) o y q(x) o
Multiplicando 1 i6 dy+ iz ¢
cando la ecuacién —= Y = or
HHP R L | Y 2241 P

el factor integrante:

Mzefp(a:)d:r:efﬁdx: 62 ln(gc?Jrl):6111(x2+1)2:(x2+1)2

se obtiene:

(x2+1)23—i +4x(m2+1)y :x(az2+1)
Pero:
(x2+1)23—i +4z(2® + 1)y :%(124-1)2.3]
Entonces
d 2 2 2
@(m +1) -y:x(ﬂc +1)
De donde

d((:rz +1)%. y) =z(2* + 1)dz
Integrando esta tltima ecuacion se obtiene:

((a;2 + 1) y) = [z(2® +1)dz

4 2
@) y=T+5

Tt

De donde:

o fzt a2
y= (2" +1) <Z+?+c>

Es la solucién general de (4zy — x)dx + (ac2 + 1) dy =0,
la cudl estd sujeta a la condici6n inicial y(l)=0 ,
entonces sustituyendo los valores z =1 y y =0 enla
solucion general, se obtiene:

c) =0

1/1 1
—<—+—+

2\4 2

3
De donde ¢ = v por lo que:

es la solucion del problema del valor inicial del ejemplo en
cuestion.

Ejercicios:

Resuelva la ecuacién diferencial que se indica:

d
1.3x2+2y£:0 2.(1+y)dr+2xdy =0

3. cosxdy — senzdxr =0
4. (2:Uy + yQ)d:E + (:U2 + me)dy =0
5.(2° + 2®)ydz + 2* (y° + 2y)dy = 0
senx
In?y
arctanz d_a: _0
cos 2x dx

9. lnz + (2*Ine)y’ =0

10. %V 22 — 1dz + 2°\/1 — y2dy = 0

6.

1 y
d:l:—i—;dy:O 7.£dw+e—dy:0

y2 2333

8.x

11'008333 tanzy.y,zo
sec? y 3x
12.sen?z sen’ydx + cosysen’zdy = 0
dr
13.sen?0 +r— =0
sen-6 + Td@

14.4/72 +2d0 + r(1 — cosf)dr =0
15.(1 4+ cscv)du + 1 —u?du =0
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16. (y—i—:vsen >dac+xdy—0

17.y°dx — (xy® + 2%)dy = 0
T Y

18, —— + ——— =0
Aty

19. (x\/x—y2+y2) dr — xydy =0
(x + 9y +ay)dr — 2°dy = 0
1.(2zy —x)dx +dy =0
(x y—a?—1)de + (2° + 2)dy =0

23.(ytanz — cosz)dr +dy =0

24. cosxd + (yfcos2 x)y:O

25. (y—me””Q) dr+dy=20

26. (zy — 1)dx + 2*dy = 0

27. (2y—3xe$3> dr+xdy =0

28. 2y +y —cosz =0

2.2y +y—22=0

31.0r + 7+ senf =0

32.(y' — 1) cosz — ysenz = 0

2dy
dz
34.y +ytanx — 2rsecx =0

30. 2% + a2y —1=0

2

33.x + 22y + csc®x — cotxcscx = 0

d
35.(1—%—:6)%4—1/—23::0

d
36. (1 +x2)d—y 422y — 322 =0
X

37.(1 +se09)% +rsecftanf —sec’§ =0

38. 2y’ +y —

1
2v/1+x N

39. % Ly, -t
dr 1+2)7 7 2
1

40.z(1+2%)y =1— (1+2%)y

Del ejercicio 41 al 50, resuelva la ecuacién diferencial con el

valor inicial que se indica:

41.xdy + (1 —y)der =0, y(1) =2

42.z(y + 1)dz + (2> + 1)dy = 0, y(0) =1
43. cosxdy — senydx =0, y(0) =
4. (y+ 1)de +zdy =0, y(2) =1
45. (zy +2°) — (2® + 2y + 2%)dz = 0

us
2

46. rydy — (2y2 + mQ)da: =0, y(1)=1
472y +y+1=0, y(2)=2

48. (1 +x2)g—z

49.(1+2)y —senz =0, y(r)=1
50.y" —ytanz =1, y(0) =3

—2zy =2z, y(0) =2

Respuestas de los ejercicios impares:

x2+y2:c

y:csecx
3x2+6x+2y3+12y:c

.233& 3112_91522) ( 2x+2):
@mln r—2zlng + 2z — By —%:c

—sen4x—%
59— ZSGH29+ % =
(l) +secv—tanv+v=c

+1n|?/| =¢c

1 2
y:-(mex)

2
y:cosx(x+c)

1 /1 .2 1 22
CU:; ¢ +c :£<e —|—c)

1
27y = 5 (" +o)
9]y =~ (c- )
131]7 =6 (c—cosb)
yZ%(CO‘cx—cscmﬂ-c)

2 +c
y— r+1

tanf + c
Tﬁl—ksecQ

Inz+c
[(39]y ="

14z
yzl—i—x

cscy —coty = secx 4+ tanzx

Bl L2

Inx
6—
47]y =2
2+ 22
9|y=——
y 1+ 22



