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Final de matemática discreta. U.T.N.F.R.B.A. 
(Cátedra Lic. María Hortensia Arriola)

04 / 03 / 03
EN TODOS LOS EJERCICIOS RECUADRAR LA ÚNICA RESPUESTA CORRECTA. EL EXAMEN SE APRUEBA CON AL MENOS 9 (NUEVE) RESPUESTAS CORRECTAS. SOLO SE SUMAN LAS RESPUESTAS CORRECTAS, LAS INCORRECTAS NO RESTAN PUNTOS.

 1. La cantidad de formas en que se pueden distribuir, en forma ordenada, once personas en dos mesas circulares con seis y cinco asientos respectivamente es de: 

	a)
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 2. Sea el conjunto de pares de palabras (p, q) donde la palabra p es una palabra de 10 letras que se obtiene permutando las letras de la palabra elecciones y la palabra q es una palabra de 9 letras obtenida permutando las letras de la palabra alteradas. La cantidad de pares de palabras (p, q) tal que p comienza con “e” y q comienza con “s” es de:
	a) 97440
	b) 1463132160
	c) 609638400
	d) 362880


 3. De los esquemas de proposiciones categóricas: 

p 1: (x: (p(x) ( q(x)), p2:(x:(q(x) ( r(x)) definidas en un dominio D, no se desprende en forma válida C: 
	a)

c: (x: (p(x) ( r(x))
	b)

c: (x: (p(x) ( r(x))
	c)

(x:(p(x) ( r(x))
	d)

(x :((p(x) ( q (x))( r(x))


 4. Lo indicado justifica la verdad de la proposición definida en R:

(x: (y: 
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	a)

(k, 0) satisface p(x, y) con k ( R
	b)

(k, k + 1) satisface p(x, y) con k ( R
	c)

(2, 4) satisface p(x, y)
	d)

(0, k) satisface p(x, y) con k ( R


 5. La familia Barrionuevo, luego del bochorno acontecido en Catamarca, decide tomarse unos días en la playa. Esta familia está compuesta por el padre (x), la madre, un hijo (y) y dos hijas (z y t). Al bañarse, la familia tiene las siguientes precauciones: como a la madre no le gusta demasiado el agua, solo se baña cuando el padre no se baña y el hijo o alguna hija se baña o bien, cuando el padre se baña, las dos hijas se bañan y no se baña el hijo.

La expresión que indica cuando se baña la madre tiene:

	a)

en la forma normal disyuntiva 8 minitérminos y en la forma normal conjuntiva 8 maxitérminos
	b)

en la forma normal disyuntiva 11 minitérminos y en la forma normal conjuntiva 5 maxitérminos
	c)

en la forma normal disyuntiva 4 minitérminos y en la forma normal conjuntiva 12 maxitérminos
	d)

en la forma normal disyuntiva 12 minitérminos y en la forma normal conjuntiva 4 maxitérminos


6.
Es posible que en algún Álgebra de Boole, ( a: (b: (c tal que no se cumpla lo indicado: 

	a)

a +b = a. b a = b
	b)

a.
[image: image4.wmf]b

 +
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 b = 0 a = b

	c)

a . b = 0 

a. 
[image: image6.wmf]b

+ 
[image: image7.wmf]a

. b = a + b
	d) 

a + b = a 

a = 
[image: image8.wmf]b




 7. Dada R ( A x A. y R ((: R es simétrica si y sólo si:

	a)

R no es antisimétrica
	b)

(A  ( R
(A  = {(x, x) / x ( A}
	c)

R ( R-1 = (

	d)

R = R-1




 8. Dada M = M (R) = 
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 con R ( A x A y A = {x, y, z, t}

	a)

M representa a una relación transitiva sii

a = b = 0
	b)

M representa a una relación antisimétrica sii

a = b = 1
	c)

M representa a una relación no transitiva cualquiera sea el valor de a y b 
	d) (
M representa a una relación reflexiva y simétrica sii 

a = b = 0


 9. Sea el conjunto X = { I2, I3, I4, I5, I6,....}= {In / n ( N (1 } con In = {k. n / k ( Z} ordenado por la relación: In R Im   sii   In ( Im. Los elementos maximales del conjunto son:

	a)

In con n: par
	b)

In con n: primo
	c)

In con n: impar
	d)

In con n: natural


10. Dada la relación de equivalencia definida en R2: (a, b) R (c, d) sii a2- b2 = c2-d2, la clase de equivalencia del par (0 0):

	a)

tiene exactamente un elemento
	b)

carece de  elementos
	c)

tiene un número no finito de elementos
	d)

tiene exactamente tres elementos


 11. (a, b, c ( Z : MCD {a, b, c} = (a, b, c) es igual a:
	a) ((a,b), (a,c))
	b) (a, resto (b :c))
	c) (a, (b, c))
	d) resto (a : b), c)


 12. (a ( Z :si a ( 
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 entonces:

b) 24 


d) 24 

	| (a2 – 1)


13.  En todo árbol no trivial:

	a)

Hay menos puntos de corte que aristas puentes
	b)

Hay igual cantidad de puntos de corte que  aristas puentes
	c)
Hay más puntos de corte que aristas puentes
	d)

La cantidad de puntos de corte difieren en una unidad de la cantidad de aristas puentes.


 14.Sea el grafo simple G cuyos vértices son los elementos del conjunto D30, de modo que dos vértices v y w son adyacentes sii (v, w) = 1 
	a)

G admite circuitos eulerianos  
	b)

G es bipartido no completo
	c)

G admite ciclos y es  regular
	d)

G admite caminos eulerianos no cerrados


 15. La Cantidad de componentes conexas que debe tener un grafo con 1200 vértices, 1000 aristas y sin ciclos es de:

	a)  200
	b) 500
	c) 600
	d) 100


	CALIFICACIÓN
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CANTIDAD DE RESPUESTAS CORRECTAS

	 1 
	0 - 2

	2
	3 - 5

	3
	6 - 8

	4
	9

	5
	10

	6
	11

	7
	12

	8
	13

	9
	14

	10
	15


FINAL DE MATEMÁTICA DISCRETA. U.T.N. 1 / 6 / 02.

1.Realizar las siguientes acciones:

a. Demostrar que dado un grafo conexo no Euleriano con 35 vértices entre los cuales veinte vértices son de valencia impar y quince vértices son de valencia par, es posible agregar sólo un vértice junto con algunas aristas que partan de ese nuevo vértice y vayan a los vértices anteriores de tal manera que el nuevo grafo sea Euleriano.

b. A partir de las premisas: p1: ( x:(p(x) (q(x)) y  p2: (x:( r(x) ((~ p(x) ( ~q(x))), determinar una conclusión válida no coincidente con las premisas (probar la validez del razonamiento obtenido mediante el uso de reglas de inferencia)

2. Responder en forma justificada a los siguientes interrogantes:

a. Si se considera un curso de 150 alumnos:
¿De cuántos modos se los puede distribuir en 4 aulas si el aula 406 tiene 35 asientos, cada aula tiene por lo menos 20 alumnos , los alumnos no pueden estar parados y las restantes aulas son lo suficientemente grandes como para albergar a todos? (no interesa distinguir las personas)    

b. .¿Es posible que un conjunto ordenado (A, R) con 
[image: image12.wmf]E
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 admita máximo diferente del supremo?
c. ¿Puede asegurarse que si un número primo divide al producto de dos enteros no nulos divide al menos a uno de ellos?

3. Analizar el valor de verdad de las siguientes afirmaciones (justificar la respuestas):
a. Dado un conjunto B = {a1, a2 ,a3,..., an } con n ( N ( 4 y el grafo Gn cuyos vértices son todos los subconjuntos de dos elementos de B en el cual los vértices son adyacentes únicamente en el caso que sean disjuntos: |V| =
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 y |A| = 
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b. Es posible determinar algún álgebra de Boole en el cual : 
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c. Cada clase de equivalencia cl((a, b)) (con a ( b) correspondiente a la relación S definida en R2 en la forma: (x, y) S (z, t) sii (x – y)2 = (z – t)2 , está constituida por dos rectas paralelas.

Observaciones

· Para aprobar el examen se necesita resolver correctamente cuatro ítems.

· Al terminar el examen podrás ver la resolución del mismo en cartelera

· Recordá que podés aclarar tus dudas suscribiéndote al grupo de consulta matemdiscreta@gruposyahoo.com.ar















RESOLUCIÓN FINAL DE MATEMÁTICA DISCRETA. 

U.T.N.F.R.B.A  01 / 06 / 02.

1. 

a. 

Dado que un grafo es Euleriano si y sólo si es conexo y admite “0” o “2” vértices de valencia impar, al agregar un vértice (v), para mantener la conexidad bastará conectarlo a cualquiera de los vértices del grafo dado y para forzar el cumplimiento de la segunda condición enunciada, se podrá por ejemplo:

· Agregar 20 aristas que conecten el vértice “v” con los 20 vértices de valencia impar para que de este modo todos los vértices tengan valencia par (“0” vértices de valencia impar)

· Agregar 18 aristas que conecten el vértice “v” con 18 de los 20 vértices de valencia impar para que de este modo queden 2 vértices de valencia impar y 33 vértices de valencia par.

b.   

Para conjeturar una conclusión válida, convendrá asociar a cada uno de los esquemas proposicionales los conjuntos de verdad respectivos y vizualizar las premisas a través de diagramas de Venn:
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p(x) 

P = {a / v(p(a)) = V}

[image: image440.wmf]y

q(x)

Q = {a / v(q(a)) = V}

[image: image441.wmf]y

r(x) 

R = {a / v(r(a)) = V}

De este modo:

· la primera premisa: p1: ( x:(p(x) ( q(x)) nos dirá que P ( Q ( ( sii 
P ( ( o Q ( (
· la segunda premisa: p2: (x:( r(x) ((~ p(x) ( ~q(x))) nos dirá 
     que R ( 
[image: image17.wmf]Q
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En consecuencia se podría inferir en forma válida (por ejemplo): ( x: ~r(x)
Hagamos una prueba formal:

1. ( x:(p(x) ( q(x)) (premisa)

2. p(a) ( q(a) (particularización existencial en 1.) (“a” es una constante determinada del universo de definición)

3. (x:( r(x) ((~ p(x) ( ~q(x))) (premisa)

4. r(a) ((~ p(a) ( ~q(a)) (particularización universal en 3.)

5. r(a) ( ~ (p(a) (q(a)) ) (ley de De Morgan en 4.)

6. (p(a) (q(a)) ( ~ r(a) (contrarecíproco en 5. )

7. ~ r(a) (modus ponens (2, 6)

8. ( x:( ~ r(x)) (generalización existencial en 7.)

2. 

a. 

Dado que de entrada hay que distribuir 20 alumnos en cada aula:
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restarán distribuir 150 – 80 = 70  alumnos.

Ahora bien como en el aula 406 no entran más de 35 alumnos la cantidad de alumnos (de los setenta que hay que distribuir) que podrán ir en esa aula será x con 0( x ( 15 . Las situaciones extremas serían las indicadas:
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En consecuencia restarán distribuir 70 – x = n con 55( n ( 70  alumnos en las tres aulas restantes. De donde tomando como modelo de conteo la idea de puntos ( n puntos representativos de los alumnos por distribuir) y barras (2 barras representativas de las tres aulas restantes), el número buscado estará dado por la suma:
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 b. 

NO ES POSIBLE , dado que si un conjunto ordenado tiene máximo (M), este coincide con el supremo:

Habrá que probar que:

i).”M” es cota superior de A

ii). si C es cota superior de A. entonces M ≼ C

D/ 

i) 
[image: image31.wmf]A
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(definición de máximo / definición de cota superior)

ii) C es cota superior de A
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(definición de cota superior / M
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c.   

SÍ, PUEDE ASEGURARSE

Si 
[image: image38.wmf]a.b
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 y p es primo entonces 
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D /

· Si 
[image: image41.wmf]a

p

 nada habrá que probar

· Si  p ∤ a, habrá que probar que 
[image: image42.wmf]b

p
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Dado que p es primo y  p ∤ a necesariamente (a,p) = 1 = s.a + t.p con s y t enteros. Entonces multiplicando por “b “ambos miembros quedará

b = s(a.b) + (b.t) p 
[image: image43.wmf]{
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 s. (kp) + (b.t) p = (s.k + b.t).p con lo cual 
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3.

a. VERDADERA

D / 

· Dado que los vértices son subconjuntos de dos elementos tomados de un conjunto de n elementos, efectivamente  |V| =
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·  Dado que los vértices adyacentes son aquellos subconjuntos de dos elementos que no tienen elementos en común, el grafo será regular y la valencia o grado de cada vértice será 
[image: image46.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

2

2

n


(para hallar los vértices adyacentes a uno dado (conjunto de dos elementos: x e y) bastará quitar del conjunto de vértices “x” e “y” y determinar todos los conjuntos de dos elementos del conjunto restante).

Si ahora se tiene en cuenta que en todo grafo 
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, de acuerdo a lo dicho anteriormente quedará:
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 sii |A| = 
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b. FALSA

Teniendo en cuenta que toda álgebra de Boole está ordenada a través de la relación de orden: x ≼ y sii x + y = y, resultará:

x. (y +z) + 
[image: image50.wmf])
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 = (x + x. (y +z)) + 
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 = x + 
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 = 
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(ley asociativa – ley conmutativa / ley de absorción / ley conmutativa)

con lo cual x. (y +z) ≼ 
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c. VERDADERA

De acuerdo a la definición de la relación:

Cl((a, b)) = { (x, y) / (x, y) S (a, b)} y como 

(x, y) S (a, b) sii (x – y)2 = (a – b)2  sii x –y = a – b  o  x – y = b – a  sii 

y = x – (a –b)  o  y = x – (b –a) quedará:

Cl((a, b)) = { (x, y) / y = x – (a –b)  o  y = x – (b –a)} y efectivamente quedarán (si a ( b) dos rectas  paralelas de pendiente “1” y ordenadas al origen opuestas entre sí.

FINAL MATEMÁTICA DISCRETA 5 / 12 / 02

EJERCICIO Nº 1
Realizar las siguientes acciones:

a.  Analizar la validez del siguiente razonamiento (probar o refutar su validez)
Todos los créditos bancarios para compra de inmuebles tienen un plazo de cancelación de 10 años. Algunos créditos para compra de inmuebles tienen un interés mensual del 8%. Por lo tanto todos los créditos bancarios tienen un interés mensual del 8% y un plazo de cancelación de 10 años.
b. A través del uso de propiedades de congruencias, hallar resto ((3.94 + 115.5  -35) :10)
c. Hallar el conjunto mayorante (cotas superiores) -supremo y minorante (cotas inferiores) –ínfimo del conjunto X = 
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( R2 ordenado a través de la relación definida en R2 en la forma: A R B sii  aij ≤ bij  (i, j
EJERCICIO Nº 2

Responder a los siguientes interrogantes:

a. ¿Qué forma tiene la matriz de adyacencia de un grafo completo Kn y la matriz de adyacencia de un grafo bipartido completo Km,n.

b. ¿Porqué puede asegurarse que la siguiente afirmación no es tautológica?
En toda Algebra de Boole y cualquiera sea el valor de a, b y c:  

a + ( b . c ) [image: image56.png]


  a + (b.
[image: image57.wmf]c

) ( c = 
[image: image58.wmf]c


c. ¿Puede asumirse el conjunto A = {cl ((0, y)) / y ( 0}como conjunto cociente correspondiente a la relación de equivalencia definida en R2  : 

(a, b) S (c, d) sii |4.a – b| = |4.c – d|?
EJERCICIO Nº 3

¿Verdadero o falso? (justificar)

a. La cantidad de soluciones enteras de la ecuación: x + y + z = 21 

con x ( 1, y ( 4, z  ( 5 es 45.
b. Si se considera el grafo indicado a través de la tabla de pesos , hay por lo menos tres árboles generadores mínimos distintos del mismo (hallarlos mediante aplicación de algoritmo adecuado).
	x
	a
	b
	c
	d
	e
	f
	g
	h
	i

	( (x)
	{2,1}
	{1,3}
	{4,3}
	{2,3}
	{3,4}
	{5,4}
	{3,5}
	{6,4}
	{3,6}

	peso(x)
	1
	2
	2
	2
	2
	5
	0
	1
	2


[image: image442.wmf]t



RESOLUCIÓN FINAL MATEMÁTICA DISCRETA  05 / 12 / 02

EJERCICIO N º 1

a.   En U = { x / x es crédito bancario}con :

i (x) : x es crédito para compra de inmuebles 

c(x): x es crédito cancelable a 10 años

o(x): x es crédito con interés mensual del 8%

el esquema de razonamiento quedará en la forma:

(x: (i (x) ( c(x)); (x:(i (x) ( o(x)) 
[image: image59.wmf]\

(x: (c (x)  ( o(x))

Ahora entonces si se visualizan las premisas mediante el uso de diagramas de Venn asociando un conjunto a cada forma proposicional (el conjunto de verdad de dicha forma proposicional):

  i (x)  ( I

  c (x) ( C

   o (x) ( O

 se podría ver que el razonamiento es inválido:

Bastará entonces hallar una interpretación que muestre claramente que cabe la posibilidad de que las premisas sean verdaderas y la conclusión falsa.

Por ejemplo:

Sobre U = R,

i (x) : x > 10 

c(x): x > 5 

o(x): x
[image: image60.wmf]£

 18

V(premisa 1) = V 

(por definición de “ser mayor que” y considerando que 10 >5)

V(premisa 2) = V (por ejemplo 15 satisface la conjunción).

V(conclusión) = F (por ejemplo 20 no  satisface la conjunción)

b.   

Para determinar el resto de la división planteada (con congruencias), convendrá tener en cuenta las siguientes propiedades relativas al conjunto de los enteros:

(1) (a : a ( n r con r : resto (a: n)

(2) a ( n b ( a p ( n b p
(3) a ( n b ( a. c ( n b. c

(4) a ( n b ( c ( n d ( a + c ( n b + c

(5) a ( n b ( c ( n d ( a . c ( n b . d

Entonces si comenzamos considerando las potencias que intervienen en el enunciado se podrá observar lo siguiente:

[image: image443.wmf]y

[image: image444.wmf]z

i. 94 = 92. 92  y como 92 = 81 y 81( 10 1 , resultará 94 ( 10 1
en consecuencia por (3) : 3.94 ( 10 3
[image: image445.wmf]t

ii. 11( 10 1 , de donde 115 ( 10 15 ( 10 1 

[image: image446.wmf]z


en consecuencia por (3): 115. 5 ( 10 5
iii. por (1): –35 ( 10 5  (-35 = (-4). 10 + 5)
Finalmente por (4) quedará: 3.94 + 115.5  -35 ( 10 3 + 5 + 5 ( 10 13 ( 10 3

De donde  Resto ((3.94 + 115.5  -35): 10) = 3

c.   

Quizás convenga hacer el diagrama de Hasse restringido a X:

Si se considera :

A : 
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el diagrama quedará:

Y entonces:

X* = 
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con supremo: 
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X* = 
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EJERCICIO Nº 2

a.  

1. Teniendo en cuenta la definición de grafo completo con n vértices: grafo simple (sin lazos ni aristas paralelas) con la particularidad que cada vértice es adyacente a los restantes), la matriz de adyacencia de Kn será una matriz cuadrada de orden n, tendrá 0`s en la diagonal principal y 1’ s fuera de la diagonal principal.

2. Teniendo en cuenta la definición de grafo bipartido completo K m, n 

con m + n vértices  : grafo simple (sin lazos ni aristas paralelas) con la particularidad que cada vértice de V 1 (|V 1 | = m) es adyacente a los vértices de  V 2 (|V 2 | = n), la matriz de adyacencia de K m, n será una matriz cuadrada de orden m + n, de la forma indicada:

	0´S

m x m
	1´S

m x n

	1´S

n x m
	0´S

n x n


b. 

Si se tiene en cuenta que en toda álgebra de Boole no existen elementos que coincidan con su complemento, el consecuente del condicional planteado será falso para cualquier asignación de valores a “ c”. Bastará entonces indicar algún álgebra de Boole  y valores específicos a las variables a, b y c de modo que el antecedente sea verdadero. Con esto quedará probado que el enunciado no es tautológico.

Sea por ejemplo: 

A = (P({1,2, 3}), (, (, (  , (, {1,2,3}) con a = b = ( y c = {1}

Efectivamente:

 a + ( b . c ) =  ( ( (( ( {1}) = (
 a + (b.
[image: image68.wmf]c

) = (  ( ((( ( {2,3}) = (
con lo cual ( ( ( es verdadero (recordar que en esta álgebra de Boole  [image: image69.png]


 : (
c. 

Si consideramos las clases de equivalencia correspondientes a la relación de equivalencia indicada, quedará:

Cl ((a, b)) = {(x, y) ( R2 / |4. x – y| = |4. a – b|} y teniendo en cuenta que:

|4. x – y| = |4. a – b| sii  4. x – y = 4. a – b  o  4. x – y = - 4. a + b sii

y = 4. x + (b – 4. a)  o   y = 4. x + ( 4. a - b), quedará:

Cl ((a, b)) = {(x, y) ( R2 / y = 4. x + (b – 4. a)  o   y = 4. x + ( 4. a - b)}

(o sea que cada clase consta de dos rectas con pendiente  = 4 y ordenada al origen variable en función de a y b siempre que b ( 4.a en cuyo caso se reduce a un sóla recta, la recta de ecuación: y = 4.x

Entonces como para armar el conjunto cociente habrá que elegir un representante  de cada clase, se puede optar por elegir como representante al punto intersección con el eje positivo de las ordenadas, incluyendo también al (0, 0) como representante de la recta y = 4.x, tal como se propone en el enunciado.

EJERCICIO Nº 3

a. VERDADERO
Dado que el problema se reduce al de distribuir objetos idénticos (en este caso 21 unidades) en casilleros (en este caso tres casilleros asociadas a las tres variables que entran en juego) y con la consideración que x ( 1, y ( 4, z  ( 5, el estado de situación será el siguiente:

( ( | ( ( ( ( ( | ( ( ( ( ( (

con  lo cual restan distribuir 21 – (2 + 5 + 6) = 8 en tres casilleros (dos barras) y la respuesta entonces estará dada por el númeor combinatorio 
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b. VERDADERO
Efectivamente por aplicación de algoritmo de Prim, pueden hallarse por lo  menos tres árboles generadores mínimos diferentes de peso = 6. Mostremos en detalle la construcción de los mismos:

	V(T1)
	A(T1)
	V(T2)
	A(T2)

	{1}
	ɸ
	{1}
	ɸ

	{1,2}
	{a}
	{1,2}
	{a}

	{1,2, 3}
	{a, d}
	{1,2, 3}
	{a, b}

	{1,2, 3, 5}
	{a, d, g}
	{1,2, 3, 5}
	{a, b, g}

	{1,2, 3, 5, 6}
	{a, d, g, i}
	{1,2, 3, 5, 6}
	{a, b, g, i}

	{1,2, 3, 5, 6, 4}
	{a, d, g, i, h}
	{1,2, 3, 5, 6, 4}
	{a, b, g, i, h}


	V(T3)
	A(T3)

	{1}
	ɸ

	{1,2}
	{a}

	{1, 2, 3}
	{a, b}

	{1, 2, 3, 5}
	{a, b, g}

	{1,2, 3, 5, 4}
	{a, b, g, e}

	{1,2, 3, 5, 4, 6}
	{a, b, g, e, h}


Consultas  - dudas: matemdiscreta@gruposyahoo.com.ar

FINAL DE MATEMÁTICA DISCRETA. U.T.N. 12 / 12 / 02.

EJERCICIO Nº 1. ¿Verdadero o falso? (justificar)

a. Los dos grafos de la figura 

[image: image71.png]



son isomorfos pues tienen el mismo número de vértices y de aristas.

b. Es posible determinar un subconjunto no vacío S de modo tal que el álgebra de Boole 

(P(S),(, (, (  ,(, S) sea isomorfa al álgebra de Boole (D 30, +, (, (  , 1, 30)
c. Se puede asumir el conjunto A = 
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como conjunto cociente correspondiente a la relación de equivalencia definida en R2 x 2  : A S B sii Traza (A) = Traza (B)

(Recordar que la traza de una matriz está dada por la suma de los elementos de la diagonal principal).

EJERCICIO Nº 2. Responder en forma razonada a los siguientes interrogantes:

a. ¿Es posible hallar al menos un árbol generador del grafo indicado, que tenga sólo tres puentes y cuatro puntos de articulación (o puntos de corte)?

[image: image73.png]



b. Si se considera el esquema de razonamiento:

(x: P(x) ( (x: P(x),  (x: (P(x) (Q(x)), (x: (Q(x) ( R(x)) ∴ (x: (P(x) ( R(x)) y la interpretación:

U = ℝ,   P(x) : |x| ( 4,   Q(x):x2 ( 25         R(x): |x| ≤ 4

¿puede afirmarse si la conclusión es válida o no? 

c. Para dar el examen de matemática discreta del día 12/12, un alumno de primer año de sistemas dedicó 30 hs de estudio a lo largo de diez días y a partir del 3 / 12. ¿De cuántas formas pudo distribuir las horas de estudio (se supone que cada día lo ha hecho un número entero de horas) si el martes 4/ 12 no pudo estudiar porque tuvo fiebre y el fin de semana por lo menos le dedicó 2 hs cada día?

EJERCICIO Nº 3. Demostrar: 

a. en Z: (a, b) = d ( (d | a ( d | b ( (a|d, b|d) = 1

b. que si el conjunto ordenado (A, ≼) ,con A ( B, tiene un máximo : x, entonces x coincide con el supremo.


RESOLUCIÓN FINAL DE MATEMÁTICA DISCRETA . 12 / 12 / 02

EJERCICIO Nº 1.

a. FALSO
Si bien es cierto que los grafos tienen la misma cantidad de vértices (6) y de aristas (9), estas son condiciones necesarias pero no suficientes para que  los grafos sean isomorfos. Si se observa las valencias de los vértices, el primer grafo tiene dos vértices de valencia 4 mientras que el segundo grafo tiene

tres vértices de valencia 4.El hecho de encontrar un atributo no invariante en los mismos permite afirmar que no son isomorfos.

b. VERDADERO

Teniendo en cuenta que D30 = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}y que a partir de los factores primos de este conjunto se podrán obtener los restantes (recordar que todo elemento de este conjunto será de la forma 2a.3b.5c con a, b y c ( {0,1}, el conjunto buscado será por ejemplo S = {2, 3, 5} con |P(S)| = 8 = | D 30| y un isomorfismo posible:

	x
	1
	2
	3
	5
	6
	10
	15
	30

	f(x)
	(
	{2}
	{3}
	{5}
	{2, 3}
	{2, 5}
	{3, 5}
	{2, 3, 5}


Observación: 

· Dado que toda álgebra de Boole está ordenada, si confeccionáramos los diagramas de Hasse correspondientes (D30 ordenada por la relación “ es divisor de “ y P(S) ordenada por la relación “está incluido en”) veríamos que son idénticos, lo que garantiza que se cumplan las condiciones:

f(x + y ) = f(x) + f(y) y f(x. y) = f(x). f(y)

· Por otra parte como los neutros se corresponden, se cumplen las condiciones: f(0A) = 0B y f(1A) = 1B 

· Finalmente la función definida resulta ser biyectiva.

De lo dicho se arriba a que efectivamente f es isomorfismo 

c. FALSO
Dado que la traza de las matrices tomadas como “supuestos representantes” de las distintas clases de equivalencia resulta ser un número real positivo, no representan a las matrices con traza negativa como por ejemplo a la matriz 
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 de traza = -3 + 0 = -3, con lo cual el conjunto definido no puede asumirse como conjunto cociente.
EJERCICIO Nº 2.
a. NO ES POSIBLE

Esto se debe al hecho de que si bien es posible hallar más de un árbol generador del grafo indicado, todas las aristas de un árbol son puentes, en este caso habrá exactamente 11 puentes (12 extremos) con la particularidad de que sus extremos o bien son hojas o bien puntos de corte. Así podrás hallar por ejemplo árboles generadores con 3 hojas y 9 puntos de corte o bien árboles generadores con 4 hojas y 8 puntos de corte por ejemplo.
b. PUEDE AFIRMARSE QUE LA CONCLUSIÓN NO ES VÁLIDA, debido a que con la interpretación indicada las premisas resultan ser verdaderas y  la conclusión falsa, condición necesaria y suficiente para afirmar que el esquema de razonamiento es inválido.

· V (p1: (x: P(x) ( (x: P(x)) = V 

En realidad esta premisa (x: P(x) ( (x: P(x), es verdadera cualquiera sea la interpretación considerada: si todos las constantes del universo de definición son raíces del esquema proposicional P(x), en particular alguna constante es raíz de P(x).

· V (p2: (x: (P(x) ( Q(x))) = V 

Por ejemplo la constante a = 4.5 es raíz del esquema P(x) (Q(x)

· V (p3: (x: (Q(x) ( R(x)))) = V

Por ejemplo la constante a = 0 es raíz del esquema Q(x) (R(x)

· V (C: (x: (P(x) ( R(x))) = F

Esto se debe a que P(x) (( R(x)

c. Si se considera la idea de “ distribución de elementos indistinguibles en cajas” (visualizadas a través de puntos y barras), en este caso los elementos indistinguibles serán las horas de estudio (30 horas: 30 puntos) y las cajas serán los días de estudio (10 días : 9 barras). En consecuencia como el martes 4 no pudo estudiar por la fiebre, el casillero correspondiente estará vacío y como el sábado y el domingo estudió al menos 2 hs, en las cajas correspondientes se pondrá de entrada dos puntos. De este modo el esquema de análisis será entonces:

|vacío |
|
|  ( (
|  ( (
|
|
|
|

Y entonces restarán distribuir 30 – 4 = 26 horas (26 puntos) en 9 días (8 barras). La respuesta a esta cuestión la dará el número: 
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EJERCICIO Nº 3.
a. 

D / 

() H ) (a, b) = d




T ) d | a ( d | b ( (a|d, b|d) = 1

D / 

Como de la hipótesis y por definición de máximo común divisor se desprende en forma inmediata que d | a ( d | b, restará probar que a|d, b|d) = 1

De la hipótesis y por propiedad del máximo común divisor, existen enteros s y t de modo tal que: d = s. a + t. b.

Dividiendo ambos miembros por d quedará: 1 = s. (a/d) + t. (b/d)
lo que por teorema de Bézout significa que (a|d, b|d) = 1
() 

H ) d | a ( d | b ( (a|d, b|d) = 1



T ) (a, b) = d sii 
[image: image76.wmf]{

}

d

|

x

)

b

|

x

a

|

x

(

)

ii

b

|

d

a

|

d

)

i

Þ

Ù

Ù


Como de la hipótesis se desprende i), resta probar ii):

Por Teorema de Bézout e hipótesis: existen enteros s y t de modo tal que: 

1 = s.(a/d) + t. (b/d) lo que significa (multiplicando ambos miembros por d) que d = s. a + t. b.

Ahora bien de x | a ( x| b se desprende (propiedad de divisibilidad):

x | a. s ( x| t. b y de esta afirmación a su vez se desprende (propiedad de divisibilidad) que x | a. s + t. b. En consecuencia x | d

b.   

Habrá que probar que:

i).”x” es cota superior de A


ii). si c es cota superior de A. entonces x ≼ c

D/ i). 
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Î

x

: máximo de A((a (A: a≼ x ( x: cota superior de (A, ≼)
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    ii). c es cota superior de A ( (a (A: a≼ c ( x≼ c


(definición de cota superior / x
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FINAL DE MATEMÁTICA DISCRETA. U.T.N.F.R.B.A. 07 / 03 / 02

EN TODOS LOS EJERCICIOS RECUADRAR LA ÚNICA RESPUESTA CORRECTA. EL EXAMEN SE APRUEBA CON AL MENOS OCHO (8) RESPUESTAS CORRECTAS. DEBE HABER MÁS RESPUESTAS CORRECTAS QUE INCORRECTAS PARA APROBAR EL EXAMEN.

1.Un grafo posee 60 vértices y 310 aristas, 59 vértices con grado 10. El grado del  vértice restante es:

a. 
10

b. 
15

c. 
20

d. 30
 

2. En el grafo indicado entre A y B se da lo indicado: 









12

1




3

      2
      



   A















2






     5




     13




a. Hay exactamente 3 caminos mínimos de long. 10 
b. Hay exactamente 2 caminos mínimos de long. 9


c. Hay exactamente 3 caminos mínimos de long. 9 
d. Hay exactamente 2 caminos mínimos de long. 10

3. El grafo indicado en el ejercicio anterior :

a. Admite camino euleriano no cerrado  

b. Es regular

c. Admite sólo un árbol generador mínimo que no contenga las aristas AC y CB
d.  Es fuertemente conexo y admite subgrafo bipartido completo



4. En una cierta residencia de estudiantes, la oficina de alojamientos ha decidido nombrar, para cada piso, un consejero residente masculino y uno femenino. La cantidad de pares diferentes de consejeros que pueden seleccionarse para un edificio de 7 pisos, de 12 candidatos del sexo masculino y 15 del sexo femenino y siempre que Chiche y Eduardo no estén juntos es de : 

a. C154, 7 

b.   V179, 7
c.   V178, 7
d. V154, 7 

5. La cantidad  de números de 4 dígitos que pueden formarse utilizando únicamente los dígitos 3, 4, 5, 6 y 7 y de modo tal que tengan al menos dos dígitos repetidos es de:

a. 
85
 
b.
505
 c.
300
 
d.  17  
(485).Poner 60 como opción

6. La suma :
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 resulta ser igual a:

a. 
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b. 
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c. 
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d. 
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7. Dado el entero “a”, si resto (a : 7 ) = 6 entonces resto ((a + 10): 7)  es igual a:
a.10
 

 b. 0


   c. 2


  d. 16

8. La ecuación -525 (18. x (módulo 24) admite exactamente (en término de clases):

a. 0 soluciones    b.  1 solución     c. 3 soluciones       d. 6 soluciones       

9. Dados los enteros no nulos a, b y c, de a | b y a | c se infiere que necesariamente:

a. 2.a | b + c
b.  a | b 2 + 3. c
c. 2.a | b. c
 d. a. c | a. b

10. En un álgebra de Boole : (x: (y: ínfimo{x, y} es igual a:

a. x +y     

  b.      x  

  c. x. y    


     d. y

11. En un álgebra de Boole se verifica (cualquiera sea x e y): 
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a.   
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12. Un estudiante recibirá una calificación de aprobado en un curso si se reúne una o mas de las condiciones siguientes :

i) Obtuvo 7 puntos o más en el examen de mitad de período (X) y 7 puntos o más en el examen final (Y).

ii) Obtuvo 7 puntos o más en al menos uno de los dos exámenes (de mitad de período o final) y tiene una beca de atletismo (Z).

iii) Su padre es el instructor del curso (I)
Una expresión booleana que de1 en caso de que apruebe y 0 en caso contrario resulta ser:

a. X + Z + Y+ I  
b. 
[image: image89.wmf]Z

.

Y

.

X

c.  
[image: image90.wmf])

I

Z

Y

X

).(

I

Z

Y

X

)(

I

Y

X

(

+

+

+

+

+

+

+

+


d. X. Y. Z
13. Dadas las proposiciones:

i) Es necesario que José no vaya al cine para que termine su tarea 

ii) No es cierto que:  José termine su tarea o vaya al cine

iii) José no termina su tarea y no irá al cine.

Son equivalentes entre sí:  

a. Sólo i) y ii) 

b. ninguna 

c. Sólo ii) y iii)

 d. i), ii) y iii)

14. De las premisas 
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se concluye en forma válida (cualquiera sea el universo de definición y los esquemas indicados): 
a. 
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15. La proposición indicada en A , resulta ser verdadera:

a.
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 b. 
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c. 
[image: image98.wmf])

R

A

(

)

x

y

y

x

(

:

y

:

x

2

=

³

Ú

>

"

$

   d. 
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16. Dada en 
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la relación definida por: 
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a. R es una relación de orden pero no de equivalencia.

b. R es una relación de equivalencia pero no de orden.

c. R es una relación de orden y de equivalencia.

d. R no es una relación ni de orden ni de equivalencia.

17. El conjunto ordenado (N2, R) con (a, b) R (c, d) sii a | c y b ≤ d cumple lo indicado:

a Está parcialmente ordenado y carece de mínimo     

b. Está totalmente ordenado y carece de máximo     
c. Está bien ordenado y tiene un solo minimal 

d. No está bien ordenado pero admite subconjunto totalmente ordenado

18. En todo conjunto ordenado se cumple lo indicado (x, y, z::

a. (sup{x,y} ≼ sup{y,z} ) ( x ≼ z  
b. (x ≼ y (  z ≼ y) ( ínf{x, z} ≼ y

c. (x ≼ y ( x ≼ z) ( x ≼ ínf{y, z} 
d. x ≼ sup{y,z} ( (x ≼ y  ( x ≼ z
19. Dada la relación de equivalencia definida en R: x S y sii  x.(x +4) = y.(y +4)

a. 0 y 4 están en la misma clase de equivalencia   b. Cl (0) = {0}   c. cl (4) ( cl(-4) = (   d. cl(4) = cl(-4)

20.Dada una relación de equivalencia definida en un conjunto no vacío A, necesariamente:
a.(a: cl( a) = (
 b.  (a: (b: (a ( b ( cl( a)  ( cl( b)  ( ()   
 c.  (a:  (b : cl( a)  ( cl( b)  ( (   
 

d. (a: cl( a) ( (   
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EN TODOS LOS EJERCICIOS RECUADRAR LA ÚNICA RESPUESTA CORRECTA. EL EXAMEN SE APRUEBA CON AL MENOS OCHO (8) RESPUESTAS CORRECTAS. DEBE HABER MÁS RESPUESTAS CORRECTAS QUE INCORRECTAS PARA APROBAR EL EXAMEN.

1. Los 15 vértices de un grafo simple pueden tener:

a. valencia 3  b. valencia 5  c. valencia 4  d. valencia 7  

2. Se quiere duplicar los tramos de un red de comunicación que en caso de deteriorarse imposibilitaría la comunicación entre ciertos puntos.


Los tramos que deben duplicarse son los indicados.

a. AB y DF  b. BD y FE  c. BD y FG  d. DE y FE

3. El grafo indicado 




es

a. Euleriano y acíclico

b. Bipartido y conexo

c. Isomorfo al grafo 



o  k – regular

d. Euleriano y con más de tres árboles generadores

4. La cantidad de números enteros positivos del 1 al 1000 no divisibles ni por 3, ni por 7 , ni por 11 a la vez es de: 

a. 667  b. 858   c. 997   d. 910

5. El número de soluciones enteras de la ecuación x1 +x2 + x3 + x4 = 32 con xi > 0 , 1 < i < 4 es de:

a. 6545  b. 4495   c. 58.905  d. 35.960

6. La sumatoria 
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resulta ser igual a:

a. 4105  + 524      b. 4105        c.  - 4105  + 524      d. -4105
7. La ecuación 5.x (15 (módulo 25) admite exactamente (en término de clases):

a. 0 soluciones    b.  1 solución     c. 5 soluciones       d. 15 soluciones       

8. El máximo común divisor y el mínimo común múltiplo entre n + 3 y n + 4 (cualquiera sea el natural n) son respectivamente:

a. 3 y 4       b.  1 y  n2  +  7.n + 12       c. 1 y n + 4        d. n + 3  y  n + 4

9. Sea S = { (1,1,0,0); (1,1,1,1); (1,0,1,1); (1,0,0,0)} con S ( {0, 1}4 .

La expresión reducida, en término de suma de productos, de la función booleana que toma el valor 1 en el conjunto S y 0 en el resto resulta ser:
a. 
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       b. 
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10. Es posible que el conjunto subyacente a un álgebra de Boole finita tenga exactamente:

a.   10 elementos    b. 5 elementos    c. 6 elementos       d. 16 elementos    
11. Es posible determinar (cualquiera sean a, b y c)un álgebra de Boole en el cual:

a. de a + (b. c) = a no se infiera necesariamente que a + b = a y a + c = a

b. de a + b = a  y  a + c = a no se infiera necesariamente que a + (b. c) = a 
c.  de a ≼ b no se infiera necesariamente que  
[image: image107.wmf]b

≼ 
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d. de 
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≼ 
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 no se infiera necesariamente que a ≼ b

12. El doble condicional indicado es verdadero (cualquiera sea el universo de definición y los esquemas p(x) y q(x):

a. 
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b. 
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c.  
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d. 
[image: image114.wmf]))

(

)

(

:

(

))

(

)

(

(

:

x

q

x

p

x

x

q

x

p

x

®

"

«

®

$


13. De las premisas 
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 se concluye en forma válida (cualquiera sea el universo de definición y los esquemas indicados):

a. 
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14. La proposición indicada en R , resulta ser verdadera:

a.  
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15. El conjunto cociente correspondiente a la relación de equivalencia definida en R2 :

(a,b) R (c,d) sii b2 = d2 resulta ser:

a.   {cl ((1, y))/ y < 0} b. {cl (y)/ y ≥ 0} c. {cl ((0, y))/ y ≥ 0} d. {cl ( y) / y < 0}

16. Dada una  relación de equivalencia definida en un conjunto A y dos clases de equivalencia cualesquiera cl(a) y cl(b) podría ocurrir lo indicado:

a.  cl(a) ( cl(b) y cl(b)  ⊈ cl(a)                                b. cl(a) = cl(b) o bien  cl(b) ( cl(a) = Ø 

c. cl(a) = Ø o bien  cl(b) = Ø


         d. cl(a) ( cl(b) o bien  cl(b) ( cl(a)

17. Es posible ordenar el conjunto A = {a,b,c,d,e,f} de modo tal que:

a. Esté bien ordenado y admita elementos incomparables  

b. Esté bien ordenado y admita exactamente dos maximales

c. Esté bien ordenado y no admita elementos incomparables  

d. Esté bien ordenado y  admita al menos dos minimales

18. Dada un álgebra de Boole (A, +, . , ¯ , 0, 1)  y un subconjunto S de A no vacío, para que S resulte ser también un álgebra de Boole es suficiente que:

a.  0 ɛ S 
  b. 1 ɛ S
 c.  1 ɛ S
y ((a, b:  a, b ɛ S( a + b ɛ S) 
d. 1 ɛ S
y ((a, b: a, b ɛ S( a .
[image: image124.wmf]b

 ɛ S
19. La altura de un árbol binario completo con 2047 nodos es:

a.   9         


b. 10    

 c. 11   
  

     d. 12

20. La suma 
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 EMBED Equation.3  [image: image126.wmf]2
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 resulta ser igual   a :

a.   n2        b.   
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Ejercicio 1:

a) Dadas las funciones proposicionales 
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b) Analizar la validez del siguiente razonamiento sin utilizar tablas de verdad:

“Si un monte se quema, algo suyo se quema. Algo suyo se quema si y sólo si es usted descuidado. Si usted no es descuidado, es acreedor a una felicitación.
Por lo tanto, si un monte se quema, usted no es acreedor a una felicitación”

Ejercicio 2:

a) Probar que en un álgebra de Boole:
[image: image133.wmf]x
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b) Se desea diseñar un dispositivo para una máquina expendedora de golosinas. La misma cuenta con 3 ranuras una para introducir monedas de 10 centavos, otra para monedas de 5 centavos y la última para monedas de 25 centavos. A lo sumo una moneda por ranura . Si la golosina que entrega la máquina vale 30 centavos, el dispositivo debe indicar con un 1 en la salida 
[image: image134.wmf]f

 si las monedas depositadas son suficientes para realizar la operación y con un 1 en la salida 
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 si en caso de realizar la operación, se debe entregar vuelto. Efectuar las tablas, simplificar 
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 y 
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, y dibujar ambos circuitos.

Ejercicio 3:   a) Demostrar la verdad o falsedad de las siguientes proposiciones:
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b) En las elecciones a intendente de una localidad, con un padrón electoral de 180 ciudadanos. Se presentan 3 partidos políticos. Se sabe que votó el 80 % de los empadronados, que cada candidato votó por sí mismo y que hubo votos en blanco. Cuántos resultados distintos pueden obtenerse.

Ejercicio 4:

a) Si 
[image: image139.wmf]R

es una relación de equivalencia definida en el conjunto 
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. Definir clase de equivalencia y probar que 
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b) En 
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se define la siguiente relación :
[image: image143.wmf])

(

)

(

)

,

(

)

,

(

d

b

c

a

d

c

R

b

a

³

Ù

£

«

. Probar que es una relación de orden. ¿Es un orden total?.Realizar el diagrama de Hasse y hallar  las cotas superiores del conjunto 
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Ejercicio 5: a) Probar que si 
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b) Dado el grafo cuya matriz de adyacencia es:
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RESOLUCIÓN:

RESOLUCIÓN FINAL MATEMÁTICA DISCRETA  28 / 05 / 03

CÁTEDRA LIC. MARÍA HORTENSIA ARRIOLA

Ejercicio 1:

a) Demostración formal de la primera proposición:
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Demostración de la Falsedad de la segunda proposición:

Considerar:
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Como 
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también lo es

 o sea el antecedente de la proposición es VERDADERO

Pero 
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o sea el consecuente de la proposición es FALSO 


b) m: un monte se quema

q: algo suyo se quema

d: Ud. es descuidado

f: Ud. es acreedor a una felicitación

Supongo premisas verdaderas y conclusión falsa.

Si la conclusión es Falsa entonces   
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En 1) como el antecedente es V y la implicación también se obtiene que 
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 y con este resultado, pasando a 2) se obtiene que  
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Estos valores no producen ninguna contradicción en 3) (F-(F) por lo tanto  estos valores obtenidos producen premisas verdaderas y conclusión falsa por lo tanto se trata de un RAZONAMIENTO INVÁLIDO

Ejercicio 2:

a) Una demostración puede ser:

De 
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 EMBED Equation.3  [image: image165.wmf]y
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De (1) y (2) se deduce la igualdad pedida.


b) 

	
	X (de 10)
	Y( de 25)
	Z( de 5)
	f
	g

	0
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	0
	1
	0
	0

	2
	0
	1
	0
	0
	0

	3
	0
	1
	1
	1
	0

	4
	1
	0
	0
	0
	0

	5
	1
	0
	1
	0
	0

	6
	1
	1
	0
	1
	1

	7
	1
	1
	1
	1
	1
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Ejercicio 3:

La primera proposición es VERDADERA: Como 7 es un número primo se tiene que 
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(7, 
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La segunda proposición es FALSA: tomar por ejemplo 
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b) votaron el 80% de 180= 144. Estos votos deben repartirse en 4 casilleros(partido 1, partido 2, partido 3, Blancos) pero hay 3 que va cada uno a cada uno de los tres primeros casilleros.. Es decir quedan por ubicar 141 en 4 casilleros, o sea  
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Ejercicio 4:

a) Demostración de 
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 (2). De (1) y (2) se prueba la tesis

Demostración de 
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Como 
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a)

Reflexiva: (a,b) R (a,b) porque a
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Antisimetría: Si (a,b)R (c,d)  y  (c,d)R(a,b) entonces  a=c  y b=d




(a
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a=c

b=d

Transitividad: (a,b) R (c,d)  y  (c, d)R (e,f) entonces (a,b) R (e,f)

       (a
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f   entonces (a,b)R(e,f)

En el  diagrama de Hasse se advierte que no es orden total ya que (1,1) no se relaciona con (0,0)




(1,0)




(1,1)


(0,0)





       (0,1)

COTAS SUPERIORES: 
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cotas sup.

(sólo los pares de enteros de esta región)

Ejercicio 5:

a) Si G es un árbol para cualquier par de vértices existe un único un camino simple que los une. Es por lo tanto obviamente conexo. ( se usó la existencia del camino )

Supongo que le quito una arista y sigue siendo conexo. Esa arista tiene dos vértices por extremos. Si el grafo sigue siendo conexo existe un camino (por ende camino simple) que une dichos vértices y que no utiliza dicha arista. Pero este más el que saqué ( la arista sacada es un camino de longitud 1 entre dichos vértices) hace que originariamente entre estos dos vértices existan 2 caminos simples diferentes. Lo que niega el hecho que G es un árbol.

b) grado (v1)=4

grado (v2)=4

grado (v3)=3

grado (v4)=3

grado (v5)=3

grado (v6) =3

No es grafo de Euler porque tiene 4 vértices de grado impar.

Hay que eliminar un vértice tratando que los que quedan tengan los mismos grados que el otro grafo, estos son: 2 de grado 3, 1 de grado 4 y 2 de grado 2.

Por ejemplo si elimino el v1 la matriz queda:
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      y quedan 3 vértices de grado 2 y 2 de grado 3 NO SIRVE

Por ejemplo si elimino v4 la matriz queda:
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al eliminar v4  quedan 1 de grado 4 (v1), 2 de grado 3 (v2 y v6) y 2 de grado 2.(v3 y v5 ) 

Esta matriz de adyacencia coincide con la del grafo
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según la ordenación de vértices:

a, c, e, b, d, por lo que resulta ser grafos isomorfos


ESTE EXAMEN LO PODRÁN BAJAR DEL FORO DE CONSULTA:

matemdiscreta@gruposyahoo.com.ar EN ARCHIVO. FINALES UTN 2003

FINAL DE MATEMÁTICA DISCRETA. U.T.N.F.R.B.A  21 / 02 / 02.

1. Responder en forma justificada a los siguientes interrogantes:

a. Dada la matriz asociada a una relación definida en A = {a, b, c}:
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con x, y, z ({0, 1}:

1. ¿bajo qué condiciones la relación es reflexiva?

2. ¿bajo qué condiciones la relación es simétrica?

3. ¿bajo qué condiciones la relación es antisimétrica?

4. ¿bajo qué condiciones la relación es transitiva?

b. ¿Necesariamente en cualquier grafo simple con “n “ vértices hay al menos dos vértices con la misma valencia?

c. ¿Cuál es el menor número de tres cifras que al ser dividido por 5 y 7 en cada caso da residuo 3?

2.   Realizar las acciones indicadas:

a.   En una reunión celebrada entre 12 países de la Comunidad Europea se acuerda aceptar las resoluciones aprobadas por la mayoría de los miembros. España, Italia, Portugal y Grecia votan en bloque. Situación similar es la de Francia y Alemania. También hacen lo mismo Reino Unido e Irlanda por un lado y Bélgica, Holanda y Luxemburgo por otro. Dinamarca siempre vota lo contrario que Alemania y los tres países Bélgica, Holanda y Luxemburgo lo contrario que Irlanda. Encontrar los países que tienen mayor poder de  decisión.(justificar la respuesta)

b. Demostrar que si T es un árbol  y v una hoja de T entonces T – v es un árbol.
c. Indicar en caso de ser posible dos clases de equivalencia disjuntas entre sí, correspondientes a la relación de equivalencia definida en R2:

(a, b) R (c, d) sii 4.a – b = 4.c - d

3. Recuadrar en cada caso la única respuesta correcta.

a. Si se sabe que algunos mamíferos son acuáticos y algunos animales acuáticos son carnívoros y se indican las afirmaciones:

i. Algunos mamíferos son carnívoros.

ii. Ningún mamíferos es carnívoro 

iii. Todos los animales acuáticos son mamíferos.

¿Cuál de las opciones indicadas se da? 

1.Exactamente una se  infiere necesariamente (recuadrarla)

2. Ninguna se  infiere necesariamente.

3. Más de una se  infiere necesariamente (recuadrarlas).

b. La cantidad de maneras diferentes en que se pueden sentar 10 personas en una mesa redonda de 6 asientos y con 4 en espera es la indicada:

1.  151.200

2.   210

3.   25.200

RESOLUCIÓN FINAL DE MATEMÁTICA DISCRETA. 

U.T.N.F.R.B.A  28 / 02 / 02.

Nueva dirección para consulta vía mail: matemdiscreta@gruposyahoo.com.ar
1.   Si se tiene en cuenta que  dada A = [aij] = M ( R ) = 
[image: image207.wmf]î

í

ì

Ï

Î

R

)

j

,

i

(

si

1

R

)

j

,

i

(

si

0

y:

· R es reflexiva sii aii = 1 (i

· R es simétrica sii aii = a ji  (i, j (A simétrica)

· R es antisimétrica sii (i, j:( (i ≠j (  aij = 1)( aji = 0)

· R es transitiva sii A.A ≼ A (considerando la suma y producto booleanos) y  la relación de orden definida en la forma: C ≼ D sii cij ( dij  (i, j

a.   

1. La relación es reflexiva  sii y = 1

2. La relación es simétrica sii z = 0

3. Para ningún valor de x  - y- z la relación  es antisimétrica

4. La relación es transitiva sii 
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b. Lo planteado ocurre necesariamente 

Efectivamente , si un grafo simple (sin lazos ni aristas paralelas) tiene “n “ vértices entonces existen al menos dos vértices con la misma valencia.

Si lo probamos por absurdo partiríamos de la siguiente consideración:

(v: (w: g(v) ≠ g(w)

con lo cual y dado que (x ( VG : 0 ( g(x) ( n-1  

(recordar que no hay  lazos ni aristas paralelas)

se daría las siguientes asignaciones entre vértices y valencias (o grados):
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y entonces se produciría una contradicción entre la primera y la última afirmación la cual proviene de suponer que la afirmación dada es falsa.

c.  

De acuerdo al enunciado el número buscado deberá ser de la forma:
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y como [5, 7] = 35, el número buscado tendrá la forma:
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con lo cual y dado que N debe tener tres cifras, N = 35. 3 + 3 = 108

2.  

a.   

De acuerdo a las alianzas establecidas entre los países mencionados se los puede agrupar del siguiente modo:

B1 = {España, Italia, Portugal, Grecia}

B2 = {Francia, Alemania}

B3 = {Reino Unido, Irlanda}

B4 = {Bélgica, Holanda, Luxemburgo}

B5 = {Dinamarca}

Si se armara una tabla booleana considerando:

1 : voto por la afirmativa para  tomar cierta resolución 

0 : voto por la negativa para  tomar cierta resolución

y el hecho de que:

· Dinamarca siempre vota lo mismo que Alemania

· Los tres países Bélgica, Holanda y Luxemburgo lo contrario que Irlanda

Bastará considerar para el análisis una tabla con 8 filas (la tabla completa tendría 16 filas) en donde se expliciten los votos efectuados (por bloques) y la resolución tomada en cada caso:

	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	Resultado general 

(por mayoría)

	0
	0
	0
	1
	1
	0

	0
	0
	1
	0
	1
	0

	0
	1
	0
	1
	0
	0

	0
	1
	1
	0
	0
	0

	1
	0
	0
	1
	1
	1

	1
	0
	1
	0
	1
	1

	1
	1
	0
	1
	0
	1

	1
	1
	1
	0
	0
	1


Restará buscar cuál es el bloque con más coincidencias entre votación por bloque  - votación general tomada y los países integrantes de cada bloque para determinar los países con mayor poder de decisión.

De este análisis resulta:

B1  (  8 coincidencias

B2  ( 4 coincidencias
B3  ( 4 coincidencias
B4  ( 4 coincidencias
B5 ( 4 coincidencias

Con lo cual los países con mayor poder de decisión (al menos en esta reunión) son los integrantes del bloque 1: España, Italia, Portugal, Grecia

b. 

H) T es un árbol  y v una hoja de T    T) T – v es un árbol

D / Por absurdo
 Si se parte del supuesto que : T es un árbol , v es una hoja de T   y T – v no es un árbol, podría darse de acuerdo a la última afirmación dos casos:

1. T – v admite ciclo

Si esto se diera T también admitiría ciclo con lo cual T no sería árbol. Absurdo pues contradice el primer supuesto.

2. T – v no es conexo

Si esto se diera querrá decir que entre dos vértices distintos s y t (s, t ≠ v) no habrá camino que no contenga a v. Ahora bien como T es conexo, entre s y t habrá camino que contiene necesariamente a v (puede considerarse camino simple): (s,....u, v, k.....,t),  con lo cual v no sería hoja debido a g(v) > 1 (se muestra aquí que es adyacente al vértice u y k). Absurdo pues contradice el segundo supuesto.

c.   Es posible

Si se tiene en cuenta que  para cada valor de a y b:

cl((a, b)) = { (x, y) ( R2 / 4.a –b = 4.x – y} =

     = { (x, y) ( R2 / y = 4.x + (b -  4.a)}

(rectas con pendiente 4 (paralelas) y ordenada al origen ( b -  4.a))

para determinar dos clases disjuntas entre sí, bastará con elegir dos pares ordenados que pertenezcan a dos rectas diferentes. Por ejemplo:

cl ((0, 1)) ( y = 4.x + 1  y cl ((1, 0)) ( y = 4.x - 4

3.   

a.  La opción correcta es  la 2
Si se considera los conjuntos 

M = { x / x es mamífero}

A = {x / x es animal acuático}

C = {x / x es carnívor}

· La afirmación i.  no se infiere necesariamente .Podría ocurrir lo planteado en el diagrama de Venn indicado a continuación

· La afirmación ii. no se infiere necesariamente .Podría ocurrir lo planteado en el diagrama de Venn indicado a continuación

· Teniendo en cuenta cualquiera de las consideraciones anteriores la afirmación iii. no se infiere necesariamente
b.  La opción correcta es 3. 

Dado que sólo hay 6 asientos se podrán sentar 
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 personas y como la disposición es circular, a su vez cada grupo de personas (interesan las posiciones relativas) se podrá ubicar de (6 –1)! = 5! =120 formas diferentes.

Por ende el número total de ubicaciones será: 210.120 = 25.200
FINAL DE MATEMÁTICA DISCRETA. U.T.N.F.R.B.A. 13 / 02 / 02

EN TODOS LOS EJERCICIOS RECUADRAR LA ÚNICA RESPUESTA CORRECTA. EL EXAMEN SE APRUEBA CON AL MENOS OCHO (8) RESPUESTAS CORRECTAS. DEBE HABER MÁS RESPUESTAS CORRECTAS QUE INCORRECTAS PARA APROBAR EL EXAMEN.

1. ¿De cuántas maneras diferentes se podrán ubicar “todas” las cifras desde el 1 hasta el 7 en el siguiente esquema:

a. 823,543

b. 5040

c. 840

d. 35.280

2. El número de soluciones enteras de la ecuación a + b + c + d  + e = 45 con a, b, c, d, e  > 0 es :

a.
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3. En un torneo se jugaron (parejas) en total 524 partidos y se sabe además que hubieron 2 ruedas. En la primera jugaron todos contra todos y en la segunda jugarán los 8 mejores. ¿Cuántos participarán? 

a. 22       b.   516       c. 32      d. 254

4. El razonamiento: Todos los Ingenieros en Sistemas son especialistas en programación . Los escritores son bohemios. Joaquín es Ingeniero en Sistemas. Ningún bohemio es especialista en programación. 

Por lo tanto Joaquín no es escritor.

a. Válido
 b. Inválido 
c. A veces válido 
d. A veces inválido

5. Indicar la proposición equivalente a : “No es el caso que:  el peso se devalúe y no se de un proceso inflacionario”.  

a. El peso se devalúa o no  se da un proceso inflacionario.  

b. No se devalúa el peso o se da un proceso inflacionario.

c. No se devalúa el peso o no se da un proceso inflacionario.

d. El peso se devalúa y no  se da un proceso inflacionario.  

6. La proposición indicada en R , resulta ser falsa:

a.
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c. 
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7. 
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con x + y = [x, y], x ● y = (x, y)  y 
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 = n : x  para el valor de n  indicado :

a. n = 50

 b. n = 348


c. 99



d. 1155

8. Sea S = { (1,0,1,0); (0,0,0,0); (1,0,1,1); (1,0,0,0)} con S ( {0, 1}4 .

La expresión reducida, en término de suma de productos, de la función booleana que toma el valor 1 en el conjunto S y 0 en el resto resulta ser:

a. 
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9. Es posible determinar un álgebra de Boole para valores determinados de a, b y c en el cual:

a. de a . (b + c) = a no se infiera que necesariamente a . b = a y a . c = a

b. de a . b = a  y  a . c = a no se infiera que necesariamente a . (b + c) = a 
c.  de a ≼ b no se infiera necesariamente que   a ≼ b + c 

d.  de 
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 no se infiera necesariamente que a ≼ b

10. La ecuación 66.x (48 (módulo 248) admite exactamente (en término de clases):

a. 0 soluciones    b.  1 solución     c. 2 soluciones       d. 3 soluciones       

11. El máximo común divisor y el mínimo común múltiplo entre 2.n + 1 y 2. n + 2 (cualquiera sea el natural n) son respectivamente:

a. 1 y 2                         b. n + 1  y  n + 2              c. 1 y 4. n2  +  6.n + 2                     d. n + 1  y  n + 2

12. El menor número que al ser dividido por 7, 11 y 13 en cada caso genera un residuo máximo resulta ser igual   a :

a. 1001

b. 1000

c. 91

d. 90

13. El conjunto cociente correspondiente a la relación de equivalencia definida en R2 :

(a, b) R (c, d) sii a + 3.b = c + 3.d resulta ser:

a.   {cl ((0, x))/ x ≦ 0} b. {cl (x)/ x ≥ 0} c. {cl (( x, 0))/ x ∈ R} d. {cl ((x, 0)) / x ≥ 0}

14. Dada una  relación de equivalencia R y una relación de orden S  definidas en un conjunto A, resulta lo indicado:

a  R ⋂ S es antisimétrica        b    
R ⋃ S  es simétrica  c. R ⋂ S  es simétrica        d. R ⋃ S  es transitiva

15. Es posible ordenar el conjunto A = {a, b, c, d, e, f} de modo tal que:

a. Admita un subconjunto bien ordenado con al menos dos pares de elementos incomparables .

b. Esté totalmente ordenado y admita exactamente dos maximales

c. Esté bien ordenado y admita elementos incomparables  

d. Esté totalmente ordenado y  admita al menos dos minimales

16. El conjunto ordenado (N2, R) con (a, b) R (c, d) sii a | c y b | d satisface lo indicado:

a. Admite mínimo y está totalmente ordenado  
b. Admite máximo y está parcialmente ordenado 

c. No está bien ordenado



d. Carece de cotas inferiores 

17. La relación S definida en Z : x S y sii x + y es un número par,  resulta ser:

a. de orden pero no de equivalencia
b. de equivalencia pero no de orden    

c. ni de orden ni de equivalencia
  
d. de orden y de equivalencia
18. El conjunto P resulta  ser partición de A: 

a. P = 
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b. P ={A1, A2 } A1 = { (x, y) / x > 0}, A2  = { (x, y) / x < 0}, A = R2
c. P ={A1, A2 ,A3 },  A1 = {3.x + 1 / x ∈ Z}, A2  ={3.x + 2 / x ∈ Z} , A3 = ={3.x  / x ∈ Z},  A =Z

d. P ={A1, A2 } A1 = { (x, y) / y > 0}, A2  = { (x, y) / y < 0}, A = R2
19. Se quiere construir una red de ordenadores: a, b, c, d, e, f, y  g . En la tabla se indica el coste de construcción de  las líneas de transmisión para conectar algunos pares de ellos.

Para minimizar los costos se habilitarán las líneas indicadas

	
	a
	b
	c
	d
	e
	f
	g

	a
	-
	5
	4
	-
	5
	5
	-

	b
	
	-
	3
	3
	-
	-
	-

	c
	
	
	-
	1
	2
	-
	-

	d
	
	
	
	-
	3
	-
	2

	e
	
	
	
	
	-
	6
	2

	f
	
	
	
	
	
	-
	7

	g
	
	
	
	
	
	
	-
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20. El digrafo indicado 




es

e. Euleriano y acíclico

f. Euleriano y k – regular

g. Isomorfo al dígrafo

d.     Euleriano o fuertemente conexo
Resolución Final de Matemática Discreta 19/12/2002

1) La cantidad de funciones booleanas distintas  f : {0,1}5 ( {0,1}  formadas por más de un minitérmino es:

	a)  25 - 1
	b) 232 - 33
	c) (32)! - 1
	d) C32,2 - 33


La respuesta correcta es la B
JUSTIFICACION:   

Como la función tiene dominio en {0,1}5  significa que hay 32 elementos (o renglones de la tabla) a los que hay que asignarles una imagen. Dicha imagen puede ser 0 o 1. Es decir que tenemos que colocar ceros y unos en 32 lugares. El orden en que lo hagamos es relevante ya que sería una función distinta.

Por lo tanto, el total de funciones booleanas es V ’2,32 = 2 32     

Pero como el enunciado dice que deben estar formadas por más de un minitérmino, debemos restar la función nula (la que tiene todos ceros, ningún minitérmino) y las 32 funciones que están formadas por un minitérmino distinto cada una.

Por lo tanto la cantidad de funciones pedida es: 2 32 - 33


2) La cantidad total (T) de formas de completar este examen y la cantidad de formas con las que se aprueba (A) son:

	a) T = 415
 A = 
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	b) T = V ’4,15
A = 
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	c) T = 415
      A = 
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	d) T = 15 ( C4,1
A =  9 ( C4,1


La respuesta correcta es la C
JUSTIFICACION:   

Primero vamos a averiguar la cantidad total de formas de completar el examen.

Son 15 preguntas y cada una de ellas se puede responder de 4 formas distintas (a, b, c o  d).

Es decir que tenemos 15 lugares para llenar con 4 letras, que por supuesto se pueden repetir, y además el orden es relevante ya que si por ejemplo hay 3 respuestas con A, no es lo mismo que sean los 3 primeros ejercicios u otros tres.

Por lo tanto la cantidad total de formas de completar el examen es T = V ‘ 4,15 = 415

Ahora calculemos de todas esas formas, con cuántas se aprueba el examen. Recordemos que se debe tener por lo menos 9 respuestas correctas.

Es decir que hay varias posibilidades para aprobar:

Con 9 correctas y 6 incorrectas , con 10 correctas y 5 incorrectas , etc. hasta 15 correctas.

En cada uno de esos casos, primero veamos de cuantas formas pueden estar las correctas:

Sea i =cantidad de respuestas correctas  ( de las 15 elijo las i correctas : 
[image: image242.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

i

15


Una vez que se tiene la cantidad de formas en que pueden estar ubicadas las respuestas correctas, veamos de cuantas formas pueden estar las incorrectas. Quedan 3 opciones para cada una (ya que sacamos la correcta):    V’3,15-i = 3 15-i   

O sea que para i respuestas correctas, la cantidad total de formas es: 
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Pero como i puede ir desde 9 hasta 15, nos queda finalmente: A = 
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3) En el desarrollo de  (3x2 - 
[image: image245.wmf]x

1

)10  todos los términos tienen grado perteneciente a:

	a)  cl(1) (mód. 3)
	b) cl(3) (mód. 10)
	c) Z+
	d) cl(2) (mód. 3) 


La respuesta correcta es la D
JUSTIFICACION:   

Calculemos la expresión de un término genérico:   Th+1 = 
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Th+1 = 
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3h (-1)10-h  x2h x-(10-h)   ( Th+1 = 
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El exponente de la x es 3 h -10 = 3 h - 12 + 2 = 3 ( h - 4 ) + 2     que es igual a un múltiplo de 3 sumado 2. Por lo tanto pertenecen a la clase del 2 módulo 3.


4) Dadas las premisas: “Todas las matrices ortogonales son inversibles. Existen matrices idempotentes que no son inversibles. A es una matriz inversible. B es una matriz no inversible”. Y las siguientes conclusiones:

c1: “A no es idempotente o A es ortogonal”              c2:”A es ortogonal y B es idempotente”

c3:”B no es ortogonal o A es ortogonal”                   c4:”B es idempotente y B no es ortogonal”

Es válida:

	a)  c1
	b) c2
	c) c3
	d) c4 


La respuesta correcta es la C
JUSTIFICACION:   

Tomando el siguiente diccionario sobre el Universal de matrices!

ort(x) = “x es ortogonal”

inv(x) = “x es inversible”

id(x) = “x es idempotente”

Las premisas se pueden escribir de la siguiente manera:

1. ( x : [ ort(x) ( inv(x)]

2. ( x: [ id(x) ( ( inv(x)]

3. inv(A)

4. ( inv(B)

Sobre la matriz A nada puede afirmarse, ya que solo cumple el consecuente de la primera premisa, y no se puede tener en cuenta la recíproca.

Sobre la matriz B,  si particularizamos la premisa 1:     ort(B) ( inv(B)

y aplicamos Modus Tollens con la 4:     ( ort(B)

Respecto de si B es idempotente o no, nada puede afirmarse.

Por lo tanto de las conclusiones presentadas:

c1: “A no es idempotente o A es ortogonal”              c2:”A es ortogonal y B es idempotente”

c3:”B no es ortogonal o A es ortogonal”                   c4:”B es idempotente y B no es ortogonal”

La única que se infiere de las premisas es la 3, ya que al ser una disyunción con una de las partes verdadera, es verdadera.


5) Sabiendo que  v((p ( q  (  r)  = F    (   v((r ( q) = V , NO se puede asegurar:

	a) v(p) = F
	b) v(q) = V
	c) v (r) = F
	d) v (p ( r) = F


La respuesta correcta es la B
JUSTIFICACION:   

La única forma de que  (p ( q  (  r   sea falsa es que el antecedente sea verdadero y el consecuente falso. O sea que ( p es V con lo cual p es falsa. Y al menos una de q y r debe ser falsa. (I)

Analicemos el otro dato: como   (r ( q  es verdadera, significa que q es verdadera o r es falsa.(II)

Si q es verdadera, para que se cumpla (I) debe ser r falsa.

Si q es falsa, para que se cumpla (II) debe ser r falsa.

O sea que r sí o sí es falsa. La única que no puede afirmar el valor de verdad es q.


6) Sea A = {a,b,c,d} , (P(A), ( ) es un Algebra de Boole isomorfa a (Dn, ( ) siendo n:

	a)  6
	b) 30
	c) 36
	d) 210 
	e) ninguna


La respuesta correcta es la D
JUSTIFICACION:  

Comencemos viendo que P(A) tiene 16 elementos. Es decir debemos buscar algún conjunto de dicho cardinal y que sea Algebra de Boole. Con eso es suficiente ya que todas las Algebras de Boole de determinado cardinal son isomorfas. 

Al descomponer los números presentados como producto de sus factores primos, obtenemos:

6 = 2 ( 3              30 = 2 ( 3 ( 5                 36 = 22 ( 32                   210 = 2 ( 3 ( 5 ( 7 

Si bien (D6, ( ) es un Algebra de Boole, sólo tiene 4 elementos.

Lo mismo ocurre con  (D30, ( ) que es un Algebra de Boole de 8 elementos.

(D36, ( ) ni siquiera es un Algebra de Boole pues tiene 9 elementos.

Y finalmente (D210, ( ) es un Algebra de Boole de 16 elementos, y por lo tanto isomorfa a la de P(A) dada.


7) En toda Algebra de Boole, (y: (x: (z se cumple lo indicado:

	a)  
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La respuesta correcta es la A
JUSTIFICACION:

a) Como x [image: image254.png]


 z ( x [image: image255.png]


( z  ( x + z = z   ( x +( z = ( z  (  

(  ( x + z ) ( (x +( z) = z (( z

( x + ( z (( z) = 0A   ( x + 0A = 0A    ( x = 0A
En principio como esta es correcta y solo hay una correcta, 

en conclusión las demás son falsas.

Igualmente daremos contraejemplos de las otras tres:

b) en ( D30 , ( )  siendo 0A = 1  tomando x = 2  ( y = 3, 

se cumple el antecedente 2 ( 3 = 1  pero no se cumple el consecuente.

c) también en ( D30 , ( ) tomando x = 2  ( y = 3 ( z = 5, se cumple que x ( z [image: image256.png]


 y ( z  ya que

 2 ( 5 = 1  ( 3 ( 5 = 1  pero no se cumple el consecuente.

d) También tomemos (D30, ( ) con x = 2 ; y = 15  ; z = 3  (  ( z = 10

2 [image: image257.png]


 15 + 10 ya que 2 [image: image258.png]


 30   es verdadero  pero sin embargo 2 [image: image259.jpg]


 15


8) Dadas dos relaciones R y S definidas en un conjunto A, si R y S son de orden entonces también lo es:

	a)  R  ( S
	b) R U S
	c) R-1 U R
	d) (S


La respuesta correcta es la A
JUSTIFICACION: 

Primero daremos contraejemplos para descartar las otras opciones:

En A = { a, b, c}  consideremos R = { (a,a), (b,b), (c,c) , (a,b), (a,c) }

S =  { (a,a), (b,b), (c,c) , (b,a)  }  ambas son claramente de orden.

Sin embargo: R U S == { (a,a), (b,b), (c,c) , (a,b), (a,c), (b,a) }   NO es antisimétrica pues (a,b) y (b,a) pertenecen a la relación y a ( b

R-1 U R = { (a,a), (b,b), (c,c) , (b,a), (c,a) } U { (a,a), (b,b), (c,c) , (a,b), (a,c) } =

= { (a,a), (b,b), (c,c) , (a,b), (b,a), (a,c), (c,a) } tampoco es antisimétrica.

(S ni siquiera es reflexiva.

Por lo tanto, queda la opción A o ninguna (la E). Ahora demostraremos que la A es verdadera:

i) ( x ( A : (x,x) (  R  ( (x,x) (  S   por hipótesis ya que R y S son de orden 

( por def. de ( :     (x,x) ( R ( S      (  R ( S es reflexiva

ii) ( x, y ( A : (x,y) ( R ( S  ( (y,x) ( R ( S (  por def. de ( 

( (x,y) ( R ( (x,y) ( S ( (y,x) ( R ( (y,x) ( S ( por conmutativa y asociativa de la (
( [(x,y) ( R  ( (y,x) ( R ] ( [(x,y) ( S ( (y,x) ( S] ( por hipótesis R y S son de orden

( x = y  (  x = y   ( R ( S es antisimétrica

ii) ( x, y , z ( A : (x,y) ( R ( S  ( (y,z) ( R ( S   ( por def. de (
( (x,y) ( R ( (x,y) ( S ( (y,z) ( R ( (y,z) ( S ( por conmutativa y asociativa de la (
( [(x,y) ( R  ( (y,z) ( R ] ( [(x,y) ( S ( (y,z) ( S] ( por hipótesis R y S son de orden

( (x,z) ( R  ( (x,z) ( S  ( por def. de ( ( (x,z) ( R ( S  ( R ( S es transitiva

(R ( S es de orden

9) Dada la relación de equivalencia en |R  tal que x R y ( ( x2 - 8 ( = ( y2 - 8 (, NO es posible hallar clase de equivalencia de cardinal:

	a)  1
	b) 2
	c) 3
	d) 4 


La respuesta correcta es la A
JUSTIFICACION: 

Vamos a plantear una clase de equivalencia genérica:  Cl(a) = { x ( |R / x R a } 

Analicemos un poco x R a ( ( x2 - 8 ( = ( a2 - 8 (   (  x2 - 8 =  a2 - 8  (  x2 - 8  = - a2 + 8

( x2 =  a2  (  x2 + a2 = 16  ( x =  a  (  x = -a  (  x2 + a2 = 16

Lo cual significa que por lo menos en la cl(a) están a y -a, en algunos casos habrá más elementos de acuerdo a las soluciones de x2 + a2 = 16, que puede ser una más o dos más.

En el caso del cero:  Cl(0) = { 0 , 4 , -4 }

Cl(1) = { 1 , -1 , 
[image: image260.wmf]15
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}             Cl(5) = { 5 , -5 } 


10)  Dadas las siguientes proposiciones:

i) En todo conjunto totalmente ordenado, cada par de elementos tiene ínfimo y supremo.

ii) Si (A, [image: image262.png]


 ) es un buen orden entonces (A, [image: image263.png]


 ) es un orden total.

iii) Todo conjunto acotado es finito.

Son verdaderas:

	a)  i  y iii
	b) i  y ii 
	c) i,  ii y iii
	d) ii 


La respuesta correcta es la B
JUSTIFICACION: 

La i) es verdadera ya que en cada par de elementos, al estar totalmente ordenado el conjunto, uno de ellos precede al otro, por lo tanto el primero es el ínfimo y el segundo el supremo.

La ii) es verdadera ya que si el conjunto está bien ordenado, significa que cada subconjunto tiene primer elemento. En particular ( a, b: {a,b} tiene primer elemento. Si es a, entonces a [image: image264.png]


 b. Si es b entonces b [image: image265.png]


 a. Es decir a y b no son incomparables. Por lo tanto es orden total.

La iii) no es cierta ya que por ejemplo tomando el intervalo real [0,1) con la relación ( está acotado ya que [1, + ( ) son cotas superiores, pero sin embargo tiene infinitos elementos.


11) Si dados a, b ( Z ,   ( s, t ( Z    /      3 = s a + t b    entonces se puede asegurar que:

	a)  mcd(a,b) = 3
	b) mcd(a,b) ( 1
	c) mcd(a,b) = 1
	d) sa (  3 (mód b)


La respuesta correcta es la D

JUSTIFICACION: 

Daremos un contraejemplo para las opciones a) y b):  3 = 1 ( 7 + (-5) ( 2    pero mcd(7,2) = 1

Otro contraejemplo para la c) :    3 = 2 ( 9 + (-1) ( 15     y sin embargo   mcd(9,15) = 3

Como debe haber una correcta, seguro es la d). Igualmente la demostraremos:

Por hipótesis 3 = s a + t b   ( 3 - sa = t b ( b ( 3 - sa  ( 3 ( s a (b)  (  s a ( 3 (b)


12) Dada la siguiente matriz de pesos, indique cuál de las afirmaciones es verdadera::

	D0 = 
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	a) Existe un camino mínimo entre el vértice “1” y el “3”.

b) En el grafo subyacente al mismo y tomando las aristas con pesos en valor absoluto, el camino mínimo del vértice “1” al vértice ”5” tiene longitud 7. 

c) En el grafo subyacente al mismo y tomando las aristas con pesos en valor absoluto, no existe un subgrafo isomorfo a K4.

d) En el grafo subyacente al mismo y tomando las aristas con pesos en valor absoluto hay más de un árbol generador mínimo.


La respuesta correcta es la D

JUSTIFICACION: 

La a) es falsa ya que hay un ciclo negativo formado por (3, 2, 6, 5, 4, 3), lo cual significa que una vez que del 1 se llega al 3, luego se pueden dar infinitas vueltas por este ciclo y seguir bajando el costo. (Hacer el diagrama)

La b) es falsa ya que el camino (1,3,6,5) tiene longitud 2.

La c) es falsa, ya que con los vértices 1, 2, 3, 6 y sus aristas incidentes (eliminando una de las dos paralelas) se forma el K4.

La d) es verdadera, ya que hay dos árboles generadores mínimos:

{5,6} { 2,4} {1,3} {6,1} {3,2}     y       {5,6} { 2,4} {1,3} {6,1} {1,2}


13) De las siguientes afirmaciones sobre grafos:

I: Si en un grafo hay ciclo de Euler entonces también hay ciclo de Hamilton.

II: Es posible construir un grafo simple con 12 vértices y 70 aristas.

III: Un grafo simple con 8 vértices y 13 aristas puede no ser conexo.   

Son verdaderas:

	a)  I y III
	b) II y III
	c) sólo III
	d) sólo I
	e) ninguna


La respuesta correcta es la C

JUSTIFICACION: 

Primero refutaremos la i y ii

Para la i)

Este grafo tiene ciclo de Euler ya que todos sus vértices son 

de grado par. Sin embargo no tiene ciclo de Hamilton, ya que 

por el vértice que es punto de corte( el del medio) se necesitaría pasar más de una vez para poder cerrar el camino.

Para la ii) El K12 es el grafo simple de 12 vértices con la mayor cantidad de aristas posibles, y dicha cantidad es: ( A ( = 66

La iii) es verdadera. Por ejemplo:

Este grafo es simple, 

tiene 8 vértices y 13 aristas

y no es conexo.

14) En Z – {0} de      a | r   y    a | s    se desprende necesariamente lo indicado:

	a) a  |  (r + .s –1)
	b) a  |  (r2 + 3.s + 1)
	c) a  |  r2 + 3.s
	d) a  |  r. s + 1


La respuesta correcta es la C

JUSTIFICACION: 

Refutaremos las tres opciones incorrectas con contraejemplos:

a) 3 ( 6  ( 3 ( 12    pero no es cierto que 3 ( 6+12-1 

c) 3 ( 6  ( 3 ( 12    y tampoco es cierto que 3 ( 62+3 ( 12 + 1

d) 3 ( 6  ( 3 ( 12    y tampoco se cumple que  3 ( 6 ( 12 +1

Ahora demostramos la verdadera:

Si  a ( r  (  a ( s  ( r = a ( k  (  s = a ( t       con  k, t ( Z 

(  r2 = a ( a ( k2 = a ( p   con p ( Z        (     3 s = a ( ( 3 t )      

( r2 + 3 s  = a ( p + a ( ( 3 t ) = a ( ( p + 3 t)  siendo     p + 3 t ( Z

( a ( r2 + 3 s


15) Sabiendo que cada ejercicio de este examen se califica únicamente como B (bien), M (mal) o ( (en caso de no responder), definimos la relación: ejercicioi R ejercicioj ( tienen la misma calificación. Si un alumno responde todas las preguntas, se puede asegurar que la cantidad de clases de equivalencia es:

	 a)  igual a 2
	b) menor que 3
	c) igual a 3
	d) distinta de 1
	e) ninguna


La respuesta correcta es la B

JUSTIFICACION: 

Si el alumno respondió todas las preguntas, lo máximo es que haya 2 clases ( B y M), ya que ninguna respuesta entra en la categoría (. No se puede afirmar que sean 2 clases, ya que por ejemplo si respondió todo bien, habría una sola clase de equivalencia (B).

FINAL DE MATEMÁTICA DISCRETA. 30 / 07/ 02

1. Explicar:

a.  porqué puede asegurarse que si v y w son dos vértices de un digrafo finito y si hay camino de v a w entonces hay camino simple de v a w. 

b. porqué la relación S no permite ordenar el conjunto ℝ pero en cambio permite construir una partición del mismo  : 

x S y sii  | ent(x) | = | ent(y) |

c. el error que se comete en la siguiente derivación:
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2. Demostrar:

a. (a. b, c (Z: (n (Z+:( a ( n b   (  c ( n d) ( a.(c +e) ( n b.(d +e)

b. que en toda  álgebra de Boole (A, +, •,
[image: image268.wmf], 0, 1) : (x, y, z ( A: (x ≼ z ( 
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3. Analizar el valor de verdad de las siguientes proposiciones(Justificar las respuestas)

a.  La cantidad de matrices 3x3 con coeficientes en {1, 2, 3, 4, 5, 6} en las cuales los elementos de la segunda columna forman una sucesión estrictamente creciente o los elementos de la primera columna forman una sucesión estrictamente decreciente es 1.866.240.
b. 
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 = 2048
c. Dada la tabla de pesos correspondiente a un grafo ponderado G:

	{a, b}
	{a, c}
	{b, c}
	{b, d}
	{c, f}
	{d, c}
	{d, s}
	{s, c}
	{s, g}
	{f, s}
	{f, g}
	{g, h}

	2
	 2
	1
	2
	3
	 2
	5
	 5
	4
	6
	4
	 2


Es posible hallar:

i. al menos tres árboles generadores mínimos distintos 

ii. un subgrafo bipartido y fuertemente conexo

Observaciones

· Para aprobar el examen se necesita resolver correctamente cuatro ítems.

· Al terminar el examen podrás ver la resolución del mismo en cartelera

· Recordá que podés aclarar tus dudas suscribiéndote al grupo de consulta      

                                                        matemdiscreta@gruposyahoo.com.ar
RESOLUCIÓN FINAL MATEMÁTICA DISCRETA 30 / 07 / 02

1. Explicar:

 a.

 Dado que por hipótesis hay camino desde el vértice v al vértice w: 
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caso 1: si el camino es simple nada habría que probar.

caso 2: si el camino no es simple habría que probar que es posible encontrar a partir del mismo un camino que sea simple. 

Al no ser simple al menos un vértice se repetirá en el camino: 
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y entonces sorteando la repetición señalada quedará el camino:
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Si este nuevo camino de v a w fuera simple ya quedaría probado, caso contrario habría que repetir el proceso (eliminación de repetición de vértices) hasta obtener un camino simple.

Observación: una prueba formal se esto se haría por ejemplo por inducción sobre la longitud del camino.

b. 

· La relación S no permite ordenar el conjunto ℝ debido a que no es una relación antisimétrica, es decir que del hecho de que x S y ( y S x no se desprende que necesariamente x = y.

Por ejemplo 3,4 S –2,6  y  –2, 6 S 3, 4  (|ent(3,4)| = |ent(-2,6)| = 3) y sin   

embargo 3,4 ( –2,6  

· La relación S permite “partir” el conjunto ℝ debido a que S es una relación de equivalencia :
· S es reflexiva: x S x sii 
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(por ser la igualdad reflexiva)

· S es simétrica: 

x S y (  |ent(x)| = |ent(y)| ( |ent(y)| = |ent(x)| sii y S x


· S es transitiva
x S y ( y S z ( |ent(x)| = |ent(y)| ( |ent(y)| = |ent(z)|  (  


( |ent(x)| = |ent(z)|   ( x S z 

y entonces el conjunto cociente correspondiente a  esta relación de equivalencia constituirá una partición del conjunto ℝ. Así pues:

(a ( ℝ : Cl (a) = {x  (ℝ / x ( a} = {x  (ℝ / |ent(x)| = |ent(a)|}

y entonces ℝ / S = { Cl (a) / a ( Z0+}

La partición sería del tipo:


Con

[0,1) =  
    , [1,2), [-1,0) = 

  , , [2,3), [-2,-1) =   
      ......


c. 

El error radica en el hecho de que la particularización aplicada en las premisas 
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no tiene porqué ser sobre la misma constante. Si por ejemplo se considerara el siguiente diccionario en el universo de los números enteros Z:

p(x): x es un número entero.

q(x): x es un entero par 

r(x): x es un entero impar 

definido sobre U = R

si bien es correcta la particularización 
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ya que 2 es una raíz del esquema 
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, no es correcta la particularización 
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FINAL DE MATEMÁTICA DISCRETA. U.T.N. F.R.B.A. 19 / 12 / 02
EN TODOS LOS EJERCICIOS RECUADRAR LA ÚNICA RESPUESTA CORRECTA. EL EXAMEN SE APRUEBA CON AL MENOS 9 (NUEVE) RESPUESTAS CORRECTAS. SOLO SE SUMAN LAS RESPUESTAS CORRECTAS, LAS INCORRECTAS NO RESTAN PUNTOS.

16) La cantidad de funciones booleanas distintas  f : {0,1}5 ( {0,1}  formadas por más de un minitérmino es:

	a)  25 - 1
	b) 232 - 33
	c) (32)! - 1
	d) C32,2 - 33



17) La cantidad total (T) de formas de completar este examen y la cantidad de formas con las que se aprueba (A) son:

	e) T = 415
 A = 
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	f) T = V ’4,15
A = 
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	g) T = 415
      A = 
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	h) T = 15 ( C4,1
A =  9 ( C4,1



18) En el desarrollo de  (3x2 - 
[image: image283.wmf]x

1

)10  todos los términos tienen grado perteneciente a:

	a)  cl(1) (mód. 3)
	b) cl(3) (mód. 10)
	c) Z+
	d) cl(2) (mód. 3) 



19) Dadas las premisas: “Todas las matrices ortogonales son inversibles. Existen matrices idempotentes que no son inversibles. A es una matriz inversible. B es una matriz no inversible”. Y las siguientes conclusiones:

c1: “A no es idempotente o A es ortogonal”              c2:”A es ortogonal y B es idempotente”

c3:”B no es ortogonal o A es ortogonal”                   c4:”B es idempotente y B no es ortogonal”

Es válida:

	a)  c1
	b) c2
	c) c3
	d) c4 



20) Sabiendo que  v((p ( (q  (  r))  = F    (   v((r ( q) = V , NO se puede asegurar:

	a) v(p) = F
	b) v(q) = V
	c) v (r) = F
	d) v (p ( r) = F



21) Sea A = {a,b,c,d} , (P(A), ( ) es un Algebra de Boole isomorfa a (Dn, ( ) siendo n:

	a)  6
	b) 30
	c) 36
	d) 210 



22) En toda Algebra de Boole, (y: (x: (z se cumple lo indicado:

	a)  
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	b)
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8) Dadas dos relaciones R y S definidas en un conjunto A, si R y S son de orden entonces también lo es:

	a)  R  ( S
	b) R U S
	c) R-1 U R
	d) (S



9) Dada la relación de equivalencia en |R  tal que x R y ( ( x2 - 8 ( = ( y2 - 8 (, NO es posible hallar clase de equivalencia de cardinal:

	a)  1
	b) 2
	c) 3
	d) 4 



10)Dadas las siguientes proposiciones:

iv) En todo conjunto totalmente ordenado, cada par de elementos tiene ínfimo y supremo.

v) Si (A, [image: image288.png]


 ) es un buen orden entonces (A, [image: image289.png]


 ) es un orden total.

vi) Todo conjunto acotado es finito.

Son verdaderas:

	a)  i  y iii
	b) i  y ii 
	c) i,  ii y iii
	d) ii 



11) Si dados a, b ( Z ,   ( s, t ( Z    /      3 = s a + t b    entonces se puede asegurar que:

	a)  mcd(a,b) = 3
	b) mcd(a,b) ( 1
	c) mcd(a,b) = 1
	d) sa (  3 (mód b)



12) Dada la siguiente matriz de pesos, indique cuál de las afirmaciones es verdadera:

	D0 = 
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	a) Existe un camino mínimo entre el vértice “1” y el “3”.

b) En el grafo subyacente al mismo y tomando las aristas con pesos en valor absoluto, el camino mínimo del vértice “1” al vértice ”5” tiene longitud 7. 

c) En el grafo subyacente al mismo y tomando las aristas con pesos en valor absoluto, no existe un subgrafo isomorfo a K4.

d) En el grafo subyacente al mismo y tomando las aristas con pesos en valor absoluto hay más de un árbol generador mínimo.



13) De las siguientes afirmaciones sobre grafos:

I: Si en un grafo hay ciclo de Euler entonces también hay camino de Euler no cerrado.

II: Es posible construir un grafo simple con 12 vértices y 70 aristas.

III: Un grafo simple con 8 vértices y 13 aristas puede no ser conexo.   

Son verdaderas:

	a)  I y III
	b) II y III
	c) sólo III
	d) sólo I



14) En Z – {0} de a | r y a | s se desprende necesariamente lo indicado:

	a) a  |  (r + .s –1)


	b) a  |  (r2 + 3.s + 1)
	c) a  |  r2 + 3.s
	d) a  |  r. s + 1



15) Sabiendo que cada ejercicio de este examen se califica únicamente como B (bien), M (mal) o ( (en caso de no responder), definimos la relación: ejercicioi R ejercicioj ( tienen la misma calificación. Si un alumno responde todas las preguntas, se puede asegurar que la cantidad de clases de equivalencia es:
	 a)  igual a 2
	b) menor que 3
	c) igual a 3
	d) distinta de 1



	CALIFICACIÓN
	CANTIDAD DE RESPUESTAS CORRECTAS

	1 
	0 - 2

	2
	3 - 5

	3
	6 - 8

	4
	9

	5
	10

	6
	11

	7
	12

	8
	13

	9
	14

	10
	15


........................................................

Firma del alumno   
Resolución Final de Matemática Discreta 19/12/2002

23) La cantidad de funciones booleanas distintas  f : {0,1}5 ( {0,1}  formadas por más de un minitérmino es:

	a)  25 - 1
	b) 232 - 33
	c) (32)! - 1
	d) C32,2 - 33


La respuesta correcta es la B
JUSTIFICACION:   

Como la función tiene dominio en {0,1}5  significa que hay 32 elementos (o renglones de la tabla) a los que hay que asignarles una imagen. Dicha imagen puede ser 0 o 1. Es decir que tenemos que colocar ceros y unos en 32 lugares. El orden en que lo hagamos es relevante ya que sería una función distinta.

Por lo tanto, el total de funciones booleanas es V ’2,32 = 2 32     

Pero como el enunciado dice que deben estar formadas por más de un minitérmino, debemos restar la función nula (la que tiene todos ceros, ningún minitérmino) y las 32 funciones que están formadas por un minitérmino distinto cada una.

Por lo tanto la cantidad de funciones pedida es: 2 32 - 33


24) La cantidad total (T) de formas de completar este examen y la cantidad de formas con las que se aprueba (A) son:

	i) T = 415
 A = 
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	j) T = V ’4,15
A = 
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	k) T = 415
      A = 
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	l) T = 15 ( C4,1
A =  9 ( C4,1


La respuesta correcta es la C
JUSTIFICACION:   

Primero vamos a averiguar la cantidad total de formas de completar el examen.

Son 15 preguntas y cada una de ellas se puede responder de 4 formas distintas (a, b, c o  d).

Es decir que tenemos 15 lugares para llenar con 4 letras, que por supuesto se pueden repetir, y además el orden es relevante ya que si por ejemplo hay 3 respuestas con A, no es lo mismo que sean los 3 primeros ejercicios u otros tres.

Por lo tanto la cantidad total de formas de completar el examen es T = V ‘ 4,15 = 415

Ahora calculemos de todas esas formas, con cuántas se aprueba el examen. Recordemos que se debe tener por lo menos 9 respuestas correctas.

Es decir que hay varias posibilidades para aprobar:

Con 9 correctas y 6 incorrectas , con 10 correctas y 5 incorrectas , etc. hasta 15 correctas.

En cada uno de esos casos, primero veamos de cuantas formas pueden estar las correctas:

Sea i =cantidad de respuestas correctas  ( de las 15 elijo las i correctas : 
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Una vez que se tiene la cantidad de formas en que pueden estar ubicadas las respuestas correctas, veamos de cuantas formas pueden estar las incorrectas. Quedan 3 opciones para cada una (ya que sacamos la correcta):    V’3,15-i = 3 15-i   

O sea que para i respuestas correctas, la cantidad total de formas es: 
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Pero como i puede ir desde 9 hasta 15, nos queda finalmente: A = 
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25) En el desarrollo de  (3x2 - 
[image: image297.wmf]x

1

)10  todos los términos tienen grado perteneciente a:

	a)  cl(1) (mód. 3)
	b) cl(3) (mód. 10)
	c) Z+
	d) cl(2) (mód. 3) 


La respuesta correcta es la D
JUSTIFICACION:   

Calculemos la expresión de un término genérico:   Th+1 = 
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Th+1 = 
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3h (-1)10-h  x2h x-(10-h)   ( Th+1 = 
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El exponente de la x es 3 h -10 = 3 h - 12 + 2 = 3 ( h - 4 ) + 2     que es igual a un múltiplo de 3 sumado 2. Por lo tanto pertenecen a la clase del 2 módulo 3.


26) Dadas las premisas: “Todas las matrices ortogonales son inversibles. Existen matrices idempotentes que no son inversibles. A es una matriz inversible. B es una matriz no inversible”. Y las siguientes conclusiones:

c1: “A no es idempotente o A es ortogonal”              c2:”A es ortogonal y B es idempotente”

c3:”B no es ortogonal o A es ortogonal”                   c4:”B es idempotente y B no es ortogonal”

Es válida:

	a)  c1
	b) c2
	c) c3
	d) c4 


La respuesta correcta es la C
JUSTIFICACION:   

Tomando el siguiente diccionario sobre el Universal de matrices!

ort(x) = “x es ortogonal”

inv(x) = “x es inversible”

id(x) = “x es idempotente”

Las premisas se pueden escribir de la siguiente manera:

1. ( x : [ ort(x) ( inv(x)]

2. ( x: [ id(x) ( ( inv(x)]

3. inv(A)

4. ( inv(B)

Sobre la matriz A nada puede afirmarse, ya que solo cumple el consecuente de la primera premisa, y no se puede tener en cuenta la recíproca.

Sobre la matriz B,  si particularizamos la premisa 1:     ort(B) ( inv(B)

y aplicamos Modus Tollens con la 4:     ( ort(B)

Respecto de si B es idempotente o no, nada puede afirmarse.

Por lo tanto de las conclusiones presentadas:

c1: “A no es idempotente o A es ortogonal”              c2:”A es ortogonal y B es idempotente”

c3:”B no es ortogonal o A es ortogonal”                   c4:”B es idempotente y B no es ortogonal”

La única que se infiere de las premisas es la 3, ya que al ser una disyunción con una de las partes verdadera, es verdadera.


27) Sabiendo que  v((p ( q  (  r)  = F    (   v((r ( q) = V , NO se puede asegurar:

	a) v(p) = F
	b) v(q) = V
	c) v (r) = F
	d) v (p ( r) = F


La respuesta correcta es la B
JUSTIFICACION:   

La única forma de que  (p ( q  (  r   sea falsa es que el antecedente sea verdadero y el consecuente falso. O sea que ( p es V con lo cual p es falsa. Y al menos una de q y r debe ser falsa. (I)

Analicemos el otro dato: como   (r ( q  es verdadera, significa que q es verdadera o r es falsa.(II)

Si q es verdadera, para que se cumpla (I) debe ser r falsa.

Si q es falsa, para que se cumpla (II) debe ser r falsa.

O sea que r sí o sí es falsa. La única que no puede afirmar el valor de verdad es q.


28) Sea A = {a,b,c,d} , (P(A), ( ) es un Algebra de Boole isomorfa a (Dn, ( ) siendo n:

	a)  6
	b) 30
	c) 36
	d) 210 
	e) ninguna


La respuesta correcta es la D
JUSTIFICACION:  

Comencemos viendo que P(A) tiene 16 elementos. Es decir debemos buscar algún conjunto de dicho cardinal y que sea Algebra de Boole. Con eso es suficiente ya que todas las Algebras de Boole de determinado cardinal son isomorfas. 

Al descomponer los números presentados como producto de sus factores primos, obtenemos:

6 = 2 ( 3              30 = 2 ( 3 ( 5                 36 = 22 ( 32                   210 = 2 ( 3 ( 5 ( 7 

Si bien (D6, ( ) es un Algebra de Boole, sólo tiene 4 elementos.

Lo mismo ocurre con  (D30, ( ) que es un Algebra de Boole de 8 elementos.

(D36, ( ) ni siquiera es un Algebra de Boole pues tiene 9 elementos.

Y finalmente (D210, ( ) es un Algebra de Boole de 16 elementos, y por lo tanto isomorfa a la de P(A) dada.


29) En toda Algebra de Boole, (y: (x: (z se cumple lo indicado:

	a)  
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	d)  
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La respuesta correcta es la A
JUSTIFICACION:

e) Como x [image: image306.png]


 z ( x [image: image307.png]


( z  ( x + z = z   ( x +( z = ( z  (  

(  ( x + z ) ( (x +( z) = z (( z

( x + ( z (( z) = 0A   ( x + 0A = 0A    ( x = 0A
En principio como esta es correcta y solo hay una correcta, 

en conclusión las demás son falsas.

Igualmente daremos contraejemplos de las otras tres:

f) en ( D30 , ( )  siendo 0A = 1  tomando x = 2  ( y = 3, 

se cumple el antecedente 2 ( 3 = 1  pero no se cumple el consecuente.

g) también en ( D30 , ( ) tomando x = 2  ( y = 3 ( z = 5, se cumple que x ( z [image: image308.png]


 y ( z  ya que

 2 ( 5 = 1  ( 3 ( 5 = 1  pero no se cumple el consecuente.

h) También tomemos (D30, ( ) con x = 2 ; y = 15  ; z = 3  (  ( z = 10

2 [image: image309.png]


 15 + 10 ya que 2 [image: image310.png]


 30   es verdadero  pero sin embargo 2 [image: image311.jpg]


 15


30) Dadas dos relaciones R y S definidas en un conjunto A, si R y S son de orden entonces también lo es:

	a)  R  ( S
	b) R U S
	c) R-1 U R
	d) (S


La respuesta correcta es la A
JUSTIFICACION: 

Primero daremos contraejemplos para descartar las otras opciones:

En A = { a, b, c}  consideremos R = { (a,a), (b,b), (c,c) , (a,b), (a,c) }

S =  { (a,a), (b,b), (c,c) , (b,a)  }  ambas son claramente de orden.

Sin embargo: R U S == { (a,a), (b,b), (c,c) , (a,b), (a,c), (b,a) }   NO es antisimétrica pues (a,b) y (b,a) pertenecen a la relación y a ( b

R-1 U R = { (a,a), (b,b), (c,c) , (b,a), (c,a) } U { (a,a), (b,b), (c,c) , (a,b), (a,c) } =

= { (a,a), (b,b), (c,c) , (a,b), (b,a), (a,c), (c,a) } tampoco es antisimétrica.

(S ni siquiera es reflexiva.

Por lo tanto, queda la opción A o ninguna (la E). Ahora demostraremos que la A es verdadera:

i) ( x ( A : (x,x) (  R  ( (x,x) (  S   por hipótesis ya que R y S son de orden 

( por def. de ( :     (x,x) ( R ( S      (  R ( S es reflexiva

ii) ( x, y ( A : (x,y) ( R ( S  ( (y,x) ( R ( S (  por def. de ( 

( (x,y) ( R ( (x,y) ( S ( (y,x) ( R ( (y,x) ( S ( por conmutativa y asociativa de la (
( [(x,y) ( R  ( (y,x) ( R ] ( [(x,y) ( S ( (y,x) ( S] ( por hipótesis R y S son de orden

( x = y  (  x = y   ( R ( S es antisimétrica

ii) ( x, y , z ( A : (x,y) ( R ( S  ( (y,z) ( R ( S   ( por def. de (
( (x,y) ( R ( (x,y) ( S ( (y,z) ( R ( (y,z) ( S ( por conmutativa y asociativa de la (
( [(x,y) ( R  ( (y,z) ( R ] ( [(x,y) ( S ( (y,z) ( S] ( por hipótesis R y S son de orden

( (x,z) ( R  ( (x,z) ( S  ( por def. de ( ( (x,z) ( R ( S  ( R ( S es transitiva

(R ( S es de orden

31) Dada la relación de equivalencia en |R  tal que x R y ( ( x2 - 8 ( = ( y2 - 8 (, NO es posible hallar clase de equivalencia de cardinal:

	a)  1
	b) 2
	c) 3
	d) 4 


La respuesta correcta es la A
JUSTIFICACION: 

Vamos a plantear una clase de equivalencia genérica:  Cl(a) = { x ( |R / x R a } 

Analicemos un poco x R a ( ( x2 - 8 ( = ( a2 - 8 (   (  x2 - 8 =  a2 - 8  (  x2 - 8  = - a2 + 8

( x2 =  a2  (  x2 + a2 = 16  ( x =  a  (  x = -a  (  x2 + a2 = 16

Lo cual significa que por lo menos en la cl(a) están a y -a, en algunos casos habrá más elementos de acuerdo a las soluciones de x2 + a2 = 16, que puede ser una más o dos más.

En el caso del cero:  Cl(0) = { 0 , 4 , -4 }

Cl(1) = { 1 , -1 , 
[image: image312.wmf]15

, -
[image: image313.wmf]15

}             Cl(5) = { 5 , -5 } 


32)  Dadas las siguientes proposiciones:

vii) En todo conjunto totalmente ordenado, cada par de elementos tiene ínfimo y supremo.

viii) Si (A, [image: image314.png]


 ) es un buen orden entonces (A, [image: image315.png]


 ) es un orden total.

ix) Todo conjunto acotado es finito.

Son verdaderas:

	a)  i  y iii
	b) i  y ii 
	c) i,  ii y iii
	d) ii 


La respuesta correcta es la B
JUSTIFICACION: 

La i) es verdadera ya que en cada par de elementos, al estar totalmente ordenado el conjunto, uno de ellos precede al otro, por lo tanto el primero es el ínfimo y el segundo el supremo.

La ii) es verdadera ya que si el conjunto está bien ordenado, significa que cada subconjunto tiene primer elemento. En particular ( a, b: {a,b} tiene primer elemento. Si es a, entonces a [image: image316.png]


 b. Si es b entonces b [image: image317.png]


 a. Es decir a y b no son incomparables. Por lo tanto es orden total.

La iii) no es cierta ya que por ejemplo tomando el intervalo real [0,1) con la relación ( está acotado ya que [1, + ( ) son cotas superiores, pero sin embargo tiene infinitos elementos.


33) Si dados a, b ( Z ,   ( s, t ( Z    /      3 = s a + t b    entonces se puede asegurar que:

	a)  mcd(a,b) = 3
	b) mcd(a,b) ( 1
	c) mcd(a,b) = 1
	d) sa (  3 (mód b)


La respuesta correcta es la D

JUSTIFICACION: 

Daremos un contraejemplo para las opciones a) y b):  3 = 1 ( 7 + (-5) ( 2    pero mcd(7,2) = 1

Otro contraejemplo para la c) :    3 = 2 ( 9 + (-1) ( 15     y sin embargo   mcd(9,15) = 3

Como debe haber una correcta, seguro es la d). Igualmente la demostraremos:

Por hipótesis 3 = s a + t b   ( 3 - sa = t b ( b ( 3 - sa  ( 3 ( s a (b)  (  s a ( 3 (b)


34) Dada la siguiente matriz de pesos, indique cuál de las afirmaciones es verdadera::

	D0 = 
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	a) Existe un camino mínimo entre el vértice “1” y el “3”.

b) En el grafo subyacente al mismo y tomando las aristas con pesos en valor absoluto, el camino mínimo del vértice “1” al vértice ”5” tiene longitud 7. 

c) En el grafo subyacente al mismo y tomando las aristas con pesos en valor absoluto, no existe un subgrafo isomorfo a K4.

d) En el grafo subyacente al mismo y tomando las aristas con pesos en valor absoluto hay más de un árbol generador mínimo.


La respuesta correcta es la D

JUSTIFICACION: 

La a) es falsa ya que hay un ciclo negativo formado por (3, 2, 6, 5, 4, 3), lo cual significa que una vez que del 1 se llega al 3, luego se pueden dar infinitas vueltas por este ciclo y seguir bajando el costo. (Hacer el diagrama)

La b) es falsa ya que el camino (1,3,6,5) tiene longitud 2.

La c) es falsa, ya que con los vértices 1, 2, 3, 6 y sus aristas incidentes (eliminando una de las dos paralelas) se forma el K4.

La d) es verdadera, ya que hay dos árboles generadores mínimos:

{5,6} { 2,4} {1,3} {6,1} {3,2}     y       {5,6} { 2,4} {1,3} {6,1} {1,2}


35) De las siguientes afirmaciones sobre grafos:

I: Si en un grafo hay ciclo de Euler entonces también hay ciclo de Hamilton.

II: Es posible construir un grafo simple con 12 vértices y 70 aristas.

III: Un grafo simple con 8 vértices y 13 aristas puede no ser conexo.   

Son verdaderas:

	a)  I y III
	b) II y III
	c) sólo III
	d) sólo I
	e) ninguna


La respuesta correcta es la C

JUSTIFICACION: 

Primero refutaremos la i y ii

Para la i)

Este grafo tiene ciclo de Euler ya que todos sus vértices son 

de grado par. Sin embargo no tiene ciclo de Hamilton, ya que 

por el vértice que es punto de corte( el del medio) se necesitaría pasar más de una vez para poder cerrar el camino.

Para la ii) El K12 es el grafo simple de 12 vértices con la mayor cantidad de aristas posibles, y dicha cantidad es: ( A ( = 66

La iii) es verdadera. Por ejemplo:

Este grafo es simple, 

tiene 8 vértices y 13 aristas

y no es conexo.


36) En Z – {0} de      a | r   y    a | s    se desprende necesariamente lo indicado:

	a) a  |  (r + .s –1)
	b) a  |  (r2 + 3.s + 1)
	c) a  |  r2 + 3.s
	d) a  |  r. s + 1


La respuesta correcta es la C

JUSTIFICACION: 

Refutaremos las tres opciones incorrectas con contraejemplos:

a) 3 ( 6  ( 3 ( 12    pero no es cierto que 3 ( 6+12-1 

c) 3 ( 6  ( 3 ( 12    y tampoco es cierto que 3 ( 62+3 ( 12 + 1

d) 3 ( 6  ( 3 ( 12    y tampoco se cumple que  3 ( 6 ( 12 +1

Ahora demostramos la verdadera:

Si  a ( r  (  a ( s  ( r = a ( k  (  s = a ( t       con  k, t ( Z 

(  r2 = a ( a ( k2 = a ( p   con p ( Z        (     3 s = a ( ( 3 t )      

( r2 + 3 s  = a ( p + a ( ( 3 t ) = a ( ( p + 3 t)  siendo     p + 3 t ( Z

( a ( r2 + 3 s


37) Sabiendo que cada ejercicio de este examen se califica únicamente como B (bien), M (mal) o ( (en caso de no responder), definimos la relación: ejercicioi R ejercicioj ( tienen la misma calificación. Si un alumno responde todas las preguntas, se puede asegurar que la cantidad de clases de equivalencia es:

	 a)  igual a 2
	b) menor que 3
	c) igual a 3
	d) distinta de 1
	e) ninguna


La respuesta correcta es la B

JUSTIFICACION: 

Si el alumno respondió todas las preguntas, lo máximo es que haya 2 clases ( B y M), ya que ninguna respuesta entra en la categoría (. No se puede afirmar que sean 2 clases, ya que por ejemplo si respondió todo bien, habría una sola clase de equivalencia (B).
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EN TODOS LOS EJERCICIOS RECUADRAR LA ÚNICA RESPUESTA CORRECTA. EL EXAMEN SE APRUEBA CON AL MENOS OCHO (8) RESPUESTAS CORRECTAS. DEBE HABER MÁS RESPUESTAS CORRECTAS QUE INCORRECTAS PARA APROBAR EL EXAMEN.

1  La cantidad de lados que posee un polígono cuyo número de diagonales es 119 es:

a. 60

b. 17

c. 12

d. 70

2   La suma 
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       b. 3n+1         c. 2n+1 
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3 A la asamblea universitaria asistieron 135 estudiantes, 20 graduados , 35 no docentes y 50 docentes. La cantidad de comisiones mixtas de 10 miembros que se puedan formar con al menos 4 docentes para el tratamiento de cuestiones académicas es de:
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  b. 
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c.
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 EMBED Equation.3  [image: image324.wmf]÷
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4  De los esquemas proposicionales : A:(x: (p (x)( q (x)) y B: (x: (p (x) ( r (x)), se infiere en forma válida:

a. (x: (r (x)( q (x))
 b. (x: (r (x) ( q (x))
 c. (x: (r (x)( p (x))
d. (x: (p (x)( r (x))
5  Con la interpretación indicada se puede justificar que el esquema de razonamiento 

( x: (p (x)( q (x)) , (x: (p (x) ( r (x)) ((x: (r (x)( p (x)) es inválido:

a. 
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         b. U = R, p(x) : |x| < 7, q(x): |x| <10, r(x): |x| <5

c. U = R, p(x) : |x| < 7, q(x): |x| <10, r(x): |x| > 5 

d. 
[image: image329.wmf]Z

U

=

, 
[image: image330.wmf]impar

es

x

:

)

x

(

p

,
[image: image331.wmf]impar

es

2

x

:

)

x

(

q

 , r(x): 
[image: image332.wmf]·

Î

2

x


6  La proposición indicada en R , resulta ser falsa:

a.
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c. 
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7  Las álgebras de Boole indicadas resultan ser isomorfas:

 a.
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8  La forma normal disyuntiva correspondiente a la función booleana f: {0, 1}3 ( {0, 1}/ 

f ((x, y, z)) = 
[image: image345.wmf]z
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se reduce a la cantidad de minitéminos indicada:

a.  2    


 b.  3        

   c.    5        


d. 4
9 Es posible determinar un álgebra de Boole para valores determinados de a, b y c en el cual:

a. de a . b = a y a . c = a no se infiera que necesariamente a . (b + c) = a

b. de a . c ≼ b . d no se infiera que necesariamente a ≼ b  y c ≼ d
c.  de a ≼ b  y c ≼ d  no se infiera que necesariamente  a + c ≼ b + d 

d.  
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10 La ecuación 116.x ( 8 admite:

a. una única solución en Z 44 y ninguna  solución en Z 15   b. ninguna  solución en Z 44 y una solución en Z 15
c. dos soluciones en Z 20 y una  solución en Z 15
    d. cuatro soluciones en Z 20 y cuatro soluciones en Z 44
11  Sean a y b enteros con b ( 0. Si a – b = 175 y la división de a por b tiene cociente 15 y resto 7 entonces:

a. (a, b) = 3

b. [a, b] = 2200

c. [a, b] =2160

d. (a, b) = 1


12 La proposición indicada es verdadera:

a. En Z: (a, b, c ( 0: (b, c) = (b, a. c) 

b.  En Z: (a ( 0: a. x ( a. y (n) entonces  x (  y (n)


c. En Z: Si (a, b) = 1 entonces (a + b, a. b) = 1 
d.  En Z: (a, b ( 0: [a, b] = a. b


 

13. Dada la matriz asociada a una relación definida en A = {a, b, c}:
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 con a, b, c ({0, 1}:

a. la relación es reflexiva si a = 0 

b. la relación es simétrica sii a = 1 y b = 0

c. la relación es antisimétrica sii a = b = 0 
d. la relación es transitiva únicamente en el caso en que a = 0

14. Dada la relación de equivalencia definida en R2: (a, b) R (c, d) sii |a. b | = |c. d |, el conjunto indicado puede asumirse como conjunto cociente:

a. {cl ((0, x)) / x ( 0} 
 b. {cl ((x, 0)) / x ( 0}  
c. {cl ((1, x)) / x > 0} 
 d. {cl ((1, x)) / x ( 0}  

15 El conjunto indicado constituye una partición de 
[image: image348.wmf]2
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:

a. A = {Ck: (x, y) (
[image: image349.wmf]2

R

: x2 + y2 ( k2 , k ( 0}                  b. B = {Ck :(x, y) (
[image: image350.wmf]2

R

: x2 + y2 = k2 , k ( 0}

c. C = {Ck : (x, y) (
[image: image351.wmf]2
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: x2 + y2 ( k2 , k ( 0}                 d.  D = {Ck: (x, y) (
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16 La cantidad de formas de ordenar “totalmente “ el conjunto A = {a, b, c, d, e, f} es de:

a. 120 


b. 320


 c. 420

 
d. 720

17 El conjunto ordenado (A, ( ) con A = {x ( R / x = 2 / (n + 3), n( N}( R satisface lo indicado:

a. Admite mínimo y está totalmente ordenado  
    b. Admite máximo y está parcialmente ordenado 

c. Admite máximo y no está bien ordenado

    

d. Carece de cotas inferiores y de mínimo
18  Si se considera el grafo indicado a través de su función de incidencia 

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	{f , h}
	{f ,g }
	{g, h}
	{g , c}
	{h, a}
	{a , c}
	{a , b}
	{b ,c }
	{d ,c }
	{d ,e }
	{c ,e }
	{e ,f }


Es posible determinar :

a. dos caminos eulerianos no cerrados.

b. dos subgrafos diferentes de modo tal que sean acíclicos y conexos y tengan los mismos vértices del grafo.
c. un subgrafo fuertemente conexo con |V| = 4

d. un grafo bipartido isomorfo al mismo

19 Sea 
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 la matriz resultante de la aplicación del algoritmo de Floyd a un digrafo con |V| = 4 . la información dada por la misma es correcta:

h. El vértice (4) es un vértice fuente

i. El vértice (3) es un vértice pozo

c. No es posible determinar camino desde el vértice (4) al vértice (3)

d. La distancia entre el vértice (2) y el vértice (3) es 3.

20 En el grafo ponderado



es posible hallar:

a. un único árbol generador mínimo de costo 107

b. exactamente dos árboles generadores mínimos de costo 107

c. exactamente tres árboles generadores mínimos de costo 107

d. exactamente cuatro árboles generadores mínimos de costo 107

FINAL DE MATEMÁTICA DISCRETA. U.T.N.F.R.B.A. 18 / 02 / 03

Ejercicio Nº 1. 

Determinar:

a. dos funciones booleanas distintas f, g : {0,1}4 ( {0,1} de modo tal que su forma normal conjuntiva se reduzca a tres maxitérminos.

b. la validez del siguiente razonamiento:

“Todas los grafos completos son conexos. Existen grafos simples que no son conexos. Por lo tanto: existen grafos simples que no son completos” 

(si es válido probar la validez por el método demostrativo, caso contrario definir interpretación que muestre que es inválido)

Ejercicio Nº 2. 

Responder a lo pedido en cada caso:

a. Probar que la siguiente proposición es verdadera: ( n ( N (1: ( 
[image: image354.wmf]x

 ( Zn : ( 
[image: image355.wmf]y

 ( Zn : 
[image: image356.wmf]x

 + 
[image: image357.wmf]y

 = 
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(considerar que 
[image: image359.wmf]x

 + 
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 = 
[image: image361.wmf]y
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+
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b. Mostrar que dado el conjunto ordenado (N – {1}, |), no es cierto que todo subconjunto no vacío tenga  ínfimo.

c. Dar un ejemplo de grafo simple que responda a las condiciones indicadas: tenga al menos dos vértices con la misma valencia, exactamente tres puntos de articulación – puntos de corte y admita al menos dos árboles generadores distintos.

Ejercicio Nº 3. 

¿Verdadero o falso? (justificar)

a. La clase de equivalencia de la matriz 
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 correspondiente a la relación de equivalencia definida en M2x2 con M = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} en la forma A R B sii a11 + a22 = b11 + b22, consta de exactamente 500 matrices.

b. En toda álgebra de Boole y cualquiera sea el valor de a, b y c: a ≼ b. 
[image: image363.wmf]c

 ( a ≼ b + 
[image: image364.wmf]c


c. Dados a, b ( Z , si existen s, t ( Z tal que 5 = s a + t b, entonces se puede asegurar que 5 es el máximo común divisor entre a y b.

Observaciones

· Es suficiente resolver en forma correcta cuatro ítems para aprobar
· Al terminar el examen podrás ver la resolución del mismo en cartelera

· Recordá que podés aclarar tus dudas suscribiéndote al grupo de consulta      

                                                        matemdiscreta@gruposyahoo.com.ar
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Ejercicio Nº 1. 

a. Basta considerar dos funciones booleanas a través de dos tablas de entrada – salida y en función de las “TRES SALIDAS NULAS” determinar los maxitérminos correspondientes y multiplicar los mismos para dar la expresión de cada una de las funciones:

	x
	y
	z
	t
	f((x,y,z,t))
	g((x,y,z,t))

	0
	0
	0
	0
	1
	0

	0
	0
	0
	1
	1
	0

	0
	0
	1
	0
	1
	0

	0
	0
	1
	1
	1
	1

	0
	1
	0
	0
	0
	1

	0
	1
	0
	1
	0
	1

	0
	1
	1
	0
	0
	1

	0
	1
	1
	1
	1
	1

	1
	0
	0
	0
	1
	1

	1
	0
	0
	1
	1
	1

	1
	0
	1
	0
	1
	1

	1
	0
	1
	1
	1
	1

	1
	1
	0
	0
	1
	1

	1
	1
	0
	1
	1
	1

	1
	1
	1
	0
	1
	1

	1
	1
	1
	1
	1
	1


b. RAZONAMIENTO VÁLIDO
Habrá que considerar en primer lugar el esquema del razonamiento al cual el razonamiento planteado responde y analizar la validez del mismo:

Sobre el universo de definición U = {x / x es grafo}y con el diccionario:

t(x): x es completo

c(x): x es conexo

s(x): x es simple

el esquema será: (x: (t(x) ( c(x)), (x: (s(x) ( ~c(x)) ∴ (x: (s(x) ( ~t(x))

Si ahora se asocia a cada uno de los esquemas el conjunto de verdad correspondiente:

t(x) 


T

c(x)


C

s(x) 


S

En términos de conjuntos:

· La primera premisa diría que T ( C

· La segunda premisa diría que S ( 
[image: image365.wmf]C

((
· La conclusión diría que S ( 
[image: image366.wmf]T

((
El diagrama de Venn que responde a las afirmaciones precedentes mostrarían que la conclusión es válida. Resta hacer la prueba formal:

D / 

1. (x: (s(x) ( ~c(x)) (premisa)

2. (s(a) ( ~c(a)) (particularización existencial en 1.)

3. (x: (t(x) ( c(x)) (premisa)

4. (t(a) ( c(a)) (particularización universal en 3.)

5. ~c(a) (ley de simplificación en 2.)

6. ~ t(a) (modus tollens entre 4 – 5)

7. s (a) (ley de simplificación en 2.)

8. s (a) ( ~ t(a) (ley de combinación entre 7 – 8)

9. (x: (s(x) ( ~t(x)) (generalización existencial en 8.)

Ejercicio Nº 2. 

a. Efectivamente la asignación (n, 
[image: image367.wmf]x

, 
[image: image368.wmf]x

n
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) satisface lo planteado ya que
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+ 
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 = 
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b. Basta considerar por ejemplo el conjunto A = {5, 7, 8} ( N que al carecer de conjunto minorante (conjunto de cotas inferiores): 

~ ( c ( N – {1}: (c | 5 ( c | 7 ( c | 8)  (5, 7 y 8 son primos entre sí)

carece de ínfimo

c. Dado que en todo grafo simple “existen al menos dos vértices con la misma valencia” (resultado del práctico del módulo D), habrá que ocuparse sólo de las dos condiciones restantes. Así por ejemplo el grafo indicado cumple con lo pedido:


· Los únicos puntos de articulación son: b, d y f

· Pueden señalarse exactamente tres árboles generadores distintos 

(aristas marcadas con trazo grueso)



Ejercicio Nº 3. 

a. VERDADERA
Dado que cl 
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las matrices pertenecientes a esta clase serán de la forma:
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 y como a, b, c, d, e, f, g, h, j e i pueden tomar 10 valores distintos, por el principio del producto cada una de ellas da lugar a 10. 10 = 100 matrices diferentes, por lo que en total la clase indicada tendrá efectivamente 500 elementos

b. VERDADERA
H) a ≼ b. 
[image: image376.wmf]c

 







T) a ≼ b + 
[image: image377.wmf]c


(recordar que x ≼ y sii x + y = y sii x. y = x)

D/

1. por H) a ≼ b. 
[image: image378.wmf]c

 

2. b. 
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 ≼ b + 
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 debido a que b. 
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 + (b + 
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) = b + 
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d/ b. 
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 + (b + 
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) = (b. 
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 + b) + 
[image: image387.wmf]c

 = b + 
[image: image388.wmf]c



3. finalmente por ser la relación transitiva, de 1. y 2. resulta a ≼ b + 
[image: image389.wmf]c



c. FALSA

Si se considera por ejemplo que a = 1 y b = 5, efectivamente con s = 0 y  t = 1 se cumple que 

5 = 0.1 + 1. 5 pero sin embargo (1, 5) = 1 ( 5

FINAL MATEMATICA DISCRETA (COD. 952020). U.T.N.F.R.B.A. 25 / 02/ 03
Ejercicio Nº 1

En caso de ser posible y en forma justificada señalar:

a. dos clases de equivalencia diferentes correspondientes a la relación de equivalencia definida en Z2 x Z2 en la forma: (a, b) R (c, d) sii a ( c (mód 3).

b. un conjunto parcialmente ordenado, de modo que sea álgebra de Boole, definiendo con precisión las operaciones que le dan dicha estructura.

c. Un conjunto con al menos cinco elementos de modo tal que sea verdadera la proposición:

(x:(y:(x ( y ( x2 ( y2 )

Ejercicio Nº 2

Demostrar:

a. que si u y v son vértices de un dígrafo D y si hay un camino en D de u a v, entonces hay un camino acíclico de u a v. 

b. que si |A| = n entonces |P(a)| = 2n
Ejercicio Nº 3

Responder en forma justificada a los siguientes interrogantes:

a. ¿cuántos números naturales menores que 10000 son múltiplos de 7 pero no son pares ni múltiplos de 3? 
b. si un ferretero desea poner en cajas 12.028 bulones y 12.772 tornillos de modo que cada caja contenga el mismo número de bulones o de tornillos y además el mayor número posible de ellas. ¿Cuál es el número de bulones y de tornillos que debe contener cada caja?
c. ¿Es posible hallar al menos tres árboles isomorfos al árbol indicado?


Observaciones

· Es suficiente resolver en forma correcta cuatro ítems para aprobar
· Al terminar el examen podrás ver la resolución del mismo en cartelera

· El enunciado y su resolución será cargado en 

matemdiscreta@gruposyahoo.com.ar
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Ejercicio Nº 1. 

a. 

Teniendo en cuenta que Z3 = {
[image: image390.wmf]2

,

1

,

0

}, bastará elegir como representantes de clases diferentes a los pares (3, 1) y (25, 10) con 

cl((3, 1)) = {(x, y) ( Z2 / x ( 3 0} y cl((25, 10)) = {(x, y) ( Z2 / x ( 3 1}

b. 

Por ejemplo el conjunto (P(A), ( ) con A = {a, b, c} tiene los atributos de:

· estar ordenado ya que la relación ( es reflexiva antisimétrica y transitiva 

· estar parcialmente ordenado ya que por ejemplo {a} ⋢ {b} y {b} ⋢ {a}.

· ser álgebra de Boole, debido a que las operaciones:

· x + y = x ( y

· x . y = x ( y

· 
[image: image391.wmf]x

 = A – x

le dan la estructura mencionada ya que:

· la unión e intersección de conjuntos son operaciones binarias

· la complementación es una operación unitaria 

· cumplen (teoría de conjuntos) con los axiomas que caracterizan a un álgebra de Boole:

· ley conmutativa: la intersección y unión de conjuntos son operaciones conmutativas

· ley asociativa: la intersección y unión de conjuntos son operaciones asociativas
· ley distributiva: la intersección es distributiva respecto de la unión y viceversa.
· ley de identidad: el neutro aditivo es el conjunto vacío y el neutro multiplicativo es el conjunto A.

· ley de complementación: efectivamente
 x ( 
[image: image392.wmf]x

 = A y x ( 
[image: image393.wmf]x

 = (
c. 

Bastará elegir un conjunto de 5 elementos que tenga entre ellos a “·0”, por ejemplo A = {0, 1, 2, 3, 4}, debido a que (0, y) satisface el condicional planteado porque cada vez que el antecedente es verdadero, necesariamente el consecuente también lo será.
Ejercicio Nº 2. 

a.  

Entre todos los caminos posibles de u a v consideremos uno de longitud menor (n) C = (x1, x2, x3, ....xi.....xj...xn, xn+1) con x1= u y xn+1 = v.

Si xi.= xj  con 1 ≤ i ( j ≤ n +1, entonces el camino xi.....xj. es cerrado y el camino que se obtiene omitiendo esa parte también va de u a v, pero como tendría longitud menor que C ese camino sería imposible, con lo cual 

xi ( xj...si i ( j, por lo que el camino considerado es acíclico.
b.  

Dado que P(A está formado por subconjuntos de A de cardinales respectivos:

0, 1, 2, 3, ...n, la cantidad de subconjuntos estará determinada por la suma:
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Ejercicio Nº 3

a. 

Adoptando la notación 
[image: image396.wmf]·

a

 para caracterizar a los múltiplos de “a” 

(en este caso naturales menores que 10.000)
habrá que calcular en primer lugar:

|
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7

|, |
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| y |
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| y teniendo en cuenta que los conjuntos mencionados no son disjuntos dos a dos (tienen elementos en común) la respuesta estará dada por la suma:

|
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(la intersección triple se le suma una vez para compensar el hecho de que se la restó dos veces)

|
[image: image404.wmf]·
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7.1, 7.2, ......7. 1428

|
[image: image405.wmf]·
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14.1, 14.2, .....14. 714 (con 14 = [7,2])

|
[image: image406.wmf]·

·

Ç

3

7

| = 476



21.1, 21.2,     21. 476 (con 21 = [7,3])

|
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42.1, 42.2, ....42. 238 (con 42 = [7,2,3])

Finalmente reemplazando quedará:

|
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b. 

El ferretero puede poner los bulones en cajas de 2 unidades, de 4 unidades, de 31 unidades, etc., en definitiva puede agruparlas en cajas que contengan cualquier divisor de 12.028. Igualmente ocurre con los tornillos , cajas de 2 unidades, de 4 unidades, etc, todos los divisores de 12.772. 

Puesto que el número de una caja de bulones debe ser el mismo que el de una caja de tornillos, estamos buscando un divisor común, que además se nos pide que sea el mayor posible, este número es el M.C.D.(12.028,12.772)=124 

Luego las cajas deben contener 124 unidades de bulones o 124 unidades de tornillos.
c. 

Efectivamente es posible responder a lo pedido. Basta considerar tres árboles con raíz asociados al árbol dado como por ejemplo: Ta, Tc  y Te. Sus matrices de adyacencia coincidirán con la ordenación: a, b, c, d, e, f (por ejemplo)
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1. Explicar en forma clara y precisa porqué...

a. no significan lo mismo los siguientes enunciados: 
[image: image412.wmf])
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b. un álgebra de Boole con conjunto subyacente finito tiene necesariamente un número par de elementos.

c. el conjunto de rectas del plano P = { r: y = x + i; i ( R} constituye una partición de 
[image: image414.wmf]2

R

.

2. Responder a los siguientes requerimientos:

a. Construir un árbol de modo tal que los caminos de la raíz a cada hoja, coincidan con los caminos eulerianos del digrafo indicado entre dos vértices fijos elegidos convenientemente.


b. Dado el esquema de razonamiento: 
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y la interpretación:
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¿puede afirmarse si la conclusión es válida o no? (justificar)

c. Una agencia de viaje quiere regalar un viaje de fin de semana a Colonia a los clientes que tengan número de cuil del tipo: 27 – abcdefgh – 6. ¿A cuántos a lo sumo tendrá que premiar si además se exige que las cifras a-b-c-d-e-f-g-h- formen una sucesión estrictamente creciente con valores del 1 al 9? 

3. Demostrar: 

a.   que si la suma de dos números naturales primos es primo, entonces  uno y sólo uno de ellos debe ser igual a 2.

b. que los elementos maximales distintos de un conjunto ordenado deben ser incomparables.
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Grupo para consultas: matemdiscreta@gruposyahoo.com.ar
1.

a. Efectivamente los enunciados 
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 tienen significados distintos.

El esquema que caracteriza al enunciado 
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es del tipo: 
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entendiéndose con esto que 
[image: image421.wmf])
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 satisface p(x, y) con 
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x

 recorriendo el universo de definición.

Por otro lado, el esquema que caracteriza al enunciado 
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 es del tipo: 
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, entendiéndose con esto que 
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 satisface p(x, y) con 
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elemento determinado del universo de definición y 
[image: image427.wmf]i

y

 recorriendo el universo de definición.

 Así por ejemplo:

· si se considera la interpretación: 
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 no es lo mismo decir que toda persona ama a alguien que decir que hay al menos una persona que ama a cualquier otra

o bien

· si se considera la interpretación: 
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El primer enunciado es verdadero: ya que todo entero mayor que 1 admite algún múltiplo (todo entero admite por ejemplo como múltiplo al mismo número)

El segundo enunciado es falso: ya que no es cierto que haya un entero mayor que 1 que sea divisor de cualquier otro (por ejemplo cualquier entero mayor que 1 :  
[image: image430.wmf]0
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 , no es divisor de 
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b.

Partiendo del hecho de que toda álgebra de Boole  tiene al menos dos elementos (los neutros aditivo y multiplicativo: 0 y 1) y que el agregado de un elemento obligará al agregado de su complemento, los elementos se darán de a pares, con lo cual el conjunto subyacente a un álgebra de Boole finita será necesariamente de la forma:

A = 
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c. 

Efectivamente el conjunto P (conjunto de rectas paralelas de pendiente 1 con ordenada al origen recorriendo ℝ) con gráfica:


cumple con la definición de partición, es decir:

i. ( r ( P: r ( R2.

ii. r, s ( P: r = s o bien r ( s = (
iii. 
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2. 

a. Teniendo en cuenta las condiciones de existencia de camino euleriano no cerrado en digrafos:

Un digrafo admite camino euleriano no cerrado de v  a w sii:

· es conexo

· g- (v) = g+(v) + 1

· g+(w) = g-(w) + 1 y

· (u (  v, w:  g+(u) = g-(u)

El dígrafo en cuestión admite tres caminos eulerianos de A a F:

· (A, B, C, D, B, F, D, E, F)

· (A, B, C, D, E, F, D, B, F)

· (A, B, F, D, B, C, D, E, F)

los cuales pueden mostrarse a través de un árbol con raíz en Ay hojas en F  :


b. 

La interpretación dada permite asegurar que el esquema de razonamiento indicado es inválido debido a que bajo dicha interpretación resulta:

· v(
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(tanto antecedente como consecuentes son falsos)
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(por ejemplo ‘4’ es un número par y múltiplo de 4 al mismo tiempo)

· V(
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(por ejemplo ‘6’ es un número par y sin embargo no es múltiplo de 4)

c.   

A lo sumo tendrá que premiar a 
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(tener en cuenta que una vez elegidas ocho de las nueve cifras disponibles, el orden, de acuerdo a la condición planteada será único.

3.

a.   

Teniendo en cuenta el enunciado:

En N: ∀ a: ∀ b: ( a, b, a + b: números primos → a = 2 ⊻ b = 2 ) 

Si se demostrara en forma directa, dado que por hipótesis a + b  es primo: necesariamente a + b será un número impar

 (a + b = 2 carece de solución con las condiciones fijadas y a + b = 2. q con q natural > 1 no es primo dado que admite como divisor a 2), con lo cual a es un natural par y b natural impar o la inversa.

En cualquiera de las dos situaciones uno de los dos sumandos y sólo uno será igual a 2  dado que el único primo par es 2. 

b. 

Teniendo en cuenta el enunciado:

En un conjunto ordenado :

∀ a: ∀ b: ( a, b: maximales ∧ a ≠ b →  a ⋠ b ∧ b ⋠ a), si se demostrara por absurdo, habrá que partir de la negación de esta afirmación, es decir:

∃ a:  ∃ b: ( a, b: maximales ∧ a ≠ b  ∧ (a ≼ b  ∨ b ≼  a ) ) lo que resulta ser un absurdo dado que:

· si a ≼ b  , a no sería maximal (tiene por encima a b).

· si b ≼  a, b no sería maximal (tiene por encima a a).

Nadia Soledad Cavalleri 

cibernetica_nc@hotmail.com
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ES SUFICIENTE PARA APROBAR, RESOLVER EN FORMA CORRECTA 4 ÍTEMS.
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Se pide:


i) Dibujar el grafo. Analizar si es un grafo de Euler. Justificar la respuesta . En caso afirmativo hallar un camino euleriano.


ii) ¿es posible hallar un subgrafo que sea isomorfo al grafo?


		�	





ES SUFICIENTE RESOLVER EN FORMA CORRECTA CINCO ÍTEMS PARA APROBAR





El razonamiento es:


� EMBED Equation.3  ���
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f((x,y,z,t)) = (x + � EMBED Equation.3  ��� +z +t).(x + � EMBED Equation.3  ��� +z +� EMBED Equation.3  ���).(x + � EMBED Equation.3  ��� + � EMBED Equation.3  ���+t)


g((x,y,z,t)) = (x + y +z +t).(x + y +z +� EMBED Equation.3  ���).(x + y + � EMBED Equation.3  ���+t)
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