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La transformada de Laplace se define como:
[image: image1.png]IS e thdt





 INCLUDEPICTURE "http://docentes.uacj.mx/agarcia/Cursos/ecuaciones/tranalg/Image531.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2.png]- Lifhi-As

Representactn Smbélica




Siendo f(t) una función continua para [image: image3.png]=0



; s>0; s>so ; siendo "s" un parámetro real; y so un valor fijo de "s".

La integral impropia [image: image4.png]{2 gst,

fifyot



se define como:
[image: image5.png]m {2 e~stfitydt




y se dice que si el límite existe también existe la transformada de Laplace; y decimos que la integral converge.

Se puede representar la actividad de la transformada de Laplace mediante el siguiente esquema:
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Ejemplo 1: Obtener la transformada de Laplace de [image: image7.png]
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;para s>a. Resultado.

Ejemplo 2: Obtener la transformada de Laplace de f (t)= t.

[image: image10.png]


aplicando la integración por partes:
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L{t} = [image: image12.png]Ste™| 2 + 5% 7%t
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    Resultado
Y en general : L{ [image: image14.png]


} = [image: image15.png]d




Condición suficiente para la existencia de la transformada de Laplace.
Como la transformada de Laplace se define en términos de una integral impropia que puede ser divergente, existen funciones para las cuales no existe dicha transformada, incluso hay funciones discontinuas, como la del ejemplo anterior, que pueden tener transformada; entonces, ¿ bajo qué condiciones una funciones tienen transformada de Laplace ?. Antes de dar una respuesta parcial a esta pregunta debemos dar algunas definiciones.

FUNCIONES CONTINUAS A TROZOS:

[image: image930.png]L{z}

=



Decimos que una [image: image16.png]


 función es continua a trozos si:

1. [image: image931.png]£ 10, +00[—



[image: image17.png]


está definida y es continua en todo [image: image18.png]z € [a,b]



, salvo en un número finito de puntos [image: image19.png]


, para 
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2. Para cada   los límites :

[image: image933.png]
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existen. Note que, solamente uno de estos límites es pertinente si es uno de los extremos de [image: image21.png][a,2]



. 

En general, el requisito de que estos límites sean finitos en todos los puntos [image: image22.png]


implica que las únicas discontinuidades de [image: image23.png]


son discontinuidades de salto, del tipo que aparecen en la figura 

[image: image24.png]



Intuitivamente podríamos pensar que las funciones continuas a trozos son casi contínuas o que no son demasiado discontínuas. 
Otra de las ideas importantes en el estudio de la existencia de la transformada de Laplace es que entendemos porqué una función no crezca demasiado rápido. 

FUNCIONES DE ORDEN EXPONENCIAL

[image: image934.png]zx € [a,b]



Decimos que la función     [image: image25.png]
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 es de orden exponencial si existen números [image: image27.png]


, [image: image28.png]M >0



  y   [image: image29.png]T>0



tales que :

[image: image30.png][F ()] < MM




para [image: image31.png]t>T



 .

Intuitivamente esto significa que la función [image: image32.png]£



esta por debajo de una función exponencial, como se muestra en la figura.
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Observación: algunas veces, para verificar que una función [image: image34.png]


es de orden exponencial, conviene calcular el siguiente límite: 

[image: image35.png]@l _
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para algún valor de [image: image36.png]


. Si [image: image37.png]


es finito, entonces [image: image38.png]


puede ser cualquier número mayor que [image: image39.png]


(y este determina [image: image40.png]


). Por otro lado, si [image: image41.png]


, [image: image42.png]


no es de orden exponencial. 

Ejemplo 

Compruebe que [image: image43.png]iy =2



es de orden exponencial. 

Solución 

Para comprobar esto, apliquemos tres veces la regla de L'Hôpital :
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para cualquier número positivo [image: image45.png]


. Por lo tanto, si [image: image46.png]


es suficientemente grande [image: image47.png]1] < et



, y así [image: image48.png]


es de orden exponencial. 

  

Ejemplo
Compruebe que la función [image: image49.png]fle) =t



es de orden exponencial para cualquier valor de [image: image50.png]


. 

Solución 

Calculando el límite 

[image: image51.png]



siempre y cuando [image: image52.png]k>b



. De donde, [image: image53.png]et



para [image: image54.png]


 grande. 

Observación: no es difícil comprobar que cualquier polinomio de grado [image: image55.png]


 o función trigonométrica como Sen(bt), Cos(bt), con [image: image56.png]


 constante, son de orden exponencial, así como, las sumas y productos de un número finito de estas funciones. En general, si [image: image57.png]£



y [image: image58.png]9(t)



son de orden exponencial la suma [image: image59.png]F(t) +9(t)



y el producto [image: image60.png]£ - 9(t)



son de orden exponencial. 

Ejemplo

Compruebe que la función [image: image61.png]


no es de orden exponencial. 

Solución 

Calculando el límite tenemos que 

[image: image62.png]



para cualquier valor de [image: image63.png]


, con lo cual la función [image: image64.png]


no es de orden exponencial. 

El siguiente resultado enuncia un resultado que parece obvio.

FUNCIONES ACOTADAS

Sea [image: image65.png]£ 10, +00[—



   [image: image66.png]
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 una función acotada, entonces es de orden exponencial.

Demostración

Como [image: image68.png]


es acotada [image: image69.png]IF] < M



para todo [image: image70.png]t € [0, 00



. Entonces :
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para cualquier [image: image72.png]k>0



, con lo cual [image: image73.png]


es de orden exponencial. 

Observación: como [image: image74.png]Sen/(bt)



y [image: image75.png]Cos|(bt)



son acotadas, son de orden exponencial. 

Una vez definidos los conceptos de función continua a trozos y función de orden exponencial ya estamos listos para enunciar una condición necesaria para la existencia de la transformada de Laplace.

EXISTENCIA DE LA TRANSFORMADA

Sea [image: image76.png]v+ [0, +o0[—



   [image: image77.png]
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 una función continua a trozos y de orden exponencial, entonces la transformada de Laplace de [image: image79.png]u()



existe. Es decir, existe un número [image: image80.png]


tal que [image: image81.png]Y(s) = L{w(®)}



existe para [image: image82.png]s> 50



.
Demostración
Por ser [image: image83.png]


de orden exponencial existen números no negativos [image: image84.png]


, [image: image85.png]


 y [image: image86.png]


 tales que [image: image87.png]lu()] < MeH



, para [image: image88.png]t>T



. Así que: 
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La primera integral 
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es una integral definida, por tanto existe. Para la segunda integral note que

	[image: image95.png]‘ /: ety (t)dt]





	[image: image96.png]



	[image: image97.png]b
[ o
A





	 
	[image: image98.png]



	[image: image99.png]




	 
	[image: image100.png]



	[image: image101.png]ar [ ekt gy
T





	 
	[image: image102.png]



	[image: image103.png]





Ahora, como 

[image: image104.png]R G

k—st—o





siempre y cuando [image: image105.png]s>k



, tenemos que la integral 

[image: image106.png]/: e*ty(t)dt




existe y con ello la transformada.   

Observación: el teorema anterior enuncia una condición suficiente y no necesaria para la existencia de la transformada de Laplace, es decir, puede darse el caso de una función [image: image107.png]


que no cumpla las hipótesis del teorema, pero aún así tenga transformada, como lo muestra el siguiente ejemplo. 

  Ejemplo

Compruebe que la transformada 

[image: image108.png]



existe, aún cuando [image: image109.png]=%



 no cumple las hipótesis del teorema de existencia anterior. 

Solución 
Claramente [image: image110.png]£l =vi



tiene una discontinuidad infinita en [image: image111.png]


, con lo cual no es continua a trozos en el intervalo [image: image112.png][0, 00



; pero ;
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Para calcular esta última integral sea 
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con lo cual 
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Ahora note que 
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[image: image129.png]o2
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Donde [image: image130.png]


es el cuadrado de lado [image: image131.png]


, que se muestra en la figura. Observe que si [image: image132.png]Ry



y [image: image133.png]R;



son las regiones que se muestran en la figura entonces:
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/1.
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Con lo cual, tomando el límite 

[image: image143.png]lim I} =
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Y así, [image: image144.png]


. Por lo tanto 

[image: image145.png]



El siguiente ejemplo muestra una función para la cual no existe la transformada de Laplace. 

  Ejemplo

[image: image935.png]



Compruebe que                             no existe. 

  

Solución 
Usando la definición

	[image: image146.png]L{z}
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Y puesto que la integral impropia 

[image: image151.png]



diverge, la transformada no existe. 

Observación: la otra integral 

[image: image152.png]



es convergente para [image: image153.png]s>0



, pues 
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La integral 

[image: image155.png]



diverge, pues, por el criterio de comparación 

[image: image156.png]



para toda [image: image157.png]


, con lo cual ambas integrales convergen o divergen; pero 

[image: image158.png]



diverge. 

Así como hay tablas de integrales para facilitar la solución de problemas de integración, utilizaremos las tablas de transformadas de Laplace para agilizar la solución de problemas de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas, que en el tema anterior resolvimos por el método de coeficientes indeterminados. A continuación se presentan las transformadas de Laplace más comunes que utilizaremos, en la solución de problemas algebraicos y en los problemas de aplicación.

 
TRANSFORMADAS DE LAPLACE       
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= L {f (t)}=F(s)

FORMULAS
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_____________________|____________________________
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Ahora vamos a enunciar algunas propiedades de la transformada.

A ) Linealidad de la transformada
Si [image: image177.png]L{fO} = F(s)



y [image: image178.png]L{gt)} =G(s)



existen entonces: 

[image: image179.png]L{F() +egt)} = {F )} + L{g(t)} = F(s) +G(s)




para cualquier constante real.

Demostración 

Es una consecuencia directa de la convergencia de la suma en integrales impropias.

[image: image180.png]/..,, (F(t)+ calt)) dt = /:n eyt + c/;m o(t) = Fls) + G(s)




  

Ejemplo


Calcule [image: image181.png]L{Sen® ()}



. 

Solución 


Como [image: image182.png]1—Cos(2t)
Sen?(t) = ——5——



     por la propiedad de linealidad 
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Con la idea de aplicar la transformada de Laplace a la solución de ecuaciones diferenciales necesitamos calcular la transformada de una derivada.

B ) Transformada de una derivada

Si [image: image192.png]vt



es contínua a trozos y de orden exponencial en el intervalo [image: image193.png][0, 4o



, entonces: 

                       [image: image194.png]L{y®)} = sY(s) - y(0)




Demostración

Integrando por partes 
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Con un argumento similar podemos demostrar que 
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Ejemplo
Use el resultado anterior para calcular 

[image: image211.png]L{t?}




Solución 
Haciendo [image: image212.png]


, tenemos que 
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y de aquí concluimos que :

[image: image225.png]L{’} = %




El siguiente resultado generaliza la transformada de una derivada.

Transformada de una derivada generalizada
Si [image: image226.png]v, ¥, v



son continuas a trozos y de orden exponencial en el intervalo [image: image227.png][0, 4o



, entonces :
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El siguiente teorema trata sobre el efecto que tiene en una transformada la escalación de una función [image: image233.png]£



. 

C )  Propiedad de cambio de escala
Sea [image: image234.png]£



una función continua a trozos y de orden exponencial en [image: image235.png][0, 4o



, si [image: image236.png]c#0



 entonces:  

[image: image237.png]cisr =27 (%)
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Demostración
Para comprobar esta propiedad basta hacer un cambio de variable, [image: image238.png]
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Ejemplo
Si  [image: image246.png]L{Senh(t)} =




 :

calcule [image: image247.png]L{Senh(kt)}



. 

Solución 

Usando la propiedad de escalamiento 

	[image: image248.png]L{Senh(kt)}
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Teoremas de traslación 

No es adecuado utilizar la definición cada vez que se quiera calcular una transformada, por ejemplo, la integración por partes involucrada al calcular [image: image255.png]L{e* Sen(t)}



, es bastante tediosa. Por esta razón vamos a enunciar algunos teoremas que ahorran trabajo en el cálculo de este tipo de transformadas. 

Si conocemos que [image: image256.png]L{fO} = F(s)



, podemos calcular la transformada de [image: image257.png]L{F (B}



como una traslación, de [image: image258.png]F(s)



a [image: image259.png]F(s—k)



, como lo enuncia el siguiente teorema
Primer teorema de traslación

Si [image: image260.png]


es un número real y [image: image261.png]L{F(B)}



  existe, entonces 

[image: image262.png]L{M f(O)} = Fls ~ k)




Donde   [image: image263.png]F(s) =L{f®)}




Ejemplo 

Calcule 

                                         [image: image264.png]L {e**Cos(bt)}




Solución 

Usando el primer teorema de traslación 

	[image: image265.png]L {e**Cos(bt)}
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Segundo teorema de traslación

Si [image: image272.png]L{fO} = F(s)



y [image: image273.png]a>0



, entonces 

[image: image274.png]L{f(t-a)H(t-a)}





Demostración 
Usando la definición 
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Ejemplo 
Calcule 

[image: image290.png]L{tH(t - 2)}




Solución 
Para poder usar el segundo teorema de traslación debemos completar [image: image291.png]


 a [image: image292.png]
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Como lo muestran los ejemplos anteriores algunas veces es necesario sumar y restar algunos términos con la idea de poder usar el segundo teorema de traslación. Pero existe una forma alternativa que nos evita el tener que hacer esto. 

Forma alternativa al segundo teorema de traslación

Sea [image: image300.png]£ 10, +00[—



   [image: image301.png]
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 una función continua a trozos y de orden exponencial en [image: image303.png][0, 4o



,  entonces 

[image: image304.png]L{f(OH( - o)t =e™™L{f(t+a)}




Demostración 

Usando la definición 
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Ejemplo 
Calcule 
[image: image316.png]L{(* +1) H(t - 3)}




Solución 
Usando la forma alternativa del segundo teorema de traslación 
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	[image: image318.png]



	[image: image319.png]ﬁ'c{(ws)ﬁws}





	 
	[image: image320.png]



	[image: image321.png]e~L {47t +12}





	 
	[image: image322.png]



	[image: image323.png]





Teorema  Multiplicación por [image: image324.png]$n




Sea [image: image325.png]£:10,00[—



   [image: image326.png]
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 una función continua a trozos y de orden exponencial en [image: image328.png][0, 4o



, entonces 

[image: image329.png]L{EF ()} = ()" F"(s)




Ejemplo 
Calcule 
[image: image330.png]L{t*Sen(2t)}




Solución 
Aplicando el teorema anterior para [image: image331.png]


, tenemos que 

	[image: image332.png]L{t*Sen(2t)}




	[image: image333.png]



	[image: image334.png](1) (£{Sen(2)})"





	 
	[image: image335.png]



	[image: image336.png](

s2+4

)’





	 
	[image: image337.png]



	[image: image338.png]






El siguiente ejemplo muestra una combinación del primer teorema de traslación y el teorema anterior. 

Ejemplo 
Calcule 
[image: image339.png]L{te~*Cos(3t)}




Solución 
Primero aplicamos el teorema de multiplicación por [image: image340.png]


y luego el de traslación 
	[image: image341.png]L{te~*Cos(3t)}




	[image: image342.png]



	[image: image343.png]— (L{e™*Cos(3t)})’





	 
	[image: image344.png]



	[image: image345.png]— (£{Cos(3t)}amara)’





	 
	[image: image346.png]



	[image: image347.png]~(aarrs)





	 
	[image: image348.png]



	[image: image349.png]P +4s-5
(s?+4s +13)°






Ejemplo 
Calcule el valor de la siguiente integral 

[image: image350.png]/; te~2Cos(3t)dt




Solución 
Por el teorema de multiplicación por [image: image351.png]$n



, tenemos que 
	[image: image352.png]L{tCos(3t)}




	[image: image353.png]



	[image: image354.png]/; te="Cos(3t)





	 
	[image: image355.png]



	[image: image356.png]()





	 
	[image: image357.png]



	[image: image358.png]-9

(2 +97








De donde obtenemos que 

[image: image359.png]-9

/ te~*Cost(3t)dt = ———_ oy





y tomando [image: image360.png]



[image: image361.png]el 5
ot -
/ te~*Cost(3)dt = 155





Teorema  División por [image: image362.png]



Sea [image: image363.png]£ 10, +00[—



   [image: image364.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/EcuacionesDiferenciales/EDO-Geo/edo-cap5-geo/laplace/img78.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image365.png]


 una función continua a trozos y de orden exponencial en [image: image366.png][0, 4o



tal que el límite 

[image: image367.png]1im 18
ot




existe, entonces 

[image: image368.png]e} = [ r




Demostración 

Sea 
                                     [image: image369.png]f()

g(t) = == = f(t) = tg(t)




entonces aplicando transformada de Laplace a ambos lados tenemos que 

[image: image370.png]F(s) =L {f®)} = L{tg(®)} = — (L{g®O}P =-C'(s)




Integrando 

[image: image371.png]= [7 P
G[;):—/I:F[u)du /




es decir, 

[image: image372.png]



Observación: la constante de integración debe escogerse de forma de tal que [image: image373.png]lm, .00 G(s) =0



. 

El siguiente ejemplo muestra una aplicación de este teorema. 

Ejemplo 
Calcule 

[image: image374.png]<{

Sen(t)

}




Solución 

Tenemos que 

[image: image375.png]ey
+1




con lo cual 

	[image: image376.png]<{

Sen(t)

}




	[image: image377.png]



	[image: image378.png]1
i






	 
	[image: image379.png]



	[image: image380.png]ArcTan(s)





	 
	[image: image381.png]



	[image: image382.png]% — ArcTan(s)







Ejemplo 
Calcule el valor de la siguiente integral 

[image: image383.png]



Solución 
Si 

[image: image384.png]o)




entonces 

	[image: image385.png]



	[image: image386.png]



	[image: image387.png]




	 
	[image: image388.png]



	[image: image389.png]u41
u+3

)






	 
	[image: image390.png]



	[image: image391.png]i

s+3
s+1

)






De donde 

[image: image392.png]



y tomando el límite cuando [image: image393.png]s 0t



, tenemos que 

[image: image394.png]



Función escalón 

En ingeniería es común encontrar funciones que corresponden a estados de sí o no, o bien activo o inactivo. Por ejemplo, una fuerza externa que actúa sobre un sistema mecánico o una tensión eléctrica aplicada a un circuito, puede tener que suspenderse después de cierto tiempo. Para tratar de forma efectiva con estas funciones discontinuas conviene introducir una función especial llamada función escalón unitario. 

Función de Heaviside

La función escalón unitario o función de Heaviside   [image: image395.png]H : [0, +oo]




   [image: image396.png]
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 se define como 

[image: image398.png]



Observación: la función de heaviside se definio sobre el intervalo [image: image399.png][0, 4o



, pues esto es suficiente para la transformada de Laplace. En un sentido más general [image: image400.png]


para [image: image401.png]


.   

Ejemplo 
Trazar la gráfica de la función [image: image402.png]fy=H(t-1)



. 

Solución 
La función [image: image403.png]£



está dada por 

[image: image404.png]0 Sio<t<]
. <
e {1 Sit>1




y su gráfica se muestra en la figura 1.5 
[image: image405.png]



Figura 1.5
Cuando la función de Heaviside [image: image406.png]H(t-a)



se multilplica por una función [image: image407.png]£



, definida para [image: image408.png]


, ésta función se desactiva en el intervalo [image: image409.png][0,a]



, como muestra en siguiente ejemplo. 

Ejemplo 
Trazar la gráfica de la función [image: image410.png]f(t) = Sen(t)H(t — 2m)



. 

Solución 
La función está dada por 

[image: image411.png]0 Si0<t<2n
" <
&) {s".(e) Sit>om




 

[image: image412.png]



Figura 1.6

 

La función de Heaviside puede utilizarse para expresar funciones continuas a trozos de una manera compacta, como se muestra en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 
Use la función de Heaviside para reescribir la función 

[image: image413.png]m):{g(e) Si0<<a
h(t) Sitza




Solución 
Para reescribir la función basta usar la definición de la función Heaveside 
	[image: image414.png]£




	[image: image415.png]



	[image: image416.png]9t)—gt) -0+h(t) 0 Si0<ta
9ft)—glt) 1+hft) 1 Sit>a





	 
	[image: image417.png]



	[image: image418.png]9(t) — 9@®)H(t — o) + h(H)H (¢t — a)







Observación: la función 

[image: image419.png]plt) Si0<t<a
flt)=1qalt) Sia<t<b

o(t) Sit>b




se escribe usando la función de Heaviside como 

[image: image420.png]£(t) =p(t) + (alt) - p(t) H(t — o) + (r(t) — a()) H(t - b)




Transformada de la función Heaviside

La transformada de la función de Heaviside es 

[image: image421.png]cHE- o=




Demostración 

Usando la definición de transformada 

	[image: image422.png]L{H(t-a)}




	[image: image423.png]



	[image: image424.png]/; et H(t — a)dt





	 
	[image: image425.png]



	[image: image426.png]- nm+/ e~*dt

L E—
4





	 
	[image: image427.png]



	[image: image428.png]




	 
	[image: image429.png]



	[image: image430.png]




	 
	[image: image431.png]



	[image: image432.png]





Función Gamma

 [image: image433.png]
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Obtener la función gamma de 1: sustituir x=1

[image: image435.png](1)

2 etdt

i [-et]




    Resultado.

Obtener la función gamma de ( x+1) : [image: image436.png]



Integrando por partes: [image: image437.png]



                                 [image: image438.png]g (et )2+ [Zxettd) = x im 2ot dl =xT(x)






Resultado.
Generalizando tenemos que: 

[image: image439.png]



[image: image440.png]


 Esta es la propiedad más importante de la función
gamma.

Aplicando la función gamma obtener la transformada de Laplace de f(t) = [image: image441.png]b



;siendo n un entero no negativo y, t [image: image442.png]


; 

L { [image: image443.png]


} = [image: image444.png]{2 gmstfrdf -




si sustituimos [image: image445.png]



tenemos que L{[image: image446.png]


}= [image: image447.png]


    Resultado

La transformada inversa de Laplace 
Al aplicar la transformada de Laplace a una ecuación diferencial la convertimos en una ecuación algebraica, la cual podemos resolver para [image: image448.png]Y(s)



, es decir, [image: image449.png]Y(s) =G(S)



. Ahora, como [image: image450.png]L{y®)} =Y(s)



si pudiéramos devolvernos obtendríamos la solución [image: image451.png]u()



que buscamos. Es decir, necesitamos de la transformada inversa [image: image452.png]LY ()}



, para hallar la función [image: image453.png]u()




[image: image454.png]y(t) = L7HF ()} = L7HG()}




Entonces definamos la transformada inversa. 

Transformada inversa de Laplace

 Si [image: image455.png]F(s)



es la transformada de Laplace de una función continua [image: image456.png]£



, es decir, [image: image457.png]L{fO} = F(s)



, entonces la transformada inversa de Laplace de [image: image458.png]F(s)



, escrita [image: image459.png]LTHE(s)}



es [image: image460.png]£



, es decir, [image: image461.png]LTHF(9)} = f(®)




Ejemplo 
Calcule 

[image: image462.png]



Solución 
Puesto que 

[image: image463.png]£(Cos20} = 555




tenemos que 

[image: image464.png]



Observación existe un problema potencial al trabajar con la transformada inversa, puede no ser única. En efecto, es posible que [image: image465.png]LI} = L{g(O)}



, siendo [image: image466.png]1) #9t)



. Para nuestro propósito esto no es tan malo como parece, pues, si [image: image467.png]


y [image: image468.png]


son continuas y de orden exponencial en [image: image469.png][0, 4o



y [image: image470.png]LI} = L{g(O)}



, entonces [image: image471.png]F(H) = 9(t)



; pero, si [image: image472.png]


y [image: image473.png]


son continuas y de orden exponencial en [image: image474.png][0, 4o



y [image: image475.png]LI} = {at)}



, entonces se puede demostrar que las funciones [image: image476.png]


y [image: image477.png]


son casi iguales; esto quiere decir, que pueden diferir sólo en puntos de discontinuidad. 

  

Ejemplo 
Calcule [image: image478.png]L{F(B)}



, donde [image: image479.png]£



esta dada por 

[image: image480.png]1 Sit20,t#£1,t#2
Fft)=43 sit=1
4 Sit=2




¿Qué se puede concluir ? 

Solución 

Usando la definición de transformada 

	[image: image481.png]L{glt)}




	[image: image482.png]



	[image: image483.png]/;  estoyat





	 
	[image: image484.png]



	[image: image485.png]




	 
	[image: image486.png]



	[image: image487.png]




	 
	[image: image488.png]



	[image: image489.png]





Pero, anteriormente hemos comprobado que 

[image: image490.png]cay= %




con lo cual las funciones [image: image491.png]£



y [image: image492.png]9(t)



tienen la misma transformada, de este modo, la transformada inversa de 

[image: image493.png]F(s) :%



             no es única. 

El siguiente resultado establece el comportamiento de [image: image494.png]F(s)



en infinito. Comportamiento de [image: image495.png]F(s)



en infinito
Sea [image: image496.png]£ 10, +00[—



   [image: image497.png]
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 una función continua a trozos y de orden exponencial en [image: image499.png][0, 4o



, entonces 

[image: image500.png]Jim L{F(D} = lim F(s)=0




Demostración 
Puesto que [image: image501.png]£



es continua a trozos en [image: image502.png][0, 4o



necesariamente es acotada en este intervalo; o sea, [image: image503.png][HOIRS



para todo [image: image504.png]t € [0, 00



. De donde 

[image: image505.png]lecron| < [ 15 1emar - a2




y así [image: image506.png]| L{f(®} =0



cuando [image: image507.png]


, de modo que [image: image508.png]L{f@)} =0



cuando [image: image509.png]


. 

Observación: el resultado anterior es válido independientemente de que [image: image510.png]£



sea continua a trozos o de orden exponencial, basta con que [image: image511.png]F(s)



existe. 

Ejemplo 
¿ Por qué no existe una función [image: image512.png]£



tal que [image: image513.png]LU0} = o



? 

Solución 
Suponga que existe, entonces por el teorema anterior 

[image: image514.png]



lo cual es falso; por lo tanto no existe tal función. 

Observación: con un argumento similar podemos concluir que no existen una función [image: image515.png]£



tal que [image: image516.png]F(s)=1



, [image: image517.png]F(s)




, [image: image518.png]F(s) = Sen(s)



, [image: image519.png]F(s) =Ln(s)



, es decir, estas funciones no tienen transformada inversa. Por otro lado, una función racional [image: image520.png]


es la transformada de alguna función [image: image521.png]£



si el grado del numerador [image: image522.png]P(s)



es menor que la del denominador [image: image523.png]Qs)



. 

Los siguientes resultados son útiles en análisis de sistemas de control automático, especialmente cuando se trazan gráficas. 

Teorema Del valor inicial
Si [image: image524.png]L{fO)} =F(s)



y [image: image525.png]lime o+ £(£)



existe y es igual a [image: image526.png]£(0)



,  entonces 

[image: image527.png]lim f(£) = Mm_sF(s) = f(0)




Demostración: 
Como 

[image: image528.png]L{f'®)}=sF(s) - £(0)



   y 

[image: image529.png]lim L{f'()} =
s=to0




siempre y cuando [image: image530.png]7



sea continua a trozos y de orden exponencial. Tenemos que 

[image: image531.png]Jm () = f0) = lim f(t)




siempre y cuando [image: image532.png]£



sea continua por la derecha en [image: image533.png]


. 

Ejemplo 
Si [image: image534.png]f(t) = Cos(t)



, calcule [image: image535.png]Hm, o0 SF ()



. 

Solución 
Usando el teorema del valor inicial 

[image: image536.png]m sF(s) = £(0) =





Note que no fue necesario calcular [image: image537.png]F(s)



. 

Teorema Del valor final
Si [image: image538.png]L{fO)} =F(s)



y el límite [image: image539.png]Hme—co f(t)



existe, entonces 

[image: image540.png]Jm f(#) = lim sF(s)




Demostración: 
Análoga a la anterior. 

El siguiente teorema establece la linealidad de la transformada inversa. 

Teorema Linealidad de la transformada inversa
Sean [image: image541.png]


y [image: image542.png]


funciones continuas a trozos y de orden exponencial en el intervalo [image: image543.png][0, 4o



tales que [image: image544.png]L{fO} = F(s)



y [image: image545.png]L{gt)} =G(s)



, entonces 

	[image: image546.png]L7HaF (s) + G(s)}




	[image: image547.png]



	[image: image548.png]al HF(s)} + L£7HG(s)}





	 
	[image: image549.png]



	[image: image550.png]af(t)+9(t)






Ejemplo 
Calcule 

[image: image551.png]Hemmters)




Solución 

Para usar la propiedad de linealidad de la transformada inversa de Laplace primero debemos expandir 

[image: image552.png]4s
(s-2)(+4)



            en fraciones parciales 

[image: image553.png]



ahora sí 

	[image: image554.png]Hemmters)




	[image: image555.png]



	[image: image556.png]




	 
	[image: image557.png]



	[image: image558.png]€% — Cos(2t) + Sen(2t)






Observación: está ecuación diferencial puede resolverse como una ecuación lineal con factor integrante [image: image559.png]


. . 
Teorema Forma inversa del primer teorema de traslación: 

[image: image560.png]i) = P - W = L{FE),_, .}




Demostración 

La prueba es inmediata apartir de la definción 

[image: image561.png]© et plat = [ et plt)dt = F(s — k)
L{e’"/(e)}:/; stk f(t)dt /;




Observación: si consideramos a [image: image562.png]


como una variable real, entonces la gráfica de [image: image563.png]F(s—k)



es la misma de [image: image564.png]F(s)



trasladada [image: image565.png][kl



unidades sobre el eje [image: image566.png]


. Si [image: image567.png]k>0



, la gráfica de [image: image568.png]F(s)



se desplaza [image: image569.png][kl



unidades a la derecha, miéntras que, si [image: image570.png]k<0



, la gráfica se traslada [image: image571.png][kl



unidades a la izquierda. Para enfatizar en la traslación se acostumbra escribir 

[image: image572.png]L{F(O)} = LD, _. s




donde [image: image573.png]s—=s—k



significa que se sustituye [image: image574.png]


por [image: image575.png]


en [image: image576.png]F(s)



. 

Ejemplo 

 Use la forma inversa del primer teorema de traslación para calcular 

[image: image577.png]



Solución 

	[image: image578.png]



	[image: image579.png]



	[image: image580.png]={
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CEDS

J





	 
	[image: image581.png]



	[image: image582.png]




	 
	[image: image583.png]



	[image: image584.png]





Ejemplo 

 Calcule 

[image: image585.png]1 s
£ {;1+4.c+13}




Solución 
Para usar la forma inversa del primer teorema de traslación debemos completar el cuadrado en el denominador 

	[image: image586.png]1 s
£ {;1+4.c+13}




	[image: image587.png]



	[image: image588.png]c’){i’
(s+2)1+9}





	 
	[image: image589.png]



	[image: image590.png]o sHe=2
(s+2)°+9





	 
	[image: image591.png]



	[image: image592.png]r;{ s+2 }725,){ 1 }
(s+2°+9 (s+2°+9





	 
	[image: image593.png]



	[image: image594.png]rl{ ¥ —~ +
S+9), -+z} fe
E {"39 }
JR





	 
	[image: image595.png]



	[image: image596.png]3 2 Sen(3t)







Forma inversa del segundo teorema de traslación: 

[image: image597.png]flt—)H(t—a)=L7H{e ™ F(s)}




Observación: podemos usar el segundo teorema de traslación para calcular la transformada de Laplace de la función [image: image598.png]H(t-a)



haciendo [image: image599.png]


: 

[image: image600.png]C{H(t—a)} =L{1 H(t—a)} =e =L {1}





Los siguientes ejemplos muestran el uso del segundo teorema de traslación en su forma inversa. 

Ejemplo 
Calcule 
[image: image601.png]se—T/2

s240

J




Solución 

En este caso [image: image602.png]ol



y 

[image: image603.png]F(s) = 555 = £(§) = Cos(3t)




con lo cual 

	[image: image604.png]se—T/2

s240

J




	[image: image605.png]



	[image: image606.png]




	 
	[image: image607.png]



	[image: image608.png]




	 
	[image: image609.png]



	[image: image610.png]—Sen(3t)H (ef %)







Ejemplo 
Calcule 

[image: image611.png]=
{ 2se”
e wa/2
B5+6 }




Solución 
Primero hallemos la descomposición en fraciones parciales 

[image: image612.png]



con lo cual 

	[image: image613.png]=
{ 2se”
e wa/2
B5+6 }




	[image: image614.png]



	[image: image615.png]




	 
	[image: image616.png]



	[image: image617.png]




	 
	[image: image618.png]



	[image: image619.png]




	 
	[image: image620.png]



	[image: image621.png]6e3(+-3) — 47(+-3)






Ejemplo 
Calcule 
[image: image622.png]—7a/2
[ se
£ { P is+13 }




Solución 
Como el discriminante de [image: image623.png]S 4+4s+13



es negativo, no es factorizable en    [image: image624.png]
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 y debemos completar el cuadrado. 

	[image: image626.png]—7a/2
[ se
£ { P is+13 }




	[image: image627.png]



	[image: image628.png][ s
(s+2°+9





	 
	[image: image629.png]



	[image: image630.png][,){(Hz — e /2
(s+2°+9





	 
	[image: image631.png]



	[image: image632.png]= {(Hz)ej-“},wl { Ci }
(s+2)*+0 (s+2)*+0







En este punto debemos usar el primer teorema de traslación para calcular cada una de las transformadas inversas de la siguiente forma:

	[image: image633.png])42
c {m} = f(t) =e"*Cos(3t)






y 

	[image: image634.png][,){71
s —sﬂ.(sz)






 

Y de aquí 

	[image: image635.png]—7a/2
[ se
£ { P is+13 }




	[image: image636.png]



	[image: image637.png]2800 (3 (-

) E(-3)





	 
	[image: image638.png]



	[image: image639.png]e D)sen (3

2

Na(e-3)





	 
	[image: image640.png]
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Solución de ecuaciones diferenciales
La transformada de Laplace es útil para resolver ecuaciones diferenciales que involucran funciones [image: image642.png]£



, periódicas, funciones discontinuas a trozos o deltas de Dirac, como lo muestran los siguientes ejemplos. 

Ejemplo 
Resuelva el siguiente problema de valor inicial 

[image: image643.png]5(t— )
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Solución  
Tomando la transformada a ambos lados, tenemos que 
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Y al aplicar la transformada inversa 
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La gráfica de la solución [image: image654.png]u()



se muestra en la figura 1.10 
[image: image655.png]



Figura 1.10

Ejemplo
Resuelva el siguiente problema de valor inicial 

[image: image656.png]{ 2 4 16z Flt)
z(0) 0
<(0)




donde [image: image657.png]£



está dada por 
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Solución  

La función [image: image659.png]£



puede interpretarse como una fuerza externa que actúa en un sistema mecánico sólo por un tiempo corto, siendo desactivada posteriormente. Aunque este problema puede resolverse de la forma convencional no es conveniente. 

Primero usemos la función de Heaviside para reescribir [image: image660.png]£



: 
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Aplicando transformada tenemos que 
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Al aplicar la transformada inversa obtenemos 
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La gráfica de [image: image672.png]z(t)



se muestra en la figura 1.11. 
[image: image673.png]



Figura 1.11

Ejemplo 
Resolver el siguiente problema de valor inicial 

[image: image674.png]



Solución  
En este caso la ecuación diferencial tiene coeficientes variables, por lo que la transformada de Laplace resulta muy útil. 
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Integrando obtenemos que 
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De donde obtenemos que 

[image: image682.png]y(t) = cJo(2t)




Para determinar el valor de [image: image683.png]


obsérvese que [image: image684.png]¥(0) =clo(0) =c




. Con lo cual la solución al problema está dada por [image: image685.png]y(t) = 3J(2t)



. 

Ecuaciones Integrales 
El teorema de convolución es útil en la solución de otros tipos de ecuaciones en las cuales aparecen integrales de una función desconocida. 

Definición Ecuaciones integrales de Volterra

La ecuación 

[image: image686.png]0= o) +o [ Kl




donde [image: image687.png]£



, [image: image688.png]K(t,T)



son funciones conocidas, [image: image689.png]£



es una función incógnita y [image: image690.png]


, un parámetro numérico, se llama ecuación integral lineal de Volterra de segunda especie. La función [image: image691.png]K(t,T)



se denomina núcleo de la ecuación de Volterra. Si [image: image692.png]


la ecuación integral toma la forma 

[image: image693.png]70 =a [ Koo




y se llama ecuación integral homogénea de Volterra de segunda especie.  
Ejemplo 
Resuelva la siguiente ecuación integral 

[image: image694.png]flty=4t—3 /:/(T)SE,.(F )dr




Solución 

Aplicando la transformada a ambos lados de la ecuación integral tenemos 
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Luego 
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Circuitos L-R-C 

En un circuito L-R-C en serie la segunda ley de Kirchhoff establece que la suma de las caídas de tensión a través de un inductor, una resistencia y un capacitor es igual a la tensión aplicada [image: image717.png]E(t)



. Sabemos que 

· La caída de tensión a través de un inductor es [image: image718.png]


. 

· La caída de tensión a través de la resistencia es [image: image719.png]


. 

· La caída de tensión a través de un capacitor es [image: image720.png]


, pero como 
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con lo cual la caída de tensión a través de un capacitor esta dada por 

[image: image722.png]



donde [image: image723.png]i(t)



es la corriente y [image: image724.png]


, [image: image725.png]


y [image: image726.png]


son constantes conocidas como: la inductancia, la resistencia y la capacitancia, respectivamente. 

[image: image727.png]9




De lo anterior obtenemos que la corriente [image: image728.png]i(t)



en un circuito como el de la figura satisface la ecuación íntegrodiferencial 
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La cual podemos resolver aplicando transformada de Laplace. 

Ejemplo 
Determine la corriente [image: image730.png]i(t)



en un circuito L-R-C en serie para el cual L=0.1H (Henrios), R=20 [image: image731.png]


(Ohms), C=[image: image732.png]10—3



 F (Faradios) y [image: image733.png]i(0) =




. La tensión [image: image734.png]E(t)



aplicada al circuito es la que se muestra en la figura 1.13. 
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Figura 1.14

Solución 

Puesto que la función se anula para [image: image736.png]


, se puede escribir como 

[image: image737.png]E(t) =120t — 120tH(t — 1)




con lo cual la ecuación diferencial que modela este circuito es 
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Y al aplicar la transformada a ambos lados de la ecuación anterior, obtenemos que 
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de donde obtenemos que 

[image: image748.png]I(s) = 1200 <; R

e—®
s+100)7  s(s + 1007 ' (s +1uu)1)





Usando fraciones parciales tenemos que 
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y al aplicar la transformada inversa 
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Sistemas de ecuaciones diferenciales

El siguiente ejemplo muestra el uso de la transformada de Laplace en la solución de sistemas de ecuaciones diferenciales. 

Ejemplo 
Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales 
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con las condiciones [image: image765.png]z(0) =8



, [image: image766.png]y(0) =3



. 

Solución 
Si [image: image767.png]L{z(t)} =X(s)



y [image: image768.png]L{y®)} =Y(s)



, entonces 
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o agrupando 
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Ahora usemos la regla de Cramer para resolver el sistema anterior 
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De donde obtenemos que 
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Ejemplo 
Dada la malla eléctrica de la figura 1.15, determine el valor de las corrientes [image: image785.png]


y [image: image786.png]


, si inicialmente valen cero. 
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Figura 1.15

Solución 
Puesto que la segunda ley de Kirchhoff establece que la suma algebraica de las caídas de voltaje alrededor de cualquier malla cerrada es cero, tenemos que: 

· Para la malla KLMNK 
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· Y para la malla JKNPJ: 
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De donde obtenemos el siguiente sistema: 
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Tomando transformada de Laplace y usando las condiciones iniciales, [image: image795.png]i1 (0) = i2(0) =




, obtenemos que 
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Observe que de la primera ecuación [image: image801.png]iy = 2i;



, de modo que la segunda ecuación se transforma en 
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Entonces 
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y 

[image: image805.png]i(t) =1 () +i2(t) = 3 (1 4*%)




 La transformada de Laplace en Economía

Es cada vez más frecuente, que en economía se utilicen técnicas y métodos matemáticos que originalmente surgieron como respuesta a problemas físicos. Una metodología que es usada comúnmente para problemas de ingeniería es la de las transformadas integrales. En este breve artículo estudiamos a una de ellas, la transformada de Laplace. Lo que hace útil a esta transformada es la interpretación natural que tiene como el valor presente de un flujo de efectivo.

§1 Preliminares

Sea f : [0, 8) . R una función. Una transformada integral es una relación de la forma

[image: image806.png]Bl [ Kia (e,




en donde la función f es transformada en otra función F por medio de una integral.1 La función F se conoce como la trasformada de f y la función K es el kernel de la transformación. Claramente, la transformada podría no existir. Las transformadas integrales se utilizan para convertir algún problema que involucra a la función f en otro problema, en ocasiones más sencillo, que involucra a F. Adicionalmente, son una herramienta sumamente útil para la resolución de algunas ecuaciones diferenciales.

1 Si el dominio de f es R, entonces el límite inferior podría también ser impropio y ser -8, como es el caso de la transformada de Fourier. 1

La transformada de Laplace2 L[f ](s) es una transformada integral en donde el kernel está dado por e-st de manera que

[image: image807.png]£l = #) = [ s
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De este modo, la transformada de Laplace de una función f tiene una interpretación económica evidente: L[f ](s) es el valor presente de un flujo f (t) durante el periodo [0, 8) y con una tasa de descuento igual a s. Esta observación fue hecha en 1986 por S. Buser (véase [Buser 1986]), que detectó en esta transformada una herramienta para calcular el valor presente de flujos de efectivo. Otras aplicaciones dentro de finanzas y actuaría pueden verse en los siguientes artículos: [DeSchepper, Teunen y Goovaerts 1992 y 1994], [Pelsser 2000], [Denuit 2001] y [Bartoszewicz 2000].

Ejemplos

Ej 1.1 Sea f (t) = t, entonces

[image: image808.png]£i)(s) = /1(”‘(!4
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Esta integral existe siempre y cuando s > 0 e, integrando por partes, se obtiene

[image: image809.png]L0(s) =




De forma semejante,3 si f (t) = tn, n . N.{0}, tenemos que

[image: image810.png]£p)(s) = [ et
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y esta integral existe para s > 0, tomando el valor

[image: image811.png]L) = 2





2Nombrada así en honor del matemático francés del siglo XVIII Pierre S. Laplace.3La prueba puede realizarse fácilmente por inducción.

Ej 1.2 Sea f (t) = eat, entonces

[image: image812.png]£[e)(s) = 7(‘"4 e
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existe para toda s > a y está dada por

[image: image813.png]£le)(s) =




Del mismo modo,

[image: image814.png]£ (s) =




que es válida para toda s > -a.

Ej 1.3 Sea c(t) una trayectoria de consumo y u(c(t)) la utilidad que se deriva del mismo, entonces

[image: image815.png]Llu(e))(s) = [ ule(t))edt
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es el valor presente de la utilidad acumulada en [0, 8), descontado a una tasa s.

La utilidad de la transformada de Laplace para la solución de ecuaciones diferenciales se deriva de la siguiente propiedad:

[image: image816.png]cU1l) ~ £(0)
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en donde f es una función diferenciable en [0, 8). La demostración es sumamente sencilla utilizando la definición de la transformada e integración por partes. Adicionalmente, la transformada de Laplace es un operador lineal, con lo cual se cumplen:

[image: image817.png]L[] =0,
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para cualesquiera f y g funciones y a, b . R. Finalmente, la asignación f . F es inyectiva, de manera que puede definirse la transformada de Laplace inversa (de la función F) como L-1[F ](t) = f (t). Esta transformada inversa posee también la propiedad de linealidad.

Ejemplos

Ej 1.4 Sea k(t) una trayectoria para el capital. Si el capital se deprecia a

una tasa ä, entonces la trayectoria de inversión bruta está dada por

[image: image818.png]- % S ok().




Supongamos que la tasa de descuento es igual a r, por lo tanto tomando la trasformada de Laplace de la inversión y utilizando las propiedades (1) y (2) tenemos

[image: image819.png]clie) - £ 5] o+t
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Esto nos da la relación entre el valor presente de la inversión bruta (L[I](r))

y el del capital (L[k](r)), ambos descontados a la tasa r.

Ej 1.5 Consideremos a la función

[image: image820.png]



¿Cómo calculamos L-1[F ]? Necesitamos una función f de tal forma que

[image: image821.png]



Recordemos del ejemplo 1.2 que

[image: image822.png]



de aquí que el problema puede resolverse notando que

[image: image823.png]



y, por lo tanto,

[image: image824.png]L) = 5L




§2 Solución de ecuaciones diferenciales

Nos concentraremos ahora en la solución de ecuaciones diferenciales del tipo

[image: image825.png]0y oty = 1)





en donde x es una función diferenciable y H(t) es cualquier función cuya transformada de Laplace existe. Si pensamos en x(t) como el acervo de capital al tiempo t, entonces la ecuación (3) es simplemente la ecuación de inversión del ejemplo 1.4 con H(t) = I(t).

Tomemos la transformada de Laplace de (3) para obtener
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                    (4)

y, despejando L[x](s) :

[image: image827.png]


                           . (5)

Observemos que la transformada de Laplace convierte a la ecuación diferencial de flujos dada por (3), en una ecuación algebraica de acervos representada por (4).

Tomemos ahora la transformada inversa L-1 de la expresión (5) para obtener
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                    (6)

La ecuación (6) nos proporciona el valor de x(t) en cada instante dado su valor inicial x(0). La forma explícita de la solución depende de la función H(t), el caso más simple es cuando H(t) = H, una constante, de manera que la solución dada por (6) queda como
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La solución general de (6) puede encontrarse de la siguiente manera. Notemos que si g(t) = e-ät, entonces (ver ejemplo 1.2) se tiene que L[g](s) = 1 s+ä para todo s > -ä, con lo cual

[image: image830.png]o(t) = 2(0)e ™ + £ [L]g] £ (H]] (1).




Existe una propiedad de la transformada inversa4 que dice que

[image: image831.png]e (el )0 = [ o e,
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A esta propiedad se la conoce como la propiedad de la convolución. En general se define la convolución α * β de dos funciones α(t) y β(t) como

[image: image832.png]aft - )3y




La expresión (7) nos dice que la transformada inversa convierte a productos en convoluciones.

Véanse [Edwards y Penney 2001] y [Nagle, Sa. y Snider 2001] para mayor detalle.

por lo tanto

[image: image833.png]2(t) = #(0)e™*
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                       . (8)

La ecuación (8) tiene una interpretación económica inmediata. Para ilustrar esto pensemos en x(t) como el acervo de capital que se deprecia a una tasa ä y en H(t) como la inversión bruta. Entonces (8) dice que el acervo de capital en el tiempo t consiste de dos partes: la primera es lo que queda del capital inicial tomando en cuenta la depreciación (representada por el término I ), y la segunda consiste en la inversión acumulada en el periodo [0, t] con su correspondiente depreciación (representada por II).

§3 La función delta de Dirac

Es evidente que, hasta el momento, la transformada de Laplace no es más que otra técnica para la resolución de ecuaciones diferenciales. Sin embargo, su popularidad (sobre todo en problemas de ingeniería) radica en que nos permite resolver ecuaciones en las cuales el término independiente puede ser sumamente “mal portado”. En el caso de la ecuación (3), el término H(t) podría no ser una función continua (lo cual representa mejor a la realidad), con lo cual la función x(t) sería diferenciable por pedazos. El tipo de funciones H(t) que vamos a analizar son funciones que son nulas, excepto en algunos intervalos o instantes de tiempo predeterminados.

La función más simple de este tipo es la función escalón o función de Heaviside. Ésta se define para cualquier a = 0 como sigue:
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Es fácil ver que su transformada de Laplace está dada por

[image: image835.png]Llual(s)




Una variante de esta función es la siguiente:
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Asimismo, tomando el límite cuando .t . 0 se define
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A esta última función  se la conoce como la función delta de Dirac. Llamamos función de impulso a  cualquier función que se obtenga como una combinación lineal de deltas de Dirac.  
Las funciones descritas arriba se ilustran en la figura 1.
[image: image838.png]



Figura 1: Aquí se ilustran las funciones y = ua(t), y = u.t,a(t) y äa(t).

Intuitivamente, äa(t) es una función nula excepto en t = a, punto para el cual toma un valor “infinito”. Podemos imaginar que esta función representa un shock o impulso en t = a, algo así como un martillazo, una descarga eléctrica o, porque no, una ganancia o pérdida inesperada de capital representada por un instante de inversión “infinita”. A pesar de que parece absurdo, desde el punto de vista matemático, definir a la función de Dirac, la aplicación de la transformada de Laplace la convierte en una función manejable como vemos a continuación.

Proposición 3.1 La transformada de Laplace de äa(t) está dada por

[image: image839.png]L[3a)(s) =




Demostración

Dados a = 0 y .t > 0, calculemos primero L[u.t,a(t)](s) como sigue:
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Asimismo, tenemos que 

[image: image841.png]L1a(E)l(s) = Jfim Lluara(t)] y, por lo tanto,
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con lo cual se concluye la demostración. ¥

Observemos que tiene sentido poner
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Tabla 1: Transformadas de Laplace comunes dada la linealidad de L, a pesar de que la interpretación de näa(t) es algo turbia (¿qué significa n-veces algo infinito?).

La tabla 1 muestra las transformadas de Laplace (y por lo tanto también las trasformadas inversas) de algunas funciones comunes. Todas ellas pueden demostrarse utilizando la definición de la transformada.

§4 “Impulsos” de inversión

La función delta de Dirac puede aplicarse a un sinnúmero de problemas para los cuales queremos modelar un impulso exógeno. Tomemos, por ejemplo, la siguiente ecuación de inversión:

[image: image845.png]



es decir, la inversión es nula excepto en el instante t = a para el cual es “infinitamente grande”, o bien hay un “impulso” de inversión en t = a. La solución a esta ecuación está dada por (6) con ä = 0 y por lo tanto,

[image: image846.png](D) = kO)L H 0+ [i] 0=

J(t) = K(0) + ualt).




La figura 2 muestra el comportamiento de k(t) : en el instante t = a el capital pasa discretamente a tomar el valor k(0) + 1.

[image: image847.png]R





Figura 2: El capital cambia discretamente en t = a.


El ejemplo anterior puede generalizarse tomando la siguiente ecuación:

[image: image848.png]



es decir, los impulsos de inversión se realizan en t = 1, 2, ..., T. La ecuación se resuelve igual que arriba obteniéndose

[image: image849.png]T
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La figura 3 muestra el comportamiento de k(t) para este caso.

Podemos también tomar en cuenta la depreciación del capital y considerar la ecuación

[image: image850.png]d |
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Esta ecuación es de la forma (3) y su solución está dada nuevamente por (6) como sigue:

[image: image851.png]



El comportamiento de k(t) cuando k(0) = 1, ä = 0.3 y a = 4 se muestra en la figura 4.
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Figura 3: El capital cambia discretamente en t = 1, 2, ..., T.

[image: image853.png]



Figura 4: Trayectoria de k(t) = e0.3t + u4(t)e-0.3(t-4).

Los ejemplos anteriores podrían adaptarse fácilmente al caso de la inversión en un activo con un flujo de dividendos D(t) y una tasa libre de riesgo r. La ecuación para el valor x(t) del activo está dada por

[image: image854.png]ax
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que es una vez más la ecuación (3) con ä = -r y H(t) = -D(t). Esta ecuación puede interpretarse como una condición de no arbitraje: en cada instante es equivalente invertir la cantidad x(t) a una tasa r, (digamos comprando Cetes) obteniendo una cantidad rx(t), o bien realizar la inversión, obteniendo los dividendos D(t) más el cambio en el valor del activo dx(t) dt . Los dividendos pueden modelarse como funciones de impulso. Ésta es, claramente, una mejor aproximación de la realidad que el pensarlos como funciones continuas.

RESOLVER LAS ECUACIONES UTILIZANDO LAS TRANSFORMADAS DE LAPLACE.

Problema 1.- [image: image855.png]L +4ZL +4y =4



con las condiciones : [image: image856.png]



Paso 1.- Se aplica la transformada de Laplace a toda la ecuación término a término. [image: image857.png]



Paso 2.-- Sumando los términos semejantes [image: image858.png]



Paso 3.- Se factoriza la transformada : [image: image859.png]



Paso 4.- Se despeja la transformada: [image: image860.png]= =
LV} = Gomar ~ Tor




Paso 5.-- Se obtiene la transformada inversa de Laplace

[image: image861.png]L LY} = 1o~ T |



;

Paso 6.-    [image: image862.png]L s - i





[image: image863.png]LY mar} = 2%e™



;   [image: image864.png]
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Paso 7.- Se obtiene el resultado final:

Resultado
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La solución de la ecuación, puede obtenerse en el Matemática con la instrucción: DSolve[{y'' [x]+4 y'[x]+4 y[x]==4 E^(-2 x),y[0]== -1,y'[0]==4},y[x],x] 

Una gráfica de la solución es:

[image: image867.png]



Problema 2. [image: image868.png]


Condiciones iniciales [image: image869.png]



Paso 1.- Se aplica la transformada de Laplace a toda la ecuación término a 

término. [image: image870.png]STy} - S0)-FI0)-45 L{y} -0+ 4{y}





Paso 2.- [image: image871.png]STify} -

ASL{y + 4Ly}




Paso 3.- Se factoriza la ecuación; [image: image872.png](S57-45-

4)L{y}




Paso 4.- Se despeja la transformada: [image: image873.png]



Paso 5.- Se obtiene la transformada inversa de toda la ecuación. [image: image874.png]



Fórmulas de fracciones parciales:
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[image: image878.png]oA
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[image: image879.png]



Paso 6.- Se encuentra el valor de las constantes utilizando el método de Fracciones Parciales.

L [image: image880.png]



Paso 7.-[image: image881.png]B=AS835-2)2 +B52(5-2)2+C8(5-2)2+D(S-2)2 + ES¥S5-2)+ F54




Paso 8.- [image: image882.png]159 - 4AS4+ 4AS% + BE4-4B5% +4B57+ C5° -4C52+4C5+ D52
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Paso 9.- Se aplica la propiedad de las igualdades factorizando los términos en S, del mismo exponente:

[image: image884.png]



Una vez factorizado los términos, se igualan con su correspondiente valor que se encuentra en el lado derecho de la ecuación :

[image: image885.png]



[image: image886.png](AC-4IWS=0 = 4C-4





[image: image887.png](4B - 40+ D)5





[image: image888.png](4A-4B+ 015





[image: image889.png]
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;[image: image891.png]



Paso 10.- Una vez obtenidos los valores de las constantes se procede a sustituir.

[image: image892.png]



Resultado   [image: image893.png]34844 224 Zp5 324 3
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La solución de la ecuación se obtiene en el Matemática con la instrucción:

DSolve[{y''[t]-4 y'[t] + 4 y[t] ==t^3 , y[0]==0,y'[t]==0},y[t],t] 

Una gráfica de la solución obtenida es:

[image: image894.png]



Problema 3.- [image: image895.png]S 10% + 25y
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Paso 1.- Se aplica la transformada a toda la ecuación:

[image: image896.png]S -S-54+10SLIv!I- 10+ 25L1v! = ==




Paso 2.- Se saca la transformada como factor común:

[image: image897.png](s2+10S5+25)Llyi=5% +S+ 158





Paso 3.- Se despeja la transformada: [image: image898.png]L = s
Tt T t e

Livi




Paso 4.- Se obtiene la transformada inversa:

[image: image899.png]
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Paso 5.- Se aplican las fórmulas correspondientes para obtener los resultados:
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Paso 6.- [image: image902.png]f2p=t + g5t — 5fpSt + 15fgS5t





Paso 7.- [image: image903.png]f2p-5t
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     Resultado.

Paso 8.- La ecuación también se puede resolver en el Mathematica con la instrucción: DSolve[{y''[t]+10 y'[t]+25 y[t] ==10 E^(-5 t),y[0]==1,y'[0]==5},y[t],t]

Paso 9.- Una gráfica del resultado obtenido es: 

[image: image904.png]



Problema 4.- [image: image905.png]2a3% parax =0,
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Paso 1.- La transformade de toda la ecuacón es: 

[image: image906.png]SEL -285-6-6SLivi+ 12+ 9L = =5





Paso 2.-  Factor común de la transformada: [image: image907.png](S2-6S+9)Livt





Paso 3.- Se despeja la transformada: [image: image908.png]Livi

et s -
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Paso 4.- Se obtiene la transformada inversa:

[image: image909.png]



Paso 5.- [image: image910.png]V) = 2o 4+ 2% 4 Bxe®™ — Bxe®





Resultado.   [image: image911.png]



Paso 6.- La solución de la ecuación se puede obtener en el Mathematica con la instrucción:DSolve[{ y''[x]-6y'[x]+9y[x]==x^2 E^(3x), y[0]==2,y'[0]==6},y[x],x]

Paso 7.- La gráfica del resultado es

[image: image912.png]



Problema 5.- [image: image913.png]



Paso 1.- Se aplica la transformada a toda la ecuación:

[image: image914.png]S2Livi-5-4SLiyi+ 4Ly





Paso 2.- Factorizando la transformada:

[image: image915.png]



Paso 3.- Despejando la transformada:

[image: image916.png]e




Paso 4.- Obteniendo la transformada inversa:

[image: image917.png]



Paso 5.- Simplificando la expresión en una suma de fracciones parciales:

[image: image918.png]2 fatai=a
Tharsar = sha





Paso 6.-  Resolviendo se tiene: [image: image919.png]s —
oo ~55a T ToE





Paso 7.-  Por lo que obteniendo la transformada inversa de toda la expresión:

[image: image920.png]



Resultado.
[image: image921.png]vix) = Bx? g% - =%




Paso 8.-  La solución se puede obtener en el Mathematica con la instrucción:

DSolve[{y''[x]-4y'[x]+4y[x]==4 Cos [2 x],y[0]==0,y'[0]==5},y[x],x]

Paso 9.-  La gráfica de la solución es:

[image: image922.png]



Problema 6.- [image: image923.png]



Paso 1.-  Aplicando la transformada a toda la ecuación:

[image: image924.png]SHLIyi-S5-4+65L 1y -6+9L





Paso 2.-  Factorizando la transformada:

[image: image925.png](S2+6S+9) LIyt +5+10





Paso 3.- Despejando la transformada:

[image: image926.png]= s
a7 Yo





Paso 4.-  Obteniendo la transformada inversa:

[image: image927.png]J |
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Paso 5.-  Resolviendo con las fórmulas:

[image: image928.png]


  Resultado.

Paso 6.- La solución se obtiene el el Mathematica con la instrucción:

DSolve[{ y'' [x]+6 y' [x]+9 y[x]==6 x^2 E^(-3 x),y[0]==1,y' [0]==4},y[x],x]

Paso 7.- La gráfica de la solución es: 

[image: image929.png]
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