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Introducción:

En el presente trabajo de investigación nos dedicaremos al estudio de los grupos, el comportamiento y propiedades de sus elementos además de las diferentes aplicaciones que estos tienen.        

Con el propósito de presentar un desarrollo riguroso de este tema, utilizaremos conocimientos básicos, además se requieren conocimientos matemáticos de un nivel considerablemente mayor del que estamos suponiendo aquí, que en el transcurso del desarrollo del proyecto iremos tocando.

 De esta manera el lector podrá preguntarse si este tema es del todo útil y si servirá o no en la concepción de conocimientos en nuestra formación ya que el concepto de grupos es natural.

 Antecedentes:

Galois y Rufini introdujeron de forma independiente el concepto de grupo. En la primera mitad del siglo XIX, los resultados de la teoría de grupo jugaron un papel auxiliar, especialmente en la teoría de las ecuaciones algebraicas, formándose, predominantemente. la teoría de los grupos finitos.

Posteriormente, ya en los años 50, en trabajos de Cayley y otros, comenzaron a aparecer definiciones abstractas más generales de grupo, este proceso se aceleró desde el año 1870 con los trabajos de C. Jordán, quien hizo un resumen de los resultados de la teoría de grupos finitos en su aplicación a la teoría de números, teoría de funciones y geometría algebraica.

A finales de siglo, aparecieron las primeras aplicaciones de la teoría de grupo, resolviéndose, por ejemplo, el problema de la clasificación de todas las redes cristalinas espaciales gracias a los trabajos de E.S Fiedorov . Los grupos discretos finitos, a los que pertenecen los grupos de Fiedorov, obtuvieron extensión en la teoría de los espacios multidimensionales en relación con la teoría de los poliedros regulares en éstos.

Posteriormente se planteó la investigación de los grupos infinitos, tanto discretos como continuos y también sobre la creación de un aparato de cálculo adaptado a las necesidades de la teoría de grupo, los logros fundamentales sobre estas cuestiones pertenecen a los discípulos de C. Jordán, F. Klein y S. Lie.

En la confluencia de los siglos XIX y XX la teoría de grupos se ramificó desmesuradamente, formando el núcleo del álgebra actual. Ella se compone de una serie de teorías altamente desarrolladas: los grupos finitos, los grupos discretos infinitos, los grupos continuos, entre ellos los grupos de Lie. Los métodos teóricos de grupos penetraron en una serie de disciplinas matemáticas y sus aplicaciones. Los descubrimientos de De Broglie, Schródinger, Dirac y otros, en la mecánica cuántica y en la teoría de la estructura de la materia mostraron que la física moderna debe apoyarse en la teoría de los grupos continuos, en particular en la teoría de la representación de grupos por operadores lineales, la teoría de los caracteres y otras elaboradas por Carian, H. Weyí y otros científicos.

Pasó medio siglo desde los trabajos de Gauss, Abel y Galois y el centro de gravedad en las investigaciones algebraicas se trasladó a la teoría de grupos, subgrupos, anillos, estructuras. En al álgebra comenzó el periodo de las matemáticas modernas.

La historia del álgebra del siglo XIX quedaría incompleta si no atendiésemos a la formación del álgebra lineal, surgida de la teoría de los sistemas de ecuaciones lineales y relacionada con la teoría de determinantes y matrices. Durante la segunda mitad de siglo se realizaron investigaciones muy importantes de la teoría de los invariantes de las ecuaciones. Fn este camino del desarrollo, creció la teoría de las formas que encontró aplicación además de en el álgebra, en la teoría de números, la geometría diferencial, la geometría algebraica y la mecánica.
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Capítulo I: Definición de términos básicos
1. Conjunto:

Un conjunto es una colección cualquiera de objetos, donde cada uno de los objeto del conjunto es llamado elemento.

2. Grupo:

Un grupo es un conjunto G que posee una operación interna, el cual es llamada producto interno y se puede representar por:

u : GxG  G

El grupo G provisto de una operación interna puede ser representado por (G,u), donde para dos elemento cualesquiera a, b en G se tiene que ab también se encuentra en G.

Además debe cumplir las siguientes condiciones:

1. Para tres elementos cualesquiera a, b, c 
[image: image1.wmf]Î

 G entonces (ab)c = a(bc)

2. Existe un único elemento e 
[image: image2.wmf]Î

 G talque ea = a = ae, Va 
[image: image3.wmf]Î

G

3. Para todo elemento a 
[image: image4.wmf]Î

G existe un elemento a" 
[image: image5.wmf]Î

G talque a''a = e = a a''

Un Grupo Abeliano o Conmutativo es un grupo cuyos elementos son         conmutantes unos con otros es decir ab = ba.

Un grupo finito es un grupo que posee un número finito de elementos.

Un grupo infinito es un grupo que posee  un numero infinito de elementos.

El Orden de un grupo G finito, es definido como el número total de elementos y puede ser denotado por g ó oG.

3. Subgrupo:

Un conjunto no vacío H es sub grupo de un grupo G si:

[image: image6.png]1. a,b € H implicaab €H

2. a eHimplicaa”’ €H




se puede ver que para que H sea sub grupo de G, H debe ser considerado en si mismo un grupo respecto al producto interno que hereda de G.

4. Homomorfismo:

Un homomorfismo de grupos es una aplicación que va del conjunto de los elementos del grupo al conjunto de elementos del otro grupo y conserva la multiplicación.

Es decir:

Sean G y G' dos grupos y sea la aplicación : G  G' entonces se dice que  es un homomorfismo ya que G y G' son grupos y se cumple que:

[image: image378.png]GxH—->G
(g,h) > gh




La composición de homomorfismos es también un homomorfismo, es decir:

Sean : G —>• G' y : G'—> G" homomorfismos entonces Vx, y 
[image: image7.wmf]Î

G se 
[image: image8.wmf]Î

tiene:

[image: image379.png]g'ly = g'lgx =ex =X
gly=x




5. Isomorfismo:

Sea el grupo G y sea la correspondencia : G —> G' que conserva la operación del grupo, se dice que un isomorfismo es un tipo especial de homomorfismo, es decir: debe cumplirse que esta aplicación debe ser  uno a uno además debe ser sobreyectivo.                          !

Si : G —> G' es un isomorfísmo entonces la aplicación -1: G'—> G conserva la multiplicación y es también un isomorfismo.

6. Automorfismo:

Un automorfísmo de un campo E es una aplicación que es inyectiva y sobreyectiva

que conserva la adición y la multiplicación, es decir:

[image: image380.png]GxE —- E
(gx) — gx




7. Espacio vectorial:

Un espacio vectorial V sobre un campo F cualquiera, es un grupo aditivo(abeliano) en el cual esta definido la adición y la multiplicación de los elementos del campo F por elementos del espacio V, de modo que a cada par (,x), con  
[image: image9.wmf]Î

F y x 
[image: image10.wmf]Î

V le corresponde un elemento x 
[image: image11.wmf]Î

 V, y cumple lo siguiente:

1. Propiedad asociativa:

()x = (x), 
[image: image12.wmf]"

,  
[image: image13.wmf]Î

F y x 
[image: image14.wmf]Î

V

2. Propiedad distributiva: 

( + )x = x + x,

3. (x + y) = x +y; 
[image: image15.wmf]"

,  
[image: image16.wmf]Î

F ;y, x 
[image: image17.wmf]Î

V

4. 1.x = x, donde 1 designa a la identidad de F.

Los elementos de V se llaman vectores y los elementos F son llamados escalares.

El vector nulo se representa por 0.

8. Cardinal:

· Para un conjunto finito A, el cardinal de A denotado por #A ó n(A), es el número de elementos de A. Si A, B y C son sub conjuntos de algún conjunto universal E, se tiene:

· #(A U B) = #A + #B - #(A ∩ B)

· #(A U B U C) = #A + #B +#C - #(A ∩ B) - #(A ∩ C) - #(B ∩ C) + #(A ∩ B ∩ C)

9. Normalizador:

Si g 
[image: image18.wmf]Î

G, el normalizador de g en G es el conjunto es el conjunto

 N(g) = {x 
[image: image19.wmf]Î

G/ xg = gx},  N(g) consiste precisamente de aquellos elementos de g que conmutan con g.

Con N(g)  sub grupo de G. 

10. Matriz:

Se llama matriz n
[image: image20.wmf]´

m, a un conjunto de nm escalares

                          
[image: image21.wmf]a

i

j

; (i = 1, 2,………, n, j = 1, 2,……… , m)

dispuestos de la forma siguiente:

                           A = 
[image: image22.wmf]÷
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Los escalares 
[image: image23.wmf]a

i

j

se llaman términos de la matriz. Los términos, 
[image: image24.wmf]a

i

1

, 
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i

2

, ......., 
[image: image26.wmf]a

i

m

constituyen la fila i de la matriz, y los términos 
[image: image27.wmf]a

1

j

, 
[image: image28.wmf]a

2

j

, ....., 
[image: image29.wmf]a

n

j

constituyen la columna j. Por lo tanto la matriz tiene n filas y m columnas.

El conjunto M(n
[image: image30.wmf]´

m) de todas las matrices n
[image: image31.wmf]´

m constituye un espacio vectorial respecto de las operaciones siguientes:

                          A + B = (
[image: image32.wmf]a
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j

) + (
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i

j

) = (
[image: image34.wmf]a
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[image: image36.wmf]l

A = 
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(
[image: image38.wmf]a
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Capítulo II: 

1.- Grupo G operando sobre un conjunto:

Se dice que un grupo G opera por la izquierda sobre un conjunto E si se define sobre E una ley de composición externa dado por:

[image: image381.png]Sea ¢: E — E se cumple que
oo+ B) = ¢(a) + o(B)
o(ap) = d(c)o(B)




Además verifica las siguientes condiciones:

1. Sea g1, g2  
[image: image41.wmf]Î

 G y x 
[image: image42.wmf]Î

 E entonces (g1g2)x = g1(g2x)

2. Sea x 
[image: image43.wmf]Î

E y e el elemento neutro de G entonces ex = x

Nota: así como G opera por la izquierda, también puede hacerlo por la derecha.

Ejemplos:

• K* opera sobre un K espacio vectorial

Se tiene un caso particular en el que G = K* y K = E

            K*
[image: image44.wmf]´

 K 
[image: image45.wmf]®

 K   

Sea k1, k2 
[image: image46.wmf]Î

 K* y x 
[image: image47.wmf]Î

 K se cumple que:

   (k1k2)x = k1(k2x)

sea x 
[image: image48.wmf]Î

 K y sea e elemento neutro de K* se cumple que:

ex = x

• G opera sobre G por la izquierda

[image: image382.png]o(xy) = 0(x)0(y), VXx,y €G




Sea g1, g2 
[image: image49.wmf]Î

G y x 
[image: image50.wmf]Î

 G se cumple que:

            (g1g2)x = g1(g2x)

Sea x 
[image: image51.wmf]Î

G y e elemento neutro de G entonces:

[image: image52.png]X=X




2.- Órbita: (o trayectoria)

Sea E un conjunto y G el grupo que opera sobre el conjunto E; x es llamado órbita o trayectoria del elemento x 
[image: image53.wmf]Î

E bajo la acción del grupo G es decir:

                para x fijo en E; x = {gx; g 
[image: image54.wmf]Î

G}

Ejemplo l:

Sea el plano euclidiano E y G el grupo de rotaciones del ángulo 
[image: image55.wmf]n

k

p

2

 y centro A.

[image: image383.png]GxG -G
(gx) —gx,vgeGyvx €G



[image: image384.png](eY)(xy) = w(@(xy)) = Ww(0(x)o(y)) = W(o(x)) w(e(y)) = (w(o(x)) )(w(e(y)))



Sea B
[image: image56.wmf]Î

E:

k = 2 
[image: image57.wmf]Þ


[image: image58.wmf]n
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, 2 = rot(A, 
[image: image59.wmf]n
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k = h 
[image: image61.wmf]Þ
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, h = rot(A, 
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k = n 
[image: image65.wmf]Þ

 2
[image: image66.wmf]p

, n = 1E

Se tiene que:   G 
[image: image67.wmf]´

E 
[image: image68.wmf]®

 E

                       (k, B)
[image: image69.wmf]®

 n(B)

Si se consideran todas las rotaciones en la órbita A se tiene  todo el circulo, es decir:         x = {A} = {h(A) / k = 1, 2, ……, n}, entonces:

                         B = {k(B) / k = 1, 2, ……, n

- Relación de equivalencia:

 Sea G un grupo que actúa sobre el conjunto E. Se define la relación de  equivalencia R que actúa sobre E para todo x 
[image: image70.wmf]Î

 X se tiene:

xRy si y sólo y = gx, para algún g 
[image: image71.wmf]Î

 G, y 
[image: image72.wmf]Î

G; donde R es:

1. Reflexiva: xRx

Sea g
[image: image73.wmf]Î

G 
[image: image74.wmf]Þ

 se cumple que ex = x entonces se tiene xRx

2. Simétrica: xRy 
[image: image75.wmf]Þ

 yRx

           Si xRy entonces y = gx


por definición se tiene yRx

por lo tanto si xRy entonces yRx.

3. Transitiva: xRy y yRz 
[image: image76.wmf]Þ

xRz

xRy 
[image: image77.wmf]Þ

 y = g1x

yRz 
[image: image78.wmf]Þ

 z = g2y = g2(g1x) = (g2g1)x

como g1g2 
[image: image79.wmf]Î

G 
[image: image80.wmf]Þ

 se cumple que xRz.

• La clase de equivalencia respecto a R se llama órbita, es decir:

Sea x 
[image: image81.wmf]Î

X entonces x = {y 
[image: image82.wmf]Î

X / y = gx, para algún g 
[image: image83.wmf]Î

 G}

·  El conjunto E es la unión de todas las órbitas ya que las órbitas constituyen

una partición en E, es decir:

                      E = 
[image: image84.wmf]U

A

x

x

Î

q


Pues las orbitas constituyen una partición de E.

· Si x e y 
[image: image85.wmf]Î

 E se tiene las órbitas x y y, se dice que estas órbitas coinciden si x = y y se dice que son disjuntas si x 
[image: image86.wmf]I

y = 

Ejemplo: (caso particular)

Si H es un sub grupo de G, H opera sobre G por la derecha


se cumple que:

· 
[image: image87.wmf]"

g 
[image: image88.wmf]Î

G; h(h’g) = (hh’)g

·  
[image: image89.wmf]"

 g 
[image: image90.wmf]Î

G; eg = g

Si g 
[image: image91.wmf]Î

G 
[image: image92.wmf]Þ

g = gH = {gh; h 
[image: image93.wmf]Î

H}; donde gH es llamado clase lateral izquierda de H en G.

e = eH = {eh; h 
[image: image94.wmf]Î

H}

· La aplicación H 
[image: image95.wmf]®

 g es inyectiva: 

[image: image96.png]xh=xh"=h=h’




es suryectiva: 

[image: image97.png]vgh e 65 3h eH




Por lo tanto el cardinal de la órbita es igual al cardinal de H, es

[image: image98.png]decir:  card(0y) = card H




Teorema de Lagrange:

Si G es finito y H sub grupo de G, entonces el orden del sub grupo divide el orden del grupo es decir:

               card(H) divide al card(G)

Prueba:

Una clase lateral derecha esta definida por:

Ha = {ha / h 
[image: image99.wmf]Î

H}; con H sub grupo de G.

Además: dos clases laterales derecha tienen el mismo número de elementos.

Se puede ver que H = He es él mismo, una clase de lateral derecha.

Cualquier clase lateral derecha de H en G tiene o(H) elementos.

Como G es finito, sea k el número  cualquiera de clases laterales derechas distintas de H en G, no tienen ningún elemento en comúny cada una de ellas tiene o(H) elementos.

Como cualquier g 
[image: image100.wmf]Î

G está en una clase lateral derecha Ha, las clases laterales derechas llenan G. Luego como K representa el número de distintas clases laterales derechas de H en G, debemos tener que:

          ko(H) = o(G) 
[image: image101.wmf]Þ

 k = 
[image: image102.wmf])
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Por lo tanto o(H) es divisor de o(G).

- Definición:

Si G es un grupo y sea g 
[image: image103.wmf]Î

G, el orden de g es el menor entero positivo k talque      gk = e, es decir:

Si g 
[image: image104.wmf]Î

G entonces el orden de G ó o(G), es el orden del sub grupo

g = {x 
[image: image105.wmf]Î

G/ x = gn; n 
[image: image106.wmf]Î


[image: image107.wmf]Z

} 
[image: image108.wmf]Þ

 g  = {e, g, g2, ……, gn-1}

que es el menor sub grupo de G que contiene el elemento g, g es el sub grupo cíclico de G generado por g.

Si g es finito se cumple que:

Para dos enteros tales que n  m se tiene que:

                     gn = gm entonces gn-m = e; n-m  0

Sea k el menor entero positivo talque 

                     gk = e

escribiendo todo entero de una sola forma n = qk + r talque 0
[image: image109.wmf]£

 r  k tenemos:

     gn = g qk + r = (gk)qgr = eqgr = gr

Por lo tanto cada gn es igual a uno de los elementos  

g0 = e, g1 = g, ......., gk-1

Es decir que:

g = { e, g, g2, ……, gk-1} y el orden de este grupo es o(g) = k

Por lo tanto el orden de un elemento g de un grupo G es el menor entero positivo k talque gk = e.

Si g es infinito entonces, 
[image: image110.wmf]"

k  0, gk 
[image: image111.wmf]¹

 e y se llama elemento de orden infinito.

-Definición:

Si g es un elemento de un grupo finito, entonces el teorema de Lagrange implica que o(g) = o(G) y de ello se deduce que  gO(G)  = e

Es decir:

El orden de un elemento de un grupo finito es divisor del orden del grupo.

Sea card(G) = n: 
[image: image112.wmf]Î

"

g

G; gn = e

En efecto:

Card(g) = card (g) = o(g) = r

sea n = rq; por el teorema de Lagrange 

gn = (gr)q = eq = e

Ejemplo :

Sea G un grupo y sea E = P(G), G opera sobre E por automorfismos

Sea:          G
[image: image113.wmf]´

E 
[image: image114.wmf]®

 E

                 (g,x) 
[image: image115.wmf]®

 gx = g-1xg

además: σg : G 
[image: image116.wmf]®

 G

                      x 
[image: image117.wmf]®

 g-1xg

σg es un homomorfismo, es decir: σg(xy) = σg(x)σg(y) y σg(αx) = α σg(x)

En efecto:

σg(xy) = g-1(xy)g = g-1(xey)g = g-1x(gg-1)yg = (g-1xg)( g-1yg) = σg(x) σg(y)

σg(αx) = g-1(αx)g = α g-1xg = ασg(x)

Además: σg
[image: image118.wmf]o

σg-1 = σg 
[image: image119.wmf]o

σg-1 = 1G entonces (σg)-1 = σg-1

Conjugado:

Un elemento x de un grupo G es conjugado de y 
[image: image120.wmf]Î

G si x = gxg-1; para algún g 
[image: image121.wmf]Î

G.

Sea H un sub conjunto cualquiera de un grupo G, y sea g un elemento cualquiera de G. El conjunto Hg = {x 
[image: image122.wmf]Î

G / gxg-1 
[image: image123.wmf]Î

H} se llama conjugado de H por g, y se cumple que:          (Hg)g’ = Hgg’

                   He = H

Sub grupo normal:

Un sub grupo H de un grupo G es normal si H es igual a cada uno de sus conjugados, es decir:

                 Hg = H; 
[image: image124.wmf]"

g 
[image: image125.wmf]Î

G

Los sub grupos normales son llamados también sub grupos invariantes o auto conjugados y son denotados por:

                    H
[image: image126.wmf]<

G para indicar que H es un sub grupo normal de G.

Todo sub grupo de un grupo abeliano es normal, si H es sub grupo de un grupo abeliano G, entonces; x 
[image: image127.wmf]Î

 Hg 
[image: image128.wmf]Û

 g-1xg = g-1gx = x 
[image: image129.wmf]Î

H

Por lo tanto Hg = H, 
[image: image130.wmf]G
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Definición:

Si x e y pertenecen a la misma órbita entonces son conjugados, es decir:  

y =  gxg-1, 
[image: image131.wmf]G

g

Î

"

.

Si H es sub grupo del grupo G, entonces: σg(H) es un sub grupo.

En efecto:

Sea la órbita  σg(H) entonces:

    x, y 
[image: image132.wmf]Î

σg(H) 
[image: image133.wmf]Þ

 g-1xg 
[image: image134.wmf]Î

H   falta

                             g-1yg 
[image: image135.wmf]Î

H

   y como H es un sub grupo se cumple que:

            (gxg-1)(gyg-1) = gxyg-1
[image: image136.wmf]Î

H 
[image: image137.wmf]Þ

 xy 
[image: image138.wmf]Î

 σg(H)

      de la misma forma 

              x 
[image: image139.wmf]Î

σg(H) 
[image: image140.wmf]Þ

 gxg-1 
[image: image141.wmf]Î

H

     de donde se deduce que:

               (gxg-1)-1 = gx-1g-1 
[image: image142.wmf]Î

H 
[image: image143.wmf]Þ

 x-1
[image: image144.wmf]Î

σg(H)

     por lo tanto σg(H) es un sub grupo.

Sea E = {σg(H) sub grupo de g}

G opera sobre E por automorfismos

                   G 
[image: image145.wmf]´

 E 
[image: image146.wmf]®

 E

                     (g,H) 
[image: image147.wmf]®

 gHg-1

cardθH = 1

Si θH = {H}; 
[image: image148.wmf]"

g 
[image: image149.wmf]Î

G; gHg-1 = H

                
[image: image150.wmf]"


g 
[image: image151.wmf]Î

G; Hg = gH

donde H es un sub grupo normal.

Si h 
[image: image152.wmf]Î

 H; hg 
[image: image153.wmf]Î

gH pues H
[image: image154.wmf]<

G, entonces 
[image: image155.wmf]$

h’
[image: image156.wmf]Î

H talque hg = gh’

Ejemplo de sub grupo normal:

a) Sea G un grupo y sea 

                            ZG ={g 
[image: image157.wmf]Î

G; 
[image: image158.wmf]"

x 
[image: image159.wmf]Î

G; gx =xg} 

    es llamado centro de G.

· ZG es un sub grupo de G:

En efecto:

Si x, y 
[image: image160.wmf]Î

 ZG, entonces 
[image: image161.wmf]"

g
[image: image162.wmf]Î

G se tiene que:

(xy)g = xgy = g(xy)
[image: image163.wmf]Þ

xy 
[image: image164.wmf]Î

ZG

Si x 
[image: image165.wmf]Î

ZG, entonces 
[image: image166.wmf]"

g
[image: image167.wmf]Î

G; xg-1 = g-1x  lo que implica que:

x-1g = (xg-1)-1 =  (g-1x)-1 = gx-1 
[image: image168.wmf]Þ

 x-1 
[image: image169.wmf]Î

 ZG

Por lo tanto ZG es un sub grupo de G.

· ZG es un sub grupo normal de G.

En efecto:

Para todo g 
[image: image170.wmf]Î

G, tenemos x 
[image: image171.wmf]Î


[image: image172.wmf]Z

g

G

 
[image: image173.wmf]Û

 xg = gx 
[image: image174.wmf]Û

 gxg-1 = xgg-1 = x 
[image: image175.wmf]Î

ZG

entonces 
[image: image176.wmf]Z

g

G

 = ZG

por lo tanto ZG es un sub grupo normal.

b) Si  : G 
[image: image177.wmf]®

 G’ es un homomorfismo de grupos, entonces el núcleo de  es el conjunto:

                       ker = {x 
[image: image178.wmf]Î

G/ (x) = e’} = -1(e’)

con e’ que es el elemento identidad de G’.

· Ker es un sub grupo de G.


[image: image179.wmf]Î

"

x

Gse tiene que (x-1) = (x)-1

entonces ((x))((x)-1) = (xx-1) = (e) = e’

Si x 
[image: image180.wmf]Î

ker 
[image: image181.wmf]Þ

(x-1) = ((x))-1 = e’-1 = e’ 
[image: image182.wmf]Þ

x-1 
[image: image183.wmf]Î

ker

Si x,y 
[image: image184.wmf]Î

 ker 
[image: image185.wmf]Þ

(xy) = (x)(y) = e’e’ = e’ 
[image: image186.wmf]Þ

xy 
[image: image187.wmf]Î

ker

Por lo tanto ker es un sub grupo de G.

· ker es un sub grupo normal de G.

Sea x 
[image: image188.wmf]Î

(ker)g, el conjugado de ker por g 
[image: image189.wmf]Î

G.

Como x 
[image: image190.wmf]Î

(ker)g 
[image: image191.wmf]Þ

gxg-1 
[image: image192.wmf]Î

 ker de modo que :

(gxg-1) = (g)(x)(g-1) = e’ 
[image: image193.wmf]Þ

 (x) = e’

entonces x 
[image: image194.wmf]Î

 ker, por lo tanto se tiene que: (ker)g 
[image: image195.wmf]Ì

 ker

Por otra parte , si x 
[image: image196.wmf]Î

ker 
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 gxg-1 
[image: image198.wmf]Î

 ker 
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 x 
[image: image200.wmf]Î

( ker)g, es decir:

ker 
[image: image201.wmf]Ì

 (ker)g

Como se tiene que: (ker)g 
[image: image202.wmf]Ì

 ker y ker 
[image: image203.wmf]Ì

 (ker)g entonces se concluye 

            ker = (ker)g

Por lo tanto ker es un sub grupo normal de G.

Interés de los sub grupos normales:

Sea H un sub grupo normal de G; G/H = {xH, x 
[image: image204.wmf]Î

G} es un grupo con el producto (xH)(yH) = (xy)H

         En efecto:

Sea x 
[image: image205.wmf]Î

(ab)H, 
[image: image206.wmf]"

a,b 
[image: image207.wmf]Î

G

entonces x = abh = aebh 
[image: image208.wmf]Î

(aH)(bH)


[image: image209.wmf]Þ

 (ab)H
[image: image210.wmf]Ì

 (aH)(bH)

Si x 
[image: image211.wmf]Î

(aH)(bH), 
[image: image212.wmf]"

a,b 
[image: image213.wmf]Î

Gse tiene: x = ahbh’; 
[image: image214.wmf]"

h.h’ 
[image: image215.wmf]Î

H

Como H es normal entonces Hb = H; b
[image: image216.wmf]Î

G por lo que tenemos

h = bh’’b-1; para algún h’’ 
[image: image217.wmf]Î

H, por lo tanto

x = ahbh’ = a(bh’’b-1)bh’ = ab(h’’h’) 
[image: image218.wmf]Î

abH 
[image: image219.wmf]Þ

(aH)(bH) 
[image: image220.wmf]Ì

 (ab)H

Por lo tanto se cumple que (xH)(yH) = (xy)H

· (G/H,
[image: image221.wmf]·

) es un grupo?

eH = H 
[image: image222.wmf]Þ

e
[image: image223.wmf]Î

G/H

Como H
[image: image224.wmf]<

G 
[image: image225.wmf]Þ

x-1H = H; 
[image: image226.wmf]"

x-1 
[image: image227.wmf]Î

G 

{xHyH}zH = (xy)HzH = (xyz)H = xH(yHzH)

Por lo tanto G/H es un grupo el cual es llamado grupo cociente de G por H. 

Además xH = órbita de x cuando G opera sobre H

                  G 
[image: image228.wmf]´

 H 
[image: image229.wmf]®

  H; x = {xH; x 
[image: image230.wmf]Î

G}

· La aplicación : G 
[image: image231.wmf]®

 G/H es homomorfismo.

                                 x
[image: image232.wmf]®

 (x) = xH

     (xy) = xyH = (xH)(yH) = (x)(y)

      (x) = xH = (x)


[image: image233.wmf]Þ


 es homomorfismo.

· La  aplicación : G 
[image: image234.wmf]®

 G/H es suryectiva.

ker = {x 
[image: image235.wmf]Î

G, (x) = H}

         = {x 
[image: image236.wmf]Î

G, xH = H} = elemento identidad  = 1G/H    

3.- Estabilizador:

Sea G un grupo que opera sobre el conjunto E; 
[image: image237.wmf]"

x 
[image: image238.wmf]Î

E se tiene:

                    θx = {gx; g 
[image: image239.wmf]Î

G}

Se llama estabilizador de x al conjunto

                    ∑x = {g 
[image: image240.wmf]Î

G; gx = x}, es llamado estabilizador de x.

· ∑x es un sub grupo de G.

Sea g,g’ 
[image: image241.wmf]Î

∑x 
[image: image242.wmf]Þ

 (gg’)x = g(g’x) = gx = x 
[image: image243.wmf]Þ

 gg’ 
[image: image244.wmf]Î

∑x 

        g-1x = g-1(gx) = ex = x 
[image: image245.wmf]Þ

x 
[image: image246.wmf]Î

∑x

ex = x 
[image: image247.wmf]Þ

 e 
[image: image248.wmf]Î

 ∑x; entonces ∑x  es un sub grupo de G. 

· Sea la aplicación : G 
[image: image249.wmf]®

 x definida por (g) = gx; para todo g 
[image: image250.wmf]Î

G es, es evidentemente suryectivo.

·  es inyectivo; (g) = (g’) 
[image: image251.wmf]Þ

g = g’; 
[image: image252.wmf]"

x 
[image: image253.wmf]Î

E

Se tiene que gx = g’x 
[image: image254.wmf]Û

gg’-1x = x 
[image: image255.wmf]Û

gg’-1 
[image: image256.wmf]Î

∑x

Esto implica que existe una correspondencia bien definida G/∑x 
[image: image257.wmf]®

 Gx definido por g∑x 
[image: image258.wmf]®

 gx

Por lo tanto existe una biyección entre las particiones de G de la forma g∑x con las  x.

Si G es finito, por la biyección de G/∑x 
[image: image259.wmf]®

 Gx definido por g∑x 
[image: image260.wmf]®

 gx se deduce que Gx tiene el mismo número de elementos que G/∑x, con cardx que divide cardG, es decir:

                cardx = 
[image: image261.wmf]å

x

card

G

card

)

(


· Si A
[image: image262.wmf]Ì

 E; A = {representantes de órbitas}

Talque: si a, a’ 
[image: image263.wmf]Î

A 
[image: image264.wmf]Þ

 a = a’ 
[image: image265.wmf]Þ

 a = a’             

   E = 
[image: image266.wmf]U

A

a

a

Î

q

, uniones disjuntas.

carda = 
[image: image267.wmf]å

card

n

; con cardG = n

si E es finito 
[image: image268.wmf]Þ

 cardE = 
[image: image269.wmf]å

Î

A

a

a

card

q


Normalizador:

El normalizador de un subconjunto S de un grupo G es el conjunto 

                  N(S) = {g 
[image: image270.wmf]Î

G/ Sg = S}

Donde Sg representa el conjugado de S por g. 

 4. Clases de conjugación:

La conjugación es una relación de equivalencia y divide a G en clases de equivalencia disjuntas.

El número de elementos de la clase de conjugación de x (Cx) es el número de elementos del normalizador de g en G.

     
[image: image271.wmf]·

x 
[image: image272.wmf]Î

x; cardx = 1 
[image: image273.wmf]Û

 x 
[image: image274.wmf]Î

 ZG

En efecto:


[image: image275.wmf]"


g 
[image: image276.wmf]Î

G; gx = x 
[image: image277.wmf]Û

 gxg-1 = x (el estabilizador de x es G)

                                   gx = xg

Ahora:

Supongamos que G es un grupo finito, entonces hay un número finito de clases de conjugación.

          x 
[image: image278.wmf]Î

 ZG  
[image: image279.wmf]Þ

Cx 
[image: image280.wmf]Ì

 G - ZG

Sean x1, x2, ………, xm 
[image: image281.wmf]Î

G elemento obtenidos uno de cada clase de conjugación contenidos en G - ZG.

Para todo x 
[image: image282.wmf]Î

G ó bien x 
[image: image283.wmf]Î

 ZG ó x es conjugado con un xi. Contando los elementos de G, tenemos que:

                o(G) = o(ZG) + 
[image: image284.wmf]å

Î

A

a

a

card

)

(

q


Esto es llamado ecuación de las clases de conjugación de G.

G opera sobre G por automorfismos internos definido por:

                            G 
[image: image285.wmf]´

 G 
[image: image286.wmf]®

 G

                             (g,x)  
[image: image287.wmf]®

 gx = gxg-1

· La orbita de x = {elementos conjugados con x} = clase de conjugación de x.

· Estabilizador de x = {g 
[image: image288.wmf]Î

G; gxg-1 = x 
[image: image289.wmf]Þ

 gx = xg} = centralizador de x (Cx: elementos de G que conmutan con x).

Corolario: 

Si G es un grupo de orden Pα, donde P es un número primo y α 
[image: image290.wmf]³

1 
[image: image291.wmf]Þ

 el centro de G es no trivial y G es un P-grupo. G =  
[image: image292.wmf]U

 clase de conjugación.

Prueba:

Sea G = 
[image: image293.wmf]U

(
[image: image294.wmf]U

θa) donde A que es el representante de órbitas.

Si A = 
[image: image295.wmf]f

 
[image: image296.wmf]Û

 G = ZG 
[image: image297.wmf]Þ

 cardG = cardZG + 
[image: image298.wmf]å

Î

A

a

a

card
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(

q


Si a 
[image: image299.wmf]Î

A; cardθa > 1 y divide al cardG 
[image: image300.wmf]Þ

 cardθa = 
[image: image301.wmf]a

P

a


Pα = cardZG + 
[image: image302.wmf]å

Î

A

a

a

P

a

 
[image: image303.wmf]Þ

 P divide card ZG


[image: image304.wmf]Þ

 card ZG = Pβ; β 
[image: image305.wmf]³

 1

Por lo tanto el centro de G es no trivial.

5. Grupo simétrico:

Sea X un conjunto finito, la aplicación : X 
[image: image306.wmf]®

 X es inyectiva y suryectiva. 

Una permutación es una aplicación, el conjunto Sn(X) de todas las permutaciones de X es llamado grupo simétrico, con n que es el número de elementos de X.

Si X tiene n elementos entonces Sn(X)consta de n! elementos.

Sean Sn(E) y Sn(F) los conjuntos de las permutaciones de E y F respectivamente  donde cardE = cardF entonces Sn(E) 
[image: image307.wmf]»

 Sn(F)

En efecto:

Sea  : Sn(E) 
[image: image308.wmf]®

 Sn(F)

       
[image: image309.wmf]®

 
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
[image: image311.wmf]o

-1

                                E   
[image: image312.wmf]¾

®

¾

j

    E                        

                           -1  
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[image: image314.wmf]¯



                                  F 
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o

F


[image: image316.wmf]·


 es homomorfismo?


[image: image317.wmf]"


,’
[image: image318.wmf]Î

 Sn(E); ()
[image: image319.wmf]o

(’) = (
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
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-1)
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( 
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’
[image: image324.wmf]o

-1) 

                                              = 
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
[image: image326.wmf]o

’
[image: image327.wmf]o

-1 = (
[image: image328.wmf]o

’)

Por lo tanto  es homomorfismo.


[image: image329.wmf]·

 Sea 
[image: image330.wmf]y

: Sn(F) 
[image: image331.wmf]®

 Sn(E) un homomorfismo

                 α’ 
[image: image332.wmf]®

 
[image: image333.wmf]y

(α’) = -1 
[image: image334.wmf]o

α’
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

entonces:

 (
[image: image336.wmf]y


[image: image337.wmf]o

)α = 
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(
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α
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-1) = -1 
[image: image341.wmf]o


[image: image342.wmf]o

α
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-1 
[image: image344.wmf]o

 = α

      : Sn(E)  
[image: image345.wmf]®

 Sn(F)
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: Sn(F) 
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 Sn(E)
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[image: image349.wmf]y


[image: image350.wmf]o

 = 1Sn(E); 
[image: image351.wmf]o


[image: image352.wmf]y

 = 1Sn(F) 
[image: image353.wmf]Þ

 
[image: image354.wmf]y

 = -1

Por lo tanto se cumple que: Sn(E) 
[image: image355.wmf]»

 Sn(F)

· G opera sobre G si y sólo si existe un homomorfismo entre G y Sn(G)

Sea cardG = n, G opera sobre G por la derecha.

            g 
[image: image356.wmf]Î

G, x 
[image: image357.wmf]Î

G 
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g.x = gx

Sea σ: (G,
[image: image359.wmf]·

) 
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 (Sn(G),
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) un homomorfismo.

          En efecto:  σ: (G,
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) 
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 (Sn(G),
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)

                                       g  
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  σg

          (σg 
[image: image366.wmf]o

σg’)x = σg(σg’x) = σg(g’x) = gg’x = σgg’(x)

kerσ = {g 
[image: image367.wmf]Î

G; σg = 1G} 
[image: image368.wmf]Þ

kerσ = {e} 
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 σ es inyectiva

- Transformaciones lineales: 

Dados los espacios vectoriales U y V sobre un campo F, la aplicación T: U 
[image: image370.wmf]®

 V es una transformación lineal u homomorfismo de U en V, si se cumplen las condiciones:

a.- T(u1 + u2) = T(u1) + T(u2); para x 
[image: image371.wmf]Î

 u1,u2  
[image: image372.wmf]Î

 U

b.- T(αu) = αT(u); para α 
[image: image373.wmf]Î

F y x 
[image: image374.wmf]Î

U

El conjunto de todas las transformaciones lineales de U en V es un espacio vectorial respecto a las operaciones de adición y producto por un escalar definidas por:

· (T1 + T2) = T1(x) +T2(x)

· (αT)(x) = αT(x); para x 
[image: image375.wmf]Î

U y α 
[image: image376.wmf]Î

F

Ese espacio se designa por L(U,V). Las transformaciones lineales inyectivas se llaman transformaciones regulares; las biyectivas se llaman isomorfismos. Si existe un isomorfismo de U sobre V se dice que dichos espacios son isomorfos.

Las transformaciones lineales de un espacio U en si mismo se llaman endomorfismo, y el espacio vectorial de los endomorfismos se designa por ξ(U). Las transformaciones lineales biyectivas de U sobre U se llama automorfismo.

Las transformaciones lineales de U en F se llaman funciones o formas lineales, y el espacio de las funciones lineales definidas en U se designa por L(U).
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