PAGE  
www.monografias.com

Estadística
Carlos Valdes Villaseñor    cvaldes28@gmail.com
1. Sumatorias
2. Estadística
3. Encuestas
4. Escalas
5. Medidas estadísticas
6. Fórmulas de las medidas estadísticas de Dispersión (D. N. C.)
7. Simbología
8. Distribuciones Bidimensionales
9. Distribuciones Marginales
10. Distribuciones Condicionales
11. Curvas de ajuste
12. Series cronológicas
I.  Sumatorias.

Def. La expresión 
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 es llamada  SUMATORIA de los n términos ai. 

Obs. El término ai es llamado TERMINO GENERAL de la sumatoria.

Ej. 
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Ejercicios.

1.  Desarrolle las siguientes sumatorias:
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2.  Calcular el valor de las siguientes sumatorias:
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3.  Verificar las siguientes expresiones:
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4. Exprese bajo el símbolo de sumatorias:

5. Hallar el valor de las sumatorias del item 4.

6. Si (x = 23, (x2 = 43, determine el valor de las siguientes sumatorias:

6.1 ((x –2)2 

6.2 ((4x2 +3x – 5)

6.3 (((x – 5)(x + 5)(
6.4 ((x)4 – ((x)2 
Estadística.

La Estadística es la ciencia de los datos. Su campo de acción es muy amplio debido a que toda actividad del hombre puede ser considerada como un dato. Por ejemplo ¿cuántos estudiantes del Primer Nivel de la Carrera X del Santo Tomás en Talca  aprobaron la asignatura de Estadística en el año 2006?, ¿qué % de la población mundial es alcohólica?, ¿cuántas mujeres de la ciudad de Talca son madres solteras?, ¿cuántos juicios orales se efectuaron en la 7º Región a partir de su puesta en marcha?, ¿cuántos computadores existen en Talca?, etc.

La Estadística necesita un universo de donde obtener sus datos. Este universo se denomina POBLACIÓN ESTADÍSTICA. En algunos casos la población estadística es demasiado amplia, ó bien, es muy oneroso hacer un estudio de algún caso allí, es por eso que se toma una parte de ella llamada MUESTRA ESTADÍSTICA. Una muestra estadística se puede obtener aplicando el azar 

(enumerando ó clasificando a los elementos) ó mediante algún instrumento fiable como los números aleatorios. 

           La VARIABLE ESTADÍSTICA representa el problema ó característica que se quiera analizar en una población o muestra. Se distinguen dos tipos de variables: 

· VARIABLE CONTINUA (la unidad de medida utilizada considera todos los valores intermedios (múltiplos y submúltiplos).

Ej. La variable edad es una variable continua, pues se puede medir en años, meses, días, horas.
· VARIABLE DISCRETA o DISCONTINUA (la unidad de medida utilizada sólo considera cifras  enteras.

Ej. Natalidad, mortalidad en algún período de tiempo o en alguna región de un país. 

En la población, o en la muestra, según la variable, se obtienen los DATOS ESTADISTICOS que son aquellos que en la población verifican la variable. En base a estos datos se hace el estudio de las características más relevantes de la población o muestra. Podemos distinguir dos tipos de datos: 

· DATOS NO CLASIFICADOS o INDIVIDUALES.
         Ej. Calificación de cada alumno en alguna prueba parcial. 

· DATOS CLASIFICADOS o AGRUPADOS.
         Ej. Alumnos aprobados, alumnos reprobados, alumnos retirados. 

Otra clasificación es: 

· DATOS CUALITATIVOS indican la cualidad que deben verificar los datos.
         Ej. Morenos, rubios, altos, bajos, etc…..

· DATOS CUANTITATIVOS (números, rangos).

         Ej. Edad de niños en años.
Los datos obtenidos se pueden reflejar en cuadros ordenados y esquematizados, que se denominan TABLAS ESTADÍSTICAS. 
	Variable
	Dato
	Observaciones o características

	...........
	............
	.....................

	.............
	.............
	....................

	……….
	……….
	……………


Ej. Las calificaciones obtenidas por los alumnos indicados, son las siguientes:

      José Aldunate  5,6  ;  María Jonquera  3,8  ;  Roberto Melo  2,4  ;  Mario Suazo  6,5, ……..                              

      Según estos datos la tabulación sería:

	Nombre
	Calificación

	Aldunate, José
	5,6

	Jorquera, María
	3,8

	Melo, Roberto
	2,4

	Suazo, Mario
	6,5

	.........................
	


Obs. Si los resultados, como datos agrupados, fuesen los siguientes: 15 alumnos aprobaron el curso

        de Estadística; la reprobaron 2 y se retiraron 3, entonces una tabulación sería:

	Variable
	conteo
	frecuencia
	porcentaje

	 Alumnos aprobados
	///////////////
	15
	75%

	Alumnos reprobados
	///
	3
	15%

	 Alumnos retirados
	//
	2
	10%

	Total.
	
	20
	100%


Los GRÁFICOS ESTADÍSTICOS son representaciones gráficas de la tabulación. Existen gráficos de distintos tipos, como barras, circulares, de puntos, líneas, de dispersión, etc..
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                  Gráfico de barras.                                                       Gráfico circular o de torta.

Ej. En la consulta ¿Cuántos estudiantes del Primer Nivel de la Carrera X del Santo Tomás en Talca 
      aprobaron la asignatura de Estadística en el año 2007? se tiene que:
Población = Estudiantes del Primer Nivel de la Carrera X del Santo Tomás de 2007.

Muestra = Si la población considerada es “Estudiantes del Santo Tomás en Talca”, la población  

                  anterior sería una muestra.  

Variable =  aprobar asignatura de Estadística.

Dato individual = María Jorquera, José Aldunate, ......, etc.

Número total de datos = 20 alumnos.

Ejercicios.

1.  Supongamos que P es una población de 50 personas. La tabla siguiente es un resumen de las 
     alturas de las personas medidas en centímetros. 

	125
	136
	154
	128
	187
	169
	144
	155
	185
	187

	135
	158
	129
	135
	156
	179
	188
	176
	195
	130

	158
	169
	163
	147
	139
	153
	166
	186
	177
	140

	148
	147
	159
	129
	146
	157
	180
	190
	158
	155

	167
	156
	147
	132
	178
	179
	139
	140
	147
	166


1.1 Determine:

1.1.1 La persona de mayor altura

1.1.2    La persona de menor altura

1.1.3    El valor de la altura que más aparece

1.2 Determine:

1.2.1 cuantas personas miden menos de 160 cms.

1.2.2 cuantas personas miden entre 145 cms. y 178 cms.

1.2.3 cuantas personas miden mas de 190 cms.

1.3 Hallar el número de personas que tienen una altura:

1.3.1 entre 120 cms. y 135 cms. (inclusive los extremos)

1.3.2 mayor de 156 cms y menor de 185 cms.

1.3.3 mayor de 106 cms. y menor de 155 cms

1.3.4 mayor de 126 cms. y menor de 195 cms.

1.4 Determine el porcentaje que es cada intervalo de item 1.3 del total de personas de la población.

1.5 Aplique distintos tipos de gráficos para los item 1.2;  1.3  y  1.4.

Encuestas.

Una ENCUESTA es la formulación ordenada de preguntas que se hacen en una población, ó muestra estadística, para conseguir los datos necesarios para un estudio especifico. Estas preguntas dependerán, en cuanto a la cantidad, de la o las variables que se deseen analizar.

Ej. En el análisis anterior puede haber una sola pregunta:

 ¿aprobó la asignatura de Estadística?                                                          Si (        No (
Ej. También se pudo haber construido la siguiente encuesta:

¿ aprobó la asignatura de Estadística ?                                                         Si  (         No  (
¿ reprobó otra asignatura ?                                                                            Si   (        No  (
¿ reprobó otra asignatura, además de la asignatura de Estadística ?             Si   (        No  (
¿ se retiró antes de finalizar el semestre académico?                                    Si   (        No  (
¿ el retiro se debió : a) condición económica                                                Si   (        No  (
                                b) resultado académico                                                  Si   (        No  (
Escalas. 

Los gráficos utilizan diferentes tipos de escalas. Una ESCALA es la razón con la que se refleja en un gráfico la realidad de los datos conseguidos. Generalmente al construir un mapa geográfico se utiliza una escala, es así, que al ver en un mapa la expresión 1:100 debemos interpretar esta notación como por cada 1 cm2 de área de la superficie del mapa existen 100 cm2 en el terreno real.

También se utiliza las escalas o proporciones en el ámbito de la salud, es el caso de tener un resultado referente a que de cada 100 mujeres 80 sufren problemas de osteoporosis.
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Ej. Si los datos son: hombres casados 100.000;  mujeres casadas  150.000;  divorciados 55.000 entonces la escala que se puede utilizar es: por cada espacio del gráfico corresponden 50.000 hombres o mujeres casados, es decir, es una escala de 1: 50000. Así el gráfico quedaría:

III.  Medidas estadísticas.

Las medidas estadísticas tienen la importancia de dar a conocer  algunos aspectos de la población, en cuanto a la cantidad y calidad de los valores de los elementos de ella.

Las medidas estadísticas se clasifican en:

· MEDIDAS ESTADÍSTICAS DE POSICIÓN.

(ubicadas entre los valores extremos de la variable analizada).

· MEDIDAS ESTADÍSTICAS DE DISPERSIÓN. 

    (denominadas también de abarcamiento, generalmente alrededor de la media aritmética )

Fórmulas para las medidas  estadísticas de Posición ( D.N.C.).

Def. Sean x1 , x2 , x3 ,............., xn-1 , xn, n valores obtenidos por una variable X en una población P.

        Se definen las medidas estadísticas de posición como sigue:
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1.  Media Aritmética
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2. Media Geométrica.
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3. Media Armónica.
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4. Mediana.

Es el valor de la variable que deja la mitad (50%) a la derecha y la otra mitad (50%)  a la izquierda.

Para calcular el valor de la mediana primeramente deben ordenarse de menor a mayor, o viceversa, todos los n elementos de la población. Una vez ordenados se aplica uno de los siguientes criterios:

-  si el número de datos de la población es un número par, la Mediana es la media aritmética de los términos centrales.
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-  si el número de datos de la población es un número impar, la Mediana es el término central.
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5.  Moda.

La  Moda  es el valor de los n datos de una población que más veces aparece, comparativamente con los otros datos. 
Al número de veces que un elemento aparece en la población le llamaremos  frecuencia. (fi)

En caso que ninguno de los n datos tenga mayor frecuencia que los otros, se dice que no existe moda para la población o que la población es Amodal. 
Si dos o más datos tienen mayor frecuencia que otros, se dirá que la población es Multimodal.

Ej. La población P = {2, 3, 6, 9, 8} no tiene moda, es AMODAL.
Ej. La población P = {2, 3, 6, 9, 8, 2, 3, 1} tiene dos modas, es BIMODAL.

6. Fractiles.

Estas medidas de posición, que son llamados los T – iles o Fractiles, están basados en los diferentes porcentajes ( % ) en que puede dividirse el número total de datos de la población. 

- Los CUARTILES representan la división en cuartos de la población, luego cada una de esas partes contiene al 25% del total de datos de la población. Existen 3 cuartiles que se denotan C1 , C2 , C3 

- Los QUINTILES dividen a la población en cinco partes iguales, cada una de ellas contiene al 20% de los datos de la población. Existen 4 quintiles que se denotan por Q1, Q2, Q3, Q4 

- Los DECILES dividen a la población en diez partes iguales, cada una de ellas contiene al 10% de los datos de la población. Existen 9 deciles que se denotan por D1, D2,......,D7, D8, D9. 

- Los PERCENTILES son 99 y contienen al 1% de la población y se denominan P1, P2,.., P98, P99.

Obs. Nótese que C1 = P25;    C2 = mediana = P50 = D5;          D3 = P30        Q1 = D2 = P20        
Ej. Sea P = { 2, 4, 6, 8, 3, 7} algunos fractiles son:

     Cuartil 1 = 2       (25% de 6)                                                Quintil 4 =   6.5            (80% de 6)

     Decil 7   = 6       (70% de 6 )                                                Percentil 95 = 7.5        ( 95% de 6 )

Ejercicios.

1. En la población P, se han obtenido los datos de la Variable : sueldo de empleados, medidos en miles de $,que están indicados en la tabla siguiente, 

	102
	412
	698
	125
	365
	254
	458
	668
	378
	402

	204
	236
	279
	235
	269
	754
	418
	387
	565
	142

	369
	549
	348
	547
	267
	658
	700
	501
	440
	264

	587
	537
	264
	358
	158
	468
	301
	408
	600
	540

	658
	369
	549
	348
	269
	754
	267
	658
	700
	987

	387
	565
	142
	204
	236
	279
	235
	358
	158
	468

	458
	635
	789
	200
	195
	321
	487
	265
	125
	145

	458
	258
	149
	378
	892
	957
	678
	695
	712
	845


1.1 Hacer una tabulación.

1.2 Determinar la media aritmética, geométrica y armónica.

1.3 Determinar la mediana y la moda.
1.4 Determinar las medidas de posición C3 , Q2 , D8 , P95
2. Considerando los datos del ejercicio 1, determine las frecuencias de los siguientes rangos

                                                                                                                                                                     conteo                     frecuencia

	Empleados que ganan un sueldo menor de $100.000
	
	

	Empleados que ganan un sueldo entre  $100.001 y $200.000
	
	

	Empleados que ganan un sueldo entre  $200.001 y $350.000
	
	

	Empleados que ganan un sueldo entre $350.001 y $500.000
	
	

	Empleados que ganan un sueldo mayor de $500.001
	
	


3. 

3.1 Construya un gráfico de barras de los resultados del ejercicio 2.

3.2 Calcule que % es la frecuencia de cada rango del total de las frecuencias y construya un gráfico de torta.

4. En una encuesta sobre la preferencia de 400 personas por los candidatos X, Y, Z se obtuvo el
    siguiente resultado: a) 198 personas por el candidato X ; b) 234 por el candidato y c) el resto por
    el candidato Z. 

4.1 Determine que porcentaje de preferencia, del total de personas, obtienen los candidatos X, Y, Z.

4.2 Construya un gráfico de torta de los resultados del item 4.1. Considere 1% ( 3,6º. 

5. La tabla siguiente contiene la información de las unidades de automóviles vendidos en los años

    indicados.

	Año.
	2004
	2005
	2006
	2007

	Nº de autos vendidos.
	1257
	957
	1365
	1587


5.1 Construya un gráfico lineal que represente dichos datos.
5.2  Construya un gráfico de torta que represente el % de vehículos vendidos por año con respecto a

       la venta total del período 2004 - 2007
Obs. En el caso que los datos x1, x2, x3, .. , xp de una población P, tengan frecuencias f1, f2, f3 ,... , fp , respectivamente, siendo n = ( fi = f1 + f2 + f3 +.....+ fp  y  p  el número de elementos distintos, las medidas estadísticas  asumen la siguiente forma:
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1. Media Aritmética.   
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2. Media Geométrica.
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3. Media Armónica.

4. Mediana. 

Primeramente se deben ordenar todos los elementos, incluso aquellos que aparecen mas de una vez, enseguida se aplica uno de los criterios ya vistos.

5. Moda. 

El dato (o los datos)  xi  que tenga(n) la frecuencia fi de mayor valor numérico, comparativamente 

con otros datos, es la moda.

Obs. Las demás medidas estadísticas de posición, se calculan utilizando las mismas fórmulas ya  

        establecidas.

Ej. Sea la población P = {2, 4, 4, 6, 8, 6, 3, 7, 6 }. Su tabulación es 

	Valor
	Conteo
	Frecuencia

	2
	/
	1

	3
	/
	1

	4
	//
	2

	6
	///
	3

	7
	/
	1

	8
	/
	1


Sus  medidas estadísticas de posición son:

Media Aritmética = ( 2(1 + 4 + 6 + 8(1 + 3(1 + 7(1 ) / 9 = 46 / 9 = 5.11

Mediana = ( 6 + 6 ) / 2 = 6      orden: 2 – 3 – 4 – 4 –  (  6  ( –  6  – 6 – 7 – 8  ( el número es impar)

Moda = 6            (aparece 3 veces )

Cuartil 3 = C3 = 6            (75% de 9) 
Quintil 1 = Q1 = 3            (20% de 9)          

Decil 4 = D4 = 4               (40% de 9)            

Percentil 60 = P60 = 6       (60% de 9)
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Obs. Una forma de obtener los valores de las diferentes medidas estadísticas de posición es construir el siguiente cuadro de cálculo:

	Valor de la variable xi
	Frec. fi
	Frec. acum..fa
	xi ( fi
	xi  fi
	fi log(xi)
	fi  / xi

	32
	4
	4
	32 ( 4
	324
	4 ( log32 
	4/32

	40
	5
	9
	......
	......
	......
	......

	......
	......
	......
	......
	......
	......
	......

	......
	......
	n
	......
	......
	......
	......

	Totales
	n = (fi
	
	((xi ( fi)
	(
	(
	(


Ejercicios.

1. Determine las medidas de posición de los valores dados en la tabla siguiente:

	Valor
	134
	235
	214
	346
	98
	135
	345
	408
	240
	208

	frecuencia
	23
	45
	65
	8
	21
	13
	56
	76
	34
	20


2.  Construya un gráfico:    a) lineal       b) de barras          c) de torta, considerando los datos del  

     ejercicio 1.

3.   La tabla contiene los sueldos, en miles de pesos, de 270 personas: 

	sueldo
	101
	125
	186
	265
	295
	340
	456
	589
	604
	780

	Nº de personas
	14
	25
	34
	56
	45
	36
	28
	15
	12
	5


3.1  ¿cuántas personas ganan un sueldo menor que el primer cuartil?

3.2  ¿cuántas personas ganan un sueldo mayor al decil 4?.

3.3  ¿cuántas personas ganan un sueldo entre el  percentil 22 y el percentil 95?

3.4  ¿cuántas personas ganan un sueldo entre los 125 mil y los 456?

3.5  ¿cuál es el % de personas que ganan un sueldo entre los 186 mil y los 589?

3.6  ¿cuántas personas ganan un sueldo entre el quintil 1 y el quintil 4?  

IV.  Fórmulas de las medidas estadísticas de Dispersión (D. N. C.).

Def. Sean x1  , x2  , x3  ,......., xn-1  , xn  , los n valores obtenidos de una variable X en una población P.

        Se definen las medidas estadísticas de dispersión como sigue:
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Varianza
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Desviación típica.
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Desviación Absoluta                                   
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Momento de orden r
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Momento de orden r con respecto a la media aritmética.

Ej. Ej. Sea P = {2, 4, 6, 8, 3, 7}. Su media Aritmética = 5
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Obs. Si los valores xi tienen frecuencia fi, respectivamente, entonces las expresiones que calculan el
         valor de las medidas de dispersión toman la forma siguiente:
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Ej. Ej. Sea P = {2, 4, 6, 8, 3, 7, 4, 6}. Su media aritmética = 5

Varianza = [ (2 – 5)2   + 2((4 – 5)2  +  2((6 – 5)2 + (8 – 5)2 + (3 – 5)2 + (7 – 5)2 ] / 8 = 3.62

Desviación Típica = 
[image: image14.wmf]62
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 = 1.9

m3 = [23   +  2(43  +  2(63 + 83 + 33 + 73 ]/ 8 = 181.25 
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= [ (2 – 5)4   +  2((4 – 5)4  +  2((6 – 5)4 + (8 – 5)4 + (3 – 5)4 + (7 – 5)4 ] / 8 = 24.75

Ejercicios.

1. Sean las poblaciones    

 P = {2, 4, 3, 6, 7, 8, 9};                                                    R = { ½ , 3/4, 5/6, 4/3, 6/7, 2/5, 3/7, 9/11 };

 Q = { 2,5; 4,3; 5,6; 8,3; 9,2; 10,5; 12,3; 4,7; 3,9; 5,8};   S = {1234; 3245; 4356; 2341; 9876; 5678}

1.1     encuentre las medidas de posición de las poblaciones P y Q.

1.2 encuentre las medidas de dispersión de las poblaciones R y S.

1.3 determine si la media aritmética  de la población P(Q es igual a la suma de la media aritmética de P con la media aritmética de Q.

1.4 compare la media aritmética, geométrica y armónica de las poblaciones P, Q, R y S.

2. El cuadro dado es el resultado de las edades años de los alumnos del  III  nivel de la carrera de 

     Asistente Judicial. ( M = mujer ; H = hombre )

	M – 21
	H – 22
	M – 19
	H – 20
	H – 23
	M –19
	M – 23
	M – 21
	M – 22
	H – 23

	H – 21
	H – 21
	H – 23
	H – 19
	H – 19
	M – 22
	H – 24
	M – 24
	M – 25
	H – 22

	H – 22
	H – 26
	M – 25
	M – 24
	M – 23
	H – 23
	H – 23
	H – 24
	H – 19
	M – 18

	M – 18
	H – 18
	H – 19
	M – 18
	M – 18
	H – 19
	H – 22
	H – 23
	M – 21
	M - 21


2.1   ¿cuál es el promedio de edad de los hombres?

2.2   ¿cuál es el promedio de edad de las mujeres?

2.3    construya un gráfico que represente el % que corresponde a las mujeres y a los hombres del 

         total de elementos de la población.

2.4   hallar el nº de alumnos que pertenecen al intervalo (m. aritmética – s; m. aritmética + s)

2.5   determine el % de alumnos que pertenecen al intervalo (mediana –2s, mediana + 2s )

Clasificación de datos ( D.C.)

Sea P una población de n datos. En ocasiones los datos de la población requieren ser clasificados en p – clases ( grupos, intervalos) de manera cualitativa o cuantitativa. 

En las clasificaciones cuantitativas, cada clase tiene  un valor menor llamado LÍMITE INFERIOR (L.I.)  y un valor mayor llamado LÍMITE SUPERIOR  (L.S.). 
La media aritmética de esos límites, (LI + LS) / 2, es llamada MARCA de la clase y se denota por xi. 

El número total de datos de una variable X que pertenecen a una clase es llamada  FRECUENCIA de la clase y se denota por  fi . 
La diferencia entre el límite inferior y el límite superior, | LI – LS |, de cada clase es el TAMAÑO de la clase y se denota por ti
Obs. 

1.  la clasificación de una población puede ceñirse a un criterio personal o por criterios de

     importancias.

2.  el número de clases de una distribución de frecuencias puede ser sugerido por la expresión:

k = 1  +  3,3 ( log n

donde n es el número de datos de la población. 
Una vez que se haya determinado el número de clases k de una distribución, para conseguir que las clases tengan el mismo tamaño, el rango total (diferencia entre el menor valor y el mayor valor de los datos de la variable de la población) se divide por k. 

rango total = V. Menor – V. Mayor    (. Tamaño clase = (V. Menor – V. Mayor ) / k   
Ej.  Si n = 100 ( K = 1 + 3,3*log100 = 1 + 3,3*2 = 7,6 ( 8. Luego, la expresión sugiere que la 

      distribución de las frecuencias tenga 8 clases.                         

Ej. Considerando la sugerencia anterior, 8 clases, y si el mínimo valor de los datos de la población es 34 y el mayor es 234, entonces el rango de cada clase es (234 – 34 ) / 8 = 25 y una clasificación sería:

	34 – 59
	60 – 85
	86 – 111
	112 – 137
	138 – 163
	164 – 189
	190 – 215
	216 - 241


Otra puede ser:

	 30 – 55
	56 – 81
	82 – 107
	108 – 133
	134 – 159
	160 – 185
	186 – 211
	212 - 237


Obs. Lo importante al hacer una clasificación, es asegurar que todos los datos de la población pertenezcan a alguna de las clases.

Ej. Determine los números de clases sugeridas por la fórmula para una población de a) 200; b) 300;
     c) 500; d) 1000; e) 2000; f) 10000 datos.

Solución.

a) número de clases sugeridos = 1 + 3,3 log200 = 1 + 3,3 ( 2,301 = 1 + 7,59 = 8,59  ( 9

b) número de clases sugeridos = 1 + 3,3 log300 = 1 + 3,3 ( 2,477 = 1 + 8,17 = 9,17 ( 9
c) número de clases sugeridos = 1 + 3,3 log500 = 1 + 3,3 ( 2,699 = 1 + 8,9 = 9,9 ( 10
d) número de clases sugeridos = 1 + 3,3 log1000 = 1 + 3,3 ( 3 = 1 + 9,9 = 10,9 ( 11

e) número de clases sugeridos = 1 + 3,3 log2000 = 1 + 3,3 ( 3,301 = 1 + 10,89 = 11,89 ( 12

f) número de clases sugeridos = 1 + 3,3 log10000 = 1 + 3,3 ( 4 = 1 + 13,2 = 14,2 ( 15

Medidas de posición ( D.C.)
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Media aritmética.
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Media Geométrica.
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Media Armónica.
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Mediana. 
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Fractiles.

Simbología.

fi = frecuencia de la clase i – ésima 

xi = marca de la clase i – ésima  = 
[image: image16.wmf]2
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N = número total de elementos de la distribución = (fi

L Me = límite inferior de la clase mediana. La clase mediana es aquella clase donde se produce la 

          mitad del total de las frecuencias

L Mo = límite inferior de la clase modal. La(s) clase(s) modal(es) es (son) aquella(s) clase(s) que 
           tiene(n) la mayor de las frecuencias.

(1 = exceso de frecuencias de la clase modal con respecto a la clase inmediatamente anterior.

(2 = exceso de frecuencias de la clase modal con respecto a la clase inmediatamente posterior.

L q  = límite inferior de la clase q - tila. La clase q- tila es aquella clase donde se produce la cantidad 
          de frecuencias correspondiente al q% de N.

fa/me = frecuencia acumulada desde la primera clase hasta la clase mediana. 

fa /q = frecuencia acumulada desde la primera clase hasta la q - tila  clase.

fme =  frecuencia de la clase mediana.

fq = frecuencia de la clase q – tila.

t me = tamaño de la  clase mediana. 

t mo = tamaño  de la clase modal. 

t q = tamaño de la clase q - tila. 

Ej. Sea la población P cuyos datos están dados en la siguiente tabla de datos clasificados. La 

      variable de las clases es sueldo en miles $. Los datos correspondientes a 50 empleados de alguna 

      empresa E están dados en la tabla siguiente:

	Lím. Inf.
	Lím. Sup.
	fi
	xi
	f i xi
	fa

	0
	100
	12
	50
	600
	12

	(101
	200
	15
	150.5
	2257.5
	27

	201
	300
	13
	250.5
	3256.5
	40

	301
	400
	10
	350.5
	3505
	50

	
	
	N = 50                               
	
	( = 9619
	


Las medidas estadísticas de posición se calculan aplicando las fórmulas correspondientes a datos clasificados. Así se tiene que:

Media aritmética = 9619 / 50 = $192.380

Mediana = 101 +  99 (25 – 12)/15 = $186.800                     ( clase mediana: 101 – 200 

Moda = 101 +  99 3/(3+2) = $160.400                                  ( clase modal: 101 – 200

Cuartil 1     C1 = T25 = 101 + 99  (12.5 – 12)/15 = $104.300

Quintil 3     Q1 = T60 = 201 + 99  (30 – 27)/13 = $223.846

Decil 4       D4 = T40 = 101 + 99 (20 – 12)/15 = $153.800

Percentil 82 = P82 = T82 = 301 + 99  (41 – 40)/13 = $308.615

Obs. Según las medidas obtenidas en el ejemplo anterior se puede concluir que el 25% (C1 ) de los
         empleados de la empresa E gana un sueldo menor que $104.300; mientras que el 82% (P82)
         gana un sueldo menor que $308.615.
Medidas estadísticas de dispersión ( D.C.) 
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Varianza.      
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Desviación típica o estándar.        
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Desviación Absoluta.   
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Momento de orden r.   
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Momento de orden r con respecto a la media aritmética.  

Ej. Determinar las medidas de dispersión varianza, desviación típica, momento de orden 2 y 
momento de orden 3 con respecto a la media aritmética, de la distribución en clases siguiente:

[image: image17.png]Clase £ [ x| fitxi red- 0 02| 0t (dn"3
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varianza = v = 9,2736

desviación típica = s = 3,04

momento de orden 2 = m2 = 57,16

momento de orden 3 con respecto a la media aritmética = m =  -4,33.

Aplicaciones.

Las diversas medidas estadísticas, tanto de posición como de dispersión, pueden ser útiles en las siguientes instrumentos:

· Coeficiente de variación.

Def. Se define el COEFICIENTE de VARIACIÓN como el valor dado por la expresión: 
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donde  
[image: image18.wmf]x

 = media aritmética y s = desviación típica de la población.

Ej. Si 
[image: image19.wmf]x

de una población es 35  y  s = 7 entonces:   CV = 7/35 = 1/5 = 0,2. 
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Ej.

Obs. 

· el valor del coeficiente de variación es independiente de las unidades de los datos. 

· el coeficiente de variación CV > 0, luego 
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Ejercicios.

1. Determine el coeficiente de variación de la población P = {12, 34, 56, 32, 67, 86, 54}

2. Compare los coeficientes de variación de las siguientes poblaciones y dé una conclusión en base a los resultados obtenidos.  

        P1 (Kg.) = {21, 87, 104, 204, 12}                         P2 (años) = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70}

        P3 (mts.) = {7, 12, 456, 598, 978, 2}                    P4 ($) = {101, 220, 130, 440, 550, 760, 708}

· Determinación del número de elementos de un rango.

Ej. Si consideramos la media aritmética 
[image: image21.wmf]x

 = 35,5  y la desviación típica s = 14,4 de la distribución de frecuencias indicada en la tabla siguiente:

	li
	ls
	fi
	xi
	xi*fi
	fi*(xi-x')^2

	0
	10
	2
	5
	10,00
	1863,55

	11
	21
	5
	16
	80,00
	1906,13

	22
	32
	9
	27
	243,00
	654,08

	33
	43
	12
	38
	456,00
	73,51

	44
	54
	8
	49
	392,00
	1452,61

	55
	65
	4
	60
	240,00
	2396,10

	
	
	40
	
	1421,00
	8345,98

	
	
	
	
	35,53
	208,65

	
	
	
	
	
	14,44


Determine el número de datos del rango (
[image: image22.wmf]x

– s; 
[image: image23.wmf]x

 + s).

Solución. El rango (
[image: image24.wmf]x

– s; 
[image: image25.wmf]x

 + s) = (35,5 – 14,4 ; 35,5 + 14,4) = (21,1 ;  49,9).

                El número de elementos de este rango es = nº (22 ; 32) + nº (33 ; 43) + nº (44 ; 49,9)

                                                                                  = 9 + 12 + x                                                            

el valor de x se calcula mediante la regla proporcional  
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x = (5,9 * 8) / 10 = 4,72

Luego el total de elementos que contiene el rango es:
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                                  9 + 12 + 4,72 = 25,72.

· Determinación del porcentaje de elementos pertenecientes a un rango.

Ej.   Calcular además el % del total de datos que  pertenecen a ese rango, si se consideran los datos 
       del ejemplo anterior.
Solución. El total de elementos pertenecientes al rango es 25,72, que representa el:

                25,72*100/40 = 64,3 % del total de frecuencias de la población. 

· Cálculo del número y porcentaje de datos pertenecientes a un rango interfractilítico.

· Si el rango es del tipo (Q1, D7) el porcentaje entre las dos medidas es 70% - 20% = 50%.

Ej. En una población de 40 datos, al rango anterior contiene a 50% de 40 = 20 elementos.

· Otros rangos interfractilíticos a los cuales se les puede obtener sus frecuencias y % son:

· Rango intercuartilítico.

· Rango interpercentilítico.

· Rango interquintilítico.

· Rango interpercentilítico - cuartilíticos.
Ejercicios.
1. Considerando los datos entregados por la tabla siguiente, determine número y % de personas que 

     contienen los siguientes rangos:

1.1  (Q1, P78)                                   1.2   (C1, D8)                        1.3   (D3, D7)

1.4  (Q1, Q6)                                    1.5   (C3, P90)                        1.6 (P10, P90)

	sueldo
	101
	125
	186
	265
	295
	340
	456
	589
	604
	780

	Nº de personas
	14
	25
	34
	56
	45
	36
	28
	15
	12
	5


· Análisis del Sesgo.

Def.  El coeficiente de SESGO determina el grado de asimetría (alargamiento de la distribución

         hacia la izquierda o hacia la derecha). Para determinar el sesgo de una distribución de 
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s

 

CV

=

        frecuencias se utiliza el :

· Si el coeficiente de sesgo tiene un valor positivo se dice que la distribución es SESGADA a
            DERECHA o que tiene  SESGO POSITIVO.
  

· Si el coeficiente de sesgo tiene un valor negativo se dice que la distribución es SESGADA a 

            IZQUIERDA o que tiene  SESGO NEGATIVO.

· Si el coeficiente de sesgo tiene un valor 0 se dice que la distribución es INSESGADA o que 

            tiene SESGO 0.
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           sesgo negativo                              sesgo positivo                                   insesgada

Obs. Otras expresiones que se utilizan para el sesgo son:

· 
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· 
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· Análisis de la Curtosis

El coeficiente de CURTOSIS determina el grado de alargamiento de la distribución hacia arriba o 
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hacia abajo. Para determinar la curtosis de una distribución de frecuencias se utiliza el:
-  Si el coeficiente de curtosis es mayor que 3 se dice que la distribución es LEPTOCÚRTICA.

-  Si el coeficiente de curtosis es menor a 3 se dice que la distribución es PLATICÚRTICA

-    Si el coeficiente de curtosis es igual a 3 se dice que la distribución es MESOCÚRTICA.
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           Mesocúrtica                                    Leptocúrtica                                    Platicúrtica.

Ej. Sea la población P cuyos elementos (40) están distribuidos de la manera que indica la tabla siguiente:

	Lim.Inf.
	Lim.Sup.
	fi
	xi
	fi xi
	xi - x
	(xi –x )2 fi
	(xi – x )3 fi
	(xi – x )4 fi

	0
	10
	2
	5
	10
	-30.5
	1860.5
	-56745.25
	1730730.1

	11
	21
	5
	16
	80
	-19.5
	1901.25
	-37074.375
	722950.31

	22
	32
	9
	27
	243
	-8.5
	650.25
	-5527.125
	46980

	33
	43
	12
	38
	456
	2.5
	75
	187.5
	468.7

	44
	54
	8
	49
	392
	13.5
	1458
	19683
	267520.5

	55
	65
	4
	60
	240
	24.5
	2401
	58824.5
	1441200.2

	Totales
	40
	
	1421
	
	8348
	-20648.75
	4208054.422


Entonces, para analizar sesgo y curtosis se necesitan los siguientes datos:
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· 
[image: image36.wmf]x

 = 1421 / 40 = 35,5

· v = 8346 / 40 = 208,7

· s = 14,44

· 
[image: image37.wmf]3

m

= -20648,75 / 40 = -516,21

· 
[image: image38.wmf]4

m

= 4208054,422 / 40 = 105201,36

· coef. sesgo = -516,21 / 3010,93 = - 0,171 < 0

· coef. curtosis = 105201,36 / 43477,92 = 2,41 < 3

Conclusión. La población P es sesgada a la izquierda y platicúrtica.

Obs.  Otra expresión que se utiliza para medir la curtosis de una población es:
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Obs. Este coeficiente para una distribución normal es 0,263
Ejercicios.

1. La tabla dada representa los años de servicio de 52 personas de una empresa textil:

	Años de servicio
	0 – 3
	4 – 7
	8 – 11
	12 – 15
	16 – 19
	20 – 25 

	frecuencia
	8
	10
	15
	9
	6
	4


1.1    Construya un gráfico lineal para dicha población.

1.2    Determine sesgo y curtosis de la población.




1.3    Dé una interpretación a los resultados obtenidos. 

1.4    Encuentre el número de personas que pertenecen al intervalo (mediana – d: moda + s)

1.5    Encuentre el número de personas que pertenecen al rango (Q1, P83)
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1.6    Determine el porcentaje de personas que pertenecen al intervalo 

2. Obtenga una muestra de 10 datos de la población dada en el cuadro siguiente aplicando el azar.

123
  213
  345
  234
    65
  365
      45 
     214
       78
      465

324
  210
  567
    23
    76
  241
      45
   1287
     598
      587

456
    43
  765
    34
    88
  854
    365
       65
     236
      685

432
    54
  234
    65
  976
  458
  1258
     258
   2541
     954

2.1  Compare las medidas estadísticas de posición de la muestra con las respectivas de la población.

2.2  Compare las medidas de dispersión de la muestra con las respectivas de la población.

2.3  Encuentre el número de personas que pertenecen al intervalo (mediana – s: moda + s) de la 

       población.
2.4  Encuentre el número de personas que pertenecen al rango (Q1, P93) de la población.

2.5  Determine el porcentaje de personas que pertenecen al intervalo: 
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3. 

3.1 Clasifique los datos dados en el item 2 en a lo menos cinco clases. 

3.2 Compare las medidas estadísticas de dispersión de la muestra con las respectivas de la población
      y las de su clasificación.

3.3 Compare las medidas estadísticas de posición de la muestra con las respectivas de la población y 
      las de su  clasificación.

4. En la tabla contiene los datos de un estudio realizado sobre las edades de un grupo de personas.

	0 a 10 años
	23
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	10 a 20 años
	34
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	20 a 30 años
	47
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	30 a 40 años
	53
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	40 a 50 años
	45
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	50 a 60 años
	15
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	60 a 70 años
	18
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	70 a 80 años
	4
	
	
	
	
	
	
	
	
	


4.1  Determine las medidas de posición de dicho estudio

4.2  Determine las medidas de dispersión de dicho estudio

4.3  Analice sesgo y curtosis.

4.4  ¿Cree Ud. que la villa, según los datos que obtuvo, se puede considerar “vieja”?

4.5  Encuentre el número de personas que pertenecen al intervalo (media aritmética – s: moda + s)

4.6  Encuentre el número de personas que pertenecen al rango (Q1, D8)

4.7  Determine el porcentaje de personas que pertenecen al intervalo: 
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5. En una empresa que fabrica tubos de cemento se analiza la producción mensual, en unidades de
    producción, obteniéndose los siguientes datos:

	Enero
	Febrero
	Marzo
	Abril
	Mayo
	Junio
	Julio
	Agosto
	Sept.
	Oct.
	Nov.
	Dic.

	1450
	1234
	2345
	1678
	3245
	1897
	2087
	1980
	2313
	1008
	2056
	1235


5.1 ¿Cuál es el promedio anual?

5.2  Si ese promedio anual se considera como la producción normal de la empresa ¿en cuántos
       meses se produjo menos de lo normal y en cuántos mas de lo normal?

5.3  Construya un gráfico circular de los datos dados en la tabla indicando el % que representa cada 

       mes con respecto a la producción anual.

6. Indique el % que corresponde a cada  clase según los datos y el gráfico dados.
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Distribuciones Bidimensionales.

Def. Una DISTRIBUCION BIDIMENSIONAL es una tabla de doble entrada en la cual participan 
        dos variables simultáneamente. Cada dato obtenido verifica las dos variables. 
Ej. Si se analiza una población de reos que sean monreros y que tengan una edad entre los 20 y 30
     años, entonces, todos aquellos reos que cumplan ambas condiciones, pertenecen a dicho grupo o 
     clase.

Gráfico de una distribución bidimensional.
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Tabulación de una distribución bidimensional.

Los datos de una distribución bidimensional en las variables X y Y se tabulan en una tabla de doble entrada.  
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donde Xi son los valores (o marcas de las clases) de la variable X; Yi son los valores (o marcas de 

las clases) de la variable Y y Fij  son las frecuencias relativas a las dos variables.    

Ej. La tabla siguiente entrega los datos de un estudio con respecto de la edad de mujeres  y de 
     hombres en matrimonios constituidos legalmente:

[image: image45.png]Edad Hombres 3
Mujeres $ | 16 a 20 afios | 21 a 25 ahos | 25 2 30 anos |31 a 35 afos
15 a 18 afios 3 2 15 7
19 a 22 aios 3 14 18 70
23 26 afios 3 8 20 i)

27 a 32 afios 2 5 9 pi]
33 2 3 afios 1 7 3 i





La frecuencia F23 = 18 representa el número de matrimonios donde la edad de la mujer está entre los 19 a 22 años y la edad de los hombres entre los 26 a 30 años.

Obs. Para determinar algunas medidas estadísticas para distribuciones bidimensionales, con datos 
clasificados, se utiliza la siguiente: Tabla de las marcas de las clases de la distribución bidimensional.
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Según los datos dados de la distribución bidimensional del ejemplo anterior, el gráfico correspondiente es:
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Distribuciones Marginales.

Def.  La distribución que contiene sólo las frecuencias de la variable X, se le llama distribución 
        MARGINAL de X con respecto a Y. Análogamente, si se consideran sólo las frecuencias de la
        variable Y se le llama distribución MARGINAL de Y con respecto a X..
Ej. Tabla marginal de las edades de las mujeres.     Tabla marginal de las edades de los hombres

                               Total                  200
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Distribuciones Condicionales.

A la distribución de las frecuencias de la variable X ( ó Y) con algún intervalo de la distribución de las frecuencias de la variable Y ( ó X ) se le llama DISTRIBUCION CONDICIONAL.

Ej.   Los datos ennegrecidos del gráfico, corresponden al total de matrimonios cuyas mujeres tienen
       una edad entre los 19 años y los 32 años y cuyos hombres tienen una edad entre los 21años y los
       30 años. En total serían 14 + 18 + 8 + 20 + 5 + 9 = 74.
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Medidas en una distribución bidimensional.
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Covarianza.
Correlación.

Def. La CORRELACIÓN de una relación entre dos variables, nos indica el grado de relación 

        existente entre ellas. Uno de los instrumentos que se utilizan para determinar la correlación es

        el Coeficiente de Correlación, cuyo valor se determina mediante la expresión:
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Ej. Consideremos la distribución bidimensional de los 200 matrimonios dados en la tabla anterior. 

      Determine la correlación entre las edades de las mujeres y la de los hombres.
	
	Marcas
	hombres(
	
	

	Marcas mujeres  (
	17,5 años
	23 años
	28  años
	33  años

	16,5  años
	13
	12
	15
	4

	20,5 años
	6
	14
	18
	10

	24,5  años
	3
	8
	20
	14

	29,5 años
	2
	5
	9
	23

	34  años
	1
	2
	3
	18


	
	17,5
	23
	28
	33

	16,5
	3754
	4554
	6930
	2178

	20,5
	2153
	6601
	10332
	6765

	24,5
	1286
	4508
	13720
	11319

	29,5
	1033
	3393
	7434
	22391

	34
	595
	1564
	2856
	20196

	
	
	
	
	

	XI
	YI
	FI
	GI
	Xi*Fi
	Yi*Gi
	(xi-x)^2*fi
	(yi-y)^2*gi

	17,5
	16,5
	25
	44
	437,5
	726
	2444,066406
	2406,1851

	23
	20,5
	41
	48
	943
	984
	789,2564063
	553,2492

	28
	24,5
	65
	45
	1820
	1102,5
	24,38515625
	16,471125

	33
	29,5
	69
	39
	2277
	1150,5
	2173,510781
	1225,224975

	0
	34
	0
	24
	0
	816
	0
	2450,6646

	
	
	
	
	5477,5
	4779
	5431,21875
	6651,795

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	x
	y
	
	
	

	media aritmética
	
	
	27,39
	23,90
	
	
	

	varianza
desviación típica
	
	
	27,1560
5,21
	33,2589
5,77
	
	
	

	covarianza
	
	
	
	13,376
	
	
	

	correlación
	
	
	
	0,4451
	
	
	


Conclusión: como el coeficiente de correlación es positivo (0,4451) se concluye que cuando la edad 
                    de la mujer aumenta la edad del hombre también aumenta.

Ejercicios.

 Determine la correlación de la tabla bidimensional que relaciona los años de servicio con los 

      sueldos, en miles de $, de una institución fiscal.

	Años de servicio(
	Sueldos (
70 a 99
	100 a 129,99
	130 a 159,99
	160 a 189,99
	190 a 220

	0 a 2,99
	12
	4
	5
	3
	2

	3 a 5,99
	10
	8
	9
	6
	3

	6 a 8,99
	6
	5
	12
	8
	6

	9 a 11,99
	3
	4
	9
	12
	12

	12 a 14,99
	2
	2
	4
	8
	7

	15 a 18
	2
	1
	3
	4
	3


1.1       Determine sesgo y curtosis de las dos distribuciones marginales de item 1.

1.2       Determine sesgo y curtosis de las distribuciones condicionales siguientes:

        1.2.1    Años de servicio con los sueldos desde 130 a 190 mil pesos

        1.2.2    Sueldos con los años de servicio desde los 6 a 15 años

1.3       Determine la correlación entre las variables.

2.   El gráfico siguiente representa un estudio entre los años de edad de los fallecidos en los cuatro 
      trimestres de un año cualesquiera. 
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2.1   Construya una tabla bidimensional de dicho gráfico

2.2   Construya la tabla marginal de los trimestres con respecto a los años de los fallecidos

2.3   Determine cuantos fallecidos hubo entre el segundo y tercer trimestre de personas que tenían 

           entre 20 y 40 años

3. El siguiente cuadro contiene los datos de la relación peso (en Kgs.) y altura (en mts.) de personas pertenecientes a una población X.
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3.1  Determine la correlación de las variables peso – altura.

3.2  Analice su resultado.

4. El siguiente cuadro representa los datos de la relación de la variable años de trabajo (en años) y 
      de la variable sueldo (en miles de $) de empleados de una empresa X.
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4.1   Determine la correlación de las variables años de servicio – sueldo.

4.2   Analice su resultado.

4.3   ¿ Cuántas personas  tienen entre 11 y 20 años de servicio y ganan un sueldo mayor de  200 y menor 801 mil pesos?.

Curvas de ajuste.

           En la relación entre dos variables X y Y, por ejemplo, entre costo y venta de una determinada empresa, muchas veces no se advierte una tendencia clara de dicha relación. En algunos períodos esta venta es creciente, en otras decrecientes, o bien, es estable. 
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Para determinar alguna tendencia que pueda proyectarse en el tiempo, la estadística hace uso de  

funciones matemáticas, como la línea recta, la parábola, y en general, funciones polinomiales, logarítmicas, exponenciales, trigonométricas reales. A estas funciones se les denominan CURVAS DE AJUSTE.   

Curva de Ajuste Lineal.

Sean los n datos o puntos (x1 , y1 ), (x2 , y2 ),….., (xn , yn ), de la relación entre las variables X y Y, que se muestran en la tabla siguiente:

	Variable X
	x1
	x2
	x3
	….
	……
	xn

	Variable Y
	y1
	y2
	y3
	…
	……
	yn


Método libre.

 [image: image106.emf]Producción quincenal de cobre en Ton.
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Para determinar la ecuación de una línea recta de ajuste, por el método libre, se seleccionan dos puntos cualesquiera de los n datos. Reemplazando los datos elegidos, A(x1, y1) y B(x2, y2), en la ecuación:

se obtiene la ecuación de la Curva de ajuste lineal.

Ej. La producción quincenal de cobre se presenta en la siguiente tabla:

	Quincena
	1ª
	2ª
	3ª
	4ª
	5ª
	6ª

	Producción en ton.
	2
	6
	4
	8
	5
	9


Consideremos los puntos A(1, 2) y B(6, 9). La curva de ajuste lineal libre tiene por ecuación la 

expresión:
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Según la curva de ajuste resultante, según cuadro y gráfico, se puede apreciar que la tendencia de producción sería creciente en las próximas quincenas. 

	Quincena
	7ª
	8ª
	9ª
	10ª
	11ª
	12ª

	Producción en ton.
	10,4
	11,8
	13,2
	14,6
	16
	17,4



[image: image54.emf]Producción quincenal de cobre.
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Método Mínimos cuadrados.
En este método se consideran todos los datos. Primeramente debemos calcular los valores de las expresiones:

	(x = x1 + x2 + …… + xn 

	(y = y1 + y2 + …… + yn

	(xy = x1 y1 + x2 y2 + …… + xn yn 

	(x2 = x12 + x22 + ……….+ xn2

	N = número de datos.


[image: image110.emf]Prod. anual en Ton.
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Estos valores deben ser reemplazados en el sistema de ecuaciones:

este sistema debe ser resuelto para las incógnitas a y b. Con los valores obtenidos para las constantes a y b la ecuación lineal o curva de ajuste por método de mínimos cuadrados quedaría así:
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Ej.   Con los datos del ejercicio anterior se tiene que:

	(x = x1 + x2 + …… + xn 
	21

	(y = y1 + y2 + …… + yn
	34

	(xy = x1 y1 + x2 y2 + …… + xn yn 
	137

	(x2 = x12 + x22 + ……….+ xn2
	91

	N = número de datos.
	6
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Curva de ajuste parabólica.

Método libre.

Para determinar una curva de ajuste parabólica por el método libre, se deben elegir tres puntos 

A(x1, y1); B(x2, y2); C(x3, y3) de los n datos conocidos, formando con ellos el siguiente sistema de ecuaciones:
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este sistema debe ser resuelto para las incógnitas a, b y c. Con los valores obtenidos se construye la 
ecuación   
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Ej. La producción quincenal de cobre se presenta en la siguiente tabla:

	Quincena
	1ª
	2ª
	3ª
	4ª
	5ª
	6ª

	Producción en ton.
	2
	6
	4
	8
	5
	9


Consideremos los puntos (3, 4), (5, 5) y (6, 9). El sistema para determinar la curva de ajuste 
parabólica libre tiene por expresión:
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Con los resultados obtenidos se construye la curva de expresión  
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Método Mínimos cuadrados.

En este método se consideran todos los datos. Primeramente debemos calcular los valores de las expresiones:

	(x = x1 + x2 + …… + xn 

	(y = y1 + y2 + …… + yn

	(xy = x1 y1 + x2 y2 + …… + xn yn 

	(x2 = x12 + x22 + ……….+ xn2

	(x3 = x13 + x23 + ……….+ xn3

	(x4 = x14 + x24 + ……….+ xn4

	(x2y = x12 y1 + x22 y2 + ……….+ xn2 yn

	N = número de datos.


Estos valores deben ser reemplazados en el sistema de ecuaciones:  
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para determinar los valores de las incógnitas a, b y c. 
Con los valores obtenidos se construye la ecuación parabólica de ajuste por mínimos cuadrados 
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Ej. Con los datos de la producción quincenal de cobre indicada en la siguiente tabla:

	Quincena
	1ª
	2ª
	3ª
	4ª
	5ª
	6ª

	Producción en ton.
	2
	6
	4
	8
	5
	9


La tabla de cálculos es:
	x
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	(
	21

	y
	2
	6
	4
	8
	5
	9
	(
	34

	x^2
	1
	4
	9
	16
	25
	36
	(
	91

	x^3
	1
	8
	27
	64
	125
	216
	(
	441

	x^4
	1
	16
	81
	256
	625
	1296
	(
	2275

	x*y
	2
	12
	12
	32
	25
	54
	(
	137

	x^2*y
	2
	24
	36
	128
	125
	324
	(
	639
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con los valores obtenidos para a, b y c se construye la Ecuación parabólica de ajuste por el método de mínimos cuadrados dada por la expresión: 
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Mejor curva de ajuste.

La curva de ajuste que tenga el menor valor para la expresión 
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, donde y son los datos originales y ye  son los datos obtenidos en las diferentes ecuaciones, será llamada MEJOR CURVA DE AJUSTE.
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Ej. Considerando los datos dados en el ejemplo anterior y las ecuaciones lineales obtenidas se concluye que la curva lineal obtenida por el método de mínimos cuadrados, es la mejor curva de ajuste. 
Así lo podemos confirmar en el cuadro siguiente:                                                                                                                                                                       
                                                                                                                                                                                           (
	X
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	21

	Y
	2
	6
	4
	8
	5
	9
	34

	X2 
	1
	4
	9
	16
	25
	36
	91

	XY
	2
	12
	12
	32
	25
	54
	137

	Y libre
	2
	3,4
	4,8
	6,2
	7,6
	9
	 

	Y min cuad
	3,93
	4,62
	5,32
	6,01
	6,71
	7,41
	 

	(Y-Y libre)2 
	0
	6,76
	0,64
	3,24
	6,76
	0
	17,4

	(Y-Y min cuad)2 
	3,7
	1,9
	1,7
	3,9
	2,9
	2,5
	* 16,8


Ej. En cuanto a las parábolas de ajuste obtenidas, se desprende que la curva parabólica de ajuste 
     libre es la mejor.

	x
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	

	y
	2
	6
	4
	8
	5
	9
	

	Y min.cuad.
	2,2
	4,1
	5,6
	6,8
	7,6
	8,0
	

	Y libre
	12,3
	7,0
	4,0
	3,2
	4,9
	8,8
	

	(Y-Ymin.cuad.)^2
	0,0
	3,8
	2,5
	1,6
	6,6
	1,0
	15,4

	(Y-Ylibre)^2
	106,7
	1,0
	0,0
	22,7
	0,0
	0,0
	130,4


Ejercicios.

1.  La producción en los primeros cuatro años, medidas en miles de toneladas, de una empresa cuprífera está indicada en la tabla siguiente:

	X años
	1
	2
	3
	4

	Y miles de Ton.
	2.25
	3.36
	2.98
	3.96


1.1 Determine una curva lineal de ajuste libre.
1.2 Determine una curva lineal de ajuste por mínimos cuadrados.

1.3 Determine una curva parabólica de ajuste libre.

1.4 Determine una curva parabólica de ajuste por mínimos cuadrados.

1.5 Construya un gráfico  en el cual estén graficadas todas las curvas encontradas.

1.6 Determine cual de las curvas de ajuste es la mejor. 

1.7 Indique cual es la tendencia hacia los próximos años, según su respuesta dada en el punto 1.6.

2.  La relación producción – costo de una empresa manufacturera está indicada en la tabla siguiente:

	X producción
	10
	20
	30
	40

	Y millones de $.
	2250
	3360
	2980
	3096


2.1   Determine una curva lineal de ajuste libre.

2.2   Determine una curva lineal de ajuste por mínimos cuadrados.

2.3   Determine una curva parabólica de ajuste libre.

2.4   Determine una curva parabólica de ajuste por mínimos cuadrados.

2.5   Construya un gráfico  en el cual estén graficadas todas las curvas encontradas.

2.6   Determine cual de las curvas de ajuste es la mejor. 

3.  Demuestre que la curva lineal de ajuste por mínimos cuadrados pasa por el punto (
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Series cronológicas.

Def. A una relación entre dos variables, una de las cuales es la variable TIEMPO se le denomina 

        SERIE CRONOLÓGICA.

Ej.  La producción anual de cobre de Chile, es una serie cronológica.

Ej.   La venta mensual de una empresa X.

Obs. Algunas series cronológicas o de tiempo son:

· Cíclicas

· Estacionales, dependen de las estaciones en años sucesivos

· Irregulares o al azar

· Secular o de larga duración.

Tabla de una serie cronológica.

	X variable tiempo
	X1
	X2
	...
	...
	...
	...
	Xn

	Y variable
	Y1
	Y2
	...
	...
	...
	...
	Yn.


Obs. En una variable tiempo que interviene en una serie cronológica las unidades de medición pueden ser desde el día, minutos, segundos, eras, etapas, decenios, milenios, etc.

Ej. La producción anual de cobre se presenta en la siguiente tabla:

	Año
	1ª
	2ª
	3ª
	4ª
	5ª
	6ª

	Producción en ton.
	20
	60
	40
	85
	25
	79


Una gráfica sería:
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Ej. Con los anteriores datos ¿cuál sería la producción esperada para los próximos 5 años? 
a) Según una curva lineal libre.

b) Según una curva lineal mínimo cuadrado

c) Según una curva parabólica libre. Considerar A(1,20), B(4,85), C(6,79)
d) Según una curva parabólica mínimo cuadrado

e) ¿Cuál de todas las curvas encontradas es la mejor curva de ajuste?
Solución. 

a)  Consideremos los puntos A(1,20) y B(6,79). Reemplazando en la ecuación 
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b)   Comprobar que es:   y = 5,49x + 33,29
c)   Comprobar que es:   y = - 4,93x2 + 46,33x – 21,40 

d)   Comprobar que es:   y =  - 0,08x2 + 6,07x +32,52 

e)   Comprobar que la mejor curva de ajuste de las cuatro anteriores es la curva parabólica por   

       mínimos cuadrados. 

Ejercicios.

1.  La venta semestral en los primeros tres años, medidas en millones de pesos, de una empresa cuprífera está indicada en la tabla siguiente:

	X semestre
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Y millones de pesos.
	2.25
	3.36
	2.98
	3.96
	1.58
	2.59


1.1  Determine una curva de tendencia lineal

1.2   Determine una curva parabólica de tendencia.

1.3   Construya un gráfico  en el cual estén graficadas las curvas encontradas.

1.4   Determine cual de las curvas de tendencia es la mejor. 

1.5   Indique cual es la tendencia de venta semestral hacia los próximos dos años, según su respuesta 

        dada en el punto 1.4.

2.  El costo mensual, en los meses impares, de una empresa manufacturera está indicada en la tabla siguiente:

	X mes
	1
	3
	5
	7
	9

	Y millones de $.
	3250
	6360
	2580
	5096
	4530


2.1 Determine una curva de tendencia lineal.
2.2    Determine una curva parabólica de tendencia.

2.3   Construya un gráfico  en el cual estén graficadas las curvas encontradas.

2.4   Determine cual de las curvas de tendencia es la mejor. 

Regresión.
Def. La curva  Y = aX + b, donde los valores de a y b se obtienen mediante el método de

        mínimos cuadrados se denomina CURVA de REGRESIÓN LINEAL de y sobre X.

Obs. 

        -  Análogamente se define X = aY + b como la  CURVA de REGRESIÓN LINEAL de y 

            sobre Y.

        -  Existen curvas de regresión parabólicas, trigonométricas, exponenciales, logarítmicas, etc...

Ej. Determine las curvas de regresión lineal de X y de Y de los datos dados en la siguiente tabla:

	X (peso en Kg.)
	45
	48
	53
	56

	Y (altura en Mts.)
	1,56
	1,67
	1,62
	1,65


Solución.
-  Regresión lineal de X.
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Construyendo el sistema de ecuaciones lineales

[image: image125.wmf]0
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Luego, la curva de regresión lineal de X es: Y[Mts.] = 0,032*X[Kgs.] + 0,0192.
-  Regresión lineal de Y.

Construyendo el sistema de ecuaciones lineales
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Luego, la curva de regresión lineal de 
Y es: X[Kgs.] = 31,12*Y[Mts.] + (-0,0478) 

                       = 31,12*Y[Mts.]  – 0,0478.

Algunas estimaciones según estas curvas son:

· si X = 60 Kgs.    ( Y = 1,93 Mts.

· si Y = 1,70 Mts. ( X = 52,85 Kgs.

Ejercicios.
1. Los datos entregados en la tabla corresponden a la producción de trigo, en quintales, de un  

    agricultor.      

	Año 
	1990
	1991
	1992
	1993
	1994
	1995
	1996
	1997
	1998
	1999

	Producción (Qq.)
	234
	456
	675
	324
	267
	547
	212
	359
	468
	123


1.1 Determine las curvas de regresión lineal de ambas variables.

1.2 Haga una tendencia de producción, hacia los próximos 5 años, según regresión lineal de la producción.

1.3 ¿Qué producción se espera para el año 2008?

2.  Los datos entregados en la tabla corresponden al IPC anual.      

	Año 
	1990
	1991
	1992
	1993
	1994
	1995
	1996
	1997
	1998
	1999

	IPC (%)
	2,4
	4,5
	6,7
	3,4
	0,7
	0,4
	2,2
	3,5
	6,8
	1,2


2.1   Determine las curvas de regresión lineal de ambas variables.
2.2   Haga una tendencia del IPC hacia los próximos 10 años, según regresión lineal del IPC.

2.3   Según la curva encontrada en 2.1 ¿En qué año se espera un IPC de 0%?
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Datos de origen

Datos curva libre

Datos curva minímos cuadrados
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Hoja1

		1ª		2		2		3.9275362319		1

		2ª		6		3.4		4.6231884058		2

		3ª		4		4.8		5.3188405797		3

		4ª		8		6.2		6.0144927536		4

		5ª		5		7.6		6.7101449275		5

		6ª		9		9		7.4057971014		6

		7ª				10.4		8.1014492754		7

		8ª				11.8		8.7971014493		8

		9ª				13.2		9.4927536232		9

		10ª				14.6		10.1884057971		10

		11ª				16		10.884057971		11

		12ª				17.4		11.5797101449		12

		X		1		2		3		4		5		6		21

		Y		2		6		4		8		5		9		34

		x2		1		4		9		16		25		36		91
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