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Integración por sustitución trigonométrica

Luis Teschi - homib8_@hotmail.com
En ocasiones de manera directa no se pueden realizar las integrales, en otras ocasiones parece ser que pudiéramos integrar de manera inmediata debido a que a primera inspección encontramos similitud con las formulas que tenemos en las tablas de formulas. Inclusive existen algunas de las mismas formulas que podemos deducir mediante algunas técnicas, como la que en esta ocasión nos ocupa, veamos el siguiente ejemplo:   Deduce la siguiente formula: 
  
Pensemos en una sustitución que podamos realizar en la integral de tal forma que nos permita una integración inmediata. Recordemos que: 
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observemos que sucede si hacemos un cambio de variable que nos conduzca a el uso de esta sustitución, concretamente, sustituyamos
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Recordemos que a [image: image4.png]v=aigz



 lo también queda expresado como:
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 de donde  
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donde la nueva c se ha juntado con la constante generada con el logaritmo:  
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al igual que esta integral se pueden encontrar de la misma forma algunas otras, vale la pena seguir la siguiente recomendación: 
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hemos de aclarar que esas sustituciones surgen al igual que la sustitución del ejercicio anterior, de observación y comparación de las propiedades trigonométricas:
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Calcular la siguiente integral  y comprobar 


    

Solución:

como podemos comprobar la integración no se puede realizar de manera inmediata. Antes de realizar alguna sustitución valdría la pena hacer alguna factorización en el radical

[image: image11.png]



realizando la sustitución
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por lo tanto:  
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como [image: image14.png]x=Zsecz



entonces:
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  del triangulo rectángulo siguiente identificamos: 
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la hipotenusa es 2x y el cateto adyacente es 3 por lo tanto el cateto opuesto es igual a:
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por lo que
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 Comprobación del resultado.
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simplificando tenemos:
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Se sugieren los siguientes ejercicios: [image: image21.png]dx
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Sustitución trigonométrica
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A menudo es posible hallar la antiderivada de una función cuando el integrando presenta expresiones de la forma:
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Se elimina el radical haciendo la sustitución trigonométrica pertinente; el resultado es un integrando que contiene funciones trigonométricas cuya integración nos es familiar. En la siguiente tabla se muestra cuál debe ser la sustitución:

	Expresión en el integrando
	Sustitución trigonométrica
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Ejercicios resueltos
En los siguientes ejercicios, obtenga la integral indefinida:
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S o l u c i o n e s 
 [image: image43.png]




INCLUDEPICTURE "Sustitución%20trigonométrica_archivos/id33_m_archivos/249692f0.gif" \* MERGEFORMAT [image: image44.png]1.J’

dx
2a-2





[image: image45.png]Solucién:

En este ejercicio la expresién dentro del radical es de la formaa® ~u?; por lo que la sustitucidn debe ser
x=2sm8, -7/2<8<AI2
= dx=2c0s8d6

De tal manera que.

i 2003646 _ 2003646 cos6d6
[N el ey E e pey romryoe - Al Py Ty rrrsmpoee
VA2 (2sen 6 JA-(25en8)?  Ydsen’ oVA-dsen’d I 20en 941 -sen’ §)

_ cos 66 cosbd® 1 Lgore @

[esc? 8a

dx
= - -1
I)?«/zs—x’ Vooia s retocns s




	[image: image46.png]Como x = 2sen &, entonces
x
send =2
2

Con estos datos, construimos el tridngulo recténgulo que se observa

en la figura de 12 derecha.
De la figura, se deduce que.

cotd




	[image: image47.png]=






[image: image48.png]



Sustituyendo estos valores en (1), se obtiene:
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(Fig.1)
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Sustituyendo estos valores en (1), se obtiene:
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Integración por sustitución trigonométrica 
Las sustituciones que involucran funciones trigonométricas se pueden llevar a cabo en aquellas integrales cuyo integrando contiene una expresión de la forma: 
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con [image: image77.png]a>0



y [image: image78.png]b>0




La sustitución trigonométrica permite transformar una integral en otra que contiene funciones trigonométricas cuyo proceso de integración es más sencillo. 

Estudiaremos cada uno de los casos como sigue: 

A .        El integrando contiene una función de la forma [image: image79.png]


con [image: image80.png]a>0,b>0




Se hace el cambio de variable escribiendo 
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Si [image: image83.png]


entonces [image: image84.png]§ cos 6.d6
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y como 
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entonces [image: image89.png]cos 6 >0



por lo que [image: image90.png]a cos 6] =acos 8
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Como [image: image92.png]


entonces [image: image93.png]y 6 =arcsen (=)





Para este caso, las otras funciones trigonométricas pueden obtenerse a partir de la figura siguiente: 
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Ejemplos: 
 

	1.
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Sustituyendo: 
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Como [image: image106.png]4 semn B



entonces [image: image107.png]senf =7



y [image: image108.png]0 —arcaen (3)
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por lo que [image: image110.png]



Estos resultados también pueden obtenerse a partir de la figura siguiente: 
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Por último: 
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	2.
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Sustituyendo 
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por lo que puede utilizarse la siguiente figura para dar el resultado final: 
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Luego: 
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Sustituyendo: 
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	4.
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Sustituyendo 
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También puede utilizarse: 
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           Ejercicio para el estudiante 


B)             El integrando contiene una expresión de la forma [image: image155.png]


con [image: image156.png]a>0,b>0




Hacemos un cambio de variable escribiendo [image: image157.png]S tans,
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es positiva 
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Las otras funciones trigonométricas pueden obtenerse a partir de la siguiente figura: 
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         Ejemplos: 
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Sustituyendo 
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Sustituyendo 
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Sustituyendo 

[image: image196.png]zdz _ [3tanf fsec®d 1 [tan6dd
0+@9? 7 sec ) Tseco




[image: image197.png]cs6)+C





Como 
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de la sustitución inicial 


Por tanto: 
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Luego [image: image205.png]* +3 =3 fan’0 + 3 = 3(fan’0 + 1) = 3 sec’d




[image: image206.png]V2243 = V3sedB = V3 sech
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Por lo que: 
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Por último: 
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c. 

El integrando contiene una expresión de la forma [image: image220.png]
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En este caso la sustitución adecuada es: 
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de donde [image: image229.png]Va® tan®

latan 6] = a tané,





pues [image: image230.png]a>0



y [image: image231.png]tanf >0



para [image: image232.png]



Como [image: image233.png]§oeeh



entonces [image: image234.png]weco =2
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Utilizando el siguiente triángulo puede obtenerse las otras funciones trigonométricas: 
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Ejemplos: 
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Sustituyendo: 
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Como [image: image259.png]sech =72



puede utilizarse la siguiente figura para determinar [image: image260.png]
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Por último: 
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Otras integrales en las que se utiliza alguna de las sustituciones trigonométricas que hemos estudiado, son aquellas que contienen una expresión de la forma [image: image265.png](4°+Bz+0)}



. En los siguientes ejemplos se ilustra el procedimiento a seguir: 

          Ejemplos: 

	1.
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es la integral que debemos calcular 
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Luego la integral se convierte en: [image: image284.png]
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Luego la integral que se debe determinar es: 
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se obtiene finalmente que 
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En cada caso determine el intervalo sobre el cual es válido el resultado. 
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