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Integrales indefinidas

Eleazar José. García - eleagarcia95@hotmail.com
Integrales trigonométricas
Integración de funciones racionales de seno y coseno
Bibliografía recomendada
MÓDULO 1
INTEGRALES INDEFINIDAS


Usted está familiarizado con algunas operaciones inversas. La adición y la sustracción son operaciones inversas, la multiplicación y la división son también operaciones inversas, así como la potenciación y la extracción de raíces. Ahora, conocerá la operación inversa la de derivación o diferenciación denominada antiderivación o antidiferenciación, la cual implica el cálculo de una antiderivada.   

Antiderivada.


 Una función F se denomina antiderivada de una función f en un intervalo I si 
[image: image1.wmf]()()
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Ejemplo.

Si F es la función definida por 
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 entonces 
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 De modo que si 
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entonces f es la derivada de F, y F es la antiderivada de f. Si G es la función definida por 
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entonces G también es una antiderivada de f, porque 
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En realidad, cualquier función H definida por 
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donde C es una constante, es una antiderivada de f.
Teorema 1.

Si f y g son dos funciones definidas en el intervalo I, tales que 
[image: image9.wmf]()()
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 para todo 
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entonces existe una constante K tal que 
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 para todo 
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“La antiderivación o antidiferenciación es el proceso mediante el cual se determina el conjunto de todas las antiderivadas  de una función dada. El símbolo 
[image: image13.wmf]ò

denota la operación de antiderivación, y se escribe 
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En la igualdad
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 x es la variable de integración, 
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 es el integrando y la expresión 
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 recibe el nombre de antiderivada general o integral indefinida de f. Si 
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es el conjunto de todas las funciones cuyas diferenciales sean 
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también es el conjunto de todas las funciones cuya derivada es 
[image: image22.wmf]().
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Teorema 2.
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Teorema 3.
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 donde a es una constante.
Teorema 4.

Si las funciones f y g están definidas en el mismo intervalo, entonces 
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Teorema 5.

Si las funciones 
[image: image26.wmf]123
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 están definidas en el mismo intervalo, entonces 
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donde 
[image: image28.wmf]123
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 son constantes. 
Teorema 6.

Si n es un número racional, entonces 
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Ejemplos.

1) Evalúe 
[image: image30.wmf](
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Solución.
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2) Calcule 
[image: image32.wmf]1
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Solución.
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3)  Determine 
[image: image34.wmf]4
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Solución.
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Los teoremas para las integrales indefinidas de las funciones trigonométricas seno, coseno, secante al cuadrado, cosecante al cuadrado, secante por tangente y cosecante por cotangente, son deducciones inmediatas de los teoremas correspondientes de diferenciación. A continuación se presentan tales teoremas. 

Teorema 7.
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Teorema 8.
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Teorema 9.
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Teorema 10.
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Teorema 11.
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Teorema 12.
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Ejemplos.

1)  Evalúe 
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Solución.
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Las identidades trigonométricas se emplean con frecuencia cuando se calculan integrales indefinidas que involucran funciones trigonométricas. Las ocho identidades trigonométricas fundamentales siguientes son de crucial importancia. 
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2)  Calcule 
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Solución.
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3) Determine 
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Solución.
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Ejercicios.

Calcule las integrales indefinidas:
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Teorema 13. Regla de la cadena para antiderivación.


Sea g una función diferenciable y sea el contradominio de g algún intervalo I. Suponga que f es una función definida en I y que F es una antiderivada de f en I. 
Entonces 
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Teorema 14.

Si g es una función diferenciable y n es un número racional, entonces 
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Ejemplos.

1)  Evalúe 
[image: image52.wmf]34
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Solución.
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y observe que si 
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      entonces     
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 Por lo tanto, se necesita un factor 3 junto a 
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 para obtener 
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En consecuencia, se escribe
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2)  Calcule 
[image: image59.wmf](
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Solución.
Observe que si 
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3

52

gxx

=+

       entonces         
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 Por lo tanto, necesitamos un factor 6 junto a 
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Luego, se escribe 
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3) Evalúe 
[image: image65.wmf](
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Solución.

Como 
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Ejercicios.

Resuelva:


[image: image68.wmf](
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En los teoremas que se presentan a continuación 
[image: image69.wmf]u

 es una función de x, es decir, 
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Teorema 15.
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Ejemplo.

Evalúe 
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Solución.

En este caso 
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por lo tanto, 
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Entonces, se escribe
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Teorema 16. 
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Ejemplo.

Calcule 
[image: image79.wmf]tg
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Solución.

Consideremos 
[image: image80.wmf],
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tenemos que 
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 luego necesitamos un factor 6 junto a 
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Por lo tanto,
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Teorema 17.
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Ejemplo.

Calcule 
[image: image86.wmf](
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Solución.

Como 
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por lo tanto,
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Teorema 18.
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Ejemplo.

Evalúe 
[image: image91.wmf]sec
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Solución.

Siendo 
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luego, podemos escribir
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Teorema 19.
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Ejemplo.

Resuelva 
[image: image96.wmf]sen
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Solución.
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Ejercicios. 


Resuelva las integrales indefinidas:
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Teorema 20.
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Ejemplo.

Evalúe 
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Solución.

Sea 
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Teorema 21.
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Ejemplo.

Evalúe 
[image: image105.wmf]3
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Solución.

Como 
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se aplica el teorema 21 con 
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de donde obtenemos, 
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Ejercicios.

En los siguientes ejercicios evalúe la integral indefinida.


[image: image110.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ln

ln

)))))

log

)ln)))

1

232

2521

2

3

2

3

1

12345

3

12

61723849

yy

x

xxx

xx

xx

x

zzyee

eee

edxedxdxdxdx

ee

e

x

dx

azdzedydx

xx

-+

+

+

-

+

òòòòò

òòòò



A partir de las fórmulas de las derivadas de las funciones trigonométricas inversas se obtienen algunas fórmulas de integrales indefinidas. El teorema siguiente proporciona tres de estas fórmulas.
Teorema 22.
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[image: image112.wmf]arcsec
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El teorema siguiente proporciona algunas fórmulas más generales.

Teorema 23.
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[image: image114.wmf]arcsec
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Ejemplos.

1)  Evalúe 
[image: image115.wmf]2
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Solución.
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2)  Evalúe 
[image: image117.wmf]2
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Solución.
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Con la finalidad de completar el cuadrado de 
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, y como está multiplicado por 3 en realidad se suma es 
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 al denominador, de modo que para que la expresión del denominador persista, es decir, no se altere, se resta también 
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3)  Evalúe 
[image: image124.wmf](
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Solución.
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[image: image126.wmf](
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Las fórmulas de integración indefinida del teorema siguientes son consecuencia inmediata de las fórmulas de las derivadas de las funciones hiperbólicas.

Teorema 24.
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Ejemplos.

1)   Evalúe 
[image: image131.wmf]senhcosh

2

xxdx

ò


Solución.
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2)  Evalúe 
[image: image133.wmf](
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Ejercicios.

[image: image134.wmf](
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Antes de estudiar los  diferentes métodos de integración, se presenta una lista numerada de las fórmulas típicas de integración indefinida las cuales deben ser memorizadas por el estudiante para un mejor desenvolvimiento.
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Emprendamos el estudio de los métodos de integración. Uno de los métodos más ampliamente usados en la resolución de integrales es la integración por partes.
INTEGRACIÓN POR PARTES

La fórmula de la integración por partes es la siguiente:


[image: image137.wmf]udvuvvdu
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Esta fórmula expresa a la integral 
[image: image138.wmf]udv

ò

 en términos de la integral 
[image: image139.wmf].

vdu

ò

 Mediante una elección adecuada de u y dv, puede evaluarse más fácilmente integral 
[image: image140.wmf].
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Ejemplos.

1)  Evaluar 
[image: image141.wmf]ln

xxdx

ò


Solución.

Tomemos u = ln x  y  dv = x dx, por lo tanto, 
[image: image142.wmf]dx
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, luego, 
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2)  Evaluar 
[image: image145.wmf]x
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Solución.
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Sea 
[image: image147.wmf]ux
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por lo tanto, 
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Ejercicios.

Evalúe las integrales indefinidas.
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INTEGRALES TRIGONOMÉTRICAS

Las integrales trigonométricas implican operaciones algebraicas sobre funciones trigonométricas.

CASO 1.


(i)  
[image: image153.wmf]sen

n

xdx

ò

   o    (ii)  
[image: image154.wmf]cos,

n

dx

ò

donde n es un número entero positivo impar. 

(i)  Se hace la transformación
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(ii)  Se hace la transformación
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Ejemplos.

1)  Calcule 
[image: image157.wmf]sen
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xdx

ò


Solución.
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2)  Calcule  
[image: image159.wmf]cos

xdx
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Solución.
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CASO 2.


[image: image161.wmf]sencos,

nm

xxdx

ò

donde al menos uno de los exponentes es un número entero positivo impar. En la solución de este caso se utiliza un método semejante al empleado en el caso 1.
(i)  Si  n es impar, entonces
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(ii)  Si m es impar, entonces
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Ejemplo.
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Cuando ninguno de los exponentes de las potencias seno y coseno es impar, no se pueden seguir los procedimientos expuestos en los casos 1 y 2. En tal caso se deben tomar muy en cuenta las identidades siguientes:
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CASO 3.

(i)   
[image: image166.wmf]sen,

n

xdx

ò

   (ii)  
[image: image167.wmf]cos

n

xdx

ò

    o    (iii)  
[image: image168.wmf]sencos,

nm
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ò

donde m y n son números enteros positivos pares.

(i)  Se hace la transformación                           
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(ii)  Se hace la transformación
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(iii)  Se hace la transformación
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Ejemplos.  
[image: image172.wmf](
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CASO 4.

(i)  
[image: image174.wmf]tg

n

xdx

ò

    o    (ii)  
[image: image175.wmf]cotg,

n

xdx

ò

donde n es un número entero positivo.

(i)  Se hace la transformación



[image: image176.wmf](

)

tgtgtg

tgsec

22

22

1

nn

n

xdxxxdx

xx

-

-

=

=-


(ii)  Se hace la transformación
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Ejemplos.

1)  Evalúe 
[image: image178.wmf]tg

3

xdx

ò


Solución.
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2)  Evalúe 
[image: image180.wmf]cotg
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xdx
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Solución.


[image: image181.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

cotgcotgcotcotgcsc

cotgcsccotgcotgcotgcsc

cotcsccotcot

42222

22222

1

3

323

1111

9393

333331

3333331

33333

xdxxxdxxxdx

xxdxxdxxdxxdx

xxdxdxxxxC

==-

=-=--

=-+=-++

òòò

òòòò

òò


CASO 5.

(i)  
[image: image182.wmf]sec

n

xdx

ò

    o    (ii)  
[image: image183.wmf]csc,

n

xdx

ò

donde n es un número entero positivo par.

(i)  Se hace la transformación
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(ii)  Se hace la transformación
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Ejemplo.

Evalúe 
[image: image186.wmf]csc

xdx

ò
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Solución.
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CASO 6.

(i)  
[image: image188.wmf]tgsec

nm

xdx

ò

    o    (ii)  
[image: image189.wmf]cotgcsc,
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xxdx
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 donde m es un entero positivo par.

(i)  Se hace la transformación
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(ii)  Se hace la transformación
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Ejemplo.

Evalúe 
[image: image192.wmf]tgsec
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Solución.
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CASO 7.

(i)  
[image: image194.wmf]tgsec

nm

xdx

ò

    o    (ii)  
[image: image195.wmf]cotgcsc,
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xxdx
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 donde m es un entero positivo impar.

i)  Se hace la transformación
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(ii)  Se hace la transformación
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Ejemplo.

Evalúe 
[image: image198.wmf]tgsec
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Solución.
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CASO 8.

(i)  
[image: image200.wmf]sec

n

xdx

ò

    o    (ii)  
[image: image201.wmf]csc,

n

xdx

ò

donde n es un número entero positivo impar.


Aplique integración por partes.

(i)  Considere 
[image: image202.wmf]sec

n

ux
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[image: image203.wmf]sec
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(ii) Considere 
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Ejemplo.

Evalúe 
[image: image206.wmf]sec

xdx
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Solución.

Sean 
[image: image207.wmf](
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Aplicando el método de integración por partes tenemos:


[image: image208.wmf](
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Luego, 
[image: image209.wmf]secsectgsec
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Evaluemos la integral I aplicando el método de integración por partes:

Sean 
[image: image210.wmf]secsectg
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Entonces, 
[image: image211.wmf](
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Por lo tanto,
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En conclusión,
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CASO 9.

(i)  
[image: image214.wmf]tgsec

nm

xdx

ò

    o    (ii)  
[image: image215.wmf]cotgcsc,

nm

xxdx

ò

 donde n es un entero positivo par y m es un entero positivo impar.


Exprese el integrando en términos de potencias impares de la secante o cosecante y después siga las sugerencias del caso 8.

(i)  Se hace la transformación
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(ii)  Se hace la transformación
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Ejemplo.

Evalúe 
[image: image218.wmf]tgsec

23

xdx

ò


Solución.


[image: image219.wmf](
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Las integrales A y B las resolvimos en el ejemplo del caso 8.

La solución de A es: 
[image: image220.wmf]secsectgsectglnsectg
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La solución de B es: 
[image: image221.wmf]secsectglnsectg
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Por lo tanto,
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CASO 10.

(i)  
[image: image223.wmf]coscos,

mxnxdx

ò

   (i)  
[image: image224.wmf]sencos

mxnxdx

ò

    o    (iii)  
[image: image225.wmf]sensen,

mxnxdx

ò

 m≠n.

(i)  Se hace la transformación 
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(ii)  Se hace la transformación
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(iii)  Se hace la transformación
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Ejemplo.

Evalúe 
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Solución.
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Ejercicios.


Determine las integrales indefinidas indicadas a continuación.
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INTEGRACIN POR SUSTITUCIÓN TRIGONOMÉTRICA


Se mostrará con tres casos cómo el cambio de variable mediante sustitución trigonométrica permite con frecuencia evaluar una integral que contiene una expresión de una de las formas siguientes donde a > 0:
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CASO 1.


El integrando contiene una expresión de la forma 
[image: image233.wmf],
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Se introduce una nueva variable 
[image: image234.wmf]q

 considerando 
[image: image235.wmf]sen,
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Ejemplos.

1)  Evalúe 
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Solución.

Sabemos que:
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Hagamos el cambio 
[image: image241.wmf]sen
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y diferenciemos el primer miembro con respecto de x y al segundo miembro con respecto de 
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Ahora, como 
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Otra manera de resolver.


Observemos la siguiente figura:
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Es evidente por trigonometría que: 
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Por lo tanto, 
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Como hemos indicado anteriormente, 
[image: image254.wmf]arcsen
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2)  Evalúe 
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Solución.

Como
[image: image258.wmf](

)

,

dxdx

xx

xx

=

-

-

òò

22

2

254

52

haciendo el cambio 
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Pero, 
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Resolvamos teniendo en cuenta la figura siguiente:
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Obviamente, 
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Por lo tanto,
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A partir de la figura se tiene: 
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CASO 2.

El integrando contiene una expresión de la forma 
[image: image273.wmf],
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donde a > 0.


Introduzca una variable 
[image: image274.wmf]q

 considerando 
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donde



[image: image276.wmf]qp

££

1

2

0

  si  
[image: image277.wmf]x

³

0

      y      
[image: image278.wmf]pq

-£<

1

2

0

  si   x < 0

Ejemplo.

Evalúe 
[image: image279.wmf]xdx

x

+

ò

2

2

6


Solución.
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La integral A se evalúa por partes, así:
Sea 
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Luego,  
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Consecuentemente,
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Pero, 
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CASO 3.


El integrando contiene una expresión de la forma 
[image: image294.wmf],
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Introduzca una variable 
[image: image295.wmf]q

 considerando 
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Ejemplo.

Evalúe 
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Solución.
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Luego debemos hacer el cambio: 
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Sustituyendo,
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Pero, 
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  Sustituyendo nuevamente obtenemos:
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Ahora, resolvamos a partir de la siguiente figura.


[image: image309.emf]x





x2 - 9














Evidentemente, 
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luego,
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 Como 
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Ejercicios.

Calcule las siguientes integrales indefinidas. (En los ejercicios 2, 3, 6, 7 y 9 resuelva completando cuadrados)  
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INTEGRACIÓN DE FUNCIONES RACIONALES

Si se quiere integrar el cociente de dos funciones polinómicas y el grado del numerador es mayor que el del denominador, primero debe efectuarse la división.

Ejemplo.
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Al efectuar la división de dos polinomios, obtenemos un polinomio cociente más el resto sobre el divisor. En el ejemplo anterior, la expresión: 
[image: image318.wmf]1
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 pudo integrarse de inmediato. En otros casos, se la debe descomponer en fracciones simples, como se indicará a continuación.
Sabemos que: 
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La integral de q es inmediata, ya que q es un polinomio, y el problema se reduce a integrar el cociente de dos funciones polinómicas cuando el grado del numerador es menor que el grado del denominador.


El procedimiento básico en éste método de integración, es la descomposición del cociente en fracciones simples, para lo cual, deben hallarse, primero, las raíces del polinomio correspondiente al denominador.


A continuación se presentan cuatro casos según las raíces sean reales o imaginarias, simples o compuestas.

CASO 1.

Las raices del denominador son reales y simples. El denominador se expresa como producto de polinomios lineales diferentes.

Ejemplo1.
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Las raíces del denominador son: 
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Para calcular el valor de A y B, multiplicamos ambos miembros de la igualdad anterior por 
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Luego, 
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Por lo tanto,
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Ejemplo 2.
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Las raíces del denominador son: 
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 ahora, multiplicando ambos miembros de ésta última igualdad por el denominador obtenemos:
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Luego,  
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Por lo tanto, 
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CASO 2.

Las raíces del denominador son reales y múltiples. El denominador se expresa como producto de polinomios lineales, algunos repetidos.
Ejemplo.
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Las raíces del denominador son: 
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 multiplicando ambos miembros de ésta última igualdad por 
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Luego, 
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 como no existe otro valor de x que anule alguno de los sumandos, conviene elegir cualquier valor que facilite los cálculos.

Por ejemplo, 
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Por lo tanto,
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CAS0 3.

El denominador tiene raíces complejas, no reales, simples. En el factoreo del denominador aparecen polinomios cuadráticos irreducibles, todos distintos entre sí.

Ejemplo.
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Las raíces del denominador son: 
[image: image353.wmf](

)

(

)

22

111

110

xixx

=Þ=-Þ+=

   y   
[image: image354.wmf](

)

(

)

,

22

222

2220

xixx

=Þ=-Þ+=


Entonces, 
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Multiplicando ambos miembros de ésta última igualdad por 
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De la última igualdad se tiene:


[image: image359.wmf],,
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CASO 4.

El denominador tiene raíces complejas, no reales, múltiples. En el factoreo aparecen factores cuadráticos irreducibles repetidos.

Ejemplo.
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El denominador no tiene raíces reales (no se anula para número real alguno), por lo que hacemos el cambio 
[image: image366.wmf],
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En efecto,
[image: image367.wmf](

)

(

)

(

)

.

32

64222232

612861286128

xxxxxxrrr

+++=+++=+++




Las raíces en función de 
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Multiplicando ambos miembros de ésta última igualdad por 
[image: image373.wmf](
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De ésta última igualdad se tiene que: 
[image: image375.wmf],,,,
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Por lo tanto,           
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Ejercicios.

Resuelva las siguientes integrales.
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Ahora, veamos como resolver integrales cuando en el integrando aparecen expresiones de la forma:

1. 
[image: image379.wmf].
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[image: image380.wmf].

n

axbz

+=


2. 
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3. 
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Ejemplos.
1)  Calcular 
[image: image386.wmf](
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Hagamos el cambio 
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[image: image390.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

lnlnln

ln

11

44

2

2

11111

22222

1

2

2

222

42222

4

22

2

22

222

22

22

dxzdzdzdz

dz

zzzzz

zz

xx

dzdzz

zzCC

zzz

x

C

x

æö

-

====+

ç÷

-+-+-

-

-+

èø

-

=-+=-++-+=+

+-+

+-

=+

++

òòòòò

òò


2) Calcular 
[image: image391.wmf]11
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Haciendo el cambio 
[image: image392.wmf],
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 tendremos, 
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por lo tanto,
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3)  Calcular 
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Haciendo el cambio 
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3) Calcular 
[image: image402.wmf](
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Haciendo el cambio 
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 por lo tanto,
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Ejercicios.

Resuelva:
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INTEGRACIÓN DE FUNCIONES RACIONALES DE SENO Y COSENO

Si el integrando es una función racional de 
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se puede reducir a una función racional de z mediante la sustitución 
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Entonces se tiene,
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Como 
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entonces 
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Los resultados anteriores se establecen como el siguiente teorema.

Teorema 25.

Si 
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Ejemplos.

1)  Evalúe 
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Haciendo el cambio 
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2)  Calcule 
[image: image426.wmf]sec
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Como 
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3)  Evalúe 
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Haciendo el cambio 
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Ejercicios.
Resuelva:
[image: image433.wmf]sencos

))))sen)csc

sensencoscos

cotgcos

))))

sentgsensec

sensen

2

1

4

12345

211

3

5678

3254

33

dxdxxx

dxxdxzdz

xxxx

dxxtdy

dxdt

xxxy

tt

+++-

+++

-

òòòòò

òòòò


Bibliografía recomendada
[1] Apostol Tom M. Calculus, segunda edición.

[2] Leithold Louis. El Cálculo con Geometría Analítica, quinta edición.

Autor:
Eleazar José García

eleagarcia95@hotmail.com 
Profesión: Licenciado en Matemática

País: Venezuela

PAGE  
Para ver trabajos similares o recibir información semanal sobre nuevas publicaciones, visite www.monografias.com

_1221374333.unknown

_1221380266.unknown

_1222242119.unknown

_1222261464.unknown

_1222342127.unknown

_1222422471.unknown

_1222623152.unknown

_1222624423.unknown

_1222869115.unknown

_1223104800.unknown

_1223539158.unknown

_1223103085.unknown

_1222624677.unknown

_1222869054.unknown

_1222624590.unknown

_1222623500.unknown

_1222623694.unknown

_1222623449.unknown

_1222604939.unknown

_1222620935.unknown

_1222621561.unknown

_1222605044.unknown

_1222422592.unknown

_1222423601.unknown

_1222422505.unknown

_1222417175.unknown

_1222417358.unknown

_1222417402.unknown

_1222417314.unknown

_1222410707.unknown

_1222416493.unknown

_1222410499.unknown

_1222332538.unknown

_1222341758.unknown

_1222341965.unknown

_1222342126.unknown

_1222341887.unknown

_1222339819.unknown

_1222341674.unknown

_1222339610.unknown

_1222327014.unknown

_1222327811.unknown

_1222332152.unknown

_1222332430.unknown

_1222328765.unknown

_1222327141.unknown

_1222326933.unknown

_1222326934.unknown

_1222262017.unknown

_1222262156.unknown

_1222262516.unknown

_1222261580.unknown

_1222259781.unknown

_1222260591.unknown

_1222261054.unknown

_1222261114.unknown

_1222260726.unknown

_1222260194.unknown

_1222260538.unknown

_1222259991.unknown

_1222244350.unknown

_1222249776.unknown

_1222249934.unknown

_1222250241.unknown

_1222251693.unknown

_1222251958.unknown

_1222250461.unknown

_1222249971.unknown

_1222249885.unknown

_1222244894.unknown

_1222249598.unknown

_1222244763.unknown

_1222244108.unknown

_1222244218.unknown

_1222243944.unknown

_1222156763.unknown

_1222174464.unknown

_1222241478.unknown

_1222242059.unknown

_1222242089.unknown

_1222241705.unknown

_1222239510.unknown

_1222240888.unknown

_1222238276.unknown

_1222170588.unknown

_1222171463.unknown

_1222172753.unknown

_1222173863.unknown

_1222173758.unknown

_1222172388.unknown

_1222170664.unknown

_1222157366.unknown

_1222170111.unknown

_1222156813.unknown

_1222156869.unknown

_1222156789.unknown

_1222156324.unknown

_1222156570.unknown

_1222156654.unknown

_1222156726.unknown

_1222156606.unknown

_1222156386.unknown

_1222156413.unknown

_1222156355.unknown

_1222156190.unknown

_1222156257.unknown

_1222156291.unknown

_1222156227.unknown

_1221633897.unknown

_1221634123.unknown

_1222152264.unknown

_1221634157.unknown

_1221634032.unknown

_1221633616.unknown

_1221633829.unknown

_1221380325.unknown

_1221380415.unknown

_1221376879.unknown

_1221377843.unknown

_1221378251.unknown

_1221378708.unknown

_1221378859.unknown

_1221378931.unknown

_1221378991.unknown

_1221379077.unknown

_1221378967.unknown

_1221378890.unknown

_1221378762.unknown

_1221378817.unknown

_1221378739.unknown

_1221378385.unknown

_1221378631.unknown

_1221378659.unknown

_1221378461.unknown

_1221378329.unknown

_1221378363.unknown

_1221378285.unknown

_1221377965.unknown

_1221378200.unknown

_1221378228.unknown

_1221378001.unknown

_1221377914.unknown

_1221377935.unknown

_1221377876.unknown

_1221377352.unknown

_1221377687.unknown

_1221377789.unknown

_1221377809.unknown

_1221377766.unknown

_1221377530.unknown

_1221377661.unknown

_1221377501.unknown

_1221377122.unknown

_1221377215.unknown

_1221377287.unknown

_1221377194.unknown

_1221377003.unknown

_1221377037.unknown

_1221376980.unknown

_1221375407.unknown

_1221376488.unknown

_1221376691.unknown

_1221376771.unknown

_1221376853.unknown

_1221376719.unknown

_1221376537.unknown

_1221376660.unknown

_1221376511.unknown

_1221375623.unknown

_1221376200.unknown

_1221376223.unknown

_1221375650.unknown

_1221375456.unknown

_1221375508.unknown

_1221375429.unknown

_1221374865.unknown

_1221375144.unknown

_1221375279.unknown

_1221375322.unknown

_1221375240.unknown

_1221375057.unknown

_1221375115.unknown

_1221374920.unknown

_1221374606.unknown

_1221374742.unknown

_1221374805.unknown

_1221374713.unknown

_1221374431.unknown

_1221374457.unknown

_1221374402.unknown

_1216472658.unknown

_1221370913.unknown

_1221372443.unknown

_1221373176.unknown

_1221373946.unknown

_1221374226.unknown

_1221374298.unknown

_1221374010.unknown

_1221373238.unknown

_1221373286.unknown

_1221373207.unknown

_1221373003.unknown

_1221373075.unknown

_1221373101.unknown

_1221373047.unknown

_1221372859.unknown

_1221372939.unknown

_1221372491.unknown

_1221372117.unknown

_1221372317.unknown

_1221372381.unknown

_1221372412.unknown

_1221372352.unknown

_1221372227.unknown

_1221372258.unknown

_1221372152.unknown

_1221371371.unknown

_1221371996.unknown

_1221372026.unknown

_1221371860.unknown

_1221371168.unknown

_1221371331.unknown

_1221371124.unknown

_1216562078.unknown

_1216738948.unknown

_1216987081.unknown

_1216988929.unknown

_1217071651.unknown

_1221370567.unknown

_1221370639.unknown

_1221370764.unknown

_1221370604.unknown

_1221370494.unknown

_1221370533.unknown

_1217072824.unknown

_1221370441.unknown

_1217073384.unknown

_1217071728.unknown

_1216995559.unknown

_1216995717.unknown

_1216995847.unknown

_1216995696.unknown

_1216995236.unknown

_1216995557.unknown

_1216989052.unknown

_1216988379.unknown

_1216988613.unknown

_1216988799.unknown

_1216988380.unknown

_1216988271.unknown

_1216988378.unknown

_1216987239.unknown

_1216909374.unknown

_1216984823.unknown

_1216985877.unknown

_1216986718.unknown

_1216985527.unknown

_1216984580.unknown

_1216984604.unknown

_1216909433.unknown

_1216742704.unknown

_1216743046.unknown

_1216743120.unknown

_1216743994.unknown

_1216742764.unknown

_1216742502.unknown

_1216742614.unknown

_1216739279.unknown

_1216715329.unknown

_1216722998.unknown

_1216723103.unknown

_1216723221.unknown

_1216723084.unknown

_1216722846.unknown

_1216722929.unknown

_1216722845.unknown

_1216578049.unknown

_1216713353.unknown

_1216713419.unknown

_1216578502.unknown

_1216574022.unknown

_1216575665.unknown

_1216562119.unknown

_1216489923.unknown

_1216560556.unknown

_1216561609.unknown

_1216561894.unknown

_1216561987.unknown

_1216561847.unknown

_1216560988.unknown

_1216561449.unknown

_1216560613.unknown

_1216559871.unknown

_1216560052.unknown

_1216560236.unknown

_1216559897.unknown

_1216492561.unknown

_1216559647.unknown

_1216490316.unknown

_1216473060.unknown

_1216473731.unknown

_1216474081.unknown

_1216474429.unknown

_1216473872.unknown

_1216473455.unknown

_1216473600.unknown

_1216473352.unknown

_1216472946.unknown

_1216473002.unknown

_1216473035.unknown

_1216472972.unknown

_1216472894.unknown

_1216472917.unknown

_1216472685.unknown

_1215703891.unknown

_1216471356.unknown

_1216471985.unknown

_1216472553.unknown

_1216472600.unknown

_1216472623.unknown

_1216472576.unknown

_1216472044.unknown

_1216472134.unknown

_1216472016.unknown

_1216471852.unknown

_1216471924.unknown

_1216471952.unknown

_1216471893.unknown

_1216471712.unknown

_1216471733.unknown

_1216471683.unknown

_1215706444.unknown

_1216466574.unknown

_1216471061.unknown

_1216471129.unknown

_1216471163.unknown

_1216471098.unknown

_1216471008.unknown

_1216471037.unknown

_1216470676.unknown

_1216470978.unknown

_1216466642.unknown

_1215708241.unknown

_1216465690.unknown

_1216466431.unknown

_1216465345.unknown

_1215707499.unknown

_1215708196.unknown

_1215707450.unknown

_1215704797.unknown

_1215706312.unknown

_1215706410.unknown

_1215706247.unknown

_1215704476.unknown

_1215704591.unknown

_1215704422.unknown

_1154248454.unknown

_1215602469.unknown

_1215682207.unknown

_1215683401.unknown

_1215703737.unknown

_1215703758.unknown

_1215683465.unknown

_1215683150.unknown

_1215683252.unknown

_1215682244.unknown

_1215604576.unknown

_1215681901.unknown

_1215682154.unknown

_1215605755.unknown

_1215602728.unknown

_1215603273.unknown

_1215602582.unknown

_1215601080.unknown

_1215601523.unknown

_1215602042.unknown

_1215602330.unknown

_1215601986.unknown

_1215601389.unknown

_1215601463.unknown

_1215601303.unknown

_1154252441.unknown

_1215600586.unknown

_1215600863.unknown

_1215600969.unknown

_1215600696.unknown

_1215600357.unknown

_1215600549.unknown

_1154264829.unknown

_1215600283.unknown

_1154252946.unknown

_1154249641.unknown

_1154250068.unknown

_1154250511.unknown

_1154252413.unknown

_1154250031.unknown

_1154249085.unknown

_1154249229.unknown

_1154248510.unknown

_1154227913.unknown

_1154245731.unknown

_1154247155.unknown

_1154247867.unknown

_1154248036.unknown

_1154247836.unknown

_1154245942.unknown

_1154246063.unknown

_1154246888.unknown

_1154245804.unknown

_1154230019.unknown

_1154245517.unknown

_1154245586.unknown

_1154233141.unknown

_1154245484.unknown

_1154229426.unknown

_1154229512.unknown

_1154228462.unknown

_1154228588.unknown

_1154223168.unknown

_1154226042.unknown

_1154226197.unknown

_1154227177.unknown

_1154226080.unknown

_1154225720.unknown

_1154225804.unknown

_1154223620.unknown

_1154222020.unknown

_1154222996.unknown

_1154223106.unknown

_1154222613.unknown

_1154221911.unknown

_1154221967.unknown

_1154221770.unknown

