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Presentación
El objetivo  de este Libro  es contribuir  al conocimiento y  entendimiento  de los Estudiantes de la Universidad Andina Nestor Caceres o otras Instituciones del Nivel Superior, con la intención de aportar al Desarrollo de Capacidades de cada uno de los Estudiantes de las Diferentes Instituciones Superiores; especialmente de la Universidad Andina Nestor Caceres Velasquez y  orientadas a  abordar  la problemática que existe en muchas Instituciones. La información que  aquí se presenta debe también  ser  utilizada  por  las  instituciones  y  la ciudadanía en general para  monitorear los logros que las distintas intervenciones tengan en cuanto al control de la situación en que se encuentre los Estudiantes.

Teoremas de Límites

 Para facilitar la obtención del límite de una función sin tener que recurrir cada vez a la definición Épsilon-Delta se establecen los siguientes teoremas.

Los teoremas se numeran consecutivamente para facilitar una futura referencia.
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Teorema de límite1:
Si  k es una constante y a un número cualquiera, entonces
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Teorema de límite2:
Para cualquier número dado a,
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Teorema de límite3:
Si m y b son dos constantes cualesquiera, entonces
[image: image5.png]lit (vax +8) = ma + &
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Teorema de límite4:
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Teorema de límite5:
[image: image9.png]Si limf(x)=L y n esun entero positivo, entonces
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Teorema de límite6:
Si  f es un polinomio y a es un número real, entonces
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Teorema de límite7:
Si q es una función racional y a pertenece al dominio de q, entonces
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Teorema de límite8:
[image: image15.png]rx lim f(x)=L y n es un entero positivo, entonces





[image: image16.png]Procedimiento para calcular limites

i es posible aplicar directamente las propiedades anteriores. el limite se calcula directamente.
Con respecto a las propiedades, como la propiedad 6 se aplica a cualquier polinomio y las
propiedades 1.2, 3.y 4 implican funciones polinémicas es indistinto que nos refiramos a cada una
de las propiedades 1. 4 en particular que a la propiedad 6 cuando calculamos el limite de una
funcién polindmica. Lo mismo, la propiedad 7 se aplica a una funcion racional y la propiedad 4 ()
también

Cuando al sustituirla & por x en la funcion nos dala forma indeterminada 0/0 es posible calcular
el limite pero, previamente. hay que transformar la férmula de Ia funcién de tal modo que. una vez
hechala simplificacion pertinente, se pueda evitar la divisién por cero: para lograr esto disponemos
de procedimientos algebraicos eficaces como Ia factorizacién. la conjugada, etc
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S o l u c i o n e s
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1. Solución:
[image: image20.png]De acuerdo con el Teorema de limitel
lim 77 =77
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2. Solución:

[image: image22.png]ix = 7: tiene la forma mx + & por lo que aplicamos el Teorema de limite3
liGx=T) =3(9)-7=15-7;
lin(3x-7) =8
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3. Solución:

[image: image24.png]F(x) =x*+2x-1: funcién polinomial
J@=2"+22)-1-7
por Lo tanto, segin ¢l Teorema de limite6

lﬂ(xz +2x-)=7
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4. Solución:

[image: image26.png]J®=
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5. Solución:
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6. Solución:

No es posible aplicar directamente el TL7, pues se obtendría la forma indeterminada 0/0; no obstante, luego de factorizar y simplificar la expresión, se obtiene fácilmente el límite aplicando el TL1:
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7. Solución:

No es posible aplicar directamente el TL7, pues se obtendría la forma indeterminada 0/0; no obstante, luego de factorizar y simplificar la expresión se obtiene fácilmente el límite aplicando el TL7 o el TL4(III):
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8. Solución:

Si pretendiéramos aplicar el límite directamente a partir del TL7, nos daría la forma indeterminada 0/0; por lo que, se debe factorizar y luego simplificar la expresión antes de poder hacer uso del TL6:
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9. Solución:

No se puede aplicar el límite directamente, daría la forma indeterminada 0/0; no obstante, luego de multiplicar tanto el numerador como el denominador por la conjugada de la expresión en el numerador y luego reduciendo y simplificando, se puede aplicar el TL para hallar el límite:
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10. Solución: 
Luego de la transformación de la expresión se aplican los TL7  y  TL8:
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11. Solución:

El límite no se puede aplicar directamente, resultaría la forma indeterminada 0/0; no obstante, una vez factorizando y simplificando, la expresión queda expedita para hallar el límite mediante los TL7  y  TL6:
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12. Solución:
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Teorema de Estricción y Límites de Funciones Trigonométricas

[image: image43.png]


El llamado teorema de estricción, de intercalación, o del "sandwiche" es importante para la demostración de otros teoremas. También se utiliza el teorema de estricción para calcular cierta clase de límites.
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Teorema de estricción (TL9):

[image: image45.png]Supongamos que las funciones f, g y & estan definidas en algin intervalo abierto /, el cual
v aue £ (x) < g(x) < h(x) para toda x en ]

contiene a a, excepto posiblemente parax =
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Demostración:
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Teorema de límite10:

[image: image51.png]sen ke
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Teorema de límite11:
[image: image52.png]1-coskx
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S o l u c i o n e s 
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1. Solución:
[image: image55.png]limxcos
Como ~1<cost 1 para cuslquier £€R,
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2. Solución:
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3. Solución:
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4. Solución:
[image: image61.png]N, £(x)
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Límites Unilaterales

 Hay casos en que las funciones no están definidas (en los reales) a la izquierda o a la derecha de un número determinado, por lo que el límite de la función cuando x tiende a dicho número, que supone que existe un intervalo abierto que contiene al número, no tiene sentido. 

Ejemplo: 
[image: image92.png]F(x) =% 7 no esta definida para valores menores que 0; por lo que

nnﬁ«/; notiene sentido; no obstante, se pueden tomar valores suficentemente

Sercanos a 0 pero mayores que 0. En este caso x se aproximaa 0 porla derecha,

lo cnal permite definir el limite unilateral por la derecha.

Para el limite por la izquierda la sitmacidn es similar, en ese caso la variable independiente
se aproxima al nimero por laizquierda
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Límite unilateral por la derecha:
Sea f una función definida en todos los números del intervalo abierto (a, c). Entonces, el límite de f (x), cuando x se aproxima a a por la derecha es L, y se escribe
[image: image94.png]lim fG) =L

si para cualquier £ 0, sin importar cudn pequefia sea, existe una > 0 tal que.
i 0<x-a<d = |f@W-LKe
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Límite unilateral por la izquierda:
Sea f una función definida en todos los números de (d, a). Entonces, el límite de f (x), cuando x se aproxima a a por la izquierda es L, y se escribe
[image: image96.png]lim f(x)=L

si para cualquier £ 0, sin importar cudn pequefia sea, existe una > 0 tal que.
si0<a-2<8 = |f@W-LKe





Límite bilateral:     [image: image97.png]Ahora, nos podemos referir al lim f(x) = L como el limite no dirigido o limitebilateral,

para distinguirlo de loslimites unilaterales
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Teorema de límite12:
[image: image99.png]El lim f(x) existey es igual aL siy sélosi lim f(x) y lim_f(x) existeny son iguales a L
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S o l u c i o n e s
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1. Solución:

	[image: image167.png]2.-Calcular los siguientes limite:

a) lim
x5

x2-1
>33 +3x+2
c)lim[Lfi]

x=85(1-x 1-x¢

Solucion: T&T
et
[N

a)lim [~ "
)Ha[xhamz

-3.1+2

o X

x-2

2x
2 4ax+4

b) I
)i,

2
x2-2x ) _
x2-4x+4

x“ -1
no existe T&T

X (x-2)
5"[ <x—2>*]

c)li[173]:Iim 1 3
=X 153 T 1% (459 (14 ?)
. 1+x+x2-3
= lim | XX
X1 (-3 (144 x3)
" x2 +x-2
= lim
x=1| (1- x)( x+x2
i | _O-N0Oc+2)
51| (13 (14 %2
< tim | —(=%)
*=>1) (1 1+x+x

—-(x+2)

3

5 =-1T&T
3



[image: image103.png](3 lim f(x) = lim (-3)= -3
At Aol

(b) lim f(x) = lim () =2
s e

(©) lig £ () no existe; porque lim f(x) # lim ()
3] e -




	


[image: image104.png]



 [image: image105.png]


2. Solución:
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3. Solución:
[image: image110.png](2) lim f(x) = lim (8- 2x) =8-2(2) =4
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4. Solución:
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Límites Infinitos
[image: image113.png]


Existen ciertas funciones que aumentan o disminuyen sin límite a medida que la variable independiente se acerca a un valor fijo determinado.
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Crecimiento infinito: 

[image: image115.png]Sea f una funcién definida en todo nimero de algiin intervalo abierto que contenga aa, excepto,
posiblemente, en x = a. Cuando  tiende a @, /() crece sin limite, lo cual se eseribe

lim f() =+
si para cualquier N7 > 0 existeuna 550 tq,

5 0<|x-alKd = F>N
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Decrecimiento infinito:
[image: image117.png]Sea f una funcién definida en todo nimero de algin intervalo abierto que contenga aa, excepto,
posiblemente, en x = a. Cuando x tiende a a, f(x) decrece sin limite, o cual se escribe
tim /(5
si para cualquier N7 < 0 existeuna 8 >0 tq,
5 0<|x-alKd = FRN
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Teorema de límite13:
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Teorema de límite14:
[image: image121.png]Siae B y c esuna constante, lim f(x) =0 y lim g(x) =¢, ¢ =0, entonces
@) sic>0y si f(x) = 0através de valores positivos def(x),
lim £ _
e
i) sic >0y si f(x) =0 através de valores negativos de f(x),
lim £ _
B ®
(i) sic <0 y si f(x) = Oatravés de valores positivos def(x),
lim £ _
BT
() sic <0 y si f(x) =0 através de valores negativos def(x),
lim £ _
iAo
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Teorema de límite15:
[image: image123.png]() Si lim f(x) = +=, y lim g(x) = ¢, donde ¢ es una constante, entonces
lim[ £ () +g(0)] = +o
@) Si Lim £ () = =, 3 lim g(x) =, donde ¢ es una constante, entonces

lim [ /() +g(n)]
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Teorema de límite16:
[image: image125.png]Silim f(x)=+= y lim g(x) =c, dondec €R y ¢ = 0. Entonces
© sic>0, lim[ /() g()] = +=
@ sic <0, lm[f(x) g(@]=-=
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Teorema de límite 17:
[image: image127.png]Silim f(x)=-= y limg(x) =c, dondec €R y ¢ =0 Entonces
© sic>0, lim[£(x) g(0] =
@ sic <0, lm[f(x) g()]=+=





Una asíntota es una recta a la cual se aproxima una curva indefinidamente. Trazar las asíntotas, tanto verticales como horizontales (más adelante nos ocuparemos de estas últimas), es de gran ayuda para dibujar la gráfica de una función. 

 [image: image128.png]


Asíntota vertical:
Una asíntota vertical es una recta paralela al eje y.

Se dice que la recta x = a es una asíntota vertical de la gráfica de la función  f  si por lo menos uno de los siguientes enunciados es verdadero:
[image: image129.png]© lim f(@) =+

@ lim /() ==
i) lim () =+

@) lim f()= -





[image: image130.png]Ejercicios resueltos.

En los ejercicios 1.a 7. determine el limite. En los ejercicios 9. 11 Encuentre la(s) asintota(s)
vertical(es) de la gréfica de la funcion y trécela(s)

2 5
1 lim 5 2 fm M2 3. lim [1 ]

fucyanr] Jim ks 7

- -1

I B S B T e 6. lim =

-\ +3% -4 t+4 F 3-x sl 2 -2t -1
PR 4208 8. Para cada una de las siguientes funciones, halle la asintota
e g wertical de la grifica de la funcidn y trécela:

@701 0 e -5 O 1) -5 @ o -

1070 =5

1
1L e
LAy
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S o l u c i o n e s
 [image: image132.png]


1. Solución:
[image: image133.png]2
-1 lim
,f;wjaﬂ) e (z—2)

1 es una constante posifivay (¢ - 2) tiends a 0 através de valores positivos; de tal manera que,

aplicando el TL11(), se fiene.
1
i Bey
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2. Solución:
[image: image135.png]V34
lim

P

lim N3+ 2 =/3: constante positiva

-0

xtiende a 0 através de valores positivos;
Por lo tanto, aplicando el TL11(3), se obtiene

fim Y 3+

o0 X
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3. Solución:
[image: image137.png]1
lim [77 lim
el ey
lim (x=1)=~1: constante negativa
ey

x* tiende a cero através de valores positivos

De tal manera que, aplicando el TL11(iii), s¢ obtiene

-7
lim | ——
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4. Solución:
[image: image139.png]lm[ 2 _ 3 ). i (236D
e \FrE—a z+4 = (:+4)(z D Era)) e GFaE-D)

[ 2 2-%+3 5-%

= m = lim = lim

FrE-a t+4 5\ E-D) o D
ERA T = T |

im
[

Cuando ¢ -4, ¢+4 tiende a0, y1o hace avavés de
[valores negativos

Delo anterior y aplicando el TL14(i), se concluye que:
1
lim ——
Mm@
De (1)y (2) y del TL17Gi), se concluye que:
5-3t 1

lim 2 fim ——
o £4] st 4

im [t e
et P
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5. Solución:
[image: image141.png]_ lim ([lxll-x

N (ET

s 3-1 lim G- %)
fues

lim ([ []-x) = lim[| ]~ lim x =23 = =1: constante negativa

fues e s
cuando x> 37, (3~ ) tiende a 0, y Lo hace através de valores positivos
De tal manera que, aplicando el TL14(ii), se obiene.
(LD
T 3-1
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6. Solución:
[image: image143.png]=

(x=D(v2x-x +1] -D(Vzx—2 +1)

lim = lim =lim

qu/zx 21 o (a2 1| [orm g 41| e 2-x =T
o1 (@-D(V2x-2 +1| 1 lim (2x—2* +1)

— 2 "
lim = lim R T b
a2 2t -1 et —(x-1 sott —(x=1) lim (1-7)

=t

lim (2x- 2" +1) = /2(1)—1z +1=2: constante positiva

ot

Cuando x =1, (1~ 2) tiende a0, lo hace afravés de valores negafivos

De tal manera que, aplicando el TL14(i), se obtiene.





Límites en el Infinito
[image: image144.png]
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Teorema de límite18:
[image: image146.png]


[image: image147.png]51 7 es cualquier entero positivoy & es una constante arbitrania, entonces

© lim £ -0
A
@ tim X0

sy




[image: image148.png]
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Asíntota horizontal:
Una asíntota horizontal es una recta paralela al eje x.
[image: image150.png]Se dice que larecta y =& es una asintota horizontal de la gréfica de la funcién f
si cuando menos uno de los enunciados siguientes s verdadero:

O lim fx)=b
@) lim f(x) =&
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Teorema de límite19:
[image: image152.png]
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[image: image154.png]Ejercicios resueltos

el x+2  x+l

1 lim (x -G-8 | 2 hm[x7+lixz+10]

3 28T T
x>0 8 +3





S o l u c i o n e s
[image: image155.png]


[image: image156.png]1. tim(x-G-a)x-))




[image: image157.png]Solucién;
lim [ x - (x*a)(x*b)w:hrq_ﬂ\x*\/xz —(a+bx+ab|,
\x*\/xz “(a+Byxrab|[x+fT —(a+b)x +ab|
= lim(x- -z -5 |~ lim
e e (x4 a+b)x+ab|
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e
= i (r-Jo @G B =l L S rIx el  @rbrvab
kads 0 xe i —@tbxtah e i - (@+bxrab

@+b)x

ab

= limlx-fx-a)x b)) =lim— XX (dividiendo cada término por 2},
= = x (@+b)x+ab
I Y letorTas
x
avbe
= lim(x-Jx-a)E B | = lim —— X

(@+b)x+ab

=

1+

(simplificando ¢ introduciendo la x bajo ¢l signo radical),

avpe

= lim(x-J @G b)) =lim——— % (sepaando términos y simplificando),
B3 i PE s
1+ f1- &
ER
= tim(r-Jro @B = =220 (evauando el limite y wilizando el Teorerma de Limite 15)
= 1+1-0+0 ’
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[image: image159.png]2.

lim

x+2

Fe1 2 +10

x+1
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[image: image160.png]Solucidn:
2+1_2+10 F+xtx+l-x -2 -10x-20 z
lim - -lim . - tim |
me| 742zl | e 3t Sl T
19
=
= 2‘ {dividiendo cada término por 2},
ey
b5
= (simplificando),
= (evaluando el limite y utilizando el Teorema de Limite 15);





 [image: image161.png]


[image: image162.png]3, fjm 2T e
X0 8 +3




[image: image163.png]L )
AR

Solucién:
9.8% 45t 43t 44 =t
i SBESTAB A = e
x5 8 43 e LA X% e
E e
- 3 4
e sragrey lmOlim I+ lim 2 lim
. hmgg +f 344 yoe w8 x%S} 3o’ :9+0+0+0:9 {TL19}.
tim 2 lim 1+ lim = 1o
vy




Ejercicios propuestos desarrollados por los estudiantes 
DE CAP: CONTABILIDAD III C – 2009

[image: image168.png]3.-Calcular los siguientes limites:

a5 )
" Hx-1
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Solucion: T&T
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Luego:
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Sea x=y" si x—1 entonces y -1
Luego:
tim (B _ i W) (¥2-1)
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[image: image169.png]4.- Calcular los siguientes limites:

J5+x
b);!'i"a[hﬂ]

[rﬂ 2+Jﬁ]

49 2+/x-3
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[image: image170.png]5.- Calcular los siguientes limites:
o lim [sen[x)] £ tim [sen(ax)]
% ol T
Solucion: T&T

. (sen(x)) _sen(2)
“’X"L“Z[T]’T

ot 3

- 3lim [M] T&T
xo0| " 3x
Sea u=3x. Si x>0 entonces u—0
Luego:

(sen(3x)) .. (senu)) . ,
3;.5:,[ e ] ,3||m[T],3 1-3

u0

Luego:
lim [%(3")]: 3 TaT

x>0




[image: image171.png]6.~ Calcular los siguientes limites:

- (sen(3x) . (arcsen (x)
a)i'i'l:[sen(sx)] b);!'i'l:[ x ]

Solucion: T&T

o sen(3x)
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3sen(3x)
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B3
sen(3x)
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Entonces :

i [sen(ax)] 3
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x50 sen(5x)) 5

b) Sea y - arcsen(x) entonces x = sen(y)
Si x>0 entonces y -0

Luego:
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71’1“: sen(y)
y
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[image: image172.png]7.- Calcular los siguientes limites:
im [ATCta(20)
x50 sen(3x)

Solucion: T&T
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[image: image173.png]8.- Calcular los siguientes limites:
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[image: image174.png]9.- Calcular los siguientes limites:

a) lim [i] b) lim [47 L]
x5 sen(mx) x50 sen(x) to(x)
Solucion: T&T
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[image: image179.png]14.- Calcular los siguientes limites:
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[image: image181.png]16.- Calcular los siguientes limites:
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[image: image182.png]17.- Calcular los siguientes limites:
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[image: image185.png]20.- Calcular los siguientes limites:
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