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Series de potencias

Cuando estudiamos las series geométricas, demostramos la siguiente fórmula: si |r| < 1, entonces
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Esto nos dice que la función  [image: image2.png]


 , puede ser representada como [image: image4.png]


 al menos en el intervalo (-1,1)=[image: image6.png]{x ER: x| < 1}



.Es natural preguntarnos si podemos expresar de forma parecida a otras funciones como [image: image8.png]sinx, cosx,e”, Inx, etc



 de modo que podamos aproximar mediante polinomios a dichas funciones (observemos, por ejemplo, que es más sencillo calcular la imagen de 1 mediante un polinomio con coeficientes racionales que calcular sen 1).

[image: image27.png]Z @, x" = @y + a;x + ax? + o+ @, 4o




Definición 1: Sea [image: image10.png]


 una sucesión de números reales cualquiera. Una serie de potencias es una serie de la forma:
Donde x es una variable. . 
Más generalmente, una serie de la forma
[image: image28.png]Z a,(x—c)"=as+a;(x—c)+a,(x— )+ +a(x—c) +
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Es llamada una serie de potencias centrada en c.

Por ejemplo, 
[image: image29.png]




son series de potencias centradas en 0, 

1 y −2, respectivamente.

Una serie de potencias en x puede ser vista como una función en x:

[image: image30.png]) =) an(x=0"




Cuyo dominio es el conjunto de todos los valores que puede tomar x para los cuales la serie converge.

[image: image31.png]fle) = ag



En particular, el dominio siempre contiene al punto x = c, en el cual vale  


Ejemplo: Consideremos la serie de potencias 
[image: image32.png]



 Usando el criterio del cociente y el hecho que

[image: image33.png]@ +D2m+1)
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Tenemos que la serie converge si R = |x| < 1 y diverge si |x| > 1. Para determinar que ocurre en

|x| = 1, observemos que
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De modo que diverge en ambos casos. En suma, el dominio de la función
[image: image35.png]



Es (0, 1) = {x: |x| < 1}.
Teorema 1 (Convergencia de series de potencias) Para una serie de potencias centrada en

C, ocurre alguna de las tres siguientes posibilidades:

a) La serie converge sólo en c.

b) Existe un número R > 0 tal que la serie converge absolutamente si |x − c| < R y diverge si

|x − c| > R.

[image: image36.png]x €ER



c) La serie converge para todo 


Demostración: Sea  [image: image12.png]Yin=0@n(x— )"



 una serie centrada en c. Demostraremos sólo el caso 
[image: image37.png]T aal



Particular en el cual el límite 
existe, el cual es suficiente para los ejemplos y problemas que veremos. 
[image: image38.png]


Tenemos, en virtud del criterio del cociente, que la serie converge en x siempre que 0 < L < 


[image: image39.png]



[image: image13.png]1
Por o tanto, la serie converge para todo x tal que |x=¢| < v diverge para todo x tal que
[x=e/> 1
y 1 . N
Podemos considerar R= 7 (caso b]). Observemos que si L = 0 entonces siempre se cumple que
1> [x/0= 0, con lo cual la serie converge para ¥ € R todo (caso cl. Finalmente, si L= oo

,como debe cumplirse que 1> |x| o , la serie diverge paratodo X %0 (caso a); recordemos

que siempre converge en 0).




Definición 2 Dada una serie de potencias centrada en C, definimos el radio de convergencia R

Como

a) 0 si la serie converge sólo en c.

b) [image: image40.png]x €ER



0 < R < si  la serie converge  absolutamente  para  |x − c| < R  y  diverge  para |x − c| > R.

c) [image: image41.png]


[image: image42.png]) =) an(x=0"



 , si la serie converge para todo .
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Ejemplo 2 Consideremos la serie de potencias. 7 z

Entonces, el radio de

1
Convergencia esté dadopor: R = lim |=—Ber| = =21
s :

n+1

Por lo tanto, la serie converge si [x| <1/ey
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Definición 3 Dada una serie de potencias                             
el conjunto de convergencia de f 

es el intervalo en el cual la serie converge. Dicho intervalo puede ser de las siguientes formas:

[image: image44.png]


Y, finalmente, {c} = [c, c].
Ejemplo 3 Dada la serie de potencias
[image: image45.png]= ao+ay(x—xo) + ax(x —x0)* +






determine su conjunto de convergencia.
Solución: El radio de convergencia está dado por 
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[image: image16.png]Por Io tanto, el conjunto de convergencia ests dado por el intervalo (¢ = R, ¢ + R) = (2, 8) unido

2esigual a

posiblemente con uno o ambos extremos. s facil ver que la serie en

y, por lo tanto, converge, mientras que la serie en x = 8 es igual a

y, por lo tanto, diverge. Asi, el conjunto de convergencia es [2, 8). 21
n




Convergencia de una serie de potencias
 Una serie del tipo

[image: image46.png](x — xo)




Se dirá que es una serie de potencias de . 
[image: image47.png]), anlx=xo




Los números an se llaman Coeficientes de la serie. La primera cuestión que nos planteamos es el estudio de su dominio de convergencia. Se llama así al conjunto formado por todos los valores de x para los que es convergente absolutamente la serie. Nótese que una serie de potencias cualquiera siempre es convergente para x = x0 y su suma es a0. Vamos a probar que el dominio de convergencia de una serie de potencias cualquiera es un intervalo centrado en x0, pudiéndose dar los casos extremos de que el intervalo se reduzca al único punto de convergencia x0 o que el intervalo de convergencia sea todo R. Denotaremos por rc el radio de este intervalo, radio de convergencia, y entonces el intervalo de convergencia adopta la forma (x0 - rc; x0 + rc). La demostración general de estos hechos, así como la expresión explicita del radio de convergencia se escapa de los objetivos.
En primer lugar, veremos un hecho general que tiene una demostración muy simple y nos permite intuir que el dominio de convergencia de una serie de potencias arbitraria debe ser un intervalo centrado en x0.

Teorema 1. 
[image: image17.png]Siuna serie de potencias z a,(x —x0)" esconvergente absolutamente para cierto,

¥1# %o entonces converge absolutamente en todo el intervalo [x.- r; x.+ r], siendo
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DEMOSTRACIÓN: 
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Este resultado nos sugiere que el dominio de convergencia de una serie de potencias es un intervalo centrado en x0 cuyo radio sería el supremo de las cantidades, tales que la [image: image19.png]1xg — x|



serie
 
es convergente.
De hecho, se prueba que fuera del intervalo [x0 - r; x0 + r] no hay convergencia alguna. Este modo de enfocar el problema es difícil y tiene, además, el inconveniente de que no obtenemos una expresión explicita del radio de convergencia rc. Por ello, en lugar de seguir considerando una serie completamente arbitraria, vamos a suponer, en todo lo que resta de sección, que nuestra serie verifica la condición siguiente:
(C) Existe (finito o infinito) 


Teorema 2. 
[image: image20.png]Demostracién: Para ver que |z se:
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Por el criterio de Cauchy, la se» za..\x,ﬂcn ™ esconvergente si |x —xoll <1Esto equivale a

que hay convergencia para los x tales que  |x — xol < 1 como queramos demostrar.

Finalmente, el mismo criterio de Cauchy establece que laserie 3, v, v diverge cusndo

Ix = %ol > 1 es decir, fuera del intervalo

Lro—1hao+171]

bea f(x) 1a funcién definida por una serie de potencias con  Zrzo@n(x— )" radiode

convergencia R. Entonces, en el intervalo (c - R, ¢ + R), Ia funcién f es continua, derivable e integrable.




Además, se cumplen las siguientes formulas:
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En cada caso, el radio de convergencia de la serie obtenida es igual a R.

Ejemplo  
[image: image22.png]Encuentre una serie de potencias la cual represente a a funcién ffx) =
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Solución: 
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