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Definición
Las cónicas son curvas planas obtenidas mediante la intersección de un cono con un plano. El ángulo que forman el plano y el eje del cono, comparado con el ángulo que forman el eje y la generatriz del cono determina las distintas clases de cónicas. Además son sección cónica (o simplemente cónica) a la curva intersección de un cono con un plano que no pasa por su vértice. Se clasifican en tres tipos: elipses, parábolas e hipérbolas.
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ESQUEMA DE LAS CÓNICAS
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Parábola
DEFINICION

Una parábola es un conjunto P de todos los puntos en el  plano R2 que equidistan de una recta fija, llamada directriz; y de un punto fijo,  denominado foco que pertenece a la recta. 

Una parábola es una curva con dos brazos abiertos cada vez más, simétrica con respecto a la recta que pasa por el foco y perpendicular a la directriz. Esta recta se llama eje de simetría y el punto donde esta recta intersecta a la parábola se llama  vértice. 
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ELEMENTOS DE UNA PARABOLA

Al igual que en las ecuaciones estudiadas anteriormente, la parábola cuenta con una serie de elementos o parámetros que son básicos para su descripción, mismos que se definen a continuación:

 VÉRTICE (V): Punto de la parábola que coincide con el eje focal.

 EJE FOCAL (ef): Línea recta que divide simétricamente a la parábola en dos ramas y pasa por el vértice.

 FOCO (F): Punto fijo no perteneciente a la parábola y que se ubica en el eje focal al interior de las ramas de la misma y a una distancia p del vértice.

DIRECTRIZ (d): Línea recta perpendicular al eje focal que se ubica a una distancia p del vértice y fuera de las ramas de la parábola.

 DISTANCIA FOCAL (p): Magnitud de la distancia entre vértice y foco, así como entre vértice y directriz.

 CUERDA: Segmento de recta que une dos puntos cualesquiera, pertenecientes a la parábola.

 CUERDA FOCAL: Cuerda que pasa por el foco.

 LADO RECTO (LR): Cuerda focal que es perpendicular al eje focal.

Trazado de una parábola
Existen numerosos métodos para el trazado de la parábola conocidos sus elementos principales. Sólo se explicará el trazado de la cónica usando su definición como lugar geométrico por la sencillez del procedimiento.                                                             
Como los puntos equidistan de la directriz y del foco, se trazan paralelas a la directriz a una distancia cualquiera y arcos con centro el foco y radio la mencionada distancia hasta que corten a las rectas (Fig. 19). Estos puntos (P1, P2) pertenecerán a la parábola por equidistar del foco y de la directriz. Una vez dibujados los puntos, estos se unen entre si a mano alzada o bien mediante plantillas de curvas.
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Aplicaciones en el contexto real 
La parábola tiene múltiple aplicaciones científicas. Por ejemplo, cuando se lanza un proyectil, como una piedra o una pelota, su trayectoria es una parábola si no se consideran factores de menos importancia, como resistencia del aire y giros del proyectil sobre sí mismo; esta variación puede llegar a ser apreciable en los casos en el que el proyectil inicie su movimiento con gran velocidad; por ejemplo, un obús de cañón. En la construcción de Algunos puentes se emplean arcos parabólicos; las curvas que forman los cables que sostienen ciertos puentes suspendidos son aproximadamente una parábola, siempre que la carga sobre el puente sea uniforme.
Ecuaciones de la parábola
· ECUACION DE LA PARABOLA CON VERTICE EN EL ORIGEN:

1. de vértice en el origen y eje X,  y2 = 4px
[image: image3.png]



Teniendo en cuenta que:

P= (x, y) es un punto de la parábola 

F= (p, 0) es el foco, p[image: image5.png]


0

V= (0, 0) es el vértice 

La ecuación de la directriz [image: image7.png]


 es x=- p

Por definición de parábola tendríamos:
[image: image8.png]|FP| = [(x—P)2 + ¥2

|FP|=|PA donde {\PA\ = X—(=P)| = X +P|

JE-PT+ V=X 4P —

vértice a la directriz.

=4PX P es la longitud del vértice al foco y del

Cuerda focal (lado recto) es la cuerda perpendicular al eje de la parabola que pasa por
el foco, su longitud es:14P|

Para graficar una parabola basta conocer tres cosas: el vértice, el valor de p y su eje.
2)sip>0 — la parbola se abre por la derecha

b)sip< 0 — la parabola se abre porla izquierda




2. Parábola de vértice en el origen y eje Y,  x2= 4py

[image: image9.png]7




Lado focal: |MN|=|4P|

[image: image10.png]&)sip>0 — la pardbola se abre hacia arriba

b)sip< 0 — laparabola se abre hacia abajo




· ECUACION DE LA PARABOLA CON VERTICE EN EL PUNTO V(h, k):
[image: image11.png]B




· ECUACION GENERAL DE LA PARABOLA:
Para hallar la ecuación general de la parábola, cuando el eje focal es paralelo al eje x, se desarrolla el binomio y el producto de su ecuación ordinaria.
[image: image12.png]Y2y + Capx + kP +aph =0

Se denota por A=—2k | B=—4p  C=k®+4ph para obtener la expresion que
corresponde a la ecuacion general de la parabola cuando el eje focal es paralelo al eje
x

¥ +Ay+By+C =0 (Eje focal paralelo al eje x)

Si el eje focal es paralelo al eje y, se parte de la expresion (=)

x*+Ax+By+c=0 (Eje focal paralelo al eje y)




EJEMPLOS:
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Tangente de parábolas
Las tangentes en las parábolas presentan

una propiedad que facilita su trazado. Dado un punto “x” de la parábola, trazamos la distancia al eje de simetría de la curva, definiendo el punto ”o”. Trasladamos la medida ov sobre el eje hacia abajo, determinando el punto “t”. Trazamos la recta que pasa por “x” y por “t”, siendo esta la tangente en el punto “x”.

La tangente en el vértice de la parábola (v) 

es paralela a la directriz.
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EMPALMES ENTRE PARABOLAS:

Para producir un empalme entre parábolas o entre sectores de las mismas las curvas

deben tener en el punto de unión la misma tangente.
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Como la tangente en el vértice de la parábola

(v) es paralela a la directriz podemos empalmar  dos medias parábolas por su vértice. 

A partir de estos datos, si queremos empalmar una parábola en el punto “x” con otra con curvatura en sentido opuesto realizamos la siguiente construcción :

Por el punto “x” trazamos una perpendicular al eje de la parábola que llamamos P. Por un punto cualquiera “m” de la tangente en “x” trazamos una paralela al eje.
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Este será el eje de la parábola de empalme y su altura será la mitad de la distancia de “m” a la línea P. Con estos datos solo queda construir la parábola de empalme. Recordemos que si las dos curvas tienen igual o similar curvatura en el punto de unión, la continuidad entre las mismas será mas evidente.

TANGENTES A LA PARABOLA DESDE UN PUNTO INTERIOR:

Sea el punto Q. Se traza la circunferencia de radio QF y centro   en Q, la cual corta a la recta directriz que en la parábola hace de circunferencia focal de radio infinito, en los puntos 1 y 2.       
  Las mediatrices de los segmentos 1F y 2F son las tangentes t1  y t2. Los puntos de tangencia T1 y T2 se obtienen trazando por  1 y 2  los radios vectores que son paralelos al eje.
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TANGENTES A LA PARABOLA PARALELAS A UNA DIRECCION DADA:

La tangente ha de ser paralela a la dirección D.

Para ello por el foco se traza la perpendicular a D, la cual corta en 1 a la recta directriz. El punto de tangencia es T, en la paralela por M al eje de la curva.
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Elipse
DEFINICIÓN:

 Una elipse es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal manera que la suma de sus distancias a dos puntos fijos de ese plano siempre igual a una constante, mayor que la distancia entre dos puntos.
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Los dos puntos fijos se llaman focos de la elipse. La definición de una elipse excluye el caso en que el punto móvil este sobre el segmento que une a los focos.

ELEMENTOS DE LA ELIPSE:

1. Designamos por F y F' los focos de una elipse.

2. La recta l que pasa por los focos tiene varios nombres; veremos que es conveniente introducir el término de eje focal para designar esta recta.

3. El eje focal corta a la elipse en dos puntos V y V', llamados vértices. La porción del eje focal comprendida entre los vértices, el segmento VV', se llama eje mayor.

4. El punto C del eje focal, punto medio del segmento que une los focos, se llama centro.

5. La recta l' que pasa por C y es perpendicular al eje focal l tiene varios nombres; encontraremos conveniente introducir el termino eje normal para designarla.

6. El eje normal l' corta a la elipse en dos puntos, A y A', y el segmento AA'  se llama eje menor. 

7. Un segmento tal como BB', que une dos puntos diferentes cualesquiera de la elipse, se llama cuerda. En particular una cuerda que pasa por uno de los focos tal como EE', se llama cuerda focal.

8. Una cuerda focal, tal como LL ', perpendicular al eje focal l se llama lado recto. Evidentemente como la elipse tiene dos focos, tiene también dos lados rectos. Una cuerda que pasa por C tal como DD', se llama un diámetro. 

9. Si P es un punto cualquiera de la elipse, los segmentos FP y F'P que une los focos con el punto P se llama radios vectores de P.
Ecuaciones de la elipse
1. La ecuación de una elipse de centro en el origen, eje focal el eje X, distancia focal igual a 2c y cantidad constante igual a 2a es:
[image: image14.png](a>b)





La ecuación de la elipse de centro en el punto (h , k) y eje focal paralelo al eje X, es:  
[image: image15.png]La relacion entre a, by ¢: &= b + ¢





2. La ecuación de una elipse de centro en el origen, eje focal el eje Y, distancia focal igual 2c y cantidad constante igual a 2a es :

[image: image16.png]



La ecuación de la elipse de centro en el punto (h, k) y eje focal paralelo al eje Y es:
[image: image17.png]C-R @R
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Propiedades de la elipse
Una elipse debe tener las siguientes propiedades:

· La distancia de A a cualquier punto de la elipse y después a B debe ser constante.

· La perpendicular de la elipse en cualquier punto es bisectriz del ángulo subentendido por AB en dicho punto. (A y B son los focos de la elipse)

· Como las propagaciones son reversibles se reflejarán en la barrera, convergerán y pasarán a A, se reflejarán en la barrera, convergerán y pasarán por B y así sucesivamente.

Entre las principales aplicaciones de las elipses están la primera Ley de Kepler, que habla sobre el movimiento de los planetas, ya que éstos siguen órbitas elípticas, en uno de cuyos focos se encuentra el Sol y la famosa Ley de la gravitación universal, descubierta por Newton debido a sus amplios conocimientos sobre la geometría de las elipses.

La elipse tiene propiedades de reflexión semejantes a las de la parábola: si unimos cualquier punto P, de la elipse con sus focos, el ángulo que forman los radios focales con la tangente en ese punto son iguales. Esta propiedad se utiliza en la construcción de espejos (de luz y sonido), pues la emisión, de luz o sonido, desde uno de los focos se refleja en el otro foco.
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Hipérbola
Una hipérbola  es una sección cónica, una curva abierta de dos ramas obtenida al cortar un cono recto por un plano oblicuo al eje de simetría con ángulo menor que el de la generatriz respecto del eje de revolución.

Entonces se dice que la hipérbola es el lugar geométrico de los puntos de un plano tales que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos, llamados focos, es igual a la distancia entre los vértices, la cual es una constante positiva.
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EJEMPLO:

Dados dos puntos F y F’  llamados focos, y una distancia K, llamada constante de la hipérbola (K<d (F, F’)), se llama hipérbola al lugar geométrico de los puntos P del plano cuya diferencia de distancias a los focos es, en valor absoluto, igual a K: 
[image: image20.png]



ELEMENTOS DE UNA HIPERBOLA

· [image: image21.png]Una una hipérbola de focos F y F', con asintotas © y ', con ejes de simetria A y su
perpendicular pasando por su centro O, determina los siguientes segmentos:

Semicje: a OA <O
Semidistancia focal: ¢ =OF = OF




Ecuaciones en coordinadas polares
[image: image22.png]Hipérbola abierta de derecha a izquierda: 7% = aSeC26
Hipérbola abierta de arriba a abajo: 7% = —~asecz6
Hipérbola abierta de noreste a suroeste: 7* = ACSC26

Hipérbola abierta de noroeste a sureste: 7* = ~ACSC26




[image: image23.png]Hipérbola abierta de derecha a izquierda:

x=acost+h
y=bsint+k

Hipérbola abierta de arriba a abajo:
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ECUACIONES 
PARAMETRICAS:

ECUACIONES DE LA HIPERBOLA

1. Hipérbola con focos  
[image: image24.png]c,0)y F(c, 0); ¢ > 0.




TEOREMA:  

La ecuación de la hipérbola centrada en el origen y cuyos focos están en los puntos

 F (-c, 0) y F(c, 0) viene dada por:  
[image: image25.png]



Demostración:  Si P(x, y) es un punto que pertenece a la hipérbola considerada, se tiene de acuerdo a la 
definición i. que:
[image: image26.png]FP-FP=2a FP-FP=2a
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Equivalentemente, usando la fórmula de distancia, se puede escribir:  
[image: image27.png]toflere) y? =2aflx-c) +y?




Elevando ambos miembros al cuadrado en la última igualdad y simplificando se obtiene:
[image: image28.png]



Elevando nuevamente ambos miembros al cuadrado en la última igualdad y después de simplificar y factorizar se puede escribir:
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  2. Hipérbola con focos en 
[image: image30.png]F(0,-c)yF (0, c): e>0.




TEOREMA:  

La ecuación de la hipérbola centrada en el origen y cuyos focos están en los puntos 

F’ (0, -c) y F(0, c) viene dada por:   

[image: image31.png]



  

La demostración es similar a la anterior. 

3. Caso General  

 Si en vez de  considerar el  centro de la  hipérbola  en el punto (0, 0), como se hizo en los dos casos anteriores, se considera el punto C (h, k), las ecuaciones de la hipérbola correspondiente, se transformarán utilizando las ecuaciones de traslación en:   
[image: image32.png]kP _(z-2P _,




Según que el eje focal sea una recta paralela al eje x o al eje y respectivamente.   

Observaciones:  

i. En la figura, se ha trazado la hipérbola centrada en el origen  y  focos en  los puntos F1(c, 0) y F2 (-c, 0). Los puntos V1 y V2 son los vértices de la hipérbola y sus coordenadas son V1(a, 0) y V2 (-a, 0). Los puntos M, N, P  y  Q  tienen  coordenadas:
M (a, b), N (-a, b), P (-a, -b) y Q(a, -b).   

  El rectángulo MNPQ recibe el nombre de rectángulo auxiliar de la hipérbola.   

[image: image33.png]



ii. La gráfica de la hipérbola es simétrica con respecto al eje x y con respecto al eje y.         iii. Las rectas que pasan, la primera por M y P y la segunda por N y Q, se llaman asíntotas  oblicuas de la hipérbola y sus ecuaciones vienen dadas respectivamente por:  
[image: image34.png]



Una forma "nemotécnica" de obtener las ecuaciones de las los asíntotas de la hipérbola es la siguiente: En la ecuación de la hipérbola, sustituir el 1 (uno) del segundo miembro por un 0 (cero).   

Así, en el caso particular de la hipérbola
[image: image35.png]



Hacemos:

[image: image36.png]=0=>y=—x
a
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(factorizando)

Estas son las ecuaciones de las asintotas




iv. En el caso particular, cuando a = b, las ecuaciones de la hipérbola se transforman  en: 
[image: image37.png]



En ambos, la hipérbola se llama: Hipérbola Equilátera y tienen como asíntotas las rectas  
                                                   [image: image38.png]



Asíntotas de la hipérbola
Las asíntotas de la hipérbola son dos rectas a las que la curva se acerca indefinidamente sin llegar a tocarlas.

Si en la ecuación de la hipérbola se despeja y, resulta: 
[image: image39.png]2l s b @) Sy=% L ViP-a@
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Al hacer x suficientemente grande, el denominador aumenta indefinidamente, mientras que el numerador siempre va a permanecer estático (invariable). Así la diferencia se hace tan pequeña como se quiera al crecer x.                                                                
Por tanto, la hipérbola se aproxima indefinidamente a las rectas  
 [image: image40.png]sle





Estas rectas se llaman ASÍNTOTAS DE LA HIPÉRBOLA. 

OBSERVACIONES:

Es  largo el proceso para poder conocer las asíntotas de una hipérbola.           
Sencillamente se eleva al cuadrado las dos ecuaciones de las asíntotas,
[image: image41.png]sle





De esta manera obtienes: 
[image: image42.png]2 2 _ 22 2 2
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Conclusión 

Para calcular las asíntotas sencillamente se iguala a cero el primer miembro de la ecuación reducida de la hipérbola y se despeja y. 

Propiedades de la hipérbola
Muchas propiedades de la hipérbola están asociadas con sus tangentes. Como la ecuación de una hipérbola es de segundo grado, sus tangentes pueden obtenerse empleando la condición para tangencia.

TEOREMAS:
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· La tangente a una hipérbola en cualquier punto de la curva es bisectriz del ángulo formado por los radios vectores de ese punto.
[image: image44.png]



· PROPIEDAD FOCAL DE LA HIPERBOLA

En cada punto P de la hipérbola, la recta tangente forma ángulos iguales con los segmentos PF1 y PF2 que unen el punto con los focos.

[image: image45.png]



EJEMPLO:
Hallar la ecuación canónica de la hipérbola con vértices en (3,-5) y (3,1) y asíntotas 
[image: image46.png]y=2:-8 y=—-2c44




Además calcule los focos, la excentricidad y trace la gráfica. 

SOLUCION:
Por ser el centro el punto medio de los vértices sus coordenadas son (3,-2). Además, la hipérbola tiene eje transversal vertical y [image: image47.png]


. Por otro lado, por el teorema de las asíntotas. 
[image: image48.png]




Por tanto, la ecuación canónica es 
[image: image49.png]w+2° (z-3° _,
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El valor de [image: image50.png]


  está dado por 
[image: image51.png]




Los focos están en
[image: image52.png]%@)y @ =2+ 245)

yla excentricidad es





La gráfica se muestra en la figura:   

[image: image53.png]
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